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Επανάληψη Βασικών Μεγεθών Θεωρίας Πληροφορίας (συνέχεια)
Η Ανισότητα Επεξεργασίας ∆εδοµένων και η Ανισότητα Fano Ιδιότητες των βασικών µεγεθών της Θεωρίας Πληροφορίας

Περιεχόµενα 3ης διάλεξης

1 Επανάληψη Βασικών Μεγεθών Θεωρίας Πληροφορίας (συνέχεια)

Ιδιότητες των ϐασικών µεγεθών της Θεωρίας Πληροφορίας

2 Η Ανισότητα Επεξεργασίας ∆εδοµένων και η Ανισότητα Fano

Ανισότητα επεξεργασίας δεδοµένων

Ανισότητα Fano
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Επανάληψη Βασικών Μεγεθών Θεωρίας Πληροφορίας (συνέχεια)
Η Ανισότητα Επεξεργασίας ∆εδοµένων και η Ανισότητα Fano Ιδιότητες των βασικών µεγεθών της Θεωρίας Πληροφορίας

Αντιστοιχία 3ης διάλεξης µε ϐιβλία

Cover & Thomas και El Gamal & Kim

Βιβλίο Cover & Thomas (2η έκδοση): Κεφ. 2.6 – 2.8, 2.10

Βιβλίο El Gamal & Kim: Κεφ. 2.1, 2.3
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Επανάληψη Βασικών Μεγεθών Θεωρίας Πληροφορίας (συνέχεια)
Η Ανισότητα Επεξεργασίας ∆εδοµένων και η Ανισότητα Fano Ιδιότητες των βασικών µεγεθών της Θεωρίας Πληροφορίας

Κυρτές (convex) και κοίλες (concave) συναρτήσεις

� Ορισµός 3.1. Μια συνάρτηση f (x) είναι κυρτή (∪) σε διάστηµα

(a, b) εάν, για κάθε x1, x2 ∈ (a, b) και 0 ≤ λ ≤ 1,

f (λx1 + (1− λ)x2) ≤ λf (x1) + (1− λ)f (x2).

Για να είναι µια συνάρτηση κυρτή πρέπει, επίσης, το πεδίο ορισµού

της να είναι κυρτό σύνολο. Στον παραπάνω ορισµό έχουµε ϐασιστεί

εµµέσως το γεγονός ότι το διάστηµα (a, b) είναι κυρτό : ∀x1, x2 ∈
(a, b), λx1 + (1− λ)x2 ∈ (a, b) για 0 ≤ λ ≤ 1.

� Ορισµός 3.2. Μια συνάρτηση f (x) είναι αυστηρώς κυρτή (strictly

convex) εάν η ισότητα στην παραπάνω σχέση ισχύει µόνο για λ = 0
ή λ = 1 (και παντού αλλού έχουµε <).

Πρακτικά, µια συνάρτηση είναι κυρτή όταν µια χορδή που ενώνει δύο

οποιεσδήποτε τιµές της δε ϐρίσκεται ποτέ ``κάτω΄΄ από τη συνάρτηση.

Παραδείγµατα κυρτών συναρτήσεων : x2, |x|, ex , x log x (για x ≥
0).
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Επανάληψη Βασικών Μεγεθών Θεωρίας Πληροφορίας (συνέχεια)
Η Ανισότητα Επεξεργασίας ∆εδοµένων και η Ανισότητα Fano Ιδιότητες των βασικών µεγεθών της Θεωρίας Πληροφορίας

Κυρτές (convex) και κοίλες (concave) συναρτήσεις

(συνέχεια)

� Ορισµός 3.3. Μια συνάρτηση f (x) είναι (αυστηρώς) κοίλη (∩) σε

διάστηµα (a, b) εάν η −f (x) είναι (αυστηρώς) κυρτή.

Παραδείγµατα κοίλων συναρτήσεων : log x ,
√

x (για x ≥ 0).

Η συνάρτηση ax + b (affine) είναι κυρτή και κοίλη.
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Επανάληψη Βασικών Μεγεθών Θεωρίας Πληροφορίας (συνέχεια)
Η Ανισότητα Επεξεργασίας ∆εδοµένων και η Ανισότητα Fano Ιδιότητες των βασικών µεγεθών της Θεωρίας Πληροφορίας

Παραδείγµατα κυρτών και κοίλων συναρτήσεων
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Επανάληψη Βασικών Μεγεθών Θεωρίας Πληροφορίας (συνέχεια)
Η Ανισότητα Επεξεργασίας ∆εδοµένων και η Ανισότητα Fano Ιδιότητες των βασικών µεγεθών της Θεωρίας Πληροφορίας

M. C. Escher, Convex and Concave, 1955
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Επανάληψη Βασικών Μεγεθών Θεωρίας Πληροφορίας (συνέχεια)
Η Ανισότητα Επεξεργασίας ∆εδοµένων και η Ανισότητα Fano Ιδιότητες των βασικών µεγεθών της Θεωρίας Πληροφορίας

V. Vasarely, Gestalt 4, 1970
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Επανάληψη Βασικών Μεγεθών Θεωρίας Πληροφορίας (συνέχεια)
Η Ανισότητα Επεξεργασίας ∆εδοµένων και η Ανισότητα Fano Ιδιότητες των βασικών µεγεθών της Θεωρίας Πληροφορίας

Ανισότητα Jensen

� Θεώρηµα 3.4. Μια διαφορίσιµη συνάρτηση είναι (αυστηρώς) κυρ-

τή (∪) σε ένα διάστηµα όταν έχει µη αρνητική (ϑετική) δεύτερη

παράγωγο στο διάστηµα αυτό.

Απόδειξη : Σε ϐιβλία ανάλυσης ή Cover & Thomas Theorem 2.6.1

� Θεώρηµα 3.5. (Ανισότητα Jensen): Εάν η συνάρτηση f είναι κυρτή

και η X είναι τυχαία µεταβλητή,

Ανισότητα Jensen

E [f (X)] ≥ f (E[X ])

Απόδειξη : µε επαγωγή (induction) για διακριτές τ.µ. (Cover &

Thomas)
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Επανάληψη Βασικών Μεγεθών Θεωρίας Πληροφορίας (συνέχεια)
Η Ανισότητα Επεξεργασίας ∆εδοµένων και η Ανισότητα Fano Ιδιότητες των βασικών µεγεθών της Θεωρίας Πληροφορίας

Απόδειξη ανισότητας Jensen

Για τ.µ. µε δύο ενδεχόµενα, από τον ορισµό της κυρτότητας,

p1f (x1) + p2f (x2) ≥ f (p1x1 + p2x2) (δεδοµένου ότι p2 = 1− p1).

΄Εστω ότι η σχέση ισχύει για τ.µ. µε k − 1 ενδεχόµενα.

Θέτουµε p′i =
pi

1−pk
, για i = 1,2, . . . , k − 1.

k∑
i=1

pi f (xi) = pkf (xk) + (1− pk)

k−1∑
i=1

p′i f (xi)

(a)
≥ pkf (xk) + (1− pk)f

(
k−1∑
i=1

p′i xi

)
(b)
≥ f

(
pkxk + (1− pk)

k−1∑
i=1

p′i xi

)
= f

(
k∑

i=1

pixi

)
,

όπου στο (a) χρησιµοποιήθηκε η παραδοχή ότι η ανισότητα Jensen ισχύει

για k−1, ενώ στο (b) χρησιµοποιήθηκε το γεγονός ότι η ανισότητα ισχύει

για k = 2.
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Επανάληψη Βασικών Μεγεθών Θεωρίας Πληροφορίας (συνέχεια)
Η Ανισότητα Επεξεργασίας ∆εδοµένων και η Ανισότητα Fano Ιδιότητες των βασικών µεγεθών της Θεωρίας Πληροφορίας

Ανισότητα πληροφορίας (ή Gibbs): D(p||q) ≥ 0

D(p||q) = 0⇔ p(x) = q(x) για κάθε x ∈ X .

Απόδειξη µε χρήση ορισµού και ανισότητας Jensen:

΄Εστω A = {x : p(x) > 0}.

−D(p||q) = −
∑
x∈A

p(x) log
p(x)

q(x)
=
∑
x∈A

p(x) log
q(x)

p(x)
=

(a)
≤ log

∑
x∈A

p(x)
q(x)

p(x)
= log

∑
x∈A

q(x)
(b)
≤ log

∑
x∈X

q(x) = log 1 = 0.

Στο (a) χρησιµοποιήθηκε το γεγονός ότι η log t είναι αυστηρώς κοίλη

συνάρτηση του t. (b) γιατί;

Η ισότητα ισχύει εάν και µόνο εάν q(x)/p(x) = c για όλα τα x , δηλα-

δή εάν q(x) = cp(x). Επίσης, πρέπει
∑

x∈A q(x) =
∑

x∈X q(x) =∑
x∈X cp(x) = c = 1. Συνεπώς, D(p||q) = 0 ⇔ p(x) = q(x) για όλα

τα x ∈ A.
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Επανάληψη Βασικών Μεγεθών Θεωρίας Πληροφορίας (συνέχεια)
Η Ανισότητα Επεξεργασίας ∆εδοµένων και η Ανισότητα Fano Ιδιότητες των βασικών µεγεθών της Θεωρίας Πληροφορίας

Συνέπειες ανισότητας πληροφορίας

Η αµοιβαία πληροφορία είναι πάντοτε µη αρνητική: Για οποιεσδήπο-

τε τ.µ. X και Y , I(X ;Y ) ≥ 0 . Προκύπτει άµεσα από τον ορισµό

της I(X ;Y ) και από την ανισότητα πληροφορίας.

D(p(y|x)||q(y|x)) ≥ 0 (Γιατί; Πότε ισχύει η ισότητα ;)

I(X ;Y |Z) ≥ 0.

H(X |Y ) ≤ H(X).

∆εδοµένου ότι I(X ;Y ) ≥ 0⇒ H(X)− H(X |Y ) ≥ 0.

Προσοχή: ∆εν ισχύει πάντα H(X |Y = y) ≤ H(X)
(και, εποµένως, δεν ισχύει πάντα ότι I(X ;Y = y) ≥ 0).
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Επανάληψη Βασικών Μεγεθών Θεωρίας Πληροφορίας (συνέχεια)
Η Ανισότητα Επεξεργασίας ∆εδοµένων και η Ανισότητα Fano Ιδιότητες των βασικών µεγεθών της Θεωρίας Πληροφορίας

Σχέση µεταξύ I(X ;Y ) και I(X ;Y |Z)

Σε αντίθεση µε την υπό συνθήκη εντροπία (για την οποία ισχύει

H(X |Z) ≤ H(X)), δεν υπάρχει κάποια γενική ανισότητα που συν-

δέει την I(X ;Y ) και την I(X ;Y |Z).

∆ύο σηµαντικές ειδικές περιπτώσεις

Εάν p(x, y, z) = p(x)p(z)p(y|x, z), I(X ;Y |Z) ≥ I(X ;Y ). Θα

το αποδείξουµε σύντοµα όταν ϑα µιλήσουµε για την κυρτότητα της

I(X ;Y ).

Εάν οι X , Y και Z σχηµατίζουν ακολουθία Markov (δηλαδή X →
Y → Z ), I(X ;Y |Z) ≤ I(X ;Y ). Θα το αποδείξουµε σύντοµα όταν

αναφερθούµε στην Ανισότητα Επεξεργασίας ∆εδοµένων.
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Επανάληψη Βασικών Μεγεθών Θεωρίας Πληροφορίας (συνέχεια)
Η Ανισότητα Επεξεργασίας ∆εδοµένων και η Ανισότητα Fano Ιδιότητες των βασικών µεγεθών της Θεωρίας Πληροφορίας

Φράγµα Ανεξαρτησίας (Independence Bound)

Από Κοινού Εντροπίας

H(X1,X2, . . . ,Xn) =

n∑
i=1

H(Xi |X1,X2, . . . ,Xi−1) ≤
n∑

i=1

H(Xi).

Η ισότητα ισχύει εάν και µόνο εάν οι Xi είναι ανεξάρτητες.
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Επανάληψη Βασικών Μεγεθών Θεωρίας Πληροφορίας (συνέχεια)
Η Ανισότητα Επεξεργασίας ∆εδοµένων και η Ανισότητα Fano Ιδιότητες των βασικών µεγεθών της Θεωρίας Πληροφορίας

΄Ανω ϕράγµα H(X)
δεδοµένου του πλήθους ενδεχοµένων |X |

� Θεώρηµα 3.6. H(X) ≤ log |X |, όπου |X | ο αριθµός των στοιχείων

(cardinality) του X . Η ισότητα ισχύει εάν και µόνο εάν η X είναι

οµοιόµορφα κατανεµηµένη στο X .

Απόδειξη

΄Εστω u(x) = 1
|X | η (διακριτή) οµοιόµορφη κατανοµή µάζας πι-

ϑανότητας στο σύνολο X και p(x) η κατανοµή µάζας πιθανότη-

τας της X . Από τον ορισµό της σχετικής εντροπίας, D(p||u) =∑
p(x) log p(x)

u(x) = log |X | − H(X).

Από την ανισότητα πληροφορίας, 0 ≤ D(p||u) = log |X |−H(X)⇒
H(X) ≤ log |X |.
Η ισότητα ισχύει εάν D(p||u) = 0, δηλαδή εάν και µόνο εάν p(x) =
u(x).
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Επανάληψη Βασικών Μεγεθών Θεωρίας Πληροφορίας (συνέχεια)
Η Ανισότητα Επεξεργασίας ∆εδοµένων και η Ανισότητα Fano Ιδιότητες των βασικών µεγεθών της Θεωρίας Πληροφορίας

Ανισότητα log sum

� Ανισότητα log sum: Για µη αρνητικούς αριθµούς a1,a2, . . . ,an και

b1, b2, . . . , bn ,

n∑
i=1

ai log
ai

bi
≥

(
n∑

i=1

ai

)
log
∑n

i=1 ai∑n
i=1 bi

.

Η ισότητα ισχύει εάν και µόνο εάν
ai
bi

= c, όπου c σταθερά.
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Επανάληψη Βασικών Μεγεθών Θεωρίας Πληροφορίας (συνέχεια)
Η Ανισότητα Επεξεργασίας ∆εδοµένων και η Ανισότητα Fano Ιδιότητες των βασικών µεγεθών της Θεωρίας Πληροφορίας

Απόδειξη ανισότητας log sum

Απόδειξη : ΄Εστω ότι ai > 0 και bi > 0 (αποδείξτε ως άσκηση την

περίπτωση που δεν υπάρχει i για το οποίο να ισχύει aibi > 0). Η

συνάρτηση t log t είναι αυστηρώς κυρτή (∪) ((t log t)′′ = 1
t log e >

0 για ϑετικό t). Από την ανισότητα Jensen,∑
λi f (ti) ≥ f

(∑
λi ti
)
,

για λi ≥ 0,
∑

i λi = 1. Θέτοντας λi =
bi∑n

j=1 bj
και tj =

ai
bi

,

∑ ai∑
bj

log
ai

bi
≥
∑ ai∑

bj
log
∑ ai∑

bj
⇒∑

ai log
ai

bi
≥
(∑

ai

)
log
∑

ai∑
bi
.
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Επανάληψη Βασικών Μεγεθών Θεωρίας Πληροφορίας (συνέχεια)
Η Ανισότητα Επεξεργασίας ∆εδοµένων και η Ανισότητα Fano Ιδιότητες των βασικών µεγεθών της Θεωρίας Πληροφορίας

Η D(p||q) είναι κυρτή (∪)

� Θεώρηµα 3.7. Η D(p||q) είναι κυρτή στο Ϲεύγος κατανοµών (p, q). ∆ηλα-

δή, εάν (p1, q1) και (p2, q2) είναι Ϲεύγη συναρτήσεων µάζας πιθανότη-

τας,

D(λp1+(1−λ)p2||λq1+(1−λ)q2) ≤ λD(p1||q1)+(1−λ)D(p2||q2),

για 0 ≤ λ ≤ 1.

Απόδειξη : Με χρήση της ανισότητας log sum. Για οποιοδήποτε ενδεχόµε-

νο x ,

(λp1(x) + (1− λ)p2(x)) log
λp1(x) + (1− λ)p2(x)

λq1(x) + (1− λ)q2(x)
≤

λp1(x) log
λp1(x)

λq1(x)
+ (1− λ)p2(x) log

(1− λ)p2(x)

(1− λ)q2(x)
.

Αθροίζοντας για όλα τα ενδεχόµενα x και µε χρήση του ορισµού της

σχετικής εντροπίας προκύπτει η κυρτότητα της D.
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Η εντροπία είναι κοίλη (∩)

Είδαµε ότι, εάν u(x) είναι η οµοιόµορφη διακριτή κατανοµή, D(p||u) =∑
p(x) log p(x)

u(x) = log |X |−H(X)⇒ H(X) = log |X |−D(p||u).

∆εδοµένου ότι η D(p||u) είναι κυρτή, η −D(p||u) (και, εποµένως,

και η εντροπία) είναι κοίλη.

� Θεώρηµα 3.8. Συνεπώς, για την εντροπία ισχύει

H(λp1 + (1− λ)p2) ≥ λH(p1) + (1− λ)H(p2).

Για εναλλακτική απόδειξη, χωρίς χρήση ανισότητας log sum δείτε

Cover & Thomas Theorem 2.7.3.
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Επανάληψη Βασικών Μεγεθών Θεωρίας Πληροφορίας (συνέχεια)
Η Ανισότητα Επεξεργασίας ∆εδοµένων και η Ανισότητα Fano Ιδιότητες των βασικών µεγεθών της Θεωρίας Πληροφορίας

Η I(X ;Y ) είναι κοίλη (∩) συνάρτηση της p(x)
για δεδοµένη p(y|x)

Απόδειξη :

I(X ;Y ) = H(Y )− H(Y |X) = H(Y )−
∑

x p(x)H(Y |X = x).

1ος όρος : p(y) =
∑

x p(y|x)p(x). Συνεπώς, για δεδοµένη

p(y|x), η p(y) είναι γραµµική συνάρτηση της p(x). Η H(Y ) είναι

κοίλη συνάρτηση της p(y) και, εποµένως, και της p(x).

2ος όρος : Γραµµική συνάρτηση της p(x).

Εποµένως, η I(X ;Y ) είναι κοίλη (∩) συνάρτηση της p(x) για δεδο-

µένη p(y|x).

Θυµηθείτε ότι, σε διακριτά κανάλια χωρίς µνήµη, η χωρητικότητα

ισούται µε τη µέγιστη τιµή της I(X ;Y ). Το γεγονός ότι η I(X ;Y )
είναι κοίλη για δεδοµένο κανάλι (p(y|x)) σηµαίνει ότι, εάν ϐρούµε

ένα τοπικό µέγιστο, τότε είναι και ολικό µέγιστο και η κατανοµή (ή

οι κατανοµές) πηγής p∗(x) που µεγιστοποιεί(ούν) την I(X ;Y ) είναι

αυτή(ές) η(οι) οποία(ες) επιτυγχάνει(ουν) τη χωρητικότητα.
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Επανάληψη Βασικών Μεγεθών Θεωρίας Πληροφορίας (συνέχεια)
Η Ανισότητα Επεξεργασίας ∆εδοµένων και η Ανισότητα Fano Ιδιότητες των βασικών µεγεθών της Θεωρίας Πληροφορίας

Η I(X ;Y ) είναι κυρτή (∪) συνάρτηση της p(y|x)
για δεδοµένη p(x)

Απόδειξη :

΄Εστω δύο υπό συνθήκη κατανοµές µάζας πιθανότητας p1(y|x) και

p2(y|x). p1(x, y) = p(x)p1(y|x) και p2(x, y) = p(x)p2(y|x).

Επίσης, p1(y) =
∑

x p1(x, y) και p2(y) =
∑

x p2(x, y). Η περι-

ϑώρια κατανοµή των p1(x, y) και p2(x, y) ως προς x είναι η p(x).

΄Εστω, τώρα, η υπό συνθήκη κατανοµή που προκύπτει από την

``ανάµιξη΄΄ των p1(y|x) και p2(y|x):

pλ(y|x) = λp1(y|x) + (1− λ)p2(y|x), 0 ≤ λ ≤ 1.

Συνεπώς, ισχύει, επίσης,

pλ(x, y) = pλ(y|x)p(x) = λp1(y|x)p(x) + (1− λ)p2(y|x)p(x)
= λp1(x, y) + (1− λ)p2(x, y)

και

pλ(y) = λp1(y) + (1− λ)p2(y).
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Επανάληψη Βασικών Μεγεθών Θεωρίας Πληροφορίας (συνέχεια)
Η Ανισότητα Επεξεργασίας ∆εδοµένων και η Ανισότητα Fano Ιδιότητες των βασικών µεγεθών της Θεωρίας Πληροφορίας

Η I(X ;Y ) είναι κυρτή (∪) συνάρτηση της p(y|x)
για δεδοµένη p(x) (2)

Απόδειξη (συνέχεια):

Ορίζουµε την κατανοµή qλ(x, y) ως το γινόµενο των περιθώριων

κατανοµών :

qλ(x, y) = p(x)pλ(y) = λq1(x, y) + (1− λ)q2(x, y).

Από τον ορισµό της αµοιβαίας πληροφορίας παρατηρούµε ότι

I(X ;Y ) = D(pλ(x, y)||pλ(x)pλ(y)) = D(pλ(x, y)||p(x)pλ(y))

= D(pλ(x, y)||qλ(x, y)).

Η D(p||q) είναι κυρτή συνάρτηση του Ϲεύγους (p, q). Εποµένως,

και η I(X ;Y ) είναι κυρτή συνάρτηση της p(y|x).
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Επανάληψη Βασικών Μεγεθών Θεωρίας Πληροφορίας (συνέχεια)
Η Ανισότητα Επεξεργασίας ∆εδοµένων και η Ανισότητα Fano Ιδιότητες των βασικών µεγεθών της Θεωρίας Πληροφορίας

Η I(X ;Y ) είναι κυρτή (∪) συνάρτηση της p(y|x)
για δεδοµένη p(x) (3)

Συνεπώς, για δεδοµένη κατανοµή πηγής, υπάρχει κάποιο κανάλι το

οποίο ελαχιστοποιεί την πληροφορία που µπορούµε να µεταδώσου-

µε στο δέκτη.

Επίσης, για δεδοµένη κατανοµή εισόδου, p(x), η αµοιβαία πληρο-

ϕορία όταν χρησιµοποιούµε κανάλι που προκύπτει από το ``µέσο

όρο΄΄ δύο καναλιών δεν µπορεί να υπερβεί το µέσο όρο των αµοι-

ϐαίων πληροφοριών για κάθε κανάλι ξεχωριστά (που αντιστοιχούν

στην ίδια p(x)).

Αυτό έχει ως αποτέλεσµα η χωρητικότητα ενός καναλιού που µετα-

ϐάλλεται να είναι µεγαλύτερη όταν ο ποµπός γνωρίζει το κανάλι και

µπορεί να προσαρµόζει τις κωδικές λέξεις και το ϱυθµό µετάδοσης.

∆ηµήτρης-Αλέξανδρος Τουµπακάρης Προχωρηµένα Θέµατα Θεωρίας Πληροφορίας – 3η διάλεξη 23/ 42



Επανάληψη Βασικών Μεγεθών Θεωρίας Πληροφορίας (συνέχεια)
Η Ανισότητα Επεξεργασίας ∆εδοµένων και η Ανισότητα Fano Ιδιότητες των βασικών µεγεθών της Θεωρίας Πληροφορίας

Παράδειγµα 3.1

Υποθέτουµε ότι p(x, y, z) = p(x)p(z)p(y|x, z)
Θα αποδείξουµε ότι I(X ;Y |Z) ≥ I(X ;Y ).

Από τον ορισµό της I(X ;Y |Z),

I(X ;Y |Z) =
∑

x

∑
y

∑
z

p(x, y, z) log
p(x, y|z)

p(x|z)p(y|z)

=
∑

x

∑
y

∑
z

p(x)p(y|x, z)p(z) log
p(y|x, z)
p(y|z)

=
∑

z

p(z)
∑

x

∑
y

p(x)p(y|x, z) log
p(y|x, z)
p(y|z)
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Επανάληψη Βασικών Μεγεθών Θεωρίας Πληροφορίας (συνέχεια)
Η Ανισότητα Επεξεργασίας ∆εδοµένων και η Ανισότητα Fano Ιδιότητες των βασικών µεγεθών της Θεωρίας Πληροφορίας

Παράδειγµα 3.1 (2)

I(X ;Y |Z) =
∑

z

p(z)
∑

x

∑
y

p(x)p(y|x, z) log
p(y|x, z)
p(y|z)

.

Μπορούµε να δούµε τις p(y|x, z) ως µια οικογένεια κατανοµών

p(z)(y|x) µε δείκτη Z . ∆ηλαδή, σε κάθε τιµή z της Z αντιστοιχεί µία

κατανοµή p(z)(y|x) , p(y|x, z).

Αποδείξαµε, όµως, ότι, για δεδοµένη p(x), η I(X ;Y ) είναι κυρτή

(∪) συνάρτηση της p(y|x).
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Επανάληψη Βασικών Μεγεθών Θεωρίας Πληροφορίας (συνέχεια)
Η Ανισότητα Επεξεργασίας ∆εδοµένων και η Ανισότητα Fano Ιδιότητες των βασικών µεγεθών της Θεωρίας Πληροφορίας

Παράδειγµα 3.1 (3)

Εποµένως, από την Ανισότητα Jensen,

I(X ;Y |Z) =
∑

z

p(z)
∑

x

∑
y

p(x)p(y|x, z) log
p(y|x, z)
p(y|z)

≥
∑

x

∑
y

p(x)

{∑
z

p(z)p(y|x, z)

}
log
∑

z p(z)p(y|x, z)∑
z p(z)p(y|z)

=
∑

x

∑
y

p(x)p(y|x) log
p(y|x)
p(y)

= I(X ;Y ).
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Επανάληψη Βασικών Μεγεθών Θεωρίας Πληροφορίας (συνέχεια)
Η Ανισότητα Επεξεργασίας ∆εδοµένων και η Ανισότητα Fano

Ανισότητα επεξεργασίας δεδοµένων
Ανισότητα Fano

Η Ανισότητα Επεξεργασίας ∆εδοµένων και η Ανισότητα Fano

1 Επανάληψη Βασικών Μεγεθών Θεωρίας Πληροφορίας (συνέχεια)

Ιδιότητες των ϐασικών µεγεθών της Θεωρίας Πληροφορίας

2 Η Ανισότητα Επεξεργασίας ∆εδοµένων και η Ανισότητα Fano

Ανισότητα επεξεργασίας δεδοµένων

Ανισότητα Fano
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Επανάληψη Βασικών Μεγεθών Θεωρίας Πληροφορίας (συνέχεια)
Η Ανισότητα Επεξεργασίας ∆εδοµένων και η Ανισότητα Fano

Ανισότητα επεξεργασίας δεδοµένων
Ανισότητα Fano

Ανισότητα Επεξεργασίας ∆εδοµένων

� Οι X ,Y , Z σχηµατίζουν αλυσίδα Markov (X → Y → Z ) εάν

p(x, y, z) = p(x)p(y|x)p(z|y).

Ισοδύναµα, X → Y → Z εάν και µόνο εάν p(x, z|y) = p(x|y)p(z|y)
(δηλαδή, οι x και z είναι υπό συνθήκη ανεξάρτητες δεδοµένης της

y).

Ισχύει πάντοτε ότι X → Y → g(Y ).

� Ανισότητα Επεξεργασίας ∆εδοµένων (Data Processing Inequality):

Ανισότητα Επεξεργασίας ∆εδοµένων

Εάν X → Y → Z , τότε I(X ;Y ) ≥ I(X ; Z).
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Επανάληψη Βασικών Μεγεθών Θεωρίας Πληροφορίας (συνέχεια)
Η Ανισότητα Επεξεργασίας ∆εδοµένων και η Ανισότητα Fano

Ανισότητα επεξεργασίας δεδοµένων
Ανισότητα Fano

Ανισότητα Επεξεργασίας ∆εδοµένων (απόδειξη)

Απόδειξη : Από τον κανόνα αλυσίδας για την αµοιβαία πληροφορία,

I(X ;Y , Z) = I(X ; Z) + I(X ;Y |Z)
= I(X ;Y ) + I(X ; Z |Y ) = I(X ;Y ),

λόγω της υπό συνθήκη ανεξαρτησίας των X και Z δεδοµένης της

Y . Λαµβάνοντας, επίσης, υπόψη ότι I(X ;Y |Z) ≥ 0, προκύπτει η

ανισότητα.

Με τον ίδιο τρόπο µπορούµε, επίσης, να δείξουµε ότι I(X ;Y |Z) ≤
I(X ;Y )

I(X ;Y ) ≥ I(X ; g(Y )). Συνεπώς, η πληροφορία για τη X που

περιέχεται στην Y δεν µπορεί να αυξηθεί µε επεξεργασία της Y
(αντίθετα, µάλιστα, ενδέχεται να µειωθεί). Ωστόσο, κατάλληλη επε-

ξεργασία της Y ενδέχεται να διευκολύνει την εξαγωγή της πληρο-

ϕορίας.
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Επανάληψη Βασικών Μεγεθών Θεωρίας Πληροφορίας (συνέχεια)
Η Ανισότητα Επεξεργασίας ∆εδοµένων και η Ανισότητα Fano

Ανισότητα επεξεργασίας δεδοµένων
Ανισότητα Fano

Η I(X ;Y ) είναι κοίλη (∩) συνάρτηση της p(x) για δεδοµένη

p(y|x) – Εναλλακτική Απόδειξη (Gallager)

Με χρήση της ανισότητας επεξεργασίας δεδοµένων.

΄Εστω κανάλι µε είσοδο X , πίνακα µετάβασης p(y|x) και εξόδους

Y .

΄Εστω αυθαίρετες κατανοµές p1 και p2 και I1 και I2 η αµοιβαία

πληροφορία µεταξύ των X και Y όταν η κατανοµή εισόδου είναι η

p1 και p2, αντίστοιχα. ΄Εστω τυχαία παράµετρος θ, µε 0 < θ < 1,

p = θp1 + (1− θ)p2 και I η αντίστοιχη αµοιβαία πληροφορία. Θα

δείξουµε ότι

θI1 + (1− θ)I2 ≤ I.
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Επανάληψη Βασικών Μεγεθών Θεωρίας Πληροφορίας (συνέχεια)
Η Ανισότητα Επεξεργασίας ∆εδοµένων και η Ανισότητα Fano

Ανισότητα επεξεργασίας δεδοµένων
Ανισότητα Fano

Η I(X ;Y ) είναι κοίλη (∩) συνάρτηση της p(x) για δεδοµένη

p(y|x) – Εναλλακτική Απόδειξη (2)

Μπορούµε να υποθέσουµε ότι οι p1 και p2 είναι υπό συνθήκη κα-

τανοµές που εξαρτώνται από µια δυαδική τ.µ. Z :

p1(x) = pX |Z (x|1), p2(x) = pX |Z (x|2)

Θέτουµε pZ (1) = θ και pZ (2) = 1− θ.
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Επανάληψη Βασικών Μεγεθών Θεωρίας Πληροφορίας (συνέχεια)
Η Ανισότητα Επεξεργασίας ∆εδοµένων και η Ανισότητα Fano

Ανισότητα επεξεργασίας δεδοµένων
Ανισότητα Fano

Η I(X ;Y ) είναι κοίλη (∩) συνάρτηση της p(x) για δεδοµένη

p(y|x) – Εναλλακτική Απόδειξη (3)

Το πρόβληµα ϕαίνεται στο παρακάτω σχήµα.

Παρατηρούµε ότι Z → X → Y και p(y|x, z) = p(y|x).

Επίσης, θI1 + (1− θ)I2 = I(X ;Y |Z) και I = I(X ;Y ).
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Επανάληψη Βασικών Μεγεθών Θεωρίας Πληροφορίας (συνέχεια)
Η Ανισότητα Επεξεργασίας ∆εδοµένων και η Ανισότητα Fano

Ανισότητα επεξεργασίας δεδοµένων
Ανισότητα Fano

Η I(X ;Y ) είναι κοίλη (∩) συνάρτηση της p(x) για δεδοµένη

p(y|x) – Εναλλακτική Απόδειξη (4)

∆εδοµένου ότι οι Z και Y είναι υπό συνθήκη ανεξάρτητες δεδο-

µένης της X , I(Y ; Z |X) = 0.

Επίσης, όπως και στην απόδειξη της ανισότητας επεξεργασίας δε-

δοµένων,

I(Y ;X , Z) = I(Y ; Z) + I(Y ;X |Z) = I(Y ;X) + I(Y ; Z |X)⇒
I(Y ; Z) + I(Y ;X |Z) = I(Y ;X)⇒
I(Y ;X |Z) = I(X ;Y |Z) ≤ I(Y ;X).

Με παρόµοιο τρόπο µπορεί να αποδειχτεί ότι η I(X ;Y ) είναι κυρτή

(∪) συνάρτηση της p(y|x) για δεδοµένη p(x) (Gallager Theorem

4.4.3).
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Επανάληψη Βασικών Μεγεθών Θεωρίας Πληροφορίας (συνέχεια)
Η Ανισότητα Επεξεργασίας ∆εδοµένων και η Ανισότητα Fano

Ανισότητα επεξεργασίας δεδοµένων
Ανισότητα Fano

Η Ανισότητα Fano

1 Επανάληψη Βασικών Μεγεθών Θεωρίας Πληροφορίας (συνέχεια)

Ιδιότητες των ϐασικών µεγεθών της Θεωρίας Πληροφορίας

2 Η Ανισότητα Επεξεργασίας ∆εδοµένων και η Ανισότητα Fano

Ανισότητα επεξεργασίας δεδοµένων

Ανισότητα Fano
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Επανάληψη Βασικών Μεγεθών Θεωρίας Πληροφορίας (συνέχεια)
Η Ανισότητα Επεξεργασίας ∆εδοµένων και η Ανισότητα Fano

Ανισότητα επεξεργασίας δεδοµένων
Ανισότητα Fano

Εκτίµηση τιµής τυχαίας µεταβλητής

Σκοπός της επικοινωνίας είναι ο δέκτης να λάβει την πληροφορία

που του στέλνει ο ποµπός µέσω ενός καναλιού.

΄Εστω ότι η τ.µ. Y περιέχει κάποια πληροφορία για τη X (οπότε οι X
και Y δεν είναι ανεξάρτητες και I(X ;Y ) > 0).

Εκτιµητής (estimator): Μια συνάρτηση της Y η οποία παράγει µια

εκτίµηση (estimate) για τη X : X̂ = g(Y ).

Ο εκτιµητής µπορεί να είναι ντετερµινιστικός (deterministic) ή στο-

χαστικός.

Θέλουµε να ϐρούµε ποια είναι η πιθανότητα η εκτίµηση X̂ να µην

ισούται µε την πραγµατική τιµή της τ.µ. X που µετέδωσε ο ποµπός.

Ορίζουµε την Πιθανότητα Σφάλµατος Pe , Pr{X̂ 6= X}.
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Επανάληψη Βασικών Μεγεθών Θεωρίας Πληροφορίας (συνέχεια)
Η Ανισότητα Επεξεργασίας ∆εδοµένων και η Ανισότητα Fano

Ανισότητα επεξεργασίας δεδοµένων
Ανισότητα Fano

Εκτίµηση τιµής τυχαίας µεταβλητής (συνέχεια)

Προφανώς, εάν H(X |Y ) = 0, υπάρχει εκτιµητής ο οποίος παράγει

εκτιµήσεις µε Pe = 0.

∆ιαισθητικά περιµένουµε ότι µικρές τιµές της H(X |Y ) ϑα οδηγούν

σε εκτιµήσεις µε µικρή Pe (εφόσον, ϐέβαια, χρησιµοποιηθεί καλός

εκτιµητής).

Η ανισότητα Fano δίνει ένα κάτω ϕράγµα για την Pe συναρτήσει της

H(X |Y ).

∆ηµήτρης-Αλέξανδρος Τουµπακάρης Προχωρηµένα Θέµατα Θεωρίας Πληροφορίας – 3η διάλεξη 36/ 42



Επανάληψη Βασικών Μεγεθών Θεωρίας Πληροφορίας (συνέχεια)
Η Ανισότητα Επεξεργασίας ∆εδοµένων και η Ανισότητα Fano

Ανισότητα επεξεργασίας δεδοµένων
Ανισότητα Fano

Ανισότητα Fano

Για κάθε εκτιµητή τέτοιο ώστε X → Y → X̂ ,

Ανισότητα Fano

H(Pe) + Pe log |X | ≥ H(X |X̂) ≥ H(X |Y ),

όπου H(Pe) = −Pe log Pe − (1− Pe) log(1− Pe).

Παρατηρήστε ότι ο εκτιµητής δεν είναι, κατ΄ ανάγκη, ντετερµινιστική

συνάρτηση της Y . Επίσης, Pe = 0⇒ H(X |Y ) = 0.
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Επανάληψη Βασικών Μεγεθών Θεωρίας Πληροφορίας (συνέχεια)
Η Ανισότητα Επεξεργασίας ∆εδοµένων και η Ανισότητα Fano

Ανισότητα επεξεργασίας δεδοµένων
Ανισότητα Fano

Ανισότητα Fano (συνέχεια)

Θέτοντας H(Pe) = maxp H(p) = 1 προκύπτει το λιγότερο ακρι-

ϐές κάτω ϕράγµα,

1 + Pe log |X | ≥ H(X |Y )⇒ Pe ≥
H(X |Y )− 1

log |X |
.

Θα χρησιµοποιήσουµε την ανισότητα Fano στην απόδειξη του Θε-

ωρήµατος Κωδικοποίησης Καναλιού (αντίστροφο).
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Επανάληψη Βασικών Μεγεθών Θεωρίας Πληροφορίας (συνέχεια)
Η Ανισότητα Επεξεργασίας ∆εδοµένων και η Ανισότητα Fano

Ανισότητα επεξεργασίας δεδοµένων
Ανισότητα Fano

Απόδειξη Ανισότητας Fano

(Cover & Thomas Theorem 2.10.1)

΄Εστω η τ.µ. E που υποδηλώνει εάν έχει εµφανιστεί σφάλµα ή όχι στην

εκτίµηση της X

E =

{
1 εάν X̂ 6= X ,
0 εάν X̂ = X .

Αναπτύσσουµε την H(E,X |X̂) µε χρήση του κανόνα αλυσίδας για την

εντροπία :

H(E,X |X̂) = H(X |X̂) + H(E|X , X̂)︸ ︷︷ ︸
=0

= H(E|X̂)︸ ︷︷ ︸
≤H(E)=H(Pe)

+H(X |E, X̂)︸ ︷︷ ︸
≤Pe log |X |

.

H(E|X , X̂) = 0 γιατί εάν ξέρουµε τις τιµές των X̂ και X γνωρίζουµε

εάν έχει εµφανιστεί σφάλµα εκτίµησης.
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Επανάληψη Βασικών Μεγεθών Θεωρίας Πληροφορίας (συνέχεια)
Η Ανισότητα Επεξεργασίας ∆εδοµένων και η Ανισότητα Fano

Ανισότητα επεξεργασίας δεδοµένων
Ανισότητα Fano

Απόδειξη Ανισότητας Fano (2)

H(E,X |X̂) = H(X |X̂) + H(E|X , X̂)︸ ︷︷ ︸
=0

= H(E|X̂)︸ ︷︷ ︸
≤H(E)=H(Pe)

+H(X |E, X̂)︸ ︷︷ ︸
≤Pe log |X |

.

H(E|X̂) ≤ H(E). ∆εδοµένου ότι η πιθανότητα σφάλµατος (E = 1)

ισούται µε Pe , η τ.µ. ακολουθεί κατανοµή Bernoulli µε παράµετρο Pe

και H(E) = H(Pe).

H(X |E, X̂) = Pr(E = 0)H(X |X̂ ,E = 0)+Pr(E = 1)H(X |X̂ ,E =
1) ≤ (1−Pe)0+Pe log |X |, δεδοµένου ότι εάν δεν υπάρχει σφάλ-

µα εκτίµησης X = X̂ , ενώ η χειρότερη περίπτωση εάν έχει συµβεί

σφάλµα είναι η X να ακολουθεί οµοιόµορφη κατανοµή.

Εποµένως, H(Pe) + Pe log |X | ≥ H(X |X̂).
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Επανάληψη Βασικών Μεγεθών Θεωρίας Πληροφορίας (συνέχεια)
Η Ανισότητα Επεξεργασίας ∆εδοµένων και η Ανισότητα Fano

Ανισότητα επεξεργασίας δεδοµένων
Ανισότητα Fano

Απόδειξη Ανισότητας Fano (3)

H(Pe) + Pe log |X | ≥ H(X |X̂).

∆εδοµένου ότι X → Y → X̂ ,

I(X ;Y ) ≥ I(X ; X̂) ⇒ H(X) − H(X |Y ) ≥ H(X) − H(X |X̂) ⇒
H(X |X̂) ≥ H(X |Y ).
Συνεπώς,

H(Pe) + Pe log |X | ≥ H(X |X̂) ≥ H(X |Y ).

Εάν απαιτήσουµε η εκτιµώµενη τιµή X̂ να ανήκει στο σύνολο X ,

H(X |E, X̂) ≤ Pe log(|X | − 1) και

H(Pe) + Pe log(|X | − 1) ≥ H(X |X̂) ≥ H(X |Y ).
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Επανάληψη Βασικών Μεγεθών Θεωρίας Πληροφορίας (συνέχεια)
Η Ανισότητα Επεξεργασίας ∆εδοµένων και η Ανισότητα Fano

Ανισότητα επεξεργασίας δεδοµένων
Ανισότητα Fano

Επιτρεπτή περιοχή για Pe,H(X |Y )

c R. G. Gallager, Information Theory and Reliable Communication, 1968
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