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Anakefala�wshprohgoÔmenoumaj mato

•Je¸rhmaKwdikopo�hshKanalioÔgiadiakrit�kan�liaqwr�mn mh�

Eisagwg kaiorismo�.
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ProepiskìphshshmerinoÔmaj mato

•Apìdeixhjewr matoKwdikopo�hshKanalioÔgiadiakrit�kan�liaqwr�

mn mh(eujÔ).
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ApìdeixhJewr matoKwdikopo�hshKanalioÔ�Eisagwg 

•JaanaferjoÔmesthnapìdeixhhopo�aqrhsimopoie�thnIdiìthtaApìKoinoÔA-

sumptwtik Isodiamèrish(J
o
in

t
A

E
P).

•Hidèa:�Stèlnoumestokan�liakolouj�a
X

n
=

x
n
(W

)m kou

n.

�SthnèxodotoukanalioÔlamb�noumeakolouj�a

Y
nhopo�aexart�taiapìth

X
n,

kaj¸kaiapìtonp�nakamet�bash,
p
(y

|x
),toukanalioÔ.

�StodèkthanazhtoÔmeakolouj�a
X̂

nhopo�anae�naiapìkoinoÔtupik methn

Y
n.

E�nup�rqei,odèkthjewre�ìtih
X̂

ne�naihakolouj�apoumetèdwseopompì.

�ApìthnIdiìthtaapìkoinoÔAsumptwtik Isodiamèrish,memeg�lhpijanìthtah

lhfje�saakolouj�ajae�naiapìkoinoÔtupik methmetadoje�sa.

�Wstìso,up�rqeihpijanìthtah
Y

nnamhne�naiapìkoinoÔtupik mekam�aapìti

pijanèkwdikèlèxei

X
n nae�naiapìkoinoÔtupik me�llhakolouj�aapìaut 

poumetadìjhke.Sthnper�ptwshaut emfan�zetaisf�lmamet�dosh.

�Jade�xoumeìti,e�n

R
<

C,kaj¸to
nte�neisto�peiro,hpijanìthtasf�lmato

te�neisto0.
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ApìdeixhJewr matoKwdikopo�hsh(eujÔ)

•Je¸rhmaKwdikopo�hshKanalioÔ�Eisagwg 

•ApìdeixhJewr matoKwdikopo�hsh(eujÔ)
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ApìdeixhJewr matoKwdikopo�hshKanalioÔ

•Je¸rhmaKwdikopo�hshKanalioÔ:

�SeènaDiakritìKan�liQwr�Mn mh,ìloioirujmo�oiopo�oie�naimikrìteroiapìthn

plhroforiak qwrhtikìthtae�naiefikto�.Dhlad ,giak�jerujmì

R
<

C,up�rqei

akolouj�akwd�kwn
(

⌈
2

n
R
⌉
,
n

)memègisthpijanìthtasf�lmato

λ
(n

)
→

0.

�Ant�strofa,giaopoiad poteakolouj�aapìk¸dike

(

⌈
2

n
R
⌉
,
n

)me

λ
(n

)
→

0prèpei

naisqÔei
R

≤
C.

•Apìdeixh(eujÔ).
Giaaplopo�hshkaiqwr�ap¸leiagenikìthtaupojètoumeìtioarijmìkwdik¸nlèxewn

⌈
2

n
R
⌉e�naiakèraio.

JewroÔmededomènhpijanìthtasumbìlwneisìdou
p
(x

)kaidhmiourgoÔme

2
n

Rtuqa�e

kwdikèlèxei

x
nm kou

njewr¸ntaanex�rthteomo�wkatanemhmène(i.i.d
.)t.m.

x
i .Hpijanìthtanadhmiourg soumemiasugkekrimènhkwdik lèxh(akolouj�a)

x
n

isoÔtaime

p
(x

n
)

=
∏

ni=
1
p
(x

i ).
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ApìdeixhJewr matoKwdikopo�hshKanalioÔ(2)

•Oi
2

n
RkwdikèlèxeiapoteloÔntigrammètoup�naka

C
=



x
1 (1)

x
2 (1)

...
x

n
(1)

x
1 (2)

x
2 (2)

...
x

n
(2)

...
... ...
...

x
1 (2

n
R
)

x
2 (2

n
R
)

...
x

n
(2

n
R
)



• Hpijanìthtanadhmiourghje�ènasugkekrimènok¸dika(p�naka)

C

isoÔtaime

P
r(C

)
=

∏

2
n

R

w
=

1

∏

ni=
1
p
(x

i (w
)).
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ApìdeixhJewr matoKwdikopo�hshKanalioÔ(3)

•JewroÔmethnparak�twakolouj�abhm�twn

1.Dhmiourge�taiènatuqa�ok¸dika

CsÔmfwnamethnkatanom 

p
(x

)ìpw

perigr�fthkeparap�nw.

2.Ok¸dikaapokalÔptetaistonpompìkaistodèkth.Ep�sh,tìsoo

pompììsokaiodèkthgnwr�zountonp�nakamet�bashtoukanalioÔ,

p
(y
|x

).
3.Epilègetaiènam numa

WsÔmfwnameomoiìmorfhkatanom 

P
r{

W
=

w
}

=
2
−

n
R,

w
=

1
,2

,...,2
n

R.

4.Stèlnetaistokan�lih
w
−ost kwdik lèxh

X
n
(w

)hopo�aantistoiqe�

sth

w-ost gramm toup�naka
C.

5.Odèkthlamb�neiakolouj�a
Y

nmedesmeumènhkatanom 

p
(y

n
|x

n
(w

))
=

∏

ni=
1
p
(y

i |x
i (w

)).
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ApìdeixhJewr matoKwdikopo�hshKanalioÔ(4)

6.Odèkthektim�poiom numaèqeistale�.Obèltistodèkthqrhsimopoie�

an�qneushMègisthPijanof�neia(dedomènouìtijewroÔmeomoiìmorfh

katanom mhnum�twn).Wstìso,ìpwanafèrjhke,giathnapìdeixhja

jewr soumean�qneushmeb�shthnapìkoinoÔtupikìthta.Parìlopou

odèkthautìdene�naibèltisto,jaapode�xoumeìti,kaiseaut nthn

per�ptwsh,
λ

(n
)
→

0gia
n
→

∞(odèkthe�naiasumptwtik�bèltisto).

Odèkthapofas�zei(ektim�)ìtiest�lhtom numa

Ŵe�nikanopoioÔntai

tautìqronaoiex dÔosunj ke:

a.TozeÔgoakolouji¸n
(X

n
(Ŵ

),Y
n
)e�naiapìkoinoÔtupikì.

b.Denup�rqei�llode�kthmhnÔmato
W

′
6=

Ŵgiatonopo�onaisqÔei

(X
n
(W

′),Y
n
)
∈

A
(n

)
ǫ .Dhlad ,denup�rqeiakolouj�a

X
n
(W

′)pou

antistoiqe�sem numa

X
n
(W

′)
6=

Ŵ(dhlad an keistobibl�okwd�kwn)

hopo�anae�naiapìkoinoÔtupik methn
Y

n.
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ApìdeixhJewr matoKwdikopo�hshKanalioÔ(5)

7.E�n
Ŵ

6=
W,emfan�zetaisf�lmaan�qneush.'Estw

Etoendeqìmeno

{
Ŵ

6=
W

}.
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ApìdeixhJewr matoKwdikopo�hshKanalioÔ(6)

An�lushthpijanìthtasf�lmato�Eisagwg 

•Hidèa:Ant�naupolog�soumethnpijanìthtasf�lmatogiaèna

sugkekrimènok¸dika,jaupolog�soumethmèshpijanìthtasf�lmatogia

tuqa�adhmiourg�akwd�kwn.
•'Otanqrhsimopoie�taiapokwdikopo�hshmeqr shapìkoinoÔtupikìthta,

up�rqoundÔophgèsf�lmato:E�tehèxodo
Y

ndene�naiapìkoinoÔ

tupik methnakolouj�apouekpèmpeiopompì up�rqeitoul�qistonmia

akìmakwdik lèxhhopo�ae�naiapìkoinoÔtupik methn

Y
n.
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ApìdeixhJewr matoKwdikopo�hshKanalioÔ(7)

An�lushthpijanìthtasf�lmato�Eisagwg 

•ApìthnIdiìthtaApìKoinoÔAsumptwtik Isodiamèrish,hpijanìthta

hlhfje�saakolouj�anae�naiapìkoinoÔtupik methnekpemfje�sate�nei

sto1gia
n
→

∞.Ep�sh,hpijanìthtahlhfje�saakolouj�anae�nai

apìkoinoÔtupik meakolouj�adiaforetik apìthnekpemfje�saisoÔtai

per�poume
2
−

n
I
(X

;Y
).Epomènw,mporoÔmenaqrhsimopoi soumeper�pou

2
n

Ikwdikèlèxeikai,tautìqrona,nadiasfal�soumemikr pijanìthta

sf�lmato.

•Sthsunèqeiajaapode�xoumetaparap�nwkaimethnapara�ththmajh-

matik austhrìthta.
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Apokwdikopo�hshmeqr shapìkoinoÔtupikìthta
12



ApìdeixhJewr matoKwdikopo�hshKanalioÔ(8)

UpologismìPijanìthtaSf�lmato(

I)

•'Estwìtitom numa
Wpouekpèmpetaiepilègetaimeomoiìmorfhkatanom 

apìta
2

n
Rpijan�mhnÔmata.

E
,

{
Ŵ

(Y
n
)
6=

W
}e�naitoendeqìmeno

sf�lmato.
•Jaupolog�soumethmèshpijanìthtasf�lmatogiaìlatapijan�bibl�a

kwd�kwn.P
r{E

}
=

∑

C

P
r(C

)P
(n

)
e

(C
)
=

=
∑

C

P
r(C

)
1

2
n

R

2
n

R
∑

w
=

1

λ
w
(C

)
=

1

2
n

R

2
n

R
∑

w
=

1

∑

C

P
r(C

)λ
w
(C

).13



ApìdeixhJewr matoKwdikopo�hshKanalioÔ(9)

UpologismìPijanìthtaSf�lmato(

I
I)

•Dedomènouìtihantisto�qishmhnum�twnsekwdikèlèxeig�netaituqa�a

kaiepeid giaìloutoupijanoÔk¸diketom numa

Wjaantistoiq�zetai

k�jefor�sediaforetik kwdik lèxh,hposìthta

∑

C
P

r(C
)λ

w
(C

)e�nai

anex�rththtoumhnÔmato
w.Epomènw,mporoÔmenaupojèsoume,qwr�

ap¸leiathgenikìthta,ìtiest�lhhkwdik lèxhmede�kth

w
=

1.

•Epomènw,h

P
r(E

)isoÔtaime
P

r{E
}

=
1

2
n

R

2
n

R
∑

w
=

1

∑

C

P
r(C

)λ
w
(C

)
=

∑

C

P
r(C

)λ
1 (C

)
,

P
r(E

).14



ApìdeixhJewr matoKwdikopo�hshKanalioÔ(10)

UpologismìPijanìthtaSf�lmato(

I
I
I)

•Or�zoumetaendeqìmena
E

i
=

{(X
n
(i),Y

n
)

∈
A

(n
)

ǫ
}
,

i
∈

{1
,2

,...,2
n

R
},dhlad taendeqìmenahkwdik lèxh

X
n
(i)(pouanti-

stoiqe�stom numa
i)nae�naiapìkoinoÔtupik methlhfje�saakolouj�a

Y
nhopo�apro ljeapìmet�doshthkwdik lèxh

X
n
(1).

•Sunep¸,

P
r(E

)
=

P
(E

c1
∪

E
2
∪

E
3
∪

...∪
E

2
n

R
|W

=
1)

≤
P

(E
c1 |W

=
1)

+

2
n

R
∑i=

2

P
(E

i |W
=

1).
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ApìdeixhJewr matoKwdikopo�hshKanalioÔ(11)

UpologismìPijanìthtaSf�lmato(

I
V)

P
r(E

)
≤

P
(E

c1 |W
=

1)
+

2
n

R
∑i=

2

P
(E

i |W
=

1).

•ApìthnidiìthtaApìKoinoÔAsumptwtik Isodiamèrish,hpijanìthtah

Y
nnamhne�nai

apìkoinoÔtupik meth
X

n
(1

)te�neisto0gia
n

→
∞:Epomènw,giak�je

ǫ
>

0

up�rqei

n
0 tètoio¸ste

P
(E

c1 |W
=

1
)
≤

ǫ,gia
n

>
n

0 .
•Ep�sh,apìtontuqa�otrìpodhmiourg�atouk¸dika,oikwdikèlèxei

X
n
(1

)kai

X
n
(i)

e�naianex�rthtemetaxÔtougia
i
6=

1,meapotèlesmah
Y

nnae�naianex�rththapì

ti

X
n
(i)gia

i
6=

1.ApìthnIdiìthtaApìKoinoÔAsumptwtik Isodiamèrish,h

pijanìthtaoi

X
n
(i)kai

Y
nnae�naiapìkoinoÔtupikèen¸epilèqjhkananex�rthta

e�nai

≤
2
−

n
(I

(X
;Y

)−
3
ǫ).
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ApìdeixhJewr matoKwdikopo�hshKanalioÔ(12)

UpologismìPijanìthtaSf�lmato(

V)

•Sundu�zontaìlataparap�nw,
P

r(E
)
≤

P
(E

c1 |W
=

1
)
+

2
n

R
∑i=

2

P
(E

i |W
=

1
)
≤

ǫ
+

2
n

R
∑i=

2

2
−

n
(I

(X
;Y

)−
3
ǫ)

=
ǫ
+

(

2
n

R
−

1
)

2
−

n
(I

(X
;Y

)−
3
ǫ)
≤

ǫ
+

2
−

n
(I

(X
;Y

)−
3
ǫ−

R
)
≤

2
ǫ
.

Hteleuta�aanisìthtaisqÔeiefìson
n

>
n

1 kai
R

<
I
(X

;
Y

)
−

3
ǫ.

•Epomènw,e�n

R
<

I
(X

;
Y

),mporoÔmenaepilèxoume
ntètoio¸stehmèshpijanìthta

sf�lmatoupologismènhep�nwseìloutoupijanoÔk¸dikekaiseìletipijanè

kwdikèlèxeinamhnuperba�neito
2
ǫ,giaopoiod pote

ǫ
>

0.
•Dentelei¸sameakìma...Prèpeinade�xoumeìtihmègisthpijanìthtasf�lmato

λ
(n

)
→

0 kaiìtiup�rqeitoul�qistonènak¸dikame
λ

(n
)
→

0.
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ApìdeixhJewr matoKwdikopo�hshKanalioÔ(13)

Epilog bibl�oukwd�kwn

•E�noik¸dikedhmiourghjoÔnmeb�shthnkatanom 

p
∗(x

)hopo�a

megistopoie�thnamoiba�aplhrofor�a,

I
p
∗(X

;Y
)

=
C,kai,epomènw,

mporoÔmenametad¸soumeme
R

<
C.

•Dedomènouìtihmèshpijanìthtasf�lmatogiaìloutoutuqa�ou

k¸dikedenuperba�neito
2
ǫ,up�rqeitoul�qistonènabibl�okwd�kwn

(k¸dika)

C
∗giatoopo�ohmèshpijanìthtasf�lmatodenuperba�nei

to

2
ǫ:

P
r(E

|C
∗)

≤
2
ǫ.O

C
∗mpore�nabreje�meanaz thshmèsaseìlou

tou

2
n

Rk¸dike.Epomènw,
P

r(E
|C

∗)
≤

1

2
n

R

∑

λ
i (C

∗)
≤

2
ǫ.
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ApìdeixhJewr matoKwdikopo�hshKanalioÔ(14)

Epilog bibl�oukwd�kwn(sunèqeia)

•Togegonììtihmèshpijanìthtasf�lmatotouk¸dika

C
∗e�nai≤

2
ǫ,den

eggu�taiìtihpijanìthtasf�lmatopouantistoiqe�sthmet�doshenì

sugkekrimènoumhnÔmato
W(kai,epomènw,miasugkekrimènhkwdik 

lèxh
X

n
(W

))jae�nai
≤

2
ǫ.

•E�njèloumenadiasfal�soumemikr pijanìthtasf�lmatogiak�je

kwdik lèxh(kai,�ra,giak�jem numa)mporoÔmenaafairèsoumetimisè

qeirìterekwdikèlèxeitouk¸dika(dhlad ti
2

n
R
−

1kwdikèlèxeime

thmegalÔterhpijanìthtasf�lmato).
•Dedomènouìtihmèshpijanìthtasf�lmatoe�nai

≤
2
ǫ,h

mègisthpijanìthtasf�lmatotwnmis¸n``kalÔterwn''lèxewnpouapomè-

noundejauperba�neito

4
ǫ.
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ApìdeixhJewr matoKwdikopo�hshKanalioÔ(15)

Epilog bibl�oukwd�kwn(sunèqeia)

•Onèok¸dikaèqei
2

n
R
−

1kwdikèlèxeikai,�ra,rujmì

R
′
=

R
−

1n .

Giameg�la
n,hap¸leiarujmoÔmet�doshe�naiamelhtèa.

•Epomènw,de�xameìtimporoÔmenaepitÔqoumeopoiod poterujmìmet�-

doshpoudenuperba�neithqwrhtikìhta,kai,tautìqrona,hmègisthpi-

janìthtasf�lmato
λ

(n
)
≤

4
ǫ.
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Je¸rhmaKwdikopo�hshKanalioÔ(EujÔ)�Anakefala�wsh

Gianaapode�xoumetoJe¸rhmaKwdikopo�hshKanalioÔ

•Dhmiourg sameìloutoupijanoÔk¸dike(bibl�akwd�kwn)mekwdikèlèxeimeg�lou

m kou
n.

•Hdhmiourg�atwnkwdik¸nlèxewnèginemeb�shthnkatanom 

p
∗(x

)pouepitugq�neith

qwrhtikìthtakanalioÔ.
•Krat sametonkalÔteroapìtoutuqa�ouk¸dike

C
∗(tonk¸dikastonopo�oantistoiqe�

hmikrìterhmèshpijanìthtasf�lmato).
•De�xameìti,giaarkoÔntwmeg�lam khkwdik¸nlèxewn

n,efìson

R
<

I
(X

;
Y

),h

pijanìthtahakolouj�aexìdounamhne�naitupik methmetadoje�sakwdik lèxh na

e�naitupik mekwdik lèxhdiaforetik apìaut poumetadìjhkete�neisto0.Epomènw,

hmèshpijanìthtasf�lmatompore�naperioriste�auja�retakont�sto0.

•Metropopo�hshtouk¸dika(kaiauja�retamikr ap¸leiarujmoÔmet�dosh)de�xameìti

ìqimìnohmèsh,all�kaihmègisthpijanìthtasf�lmatompore�naperioriste�auja�reta

kont�sto0.
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Je¸rhmaKwdikopo�hshKanalioÔ(EujÔ)�Sqìlia

•Hdhmiourg�atuqa�wnkwd�kwnodhge�mense(mia)apìdeixhtouJewr -

matoKwdikopo�hshKanalioÔ,all�denapotele�praktikìtrìpomet�-

dosh.
•Hdhmiourg�atouk¸dika,ankaipolÔplokh,mpore�nag�neimiafor�

upojètontaìtiop�nakamet�bashtoukanalioÔ

p
(y
|x

)denall�zei.

Parathr steìtiobèltistok¸dikampore�nabreje�apìtonpompì

kaitodèkthanex�rthta,qwr�sunennìhsh,e�ngnwr�zounkaioidÔo

tonp�nakamet�bashkanalioÔkaiandhmiourg sounìloutoupijanoÔ

k¸dike(kaikrat sountonkalÔteroapì�poyhel�qisthpijanìthta

sf�lmato).
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Je¸rhmaKwdikopo�hshKanalioÔ(EujÔ)�Sqìlia

(sunèqeia)

•Toshmantikìteroprìblhmabr�sketaisthnapokwdikopo�hsh,kaj¸o

arijmìtwnkwdik¸nlèxewntwnopo�wnhapìkoinoÔtupikìthtamethn

Y
njaprèpeinaelegqje�aux�neiekjetik�meto

n.

•Toprìblhmaautìparamèneiakìmakaiìtanhapokwdikopo�hshg�netaime

qr sh�llwnkrithr�wn(p.q.an�qneushMègisthPijanof�neia).

•Hep�teuxhrujm¸nmet�doshkont�sthqwrhtikìthtatoukanalioÔme

ulopoi simoutrìpouapotele�antike�menothJewr�aKwdikopo�hsh.

Hmet�doshkont�sthqwrhtikìthtae�nais meraefikt mepoluplokìthta

poudene�naiapagoreutik giathnulopo�hshtwnapokwdikopoiht¸n.23



Anakefala�wshmaj matokaiProepiskìphshepìmenou

maj mato

•Je¸rhmaKwdikopo�hshKanalioÔ(giaDiakrit�Kan�liaQwr�Mn mh)

�EujÔ:Gia
n
→

∞,hpijanìthtanaapokwdikopoi soumel�josÔm-

bolo namhmporoÔmenaapokwdikopoi soumete�neisto0,efìson

R
<

C
=

m
ax

p
(x

)
I
(X

;Y
).

�Thnepìmenhfor�:Ant�strofo:Meqr shthanisìthta

F
a
n
oja

de�xoumeìtidenup�rqeik¸dikame
λ

(n
)
→

0pounaepitugq�nei

R
>

C.•QwrhtikìthtaDiakrit¸nKanali¸nQwr�Mn mhmeAn�drash.

�HqwrhtikìthtadiakritoÔkanalioÔqwr�mn mhdenaux�neie�nqrhsi-

mopoi soumean�drash!
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Anakefala�wshmaj matokaiProepiskìphshepìmenou

maj mato(2)

•Bèltisthmèjodoapokwdikopo�hsh(meqr shMègisthPijanof�neia

�
M

a
x
im

u
m

L
ik

e
lih

o
o
d).

•EkjèthSf�lmato(E
rro

r
E
x
p
o
n
e
n
t):Parèqeièna�nwfr�gmagiato

sf�lmaapokwdikopo�hshmeqr sh
M

Lgiadedomènom kok¸dika,

n.

•ApìdeixhJewr matoDiaqwrismoÔPhg -KanalioÔ.Hkwdikopo�hsh

phg kaikanalioÔmporoÔnnag�nounanex�rthtaqwr�ap¸leiarujmoÔ

met�dosh(giakan�liamiaeisìdou-miaexìdou).
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