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Σχετικά Βιβλία/Συγγράµµατα

Θα χρησιµοποιηθούν διαφάνειες. ∆ε ϑα δοθεί ϐιβλίο. Εάν Ϲητηθεί,

ϑα υποδειχθούν κεφάλαια από Ελληνόγλωσσα ϐιβλία.

Τα παρακάτω ϐιβλία/συγγράµµατα καλύπτουν ϑέµατα Ψηφιακών Ε-

πικοινωνιών. Θα είναι διαθέσιµα από το διδάσκοντα για δανεισµό

για λίγες ώρες.

J. R. Barry, E. A. Lee, and D. G. Messerschmitt, Digital Communica-

tion, 3rd ed.

Καλό ϐιβλίο, περισσότερο από την πλευρά της Επεξεργασίας Σήµα-

τος. Περιέχει και εισαγωγικά κεφάλαια. Η 3η έκδοση καλύπτει και

συστήµατα ΜΙΜΟ.

J. G. Proakis & M. Salehi, Digital Communications, 5th ed.

Κλασσικό ϐιβλίο Ψηφιακών Επικοινωνιών. Γενικά υπεισέρχεται σε

περισσότερες λεπτοµέρειες από τους Lee & Messerschmitt.
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Σχετικά Βιβλία/Συγγράµµατα (2)

John M. Cioffi, Digital Communication, Class Reader,

http://www.stanford.edu/group/cioffi/.

Καλύπτει ένα µεγάλο εύρος ϑεµάτων. Προϋποθέτει καλή γνώση πι-

ϑανοτήτων, σηµάτων και συστηµάτων και στοχαστικών διαδικασιών.

Εκτενής αναφορά σε συστήµατα DMT, στη γενικευµένη ϑεωρία ισο-

σταθµιστών (GDFE) και σε συστήµατα πολλών χρηστών (multiuser).

R. G. Gallager, Information Theory and Reliable Communication.

Κλασικό ϐιβλίο Θεωρίας Πληροφορίας. Το 8ο κεφάλαιο περιέχει

εκτενή ανάλυση της µετάδοσης σε συνεχή κανάλια πεπερασµένου

εύρους Ϲώνης.

S. M. Kay, Fundamentals of Statistical Signal Processing - Volume 1,

Estimation Theory.

Επικεντρώνεται στη Θεωρία Εκτίµησης.
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Σχετικά Βιβλία/Συγγράµµατα (3)

A. Lapidoth, A Foundation in Digital Communication.

Καινούργιο ϐιβλίο. ∆ίνει µεγάλη σηµασία στη µαθηµατική αυστη-

ϱότητα και στη γεωµετρική ϑεώρηση των Ψηφιακών Επικοινωνιών.

D. Tse and P. Viswanath, Fundamentals of Wireless Communica-

tions.

Πολύ καλογραµµένο ϐιβλίο µε σύγχρονα ϑέµατα. ∆εν καλύπτει

λεπτοµέρειες σχεδίασης συστηµάτων. Αναλύει τα Ασύρµατα Συ-

στήµατα από τη σκοπιά της Επεξεργασίας Σήµατος και της Θεωρίας

Πληροφορίας.
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Σχετικά Βιβλία/Συγγράµµατα (4)

A. Papoulis, Probability, Random Variables, and Stochastic Proces-

ses, 3rd ed.

Κλασικό ϐιβλίο πιθανοτήτων και στοχαστικών διαδικασιών. Πολύ

χρήσιµο ως αναφορά.

A. Leon-Garcia, Probability and Random Processes for Electrical

Engineering, 2nd ed.

΄Οπως ϕανερώνει και ο τίτλος του, είναι προσαρµοσµένο στις α-

νάγκες του Ηλεκτρολόγου Μηχανικού.
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΄Υλη Μαθήµατος

Φέτος ϑα το µάθηµα ϑα γίνει µαζί µε το µάθηµα

``Μετάδοση Πληροφορίας΄΄ του Τµήµατος Φυσικής.

Αρχικά (µαζί µε τους ϕοιτητές του Τµήµατος Φυσικής):

Στοχαστικές ∆ιαδικασίες. Θόρυβος στις Ψηφιακές Επικοινωνίες και

Είδη Θορύβου.

Βασικές αρχές Ψηφιακής Μετάδοσης : ∆ιανυσµατική Αναπαράστα-

ση Κυµατοµορφών, Κανάλι Γκαουσιανού Θορύβου, Βέλτιστη Ανίχνευ-

ση, Πιθανότητα Σφάλµατος, Είδη Αστερισµών και ∆ιαµόρφωσης, Α-

νάλυση ϐαθυπερατών συστηµάτων.
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΄Υλη Μαθήµατος (συνέχεια)

Στη συνέχεια (πιθανώς µόνο οι Ηλεκτρολόγοι), ϑα καλύψουµε κάποια

από τα παρακάτω ϑέµατα (αναλόγως του χρόνου/των

ενδιαφερόντων σας)

Ανάλυση Ϲωνοπερατών Ψηφιακών Συστηµάτων.

∆ιασυµβολική Παρεµβολή (ISI), Κριτήριο Nyquist, Ισοστάθµιση (Linear/DFE,

ZF/MMSE), Προκωδικοποιητής Tomlinson.

Συστήµατα DMT/OFDM.

Ασύρµατα συστήµατα. Χωρητικότητα καναλιών και τρόποι µετάδο-

σης. Συστήµατα ΜΙΜΟ.

Συγχρονισµός συστηµάτων. Εκτίµηση καναλιού.
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Περιεχόµενα σηµερινού µαθήµατος

1 Ψηφιακή Μετάδοση

2 Βασικές έννοιες στοχαστικών διαδικασιών και σηµάτων και

συστηµάτων

Χώρος πιθανότητας και η έννοια της τυχαίας µεταβλητής

Πολλές τυχαίες µεταβλητές και δεσµευµένες κατανοµές

Βασικές έννοιες στοχαστικών διαδικασιών

Συστήµατα
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Αντιστοιχία µε συγγράµµατα

Cioffi: –

Lee & Messerschmitt (3rd ed): Κεφ. 1, 2.1 – 2.3, 2-Α, 3.1, 3.2

Proakis 4th edition: Κεφ. 1, 2
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Ψηφιακή Μετάδοση

Σκοπός της Ψηφιακής Μετάδοσης είναι να στείλει µηνύµατα από

τον ποµπό στο δέκτη δια µεσου του καναλιού.

Τα µηνύµατα που στέλνονται ανήκουν σε ένα πεπερασµένο σύνολο.

Η αποστολή των µηνυµάτων γίνεται µε τη χρήση σηµάτων (κυµατο-

µορφών).

Εποµένως, σε επίπεδο ϕυσικού καναλιού, η Ψηφιακή Μετάδοση

είναι αναλογική.

Επίσης, η Ψηφιακή Μετάδοση είναι, στην ουσία, µετάδοση διακριτών

µηνυµάτων. Εάν τα µηνύµατα προέρχονται από ψηφία δια µέσου

κάποιας απεικόνισης ή εάν τα αναπαραστήσουµε µε ψηφία

µπορούµε, ισοδύναµα, να ϑεωρήσουµε ότι στέλνουµε οµάδες ψη-

ϕίων.
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Ψηφιακή Μετάδοση (2)

Η µετάδοση είναι επιτυχής όταν ο δέκτης ανιχνεύσει το ίδιο µήνυµα

µε αυτό που έστειλε ο ποµπός.

Στην πράξη, η µετάδοση αποτυγχάνει µε κάποια πιθανότητα σφάλµατος

Pe λόγω

Θορύβου/µεταβολών του καναλιού/παραµόρφωσης, ϑορύβου στο

δέκτη

Ανεπαρκούς γνώσης του καναλιού

Μη ϐέλτιστης σχεδίασης του συστήµατος ώστε να µειωθεί η πολυ-

πλοκότητα και, εποµένως, το κόστος ή/και η κατανάλωση ισχύος.

Ακόµα και αν η σχεδίαση είναι η ϐέλτιστη υπάρχει κάποιο όριο

στο ϱυθµό µε τον οποίο µπορούµε να µεταδώσουµε δια µέσου

του καναλιού. Τα όρια στη µετάδοση µελετώνται από τη Θεωρία

Πληροφορίας.
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Ψηφιακή Μετάδοση (3)

Αρχικά, η πληροφορία που ϑέλουµε να στείλουµε στο δέκτη µετα-

τρέπεται σε κάποιο από τα µηνύµατα µε χρήση κωδικοποιητή.

Στη συνέχεια, τα µηνύµατα µετατρέπονται σε (αναλογικές) κυµατο-

µορφές/ηλεκτρικά σήµατα µε τη χρήση διαµορφωτή και στέλνονται

στο κανάλι για µετάδοση.

Το κανάλι παραµορφώνει τις µεταδιδόµενες κυµατοµορφές τόσο

µε γνωστό τρόπο (π.χ. απόσβεση, διασπορά) όσο και µε τυχαίο

(ϑόρυβος, διαλείψεις (fading)).

Στο δέκτη το σήµα αποδιαµορφώνεται, γίνεται ανίχνευση του µη-

νύµατος που µεταδόθηκε και, στη συνέχεια, αποκωδικοποίηση.
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Ψηφιακή Μετάδοση (4)

Κανάλι

Πηγή 
Πληροφορίας

m
Eπεξεργασία 
Σήματος Διαμόρφωση

Θόρυβος

xm(t)

Αποδιαμόρφωση

y(t)

Eπεξεργασία 
Σήματος

Aνάκτηση 
Πληροφορίας

m̂

Πομπός

Δέκτης
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Ψηφιακή Μετάδοση (5)

Τα µηνύµατα που στέλνει ο ποµπός είναι τυχαία από τη σκοπιά του

δέκτη (αλλιώς δε ϑα είχε νόηµα η µετάδοση).

Ο ϑόρυβος του καναλιού είναι ένα άγνωστο και, συνήθως, τυχαίο

σήµα.

Ακόµα και η παραµόρφωση καναλιού µπορεί να είναι τυχαία (για

παράδειγµα, στα ασύρµατα κανάλια που παρουσιάζουν διαλείψεις

και πολλαπλή όδευση – multipath).

Εποµένως, τόσο τα µεταδιδόµενα όσο και τα λαµβανόµενα σήµατα

και µηνύµατα είναι στοχαστικά.
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Ψηφιακή Μετάδοση (6)

Παρόλο που δε γνωρίζουµε εκ των προτέρων την τιµή των ση-

µάτων, γνωρίζουµε κάποιες ιδιότητές τους. Βασιζόµενοι σε αυτές

µπορούµε να κάνουµε υποθέσεις για τις τιµές τους. Η πιθανότη-

τα σφάλµατος εξαρτάται από την κατανοµή των εκπεµπόµενων και

των λαµβανόµενων σηµάτων και, ϕυσικά, από τους αλγορίθµους

ανίχνευσης που χρησιµοποιεί ο δέκτης.

Η κατανοµή των λαµβανόµενων σηµάτων εξαρτάται από την κατα-

νοµή των εκπεµπόµενων σηµάτων και από τον τρόπο που επιδρά

σε αυτά το κανάλι.
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Βασικές έννοιες στοχαστικών διαδικασιών

και σηµάτων και συστηµάτων

1 Ψηφιακή Μετάδοση

2 Βασικές έννοιες στοχαστικών διαδικασιών και σηµάτων και

συστηµάτων

Χώρος πιθανότητας και η έννοια της τυχαίας µεταβλητής

Πολλές τυχαίες µεταβλητές και δεσµευµένες κατανοµές

Βασικές έννοιες στοχαστικών διαδικασιών

Συστήµατα
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∆ιευκρίνιση

Η επισκόπηση των εννοιών Θεωρίας Πιθανοτήτων, Στοχαστικών

∆ιαδικασιών και Σηµάτων και Συστηµάτων στις επόµενες διαφάνειες

γίνεται εν είδει επανάληψης. Για το λόγο αυτό δίνεται προτεραιότητα

στη σηµασία και στην εφαρµογή των εννοιών στις Ψηφιακές

Επικοινωνίες σε ϐάρος της µαθηµατικής αυστηρότητας και πληρότητας.

Είναι, ωστόσο, σηµαντικό να ελέγχουµε εάν ισχύουν οι απαραίτητες

συνθήκες και υποθέσεις κάθε ϕορά που χρησιµοποιούµε κάποιο

µαθηµατικό εργαλείο για τους σκοπούς των Ψηφιακών Επικοινωνιών.

∆ηµήτρης-Αλέξανδρος Τουµπακάρης Ειδικά Θέµατα Ψηφιακών Επικοινωνιών – 1η διάλεξη 18/ 101



Ψηφιακή Μετάδοση

Βασικές έννοιες στοχαστικών διαδικασιών και σηµάτων και συστηµάτων

Χώρος πιθανότητας και η έννοια της τυχαίας µεταβλητής

Πολλές τυχαίες µεταβλητές και δεσµευµένες κατανοµές

Βασικές έννοιες στοχαστικών διαδικασιών

Συστήµατα

Χώρος Πιθανότητας

� Ο χώρος πιθανότητας (probability space) είναι µια τριάδα οντο-

τήτων, (Ω,F , P), όπου

Το Ω είναι ένα σύνολο δειγµάτων (δειγµατικός χώρος – sample

space). Τα στοιχεία του Ω είναι τα στοιχειώδη αποτελέσµατα ενός

τυχαίου πειράµατος. Ο χώρος Ω µπορεί να είναι διακριτός (πεπε-

ϱασµένος ή απείρως αριθµήσιµος (countably infinite)) ή συνεχής.

Το F είναι το σύνολο των ενδεχοµένων (set of events), δηλαδή ένα

σύνολο από υποσύνολα του Ω. ΄Ενα ενδεχόµενο A ⊂ Ω εµφανίζε-

ται εάν το στοιχειώδες αποτέλεσµα ω ∈ A.

Τα στοιχεία του F πρέπει να συνιστούν σ-άλγεβρα – δε ϑα υπει-

σέλθουµε σε λεπτοµέρειες. Για διακριτό Ω, ένα πιθανό F είναι το

σύνολο όλων των υποσυνόλων του Ω (power set).

Το µέτρο πιθανότητας (probability measure), P , είναι µια απεικόνιση

(mapping) από το F στο διάστηµα [0,1] που αντιστοιχίζει µία τιµή

πιθανότητας σε κάθε A ∈ F .
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Παραδείγµατα Χώρων Πιθανότητας

∆ιακριτοί

Ρίψη κέρµατος µία ϕορά. Ω = {Κ, Γ}.

Ρίψη κέρµατος n ϕορές. Το Ω περιέχει όλες τις πιθανές (2n) ακο-

λουθίες που ενδέχεται να προκύψουν.

Ρίψη κέρµατος έως ότου έρθει για πρώτη ϕορά Κορώνα.

Ω = {Κ, ΓΚ, ΓΓΚ, ΓΓΓΚ, . . .} (απείρως αριθµήσιµο).

Συνεχείς

Τυχαίος πραγµατικός αριθµός µεταξύ 0 και 1. Ω = [0,1].
Χρόνος µεταξύ διαδοχικών αφίξεων 2 πακέτων. Ω = (0,+∞).

Σηµείο επάνω σε δίσκο µοναδιαίας ακτίνας.

Ω = {(x, y) : x2 + y2 ≤ 1}.
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Αξιώµατα και Ιδιότητες Μέτρου Πιθανότητας

΄Ενα µέτρο πιθανότητας, P , πρέπει να ικανοποιεί τα εξής αξιώµατα :

1 P(A) ≥ 0, για κάθε ενδεχόµενο A ∈ F .

2 P(Ω) = 1.

3 Εάν A1,A2, . . . είναι ασυµβίβαστα ενδεχόµενα, δηλαδή Ai ∩Aj = ∅
για όλα τα i 6= j,

P

(∞⋃
i=1

Ai

)
=

∞∑
i=1

P(Ai).

∆ηµήτρης-Αλέξανδρος Τουµπακάρης Ειδικά Θέµατα Ψηφιακών Επικοινωνιών – 1η διάλεξη 21/ 101



Ψηφιακή Μετάδοση

Βασικές έννοιες στοχαστικών διαδικασιών και σηµάτων και συστηµάτων

Χώρος πιθανότητας και η έννοια της τυχαίας µεταβλητής

Πολλές τυχαίες µεταβλητές και δεσµευµένες κατανοµές

Βασικές έννοιες στοχαστικών διαδικασιών

Συστήµατα

Αξιώµατα και Ιδιότητες Μέτρου Πιθανότητας (συνέχεια)

Με ϐάση τα παραπάνω αξιώµατα, µπορεί, επίσης, να αποδειχτεί ότι

P(∅) = 0.

P(Ac) = 1− P(A), όπου Ac είναι το συµπλήρωµα του A.

Εάν A ⊂ B, P(A) ≤ P(B).

P(A ∪ B) = P(A) + P(B)− P(A ∩ B).

P(A ∪ B) ≤ P(A) + P(B). Γενίκευση : Φράγµα ΄Ενωσης Ενδεχο-

µένων (Union of Events Bound):

P

(
n⋃

i=1

Ai

)
≤

n∑
i=1

P(Ai).
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Νόµος Ολικής Πιθανότητας

� Νόµος ολικής πιθανότητας (law of total probability):

Εάν A1,A2, . . . είναι ενδεχόµενα που διαµερίζουν τον Ω, δηλαδή

είναι ασυµβίβαστα (Ai ∩ Aj = ∅ για όλα τα i 6= j) και

∪iAi = Ω,

για κάθε ενδεχόµενο B,

P(B) =
∑

i

P(Ai ∩ B).

Ο Νόµος Ολικής Πιθανότητας είναι πολύ χρήσιµος στις Ψηφιακές

Επικοινωνίες, όπως ϑα δούµε αργότερα.
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Τυχαίες µεταβλητές

� Τυχαία Μεταβλητή (τ.µ.) (random variable): Μια συνάρτηση µε

πεδίο ορισµού το δειγµατικό χώρο Ω. Οι τιµές της µπορεί να είναι

πραγµατικές ή µιγαδικές, συνεχείς ή διακριτές.

Παράδειγµα 1.1: A = Αποτέλεσµα του αγώνα Ολυµπιακός - Πανα-

ϑηναϊκός. Ω = {1,2, Χ}. A(ω) = ω.

Παράδειγµα 1.2: B = 1 αν νικήσει κάποιος, αλλιώς 0. Ω =
{1,2, Χ}. B(ω) = 1 όταν ω = `1΄ ή `2΄, B(`Χ΄) = 0.

Παράδειγµα 1.3: C = Θερµοκρασία στην Πάτρα. Ω =? C(ω) =?
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∆ιακριτές τ.µ.

Αντιστοίχιση στοιχείων του Ω στο R από την τ.µ. Σχήµα από J. Proakis & M. Salehi

Γενικότερα, η X(ω) χωρίζει το Ω σε σύνολα {ω : X(ω) = xi}, i = 1, 2, . . .
Σχήµα από A. El Gamal, Introduction to Statistical Signal Processing, Lecture Notes,

Stanford University 2009.
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Συνεχείς τ.µ.

Για συνεχείς τ.µ. πρέπει να γενικεύσουµε.

Pr{X ∈ A} = Pr({ω : X(ω) ∈ A}), για κάθε σύνολο Borel A ⊂ R.

Σχήµα από A. El Gamal, Introduction to Statistical Signal Processing,

Lecture Notes, Stanford University 2009.

∆ηµήτρης-Αλέξανδρος Τουµπακάρης Ειδικά Θέµατα Ψηφιακών Επικοινωνιών – 1η διάλεξη 26/ 101



Ψηφιακή Μετάδοση

Βασικές έννοιες στοχαστικών διαδικασιών και σηµάτων και συστηµάτων

Χώρος πιθανότητας και η έννοια της τυχαίας µεταβλητής

Πολλές τυχαίες µεταβλητές και δεσµευµένες κατανοµές

Βασικές έννοιες στοχαστικών διαδικασιών

Συστήµατα

Τυχαίες µεταβλητές (2)

Γενικά, η περίπτωση συνεχών δειγµατικών χώρων και τ.µ. είναι πιο

δύσκολη στο χειρισµό της απ΄ ό,τι η διακριτή. Στη συνέχεια ϑα ϑυ-

σιάσουµε τη µαθηµατική αυστηρότητα και δε ϑα αναφερθούµε σε

λεπτοµέρειες (sigma algebras, Borel fields κτλ.) για να εστιάσουµε

στο αντικείµενο του µαθήµατος.

Από αυστηρώς µαθηµατική σκοπιά, µια τ.µ. µπορεί να παίρνει µόνο

πραγµατικές τιµές (δηλαδή X : Ω → R). Εµείς ϑα ϑεωρούµε και

µιγαδικές τ.µ. (οι οποίες είναι, στην ουσία, Ϲεύγη πραγµατικών τ.µ.

ορισµένες στον ίδιο δειγµατικό χώρο), καθώς και τυχαία διανύσµατα

(στοιχεία του Rn ή του Cn – n−άδες ή 2n−άδες τ.µ., αντίστοιχα).

Επίσης, ϑα επιτρέπουµε µη αριθµητικές τιµές (π.χ. Παράδειγµα 1.1)

παρόλο που ούτε αυτό είναι σωστό από τη µαθηµατική σκοπιά, γιατί

το πρόβληµα λύνεται εύκολα µε µια αντιστοιχιση 1-προς-1 στο R.

Για παράδειγµα, στο Παράδειγµα 1.1, ϑα µπορούσαµε να αντιστοι-

χίσουµε την τιµή 3 στο ενδεχόµενο `Χ΄)
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Τυχαίες µεταβλητές (3)

Για να είναι µία συνάρτηση τυχαία µεταβλητή πρέπει, για κάθε x ∈
R,

Ax , {ω : X(ω) ≤ x} ∈ F ,
δηλαδή το σύνολο Ax να είναι ενδεχόµενο.

Μπορούµε να ϕανταστούµε το κάθε στοιχείο ω του Ω ως ένα απο-

τέλεσµα πειράµατος που εκτελεί η ϕύση και στο οποίο δεν έχου-

µε πλήρη (ή, σε κάποιες περιπτώσεις, καθόλου) έλεγχο. Εµείς

ϐλέπουµε µόνο το αποτέλεσµα και, µάλιστα, όχι το ίδιο το ω, αλλά

µια εικόνα του X(ω) µέσω της απεικόνισης (τ.µ.) X .

Πολλές ϕορές ενδέχεται να µη γνωρίζουµε ούτε την ίδια την απει-

κόνιση (τ.µ.) X .

Για µια ενδιαφέρουσα συζήτηση δείτε το ϐιβλίο του Γ. Μουστακίδη,

Βασικές Τεχνικές Ψηφιακής Επεξεργασίας Σηµάτων, Εκδ. Τζιόλα

2004.
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Συνάρτηση Μάζας Πιθανότητας

� Οι διακριτές τ.µ. περιγράφονται µε χρήση της συνάρτησης µάζας πιθα-

νότητας (σ.µ.π.) pX (x) = Pr{X = x} (probability mass function - pmf).∑
a∈Ω pX (a) = 1.

� FX (x) = Pr{X ≤ x} =
∑

a:a≤x pX (a). Συνάρτηση Κατανοµής Πιθα-

νότητας (cumulative distribution function - cdf).

Παράδειγµα 1.4: (ΟΣΦΠ-ΠΑΟ): pA(A = `1΄) = 1, pA(A = `Χ΄) =
pA(A = `2΄) = 0. pB(B = 1) = 1, pB(B = 0) = 0.

Η cdf είναι αύξουσα συνάρτηση του x : FX (x1) ≤ FX (x2) για x1 < x2.

Επίσης, ισχύει FX (−∞) = 0 και FX (+∞) = 1.

Τόσο η pmf όσο και η cdf ορίζουν µονοσήµαντα µία κατανοµή και απο-

τελούν πλήρη περιγραφή της. ∆ηλαδή, αν διαθέτουµε µία από αυτές,

γνωρίζουµε την τ.µ.

Παρατηρήστε ότι τόσο η pmf όσο και η cdf είναι ντετερµινιστικές συναρ-

τήσεις που χρησιµοποιούνται για να περιγράψουν µία τυχαία συνάρτηση

(την τ.µ.).
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Σηµαντικές διακριτές τ.µ.

� Bernoulli (X ∼ Bern(p))

Το αποτέλεσµα ενός δυαδικού πειράµατος µε πιθανότητα επιτυχίας

(ή αποτυχίας) p (για παράδειγµα, ϱίψη κέρµατος).

pX (x) =

{
p όταν x = 1

1− p όταν x = 0

� ∆ιωνυµική (Binomial) (X ∼ Binom(n, p))

Ο αριθµός των επιτυχιών µετά από n ανεξάρτητα πειράµατα Bernoulli

µε πιθανότητα επιτυχίας (ή αποτυχίας) p.

pX (k) = Pr{k επιτυχίες} =
(n

k

)
pk(1− p)n−k , k = 0,1, . . . ,n.

Προφανώς, η p.m.f. εξαρτάται από το συνολικό αριθµό πειραµάτων,

n.
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Σηµαντικές διακριτές τ.µ. (2)

� Γεωµετρική (Geometric) (X ∼ Geom(p))

Ο αριθµός ανεξάρτητων πειραµάτων Bernoulli µε πιθανότητα επιτυ-

χίας p µέχρι την πρώτη επιτυχία.

pX (k) = (1− p)k−1p, k = 1,2, . . .
Εναλλακτικά, ο αριθµός των αποτυχιών έως ότου πετύχουµε :

pX (k) = (1− p)kp, k = 0,1, . . .
� Poisson (X ∼ Poisson(λ))

Ο αριθµός ανεξάρτητων συµβάντων στη µονάδα του χρόνου όταν ο

ϱυθµός εµφάνισης των συµβάντων ισούται µε λ.

pX (k) = λk

k! e−λ, k = 0,1,2, . . ..
Αποδεικνύεται ότι η κατανοµή Poisson είναι το όριο της διωνυµικής

όταν p = λ
n και n →∞.
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Συνάρτηση Πυκνότητας Πιθανότητας

� Οι συνεχείς τ.µ. περιγράφονται µε χρήση της συνάρτησης πυ-

κνότητας πιθανότητας (σ.π.π.) (probability density function - pdf)

fX (x) = d
dx FX (x).

Η fX (x) δεν υπάρχει πάντα. Στις περιπτώσεις που ϑα ϑεωρήσουµε

εµείς, η fX (x) υπάρχει.∫
x∈X(Ω) fX (x)dx =

∫ +∞
−∞ fX (x)dx = 1.

Pr{X ∈ S} =
∫
S fX (x)dx . Για παράδειγµα,

Pr{x1 < X ≤ x2} =
∫ x2

x1
fX (x)dx .

fX (x) ≥ 0, αλλά όχι, απαραίτητα, ≤ 1.

Παράδειγµα 1.5: Οµοιόµορφη (uniform) κατανοµή στο [0,0.1]:
fX (x) = 10, x ∈ [0,0.1] και fX (x) = 0, x /∈ [0,0.1].
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Συνάρτηση Πυκνότητας Πιθανότητας (2)

Η fX (x) δεν είναι πιθανότητα, είναι πυκνότητα πιθανότητας. Αντίθε-

τα, η pX (x) είναι πιθανότητα.

Για αµιγώς συνεχείς τ.µ., Pr{X = x0} = 0 για όλα τα x0.

Εναλλακτικά, αντί για pmf, µπορεί κανείς να χρησιµοποιήσει pdf

µε συναρτήσεις Dirac fX (x) =
∑

a∈Ω px(a)δ(x − a) (αν και,

συνήθως, οι Μαθηµατικοί το αποφεύγουν).
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Κανονική (Γκαουσιανή) Κατανοµή

Γκαουσιανή κατανοµή

fX (x) =
1√
2πσ

e−
(x−m)2

2σ2 X ∼ N (m, σ2).

Μία πολύ σηµαντική συνεχής τ.µ. Θα τη χρησιµοποιήσουµε κατά κόρον στα

επόµενα. Η χρήση της δικαιολογείται από το Κεντρικό Οριακό Θεώρηµα

(Central Limit Theorem): Το άθροισµα N ανεξάρτητων και οµοίως κατα-

νεµηµένων (i.i.d.) τυχαίων µεταβλητών µε πεπερασµένη µέση τιµή και

πεπερασµένη διασπορά τείνει στην Γκαουσιανή κατανοµή για N → ∞
ανεξάρτητα από την κατανοµή τους.

Μάλιστα, συνήθως η προσέγγιση αθροίσµατος i.i.d. ως Γκαουσιανή τ.µ.

είναι πολύ ικανοποιητική ακόµη και για µικρές τιµές του N .

Η Γκαουσιανή κατανοµή, µεταξύ άλλων, µοντελοποιεί πολύ καλά το ϑερµι-

κό ϑόρυβο στα ηλεκτρονικά κυκλώµατα (περισσότερα σύντοµα).
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Κανονική (Γκαουσιανή) Κατανοµή

Σχήµα από J. Proakis & M. Salehi.

fX (x) =
1√
2πσ

e−
(x−m)2

2σ2 X ∼ N (m, σ2).
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Η συνάρτηση Q

� Θεωρούµε την Γκαουσιανή κατανοµή N (0,1) η οποία ονοµάζεται

τυποποιηµένη (standard).

� Ορίζουµε Q(x) , 1−FX (x) = Pr{X > x} = 1√
2π

∫∞
x e−

a2
2 da =

1
2erfc

(
x√
2

)
(erfc είναι η συµπληρωµατική συνάρτηση σφάλµατος

(complementary error function)).

∆ηλαδή, η Q() δίνει το εµβαδόν της ``ουράς΄΄ της Γκαουσιανής

καµπύλης.
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Η συνάρτηση Q (2)

Εάν X ∼ N (m, σ2), Pr{X > x} = Q
(

x−m
σ

)
.

Η συνάρτηση Q() δεν έχει αναλυτική έκφραση. Για µεγάλες τιµές

του x προσεγγίζεται πολύ καλά από την
1√
2πx

e−
x2
2 .

΄Οπως ϑα δούµε, χρησιµεύει στον υπολογισµό της πιθανότητας

σφάλµατος εκτίµησης συµβόλου ή/και bit στα Ψηφιακά Συστήµα-

τα.
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΄Αλλες σηµαντικές συνεχείς τ.µ.

� Οµοιόµορφη στο διάστηµα [a, b] (Uniform) (X ∼ Unif[a, b])

fX (x) =

{ 1
b−a για a ≤ x ≤ b
0 αλλιώς

� Εκθετική (Exponential) (X ∼ Exp(λ))

fX (x) =

{
λe−λx για x ≥ 0

0 αλλιώς
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Σηµαντικές Ποσότητες

� (Στοχαστικός) Μέσος όρος ή µέση τιµή τ.µ. (stochastic mean value

or expectation)

Ep[X ] =
∑

x∈Ω xpX (x) για διακριτές τ.µ.,

Ef [X ] =
∫ +∞
−∞ xfX (x)dx για συνεχείς.

� Μέση τιµή συνάρτησης g(·) τ.µ.

Ef [g(X)] =
∫ +∞
−∞ g(x)fX (x)dx .

Αντίστοιχα για διακριτές τ.µ.

� ∆ιασπορά τ.µ. (variance)

σ2
X = E[(X − E[X ])2] = E[X2]− (E[X ])2.

Για µιγαδικές τ.µ. σ2
X = E[|(X−E[X ])|2] = E[XX∗]−(E[X ])(E[X ])∗.
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Σηµαντικές Ποσότητες (2)

Η µέση τιµή και η διασπορά δε µας δίνουν όλη την πληροφορία για

µία τ.µ. Για παράδειγµα, παρατηρήστε ότι εντελώς διαφορετικές

κατανοµές µπορεί να έχουν την ίδια µέση τιµή.

� Χαρακτηριστική Σύνάρτηση (Characteristic Function)

ΦX (s) = E[esX ] =
∫∞
−∞ esx fX (x)dx .

Αντίθετα, η χαρακτηριστική συνάρτηση ορίζει πλήρως µία κατανοµή.
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Πολλές τυχαίες µεταβλητές και δεσµευµένες κατανοµές

1 Ψηφιακή Μετάδοση

2 Βασικές έννοιες στοχαστικών διαδικασιών και σηµάτων και

συστηµάτων
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Πολλές τυχαίες µεταβλητές

Θεωρούµε, τώρα, περισσότερες από µία τ.µ., οι οποίες ορίζονται

στον ίδιο δειγµατικό χώρο Ω.

Για παράδειγµα, η ϑερµοκρασία και η υγρασία στην Πάτρα.

� Από κοινού συνάρτηση κατανοµής πιθανότητας (joint cdf) δύο (συ-

νεχών) τ.µ.:

FX ,Y (x, y) = Pr{X ≤ x,Y ≤ y} =
∫ x
−∞

∫ y
−∞ fX ,Y (a, b)dadb.

� fX ,Y (x, y): Από κοινού σ.π.π. (joint pdf).

� Περιθώρια σ.π.π. (marginal pdf): fX (x) =
∫ +∞
−∞ fX ,Y (x, y)dy.
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Ανεξαρτησία δύο τ.µ.

� ∆ύο τ.µ. είναι (στατιστικώς) ανεξάρτητες ((statistically) indepen-

dent) όταν για οποιαδήποτε διαστήµατα I και J ,

Pr{X ∈ I ∩ Y ∈ J} = Pr{X ∈ I}Pr{Y ∈ J}. Ισοδύναµα,

fX ,Y (x, y) = fX (x)fY (y) ή FX ,Y (x, y) = FX (x)FY (y).

Με παρόµοιο τρόπο µπορούµε να ορίσουµε από κοινού και περι-

ϑώριες συναρτήσεις και την έννοια της ανεξαρτησίας για διακριτές

τ.µ.
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Συσχέτιση δύο τ.µ.

� Ορίζουµε τη συνδιασπορά (covariance) δύο τ.µ. ως

Cov[X ,Y ] , E [(X − E[X ]) (Y − E[Y ])∗]
(a)
= E[XY ∗]−E[X ]E[Y ∗].

(a): Αποδείξτε το για εξάσκηση για συνεχείς και για διακριτές τ.µ.

� Μερικές ϕορές η συνδιασπορά ονοµάζεται και συσχέτιση (correlation).

Ωστόσο, συνήθως η συσχέτιση ορίζεται ως E[XY ∗]. Αυτόν τον ορι-

σµό ϑα χρησιµοποιήσουµε και εµείς.

Για τ.µ. µηδενικής µέσης τιµής (E[X ] = 0 ή E[Y ] = 0),

Cov[X ,Y ] = E[XY ∗].
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Ασυσχέτιστες τ.µ.

� ∆ύο πραγµατικές τ.µ. καλούνται ασυσχέτιστες (uncorrelated) όταν

Cov[X ,Y ] = 0⇔ E[XY ] = E[X ]E[Y ].

� Αν δύο τ.µ. είναι ανεξάρτητες (independent) είναι και ασυσχέτι-

στες.

E[XY ] =

∫ ∫
x · y · pXY (x, y)dxdy =

∫ ∫
x · y · pX (x) · pY (y)dxdy

=

∫
x · pX (x)dx

∫
y · pY (y)dy = E[X ]E[X ].

Αντίθετα, ασυσχέτιστες τ.µ. δεν είναι, απαραίτητα, ανεξάρτητες. Ω-

στόσο, εάν οι τ.µ. είναι Γκαουσιανές και ασυσχέτιστες, τότε είναι και

ανεξάρτητες (ϑα δούµε την απόδειξη για τη γενικότερη περίπτωση

από κοινού Γκαουσιανών τ.µ. σύντοµα).
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Περισσότερες από δύο τ.µ. (τυχαία διανύσµατα) –

Μέση τιµή

Για περισσότερες τ.µ., αν τις χειριστούµε ως ένα τυχαίο διάνυσµα

X , [X1,X2, . . . ,Xn], στην περίπτωση συνεχών τ.µ.,

E[X] =

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞
· · ·
∫ ∞
−∞

[x1, x2, . . . , xn]f (x1, x2, . . . , xn)dx1dx2 . . .dxn

=

[∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞
· · ·
∫ ∞
−∞

x1f (x1, x2, . . . , xn)dx1dx2 . . .dxn, . . . ,∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞
· · ·
∫ ∞
−∞

xnf (x1, x2, . . . , xn)dx1dx2 . . .dxn

]
=

[∫ ∞
−∞

x1fX1(x1)dx1, . . . ,

∫ ∞
−∞

xnfXn (xn)dxn

]
= [E[X1],E[X2], · · · ,E[Xn]] .

∆ηµήτρης-Αλέξανδρος Τουµπακάρης Ειδικά Θέµατα Ψηφιακών Επικοινωνιών – 1η διάλεξη 46/ 101



Ψηφιακή Μετάδοση

Βασικές έννοιες στοχαστικών διαδικασιών και σηµάτων και συστηµάτων

Χώρος πιθανότητας και η έννοια της τυχαίας µεταβλητής

Πολλές τυχαίες µεταβλητές και δεσµευµένες κατανοµές

Βασικές έννοιες στοχαστικών διαδικασιών

Συστήµατα

Περισσότερες από δύο τ.µ. (τυχαία διανύσµατα) –

Πίνακας Συνδιασποράς

Ο πίνακας συνδιασποράς (Covariance matrix) της n−άδας τ.µ.

(του τυχαίου διανύσµατος) (X1,X2, . . . ,Xn) ορίζεται ως

Σ ,


σ11 σ12 · · · σ1n

σ21 σ22 · · · σ2n
...

...
. . .

...

σn1 σn2 · · · σnn

 , όπου σĳ = Cov[Xi ,Yj].

Αποδεικνύεται ότι ο πίνακας συνδιασποράς, Σ, είναι πάντοτε ϑε-

τικώς ορισµένος (positive definite). ∆ηλαδή, για οποιοδήποτε δι-

άνυσµα (-στήλη) x ∈ Rn µε |x| 6= 0, xHΣx > 0 (xH είναι το

ανάστροφο συζυγές διάνυσµα (-γραµµή) του x).

Ισοδύναµα, |Σ| = det(Σ) > 0 (µερικές ϕορές γράφουµε και

Σ � 0).
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Παράδειγµα 1.6 – Από κοινού Γκαουσιανές τ.µ.

� ΄Ενα σύνολο πραγµατικών τ.µ. X1,X2, . . . ,Xn είναι από κοινού Γκα-

ουσιανές (jointly Gaussian) εάν η από κοινού σ.π.π. τους ισούται

µε

fX1X2...Xn (x1, x2, . . . , xn) =
1

(2π)
n
2 |Σ|

1
2

e−
1
2 (x−m)T Σ−1(x−m),

όπου m , E[X1,X2, . . . ,Xn] και Σ είναι ο πίνακας συνδιασποράς

(Covariance matrix) της n−άδας τ.µ. (του τυχαίου διανύσµατος)

(X1,X2, . . . ,Xn).

xT είναι το ανάστροφο διάνυσµα (transpose) του x, Σ−1 είναι ο

αντίστροφος πίνακας (inverse matrix) του (τετραγωνικού) πίνακα Σ.

Για τις n τ.µ. (το τυχαίο διάνυσµα) X = (X1,X2, . . . ,Xn) γράφουµε

X ∼ N (m,Σ).
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Παράδειγµα 1.6 – Από κοινού Γκαουσιανές τ.µ. (2)

fX1X2...Xn (x1, x2, . . . , xn) =
1

(2π)
n
2 |Σ|

1
2

e−
1
2 (x−m)T Σ−1(x−m),

Παρατηρήστε ότι, για να ϐρούµε τη σ.π.π. των από κοινού Γκαου-

σιανών τ.µ. αρκεί να γνωρίζουµε (µόνο) τις τιµές του µέσου όρου,

m, και του πίνακα συνδιασποράς, Σ.

Εποµένως, στην (ειδική) περίπτωση που ένα σύνολο τ.µ. είναι από

κοινού Γκαουσιανές, ο µέσος όρος και ο πίνακας συνδιασποράς

τους αρκούν για την πλήρη περιγραφή τους (ενώ, στη γενική πε-

ϱίπτωση, χρειαζόµαστε την fX1X2...Xn (x1, x2, . . . , xn), όπως, άλλω-

στε και στην περίπτωση µίας τ.µ.).
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Παράδειγµα 1.6 – Από κοινού Γκαουσιανές τ.µ. (3)

΄Εστω ένα τυχαίο διάνυσµα X = (X1,X2, . . . ,Xn).

Θεωρούµε ότι όλες οι τ.µ. είναι ασυσχέτιστες µεταξύ τους, δηλαδή

Cov[Xk ,Xl ] = 0 για k 6= l (παρατηρήστε ότι πρέπει Cov[Xk ,Xk ] =
E[X2

k ] > 0, αλλιώς η τ.µ. Xk δεν είναι τυχαία).

Εποµένως, Σ = diag(σ2
1 , σ

2
2 , . . . , σ

2
n), ένας διαγώνιος πίνακας.

Αν οι τ.µ. είναι, επίσης, από κοινού Γκαουσιανές, αντικαθιστώντας στην

από κοινού σ.π.π. προκύπτει ότι

fX(x1, x2, . . . , xn) = fX1(x1)fX2(x2) · · · fXn (xn),

όπου fXi (xi) = 1√
2πσi

e
− (xi−mi )

2

2σ2
i (δείξτε το ως άσκηση).

Η παραπάνω σχέση ισχύει και για οποιοδήποτε υποσύνολο των X1,X2, . . . ,Xn .

� Εποµένως, αν οι X1,X2, . . . ,Xn είναι ασυσχέτιστες και από κοινού Γκα-

ουσιανές, είναι και ανεξάρτητες.

Θα χρησιµοποιήσουµε αυτήν την ιδιότητα όταν µιλήσουµε για τη λευκή

Γκαουσιανή στοχαστική διαδικασία.
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΄Αθροισµα από κοινού Γκαουσιανών τ.µ.

΄Εστω n από κοινού Γκαουσιανές τ.µ. (όχι, απαραίτητα, ανεξάρτη-

τες): X ∼ N (m,Σ).

� Αποδεικνύεται ότι το άθροισµα των τ.µ. µε ϐάρη, Z =
∑n

i=1 αiXi ,

ακολουθεί Γκαουσιανή κατανοµή µε

E[Z ] =
n∑

i=1

αiE[Xi ] =

n∑
i=1

αimi και

Var[Z ] =
n∑

i=1

n∑
j=1

αiαjCov(Xi ,Xj) =
n∑

i=1

n∑
j=1

αiαjσĳ.

Για την απόδειξη, δείτε π.χ. Leon-García, Probability and Random

Processes for Electrical Engineers.

Η ιδιότητα αυτή είναι εξαιρετικά σηµαντική στις Επικοινωνίες. Από

την ιδιότητα προκύπτει ότι αν η είσοδος σε ένα Γραµµικό Χρονικώς

Αµετάβλητο σύστηµα είναι Γκαουσιανή στοχαστική διαδικασία, τότε

και η έξοδος ϑα είναι Γκαουσιανή στοχαστική διαδικασία.
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∆εσµευµένες Πιθανότητες και Κανόνας του Bayes

� ∆εσµευµένη σ.π.π (conditional pdf): fX |Y (x|y) = fXY (x,y)
fY (y) για τις

τιµές του y όπου fY (y) 6= 0.

� Θεώρηµα ολικής πιθανότητας :

p(y) =
∑

x∈Ωx
pXY (x, y) =

∑
x∈Ωx

pX (x)pY |X (y|x).

f (y) =
∫ +∞
−∞ fXY (x, y)dx =

∫ +∞
−∞ fX (x)fY |X (y|x).

Κανόνας Bayes: fX |Y (x|y)fY (y) = fY |X (y|x)fX (x)dx .

� Θεώρηµα Bayes: fX |Y (x|y) =
fX (x)fY |X (y|x)∫

Ωx
fX (x)fY |X (y|x)dx

.

� Για διακριτές τ.µ.: pX |Y (x|y) =
pX (x)pY |X (y|x)∑
Ωx

pX (x)pY |X (y|x) .
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Στοχαστικές ∆ιαδικασίες (Random Processes)

Υπενθυµίζεται ότι ένας χώρος πιθανότητας (probability space)

είναι µία τριάδα (Ω,F , P), όπου Ω είναι το σύνολο των στοιχειω-

δών αποτελεσµάτων ενός πειράµατος, F είναι το σύνολο των γε-

γονότων και P είναι µια απεικόνιση που αντιστοιχίζει πιθανότητες σε

ενδεχόµενα.

Μια τυχαία µεταβλητή X είναι µια απεικόνιση από το σύνολο Ω στο

R.

� Μια στοχαστική ανέλιξη/στοχαστική διαδικασία/τυχαία διαδικασία/τυχαία

συνάρτηση (random process/stochastic process/random function)

είναι µία απεικόνιση σε ένα σήµα (συνεχούς ή διακριτού χρόνου).

Παρόλο που στις Επικοινωνίες ο δείκτης της στοχαστικής διαδικα-

σίας είναι ο χρόνος, σε άλλες περιπτώσεις µπορεί να είναι ο χώρος

(π.χ. η ϑερµοκρασία κατά µήκος της Εθνικής Οδού σε µια δεδοµένη

χρονική στιγµή).
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Στοχαστικές ∆ιαδικασίες (2)

Σηµείωση : Θα περιοριστούµε, αρχικά, σε πραγµατικές στοχαστικές διαδικασίες.

Θα επεκτείνουµε τους ορισµούς αργότερα, όταν ϑα χρειαστούµε µιγαδικές στο-

χαστικές διαδικασίες.

΄Εστω X(t, ω) (ή {X(t)}) µια στοχαστική διαδικασία συνεχούς χρόνου. Υπάρχουν

δύο τρόποι να``δούµε΄΄ µια στοχαστική διαδικασία :

1 Για δεδοµένο ενδεχόµενο ω0 ∈ Ω, η X(t, ω0) : R→ R
είναι ντετερµινιστική συνάρτηση του χρόνου t (ένα ντετερµινιστικό

σήµα). Λέµε ότι η X(t, ω0) είναι µία συνάρτηση-δείγµα (sample

path/realization/trajectory/sample function). Η στοχαστική διαδι-

κασία αποτελείται από το σύνολο (ensemble) των συναρτήσεων-

δειγµάτων.

2 Για δεδοµένη χρονική στιγµή, t0, η X(t0, ω) : Ω→ R είναι (ϐαθµωτή

– scalar) τ.µ.

Εποµένως, µπορούµε να δούµε µια στοχαστική διαδικασία ως µια

``τ.µ.΄΄ της οποίας η τιµή αντί για µια ϐαθµωτή ποσότητα (ένας αριθµός)

είναι ένα σήµα (στη γενική περίπτωση µε άπειρες τιµές) ή ως ένα

σήµα η τιµή του οποίου σε κάθε χρονική στιγµή είναι µία τ.µ.

Μια στοχαστική διαδικασία συνεχούς χρόνου είναι µια απεικόνιση R× Ω→ R.∆ηµήτρης-Αλέξανδρος Τουµπακάρης Ειδικά Θέµατα Ψηφιακών Επικοινωνιών – 1η διάλεξη 55/ 101
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Στοχαστικές διαδικασίες συνεχούς χρόνου ως σύνολο

ντετερµινιστικών συναρτήσεων-δειγµάτων

Σχήµα από J. Proakis & M. Salehi
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Στοχαστικές ∆ιαδικασίες ∆ιακριτού Χρόνου

Στοχαστική διαδικασία διακριτού χρόνου {Xk}: ΄Ενα σύνολο (ensemble)

από ακολουθίες (συναρτήσεις-δείγµατα διακριτού χρόνου), σε κάθε

µία από τις οποίες αντιστοιχεί µία µάζα πιθανότητας p(x1, x2, . . . , xn, . . .).

Γενικά, µπορούµε να σκεφτόµαστε τις στοχαστικές διαδικασίες δια-

κριτού χρόνου ως ακολουθίες τ.µ., αλλά απαιτείται προσοχή από τη

µαθηµατική σκοπιά, ειδικά όταν δεν είναι εργοδικές (περισσότερα

για την εργοδικότητα σύντοµα).

Μια στοχαστική διαδικασία διακριτού χρόνου είναι µια απεικόνιση

Z× Ω→ R.

΄Οπως και στην περίπτωση ντετερµινιστικών σηµάτων, οι τιµές µιας

στοχαστικής διαδικασίας µπορεί να είναι διακριτές (π.χ. αριθµός

αυτοκινήτων που περνούν από τα διόδια ανά ώρα) ή συνεχείς (π.χ.

η ϑερµοκρασία στην Πάτρα).
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Στοχαστικές ∆ιαδικασίες (3)

Παρόλο που οι στοχαστικές διαδικασίες είναι τυχαίες, γνωρίζουµε,

όπως και στην περίπτωση των τ.µ., κάποιες ιδιότητές τους.

Αναλυτική περιγραφή (analytic description): µε χρήση από κοινού

σ.π.π. (ή σ.µ.π.). Για παράδειγµα, η πιθανότητα τα δείγµατα Xk,
k = 1,2, . . . ,N της στοχαστικής διαδικασίας {Xk} να ισούνται µε

(x1, x2, . . . , xN) ισούται µε p(x1, x2, . . . , xN).

Η αναλυτική περιγραφή µίας στοχαστικής διαδικασίας µε χρήση α-

πό κοινού σ.π.π. ή σ.µ.π. αποτελεί µια πλήρη περιγραφή. Ωστόσο,

η από κοινού σ.π.π. (σ.µ.π.) πρέπει να είναι διαθέσιµη για οποιο-

δήποτε πλήθος δειγµάτων, N , για οποιοδήποτε συνδυασµό X(tk)
(Xk) και για οποιεσδήποτε χρονικές στιγµές. Στη γενική περίπτωση

αυτό είναι πολύπλοκο ή ακόµη και αδύνατο.

Παρατηρήστε ότι, εκτός από συναρτήσεις των τ.µ. X(tk) (Xk), οι

σ.π.π. και σ.µ.π. είναι και συναρτήσεις των χρονικών στιγµών που

αντιστοιχούν σε κάθε τ.µ.
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Μέσος όρος

� Μέση τιµή (ensemble mean or average) στοχαστικής διαδικασίας

(στοχαστικός µέσος όρος) τη χρονική στιγµή k (tk): mk = E[Xk],
m(t) = E[X(t)] (στη γενική περίπτωση εξαρτάται από τη χρονική

στιγµή, k (tk)).

mk =
∑+∞

x=−∞ xpXk (x).

m(t) =
∫ +∞
−∞ xfXk (x)dx .

Παρατηρήστε ότι η µέση τιµή υπολογίζεται ως προς τις διαφορετικές

τιµές που µπορεί να πάρει η στοχαστική διαδικασία µία συγκεκρι-

µένη χρονική στιµγή, tk (k).

Σε αναλογία µε την περίπτωση των τ.µ. όπου χρησιµοποιούµε µια

ντετερµινιστική ποσότητα (τη µέση τιµή) για να περιγράψουµε µία

ιδιότητα τυχαίας συνάρτησης (της τ.µ.), έτσι και στην περίπτωση των

στοχαστικών διαδικασιών χρησιµοποιούµε ένα ντετερµινιστικό σήµα

(τη µέση τιµή m(t) (mk)).
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Υπολογισµός µέσου όρου από τις συναρτήσεις-δείγµατα

Σχήµα από J. Proakis & M. Salehi
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Αυτοσυνδιασπορά και αυτοσυσχέτιση

� Αυτοσυνδιασπορά (autocovariance)

CXX [k, l] = E [(Xk − E[Xk]) (Xl − E[Xl ])]

= E [(Xk −mk) (Xl −ml)] .

CXX (tk, tl) = E [(X(tk)− E[X(tk)]) (X(tl)− E[X(tl)])]

= E [(X(tk)−m(tk)) (X(tl)−m(tl))] .

� Αυτοσυσχέτιση (autocorrelation)

RXX [k, l] = E [XkXl ] .

RXX (tk, tl) = E [X(tk)X(tl)] .

CXX [k, l] = RXX [k, l]−mkml ,

CXX (tk, tl) = RXX (tk, tl)−m(tk)m(tl).
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Αυτοσυνδιασπορά και αυτοσυσχέτιση (2)

Η αυτοσυνδιασπορά (ή η αυτοσυσχέτιση για στοχαστικές διαδικα-

σίες µε ml = 0 για όλα τα l), υποδηλώνει πόσο συσχετισµένο είναι

το σήµα τη χρονική στιγµή k µε το σήµα τη χρονική στιγµή l κατά

µέσο όρο.

CXX [k, l] = 0⇔ E [XkXl ] = mkml . Εποµένως, όταν CXX [k, l] =
0, οι τιµές της στοχαστικής διαδικασίας τις χρονικές στιγµές k και l
είναι µεταξύ τους ασυσχέτιστες (uncorrelated).

Παράδειγµα 1.7: Στοχαστική διαδικασία που περιγράφει διαδοχική

ϱίψη κέρµατος (χωρίς µνήµη): ∆ύο οποιαδήποτε δείγµατα είναι

ανεξάρτητα και, εποµένως, ασυσχέτιστα, ακόµα και εάν το κέρµα

είναι µεροληπτικό (biased).

Παράδειγµα 1.8: Στοχαστική διαδικασία που περιγράφει τη ϑερµο-

κρασία στην Πάτρα : Η αυτοσυσχέτιση είναι µη µηδενική.

Τα ίδια ισχύουν και για στοχαστικές διαδικασίες συνεχούς χρόνου.
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Αυτοσυνδιασπορά και αυτοσυσχέτιση (3)

Η αυτοσυνδιασπορά (και η αυτοσυσχέτιση) είναι πολύ σηµαντικές

ποσότητες γιατί µας ϐοηθούν να υπολογίσουµε τη µέση ισχύ µίας

µεγάλης κατηγορίας στοχαστικών σηµάτων.

΄Οταν χρησιµοποιούµε την αυτοσυνδιασπορά και την αυτοσυσχέτι-

ση, στη γενική περίπτωση χάνουµε πληροφορία για τη στοχαστική

διαδικασία. Για την πλήρη περιγραφή χρειαζόµαστε τις από κοινού

σ.µ.π. (ή σ.π.π.).
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Παράδειγµα 1.9 – Γκαουσιανή στοχαστική διαδικασία

� Η στοχαστική διαδικασία συνεχούς χρόνου {X(t)} είναι Γκαουσιανή

εάν οποιοδήποτε σύνολο δειγµάτων της είναι από κοινού Γκαουσια-

νές τ.µ.

Εποµένως, η από κοινού σ.π.π. οποιοδήποτε συνόλου δειγµάτων

της διαδικασίας X(t1),X(t2), . . . ,X(tn) ισούται µε

fX(t1)X(t2)...X(tn)(x1, x2, . . . , xn) =
1

(2π)
n
2 |Σ|

1
2

e−
1
2 (x−m)T Σ−1(x−m),

όπου m , E[X(t1),X(t2), . . . ,X(tn)]T , x = [x1, x2, . . . , xn]T και

Σ είναι ο πίνακας συνδιασποράς (Covariance matrix) της n−άδας

των τ.µ.
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Παράδειγµα 1.9 – Γκαουσιανή στοχαστική διαδικασία (2)

� Αν οι τ.µ. είναι ασυσχέτιστες για οποιονδήποτε συνδυασµό δειγ-

µάτων, η στοχαστική διαδικασία ονοµάζεται Λευκή (white). Θα ανα-

ϕερθούµε εκτενώς σε λευκές στοχαστικές διαδικασίες σύντοµα.

Ανάλογα ορίζονται και οι Γκαουσιανές στοχαστικές διαδικασίες δια-

κριτού χρόνου.
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Συσχέτιση και ανεξαρτησία

� ΄Οπως αναφέρθηκε, δύο χρονικές στιγµές, k και l µίας στοχαστικής

διαδικασίας είναι ασυσχέτιστες εάν CXX [k, l] = 0.

Για στοχαστικές διαδικασίες συνεχούς χρόνου, CXX (tk, tl) = 0.

΄Οπως και στην περίπτωση δύο (ή περισσότερων) τ.µ., αυτό δε ση-

µαίνει, απαραίτητα, ότι οι τιµές της στοχαστικής διαδικασίας τις χρο-

νικές στιγµές k και l (tk και tl) είναι ανεξάρτητες.

Ωστόσο, στην ειδική περίπτωση Γκαουσιανών στοχαστικών διαδικα-

σιών, έλλειψη συσχέτισης συνεπάγεται και ανεξαρτησία.
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Στοχαστικές ∆ιαδικασίες – Στασιµότητα

� Μια στοχαστική διαδικασία συνεχούς χρόνου είναι Στάσιµη κατά την

Αυστηρή ΄Εννοια (Strict-Sense Stationary - SSS) όταν

fX(t1)X(t2)...X(tk)(x1, x2, . . . , xk) =
fX(t1+t)X(t2+t)...X(tk+t)(x1, x2, . . . , xk)
για όλα τα k, όλα τα t και όλες τις k-άδες (x1, x2, . . . , xk).

΄Οταν, δηλαδή, η από κοινού σ.π.π. οποιουδήποτε πεπερασµένου

συνόλου δειγµάτων της εξαρτάται µόνο από τις αποστάσεις µεταξύ

των δειγµάτων (από τις σχετικές τους ϑέσεις) και όχι από τις ακριβείς

χρονικές στιγµές

Παρόµοια ορίζεται η SSS για στοχαστικές διαδικασίες διακριτού χρόνου).

� Θεώρηµα 1.1: Μια στοχαστική διαδικασία διακριτού χρόνου είναι

SSS εάν και µόνο εάν, για κάθε l ∈ N, για όλα τα k και για ο-

ποιαδήποτε n1, . . . ,nl και α1, . . . , αl ∈ R, οι τ.µ.
∑l

j=1 αjXnj και∑l
j=1 αjXnj+k ακολουθούν την ίδια κατανοµή.
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Στασιµότητα κατά την αυστηρή έννοια

Στην ουσία, µία στοχαστική διαδικασία είναι στάσιµη όταν η στατιστική

της συµπεριφορά δεν αλλάζει µε το χρόνο.

Προσοχή, αυτό δε σηµαίνει ότι τα δείγµατα X(tk) είναι ανεξάρτητα

ή ασυσχέτιστα, αλλά ότι η συσχέτισή τους (και οποιαδήποτε άλλη

στατιστική εξάρτησή τους) παραµένει η ίδια καθώς η στοχαστική

διαδικασία εξελίσσεται στο χρόνο.

Εάν µία στοχαστική διαδικασία είναι SSS:

Ο µέσος όρος της, m(t) = E[X(t)], δεν εξαρτάται από το χρόνο,

t.

Η αυτοσυνδιασπορά CXX (tk , tl) (CXX [k, l]) εξαρτάται µόνο από την

απόσταση στο χρόνο tk − tl (k− l) και όχι από τις ακριβείς τιµές των

tk και tl (k και l).

Και οι δύο ιδιότητες µπορούν να αποδειχτούν εύκολα από τον ορισµό

της στασιµότητας κατά την αυστηρή έννοια.
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Στασιµότητα κατά την αυστηρή έννοια (2)

� Αν η σχέση fX(t1)X(t2)...X(tk)(x1, x2, . . . , xk) =
fX(t1+t)X(t2+t)...X(tk+t)(x1, x2, . . . , xk) ισχύει µόνο για πεπερασµένο

αριθµό δειγµάτων : k ≤ K , η στοχαστική διαδικασία χαρατηρίζεται

από στασιµότητα κατά την αυστηρή έννοια τάξης K .
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Στασιµότητα κατά την ευρεία έννοια

Γενικά, η στασιµότητα κατά την αυστηρή έννοια είναι πολύ περιο-

ϱιστική. Πολλές ϕορές, για τους δικούς µας σκοπούς, αρκεί µία

στοχαστική διαδικασία να είναι στάσιµη κατά την ευρεία έννοια.

� Μια στοχαστική διαδικασία συνεχούς χρόνου είναι Στάσιµη κατά την

Ευρεία ΄Εννοια (Wide-Sense Stationary - WSS) όταν

Οποιοδήποτε δείγµα της στο χρόνο έχει πεπερασµένη διασπορά :

Var[X(t)] <∞ ∀t.

m(t) = m (σταθερή) και

RXX (tk , tl) = R(tk − tl) (εξαρτάται µόνο από την απόσταση µεταξύ

των δειγµάτων) (Ισοδύναµα, CXX (tk , tl) = C(tk − tl)).
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Στασιµότητα κατά την ευρεία έννοια (2)

� Θεώρηµα 1.2: WSS⇒ Var[X(t)] = σ2 (σταθερή)

� Θεώρηµα 1.3: SSS & Var[X(t)] <∞ ∀t ⇒ WSS.

� Θεώρηµα 1.4: WSS + Γκαουσιανή στοχαστική διαδικασία ⇒ SSS,

αφού ο µέσος όρος και η αυτοσυνδιασπορά αρκούν για την πλήρη

περιγραφή της.

Παρόµοιος είναι ο ορισµός για στοχαστικές διαδικασίες διακριτού

χρόνου.
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Φυσική Σηµασία της αυτοσυνδιασποράς/αυτοσυσχέτισης

τ

RXX(τ)

τ

RΥΥ(τ)

Εάν η RXX (τ) είναι στενή, τα δείγµατα της {X(t)} αποσυσχετίζονται

γρήγορα καθώς µεγαλώνει η µεταξύ τους απόσταση.

Η RXX (τ) σχετίζεται µε το ϱυθµό µεταβολής της {X(t)} και, επο-

µένως, και µε το ``φάσµα΄΄ της {X(t)}.

Θα δούµε ότι αυτή η ερµηνεία δεν είναι µόνο διαισθητική. Ο µε-

τασχηµατισµός Fourier της αυτοσυσχέτισης είναι η πυκνότητα της

µέσης ισχύος της {X(t)} στη συχνότητα.
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Αυτοσυνδιασπορά στάσιµων στοχαστικών διαδικασιών

΄Εστω πραγµατική στοχαστική διαδικασία WSS διακριτού χρόνου, {Xn}.

Η συνάρτηση αυτοσυνδιασποράς CXX : Z→ R ισούται µε

CXX [k] , CXX [Xn+k,Xn], k ∈ Z.

Λόγω της στασιµότητας, η CXX [k] δεν εξαρτάται από το n.

Επίσης, CXX [k] = E[Xn+k · Xn]−m2 = RXX [k]−m2.

Παρόµοιες παρατηρήσεις και συµπεράσµατα ισχύουν και για στο-

χαστικές διαδικασίες συνεχούς χρόνου. ∆ηλαδή,

CXX (τ) = CXX (t + τ, t) = RXX (τ)−m2.
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Αυτοσυνδιασπορά στάσιµων στοχαστικών διαδικασιών (2)

� Η αυτοσυνδιασπορά πραγµατικής στοχαστικής διαδικασίας WSS δια-

κριτού χρόνου είναι ϑετικώς ορισµένη συνάρτηση (positive definite

function). Ως ϑετικώς ορισµένη συνάρτηση έχει τις εξής ιδιότητες :

Συµµετρία (αρτιότητα): CXX [−k] = CXX [k], ∀k ∈ Z.
Για κάθε α1, . . . , αn ∈ R,

∑n
k=1

∑n
l=1 αkαlCXX [k − l] ≥ 0.

� Θεώρηµα 1.5: Αντίστροφα, αποδεικνύεται ότι, αν µια συνάρτηση

CXX : Z→ R ικανοποιεί τα παραπάνω, υπάρχει πραγµατική στοχα-

στική διαδικασία WSS διακριτού χρόνου η συνάρτηση αυτοσυνδια-

σποράς της οποίας είναι η CXX [k].

∆ε ϑα υπεισέλθουµε σε λεπτοµέρειες, γιατί αυτό ξεφεύγει από τους

στόχους του µαθήµατος.

Παρόµοιες παρατηρήσεις και συµπεράσµατα ισχύουν και για στο-

χαστικές διαδικασίες συνεχούς χρόνου.
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Αυτοσυνδιασπορά στάσιµων στοχαστικών διαδικασιών (3)

΄Αλλες ιδιότητες της αυτοσυσχέτισης

|RXX (τ)| ≤ RXX (0) = E[X2(t)] (η µέση ισχύς της {X(t)}.

Εάν RXX (T0) = RXX (0) για κάποιο T0 6= 0, η RXX (τ) είναι περιοδική

µε περίοδο T0. Επίσης, η {X(t)} είναι περιοδική µε πιθανότητα 1
(και περίοδο T0).

Για τις αποδείξεις δείτε π.χ. το ϐιβλίο των J. Proakis & M. Salehi.
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Κυκλοστασιµότητα

΄Εστω η στοχαστική διαδικασία µε συναρτήσεις-δείγµατα της µορ-

ϕής A cos(2πfct + θ) όπου fc και θ σταθερές (ντετερµινιστικές)

ποσότητες και A ∼ Unif[−1,1].

Παρατηρούµε ότι τόσο η µέση τιµή όσο και η αυτοσυνδιασπορά

είναι περιοδικές ως προς t µε περίοδο T0 = 1
fc

. ∆ηλαδή,

mX (t + T0) = mX (t) και

RXX (t + τ + T0, t + T0) = RXX (t + τ, t)

για όλα τα t και τ .

� Οι στοχαστικές διαδικασίες που ικανοποιούν αυτές τις συνθήκες

ονοµάζονται κυκλοστάσιµες (cyclostationary).

Γενικά, οι κυκλοστάσιµες τυχαίες διαδικασίες δεν είναι στάσιµες.
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Εργοδικότητα

Θεωρούµε µία στοχαστική διαδικασία WSS (έστω διακριτού χρόνου,

αν και δεν αλλάζει κάτι αν η στοχαστική διαδικασία είναι συνεχούς

χρόνου).

Η µέση τιµή της στοχαστικής διαδικασίας δεν εξαρτάται από τη χρο-

νική στιγµή, k: mk = m ∀k.

Η µέση τιµή mk ισούται µε το στοχαστικό µέσο όρο των τιµών της στο-

χαστικής διαδικασίας, Xk , τη χρονική στιγµή k: mk =
∑+∞

x=−∞ xpXk (x).

΄Ενα ερώτηµα που προκύπτει είναι το εξής : ∆εδοµένου ότι η µέση

τιµή είναι ανεξάρτητη του χρόνου, k, για να απλοποιήσουµε τους

υπολογισµούς (και για να µη χρειαζόµαστε πολλές συναρτήσεις-

δείγµατα) µπορούµε να υπολογίσουµε τη µέση τιµή

χρησιµοποιώντας µόνο µια συνάρτηση-δείγµα X [k, ω0] ως

m̄ = lim
n→∞

1
2n + 1

+n∑
k=−n

X [k, ω0];
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Εργοδικότητα (2)

m̄ = lim
n→∞

1
2n + 1

+n∑
k=−n

X [k, ω0].

Παρατηρήστε ότι εδώ παίρνουµε το µέσο όρο ως προς το χρόνο

για µία συγκεκριµένη συνάρτηση-δείγµα X [k, ω0] (time average)

αντί για το µέσο όρο ως προς τις συναρτήσεις-δείγµατα για συγκε-

κριµένη χρονική στιγµή (ensemble average).

Υπάρχουν στάσιµες στοχαστικές διαδικασίες WSS για τις οποίες

m 6= m̄.
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Εργοδικότητα (3)

΄Εστω, για παράδειγµα, η στοχαστική διαδικασία {Xk} = 1 ∀k µε

πιθανότητα 1/3 και {Xk} = −1 ∀k µε πιθανότητα 2/3. Η διαδι-

κασία είναι στάσιµη (και, µάλιστα, SSS) γιατί η συµπεριφορά της δεν

αλλάζει στο χρόνο (εδώ έχουµε µια ακραία περίπτωση που δεν

αλλάζει ούτε η τιµή της).

m = 1
3 −

2
3 = −1

3 . Ωστόσο, η m̄ εξαρτάται από τη συνάρτηση-

δείγµα.
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Εργοδικότητα (4)

Η στοχαστική διαδικασία που περιγράψαµε έχει δύο διαφορετικούς

``εµµένοντες΄΄ ``τρόπους΄΄ (persistent modes) συµπεριφοράς. Αν αρ-

χίσει να συµπεριφέρεται µε κάποιον τρόπο παραµένει σε αυτόν,

παρόλο που είναι στάσιµη.

� Οι στοχαστικές διαδικασίες WSS που δε χαρακτηρίζονται από τέτοιους

εµµένοντες τρόπους (ισοδύναµα, έχουν µόνο έναν εµµένοντα

τρόπο) ονοµάζονται εργοδικές (ergodic).

Για µια στοχαστική διαδικασία που είναι WSS και εργοδική ισχύει

m̄ = m.
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Εργοδικότητα (5)

Εποµένως, η αυτοσυσχέτιση µιας εργοδικής στοχαστικής διαδικα-

σίας WSS (πραγµατικών τιµών) µπορεί να υπολογιστεί ως

RXX (τ) = R̄XX (τ) =

∫ +∞

−∞
X(t + τ, ω0)X(t, ω0)dt,

όπου X(t, ω0) είναι µια οποιαδήποτε συνάρτηση-δείγµα.

Για εργοδική στοχαστική διαδικασία WSS διακριτού χρόνου,

RXX [k] = R̄XX [k] =

+∞∑
n=−∞

X [n + k, ω0]X [n, ω0].

Για τον αυστηρό ορισµό της εργοδικότητας, δείτε, για παράδειγµα,

το Φυλλάδιο 1.
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Εργοδικότητα διαδικασιών µε δείγµατα i.i.d.

Τα δείγµατα Xk µίας στοχαστικής διαδικασίας διακριτού χρόνου είναι

ανεξάρτητα και οµοίως κατανεµηµένα (independent and identically

distributed - i.i.d.) όταν ακολουθούν την ίδια κατανοµή και όταν είναι

µεταξύ τους ανεξάρτητα.

Οι στοχαστικές διαδικασίες µε δείγµατα i.i.d. είναι ειδική περίπτωση

λευκών στοχαστικών διαδικασιών.

Επειδή όλες οι Xk ακολουθούν την ίδια κατανοµή, mk = m.

Λόγω της ανεξαρτησίας, CXX [k, l] = 0 για k 6= l και CXX [k, k] =
Var[Xk] = σ2 για οποιοδήποτε k. Εποµένως, CXX [k, l] = CXX [k−
l].

Συνεπώς, στοχαστικές διαδικασίες µε δείγµατα i.i.d. είναι και SSS.

Λόγω του ότι η κατανοµή των Xk δεν εξαρτάται από τη χρονική

στιγµή k και είναι η ίδια για κάθε δείγµα, οι στοχαστικές διαδικασίες

µε δείγµατα i.i.d. είναι και εργοδικές.
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Στάσιµες Στοχαστικές ∆ιαδικασίες –

Φασµατική Πυκνότητα Ισχύος

Στα επόµενα ϑα ασχοληθούµε µε στάσιµες στοχαστικές διαδικα-

σίες συνεχούς χρόνου. Θα επανέλθουµε σε στοχαστικές διαδικα-

σίες διακριτού χρόνου όταν µιλήσουµε για δειγµατοληψία και για το

µετασχηµατισµό Fourier διακριτού χρόνου (DTFT).

Μια στάσιµη στοχαστική διαδικασία έχει άπειρη ενέργεια (γιατί;)

Οπότε, στη συνέχεια, ϑα ϑεωρήσουµε την ισχύ στοχαστικής διαδι-

κασίας WSS συνεχούς χρόνου.
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Στάσιµες Στοχαστικές ∆ιαδικασίες –

Φασµατική Πυκνότητα Ισχύος (2)

Το ερώτηµα που προκύπτει, τώρα, είναι πώς µπορούµε να περι-

γράψουµε την ισχύ µιας στάσιµης στοχαστικής διαδικασίας.

Θέλουµε µια περιγραφή που να είναι χρήσιµη και, επίσης, να ται-

ϱιάζει όσο το δυνατόν καλύτερα µε τον τρόπο που χειριζόµαστε τα

ντετερµινιστικά σήµατα.

Λόγω της τυχαιότητας µιας στοχαστικής διαδικασίας, δεν είναι δυνα-

τόν να οριστεί µετασχηµατισµός Fourier της στοχαστικής διαδικασίας

(ακόµη και εάν είναι στάσιµη και εργοδική).

Μπορούµε, ϐέβαια, να ορίσουµε µετασχηµατισµό Fourier συναρτήσεων-

δειγµάτων, καθώς και µέσους όρους των µετασχηµατισµών Fourier

συναρτήσεων-δειγµάτων.
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Φασµατική Πυκνότητα Ισχύος

Για τη στατιστική περιγραφή στάσιµων στοχαστικών διαδικασιών στο

πεδίο της συχνότητας χρησιµοποιείται η Φασµατική Πυκνότητα Ι-

σχύος (ή Φάσµα Ισχύος) (Power Spectral Density - PSD).

΄Οπως ϑα δούµε, η Φασµατική Πυκνότητα Ισχύος περιγράφει πόσο

γρήγορα ``απο-συσχετίζεται΄΄ ένα σήµα, σε αναλογία µε το ϕάσµα

ενός ντετερµινιστικού σήµατος το οποίο περιγράφει πόσο γρήγορα

µεταβάλλεται το σήµα.

Εποµένως, η Φασµατική Πυκνότητα Ισχύος περιγράφει τη µέση κα-

τανοµή της ισχύος στο πεδίο της συχνότητας.
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Φασµατική Πυκνότητα Ισχύος (2)

Θεωρούµε µία στοχαστική διαδικασία συνεχούς χρόνου {X(t)} η

οποία είναι WSS.

Ας υποθέσουµε, για απλοποίηση και χωρίς απώλεια της γενικότη-

τας, ότι m = 0 (αν m 6= 0 πρέπει να χρησιµοποιήσουµε την

αυτοσυνδιασπορά αντί για την αυτοσυσχέτιση).

΄Ενας λογικός τρόπος για να ϐρούµε τη µέση ισχύ της στοχαστικής

διαδικασίας είναι να υπολογίσουµε το µέσο όρο της πυκνότητας

ισχύος σε κάθε συχνότητα, f , ως προς όλες τις συναρτήσεις-

δείγµατα (ensemble average) (δεδοµένου ότι δεν έχουµε υπο-

ϑέσει εργοδικότητα).

Παρατηρήστε ότι δεν έχει ιδιαίτερο νόηµα να υπολογίσουµε το

µέσο όρο της ισχύος σε κάθε χρονική στιγµή, t, αφού, λόγω στασι-

µότητας, E[X2(t)] = RXX (0) για όλα τα t.
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Φασµατική Πυκνότητα Ισχύος (3)

Εποµένως, ϑέλουµε να υπολογίσουµε την ποσότητα

lim
T→∞

1
T
Ep(X)

[
|X(f , ω)|2

]
,

όπου X(f , ω) ο µετασχηµατισµός Fourier των συναρτήσεων-δειγµάτων,

X(t, ω), της στοχαστικής διαδικασίας.

Υποθέτουµε, εδώ, ότι ο X(f , ω) ορίζεται, αν και αυτό δεν ισχύει

πάντοτε – στην περίπτωση που ο X(f , ω) δεν ορίζεται πρέπει να

ϑεωρήσουµε τις XT (t, ω) = Π
(

t
T

)
X(t, ω) που είναι σήµα ενέρ-

γειας και να ϐρούµε το όριο limT→∞
1
T Ep(X)

[
|XT (f , ω)|2

]
(δείτε,

για παράδειγµα, J. Proakis & M. Salehi).
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Φασµατική Πυκνότητα Ισχύος (4)

Συνεπώς, µπορούµε να γράψουµε (Θεώρηµα Wiener-Khinchin),

lim
T→∞

1
T
Ep(X)

[
|X(f , ω)|2

]
= lim

T→∞

1
T
Ep(X)

[(∫ +∞

−∞
X(t, ω)e−j2πftdt

)∗(∫ +∞

−∞
X(s, ω)e−j2πfsds

)]
(a)
= lim

T→∞

1
T
Ep(X)

[∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
X∗(t, ω)X(t + τ, ω)e−j2πf τdτdt

]
= lim

T→∞

1
T

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
Ep(X) [X∗(t, ω)X(t + τ, ω)] e−j2πf τdτdt

(b)
= lim

T→∞

1
T

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
RXX (τ)e−j2πf τdτdt

SXX (f ),
∫+∞
−∞ RXX (τ)e−j2πf τ dτ

= lim
T→∞

1
T

∫ +∞

−∞
SXX (f )dt = SXX (f ).

(a) τ , s− t, (b) Η {X(t)} είναι WSS.

Για µια πιο αυστηρή απόδειξη, δείτε π.χ. J. Proakis & M. Salehi, Theorem 4.3.1.
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Φασµατική Πυκνότητα Ισχύος (5)

� Συνεπώς, η µέση ισχύς µιας στοχαστικής διαδικασίας WSS συνεχούς

χρόνου δίνεται από τη ϕασµατική πυκνότητα ισχύος ή ϕάσµα ισχύος

(Power Spectral Density - PSD or Power Spectrum)

SXX (f ) ,
∫ +∞

−∞
RXX (τ)e−j2πf τdτ = F{RXX (τ)}.

Η SXX (f ) είναι άρτια και πραγµατική (ως µετασχηµατισµός Fourier

της άρτιας και πραγµατικής RXX (τ)).

Από τις ιδιότητες του µετασχηµατισµού Fourier,
∫∞
−∞ SXX (f )df =

RXX (0) = E[|X(t)|2].

Αποδεικνύεται, επίσης, ότι SXX (f ) ≥ 0. ∆ιαισθητικά λογικό. Αν

υπήρχε διάστηµα στο οποίο SXX (f ) < 0, ϑα µπορούσαµε µε χρήση

ϕίλτρου να πάρουµε σήµα αρνητικής ενέργειας – περισσότερα για

ϕιλτράρισµα στοχαστικών διαδικασιών σύντοµα.
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Παραδείγµατα PSD

Τα δείγµατα X
(
t ± n

2B

)
για n = 0,1,2, . . . είναι ασυσχέτιστα.

Σχήµα από A. El Gamal, Introduction to Statistical Signal Processing,

Lecture Notes, Stanford University 2009.
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Φασµατική Πυκνότητα Ισχύος (6)

Εναλλακτικα, όταν m 6= 0, η ϕασµατική πυκνότητα ισχύος στοχαστι-

κής διαδικασίας WSS συνεχούς χρόνου µπορεί να οριστεί ως

SXX (f ) ,
∫ +∞

−∞
CXX (τ)e−j2πf τdτ = F{CXX (τ)}.

Από τις ιδιότητες του µετασχηµατισµού Fourier, δεδοµένου ότι η

{X(t)} είναι WSS,

F{CXX (τ)} = F{RXX (τ)} −m2δ(f ).

Εποµένως, πρακτικά, δεν έχει ιδιαίτερη σηµασία ποιον ορισµό

χρησιµοποιούµε.

Συνήθως, η PSD ορίζεται µε χρήση της RXX (τ). Αυτός είναι και ο

ορισµός που ϑα χρησιµοποιήσουµε στη συνέχεια του µαθήµατος.
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Συστήµατα

1 Ψηφιακή Μετάδοση

2 Βασικές έννοιες στοχαστικών διαδικασιών και σηµάτων και
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Γραµµικά, Χρονικώς Αµετάβλητα Συστήµατα

Σύστηµα S: Μια απεικόνιση της εισόδου του στην έξοδο : y = s(x).

� ΄Ενα σύστηµα είναι γραµµικό όταν ισχύουν οι αρχές της οµοιο-

γένειας και της υπέρθεσης : s(
∑

i αixi) =
∑

i αis(xi).

� ΄Ενα σύστηµα είναι χρονικώς αµετάβλητο όταν έχει την ίδια έξοδο

για µια δεδοµένη είσοδο, ανεξαρτήτως µε το πότε η είσοδος ε-

ϕαρµόζεται στο σύστηµα.

΄Ενα γραµµικό χρονικώς αµετάβλητο σύστηµα (Linear Time Invariant

- LTI) µπορεί να περιγραφεί

Στο χρόνο µε χρήση της κρουστικής απόκρισης (impulse response)

hi (h(t)).

Στη συχνότητα µε χρήση της συνάρτησης µεταφοράς (transfer fu-

nction) H(z) (H(s)) και της απόκρισης συχνότητας (frequency re-

sponse) H(θ) (H(f )).

Πώς µπορούµε να περιγράψουµε ένα Γραµµικό, Χρονικώς Μετα-

ϐαλλόµενο σύστηµα;
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Θεώρηµα ∆ειγµατοληψίας Shannon/Nyquist

΄Εστω συνεχές σήµα x(t) µε µετασχηµατισµό Fourier X(f ) το οποίο

δειγµατοληπτείται οµοιόµορφα µε περίοδο δειγµατοληψίας T .

Ο µετασχηµατισµός Fourier του διακριτού σήµατος xk = x(kT)
ισούται µε

X(θ) =
1
T

∞∑
k=−∞

Xc

(
θ − k

T

)
,

όπου Xc(f ) ο µετασχηµατισµός Fourier του x(t).
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Θεώρηµα ∆ειγµατοληψίας Shannon/Nyquist (2)
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Θεώρηµα ∆ειγµατοληψίας Shannon/Nyquist (3)

Εποµένως, η ανακατασκευή ενός συνεχούς σήµατος από τα

δείγµατά του είναι πάντοτε δυνατή εφόσον η δειγµατοληψία γίνει

µε ϱυθµό τουλάχιστον διπλάσιο της µεγαλύτερης συχνότητας του

σήµατος.

Ικανή, αλλά όχι αναγκαία συνθήκη (γιατί;)

Ανακατασκευή σήµατος. Με χρήση επίπεδου ιδανικού ϐαθυπερα-

τού ϕίλτρου. Στο πεδίο του χρόνου :

x(t) =

∞∑
k=−∞

xk

sin
[
π(t−kT)

T

]
π(t−kT)

T

=

∞∑
k=−∞

xksinc

(
t − kT

T

)
.
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Θεώρηµα ∆ειγµατοληψίας Shannon/Nyquist (4)

Το ιδανικό ϕίλτρο είναι υλοποιήσιµο; Η sinc;
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Θεώρηµα ∆ειγµατοληψίας Shannon/Nyquist (5)

Για µία πιο λεπτοµερή περιγραφή της δειγµατοληψίας δείτε π.χ.

ΕΕ789, ∆ιάλεξη 12.
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Συστήµατα και Στοχαστικές ∆ιαδικασίες

΄Εστω µια στοχαστική ανέλιξη WSS {X(t)} ({Xk}) η οποία διέρχεται

από το Γραµµικό Χρονικώς Αµετάβλητο σύστηµα (LTI) µε κρουστική

απόκριση h(t) (h[n]). Μπορεί να αποδειχτεί (µε πράξεις) ότι :

mY = mX H(0) (mY = mX H(z = 1))

RYY (τ) = h(τ)∗h∗(−τ)∗RXX (τ) (RYY (k) = hk ∗h∗−k ∗RXX (k))

SYY (f ) = SXX (f )|H(f )|2 (SYY (θ) = SXX (θ)|H(θ)|2)

SYY (s) = SXX (s)H(s)H∗(−s∗) (SYY (z) = SXX (z)H(z)H∗(1/z∗)).
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Στοχαστικές ∆ιαδικασίες και ∆ειγµατοληψία

΄Εστω µια στοχαστική ανέλιξη WSS συνεχούς χρόνου {X(t)} η οποία

δειγµατοληπτείται οµοιόµορφα µε περίοδο T : Yk = X(kT).

RYY (k, l) = E[X(kT)X(lT)∗] = RXX ((k − l)T).

΄Αρα, η αυτοσυσχέτιση της ακολουθίας {Yk} προκύπτει από την αυ-

τοσυσχέτιση της {X(t)} µε δειγµατοληψία.

SYY (θ) = 1
T

∑∞
k=−∞ SXX ( θ−k

T ),

παρόµοια µε την περίπτωση ντετερµινιστικών σηµάτων.

Εποµένως, η ανακατασκευή της συνεχούς στοχαστικής ανέλιξης

γίνεται µε χρήση ϐαθυπερατού ϕίλτρου (παλµών sinc). Ωστόσο, σε

αντίθεση µε τα ντετερµινιστικά σήµατα, για την ανακατασκευασµένη

στοχαστική ανέλιξη {Ŷ (t)} ισχύει E[|Ŷ (t) − Y (t)|2] = 0 και όχι

Ŷ (t) = Y (t), δηλαδή υπάρχει περίπτωση οι Ŷ (t) και Y (t) να δια-

ϕέρουν σε ένα σύνολο τιµών του t µε µηδενικό µέτρο Lebesgue.

Για τους δικούς µας σκοπούς (ανάλυση και σχεδίαση Ψηφιακών

Συστηµάτων Επικοινωνιών) η συνθήκη E[|Ŷ (t) − Y (t)|2] = 0 είναι

επαρκής.
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Για περισσότερες λεπτοµέρειες

Σήµατα, Συστήµατα, Μετασχηµατισµός Fourier.

A. V. Oppenheim, A. S. Willsky, and S. H. Nawab, Signals and

Systems.

Σ. Θεοδωρίδης, Κ. Μπερµπερίδης και Λ. Κοφίδης, Εισαγωγή στη

Θεωρία Σηµάτων και Συστηµάτων.

Πιθανότητες, Στοχαστικές διαδικασίες.

J. Proakis & M. Salehi Communications Systems Engineering.

A. Papoulis, Probability, random variables, and stochastic processes.

∆είτε, επίσης, τα ϕυλλάδια του µαθήµατος

``Εισαγωγή στα Συστήµατα Επκοινωνιών΄΄.
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