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Κατηγορίες Αστερισµών
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΄Εγχρωµος (colored) προσθετικός θόρυβος

Αντιστοιχία µε ϐιβλιογραφία

Cioffi: 1.5–1.7.

Barry, Lee & Messerschmitt (3rd ed.): 5.1–5.3 (όχι τα περί ISI), 5.5,

6.1–6.3 (όχι τα περί ISI)

Proakis & Salehi, Communication Systems Engineering (2nd ed.):

7.2, 7.3.1, 7.3.3, 7.4, 7.6,
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Κατηγορίες Αστερισµών
PAM και QAM

΄Εγχρωµος (colored) προσθετικός θόρυβος

Κυβικοί Αστερισµοί
Ορθογώνιοι Αστερισµοί
Κυκλικοί Αστερισµοί

Κατηγορίες Αστερισµών

1 Κατηγορίες Αστερισµών

Κυβικοί Αστερισµοί

Ορθογώνιοι Αστερισµοί

Κυκλικοί Αστερισµοί

2 PAM και QAM

∆ιαµόρφωση Πλάτους Παλµού – ΡΑΜ

∆ιαµόρφωση Πλάτους µε Ορθογωνισµό Φάσης – QAM

3 ΄Εγχρωµος (colored) προσθετικός ϑόρυβος
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Κυβικοί Αστερισµοί
Ορθογώνιοι Αστερισµοί
Κυκλικοί Αστερισµοί

Κυβικοί Αστερισµοί (Cubic Constellations)

Αριθµός διαστάσεων N = αριθµός bits b.

Αντιστοιχία µίας συνάρτησης ϐάσης φm σε κάθε bit.

Γραµµική διαµόρφωση.

Χρησιµοποιούνται συχνά σε απλά κανάλια.
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Κυβικοί Αστερισµοί
Ορθογώνιοι Αστερισµοί
Κυκλικοί Αστερισµοί

Κυβικοί Αστερισµοί – Παραδείγµατα (1) - Binary Antipodal

Binary Antipodal: 2 σήµατα (N = 1), x0(t) =
√
Exφ(t) = −x1(t).

Binary Phase Shift Keying (BPSK):

φ(t) =
√

2
T sin 2πt

T , t ∈ [0, T ], 0 αλλού.

Bipolar (NRZ): φ(t) = 1√
T
, t ∈ [0, T ], 0 αλλού.

Κωδικοποίηση Manchester (Bi-phase level):

φ(t) =


1√
T
, t ∈ [0, T

2 ]

− 1√
T
, t ∈ [T

2 , T ]

0 αλλού

Τι εύρος Ϲώνης απαιτεί κάθε µία από τις παραπάνω φ(t);
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Κυβικοί Αστερισµοί
Ορθογώνιοι Αστερισµοί
Κυκλικοί Αστερισµοί

Κυβικοί Αστερισµοί – Παραδείγµατα (2) - On-Off Keying

On-Off Keying (OOK): 2 σήµατα (N = 1),

x0(t) =
√

2Exφ(t). x1(t) = 0.

φ(t) = 1√
T
, t ∈ [0, T ], 0 αλλού.

Υποδεέστερη κατά 3 dB σε σχέση µε αστερισµούς binary antipodal

(γιατί;)

Χρησιµοποιείται σε οπτικά συστήµατα, αν και στο µέλλον αυτό ανα-

µένεται να αλλάξει.
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Κυβικοί Αστερισµοί
Ορθογώνιοι Αστερισµοί
Κυκλικοί Αστερισµοί

Κυβικοί Αστερισµοί – Παραδείγµατα (3) – QPSK

Quadrature Phase Shift Keying (QPSK): 4 σήµατα (2 bits→ N = 2).

φ1(t) =
√

2
T cos 2πt

T , t ∈ [0, T ], 0 αλλού.

φ2(t) =
√

2
T sin 2πt

T , t ∈ [0, T ], 0 αλλού.

x = [x1 x2] =



√
Ex
2 [−1 − 1]√
Ex
2 [−1 + 1]√
Ex
2 [+1 − 1]√
Ex
2 [+1 + 1]

΄Ιδιο εύρος Ϲώνης µε τη BPSK. d2
min,BPSK

= 2d2
min,QPSK

. Ωστόσο,

εάν η ενέργεια ανά διάσταση της QPSK ισούται µε την ενέργεια

της BPSK η P̄e της QPSK ισούται µε την Pe της BPSK.
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Κυβικοί Αστερισµοί
Ορθογώνιοι Αστερισµοί
Κυκλικοί Αστερισµοί

QPSK: Υπολογισµός Pe

Θεωρούµε ότι όλα τα σήµατα µεταδίδονται µε την ίδια πιθανότητα.

Πιθανότητα σωστής λήψης : Pc =
∑3

i=0 Pc|ipxi = Pc|i
γιατί;
=
(
1− Q

[
dmin
2σ

]) (
1− Q

[
dmin
2σ

])
= 1−2Q

[
dmin
2σ

]
+
(
Q
[

dmin
2σ

])2
.

Πιθανότητα σφάλµατος : Pe = 1−Pc = 2Q
[

dmin
2σ

]
−
(
Q
[

dmin
2σ

])2
<

2Q
[

dmin
2σ

]
(NNUB)⇒ P̄e ≈ Q

[
dmin
2σ

]
= Q

[√
2Ex
2σ

]
= Q

[
2
√
Ēx

2σ

]
=

Q
[d

min,BPSK
2σ

]
.
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Κυβικοί Αστερισµοί
Ορθογώνιοι Αστερισµοί
Κυκλικοί Αστερισµοί

Ορθογώνιοι Αστερισµοί (Orthogonal Constellations)

Για τους κυβικούς αστερισµούς είδαµε ότι N = b.

Στους ορθογώνιους αστερισµούς, ο αριθµός σηµάτων, M , είναι

ανάλογος της διάστασης. Εποµένως, M = αN ⇒ b = log2 M =
log2 αN ⇒ b̄ = b

N =
log2 αN

N .

Ο αριθµός των bits ανά διάσταση ελαττώνεται όσο αυξάνει το N !
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Κυβικοί Αστερισµοί
Ορθογώνιοι Αστερισµοί
Κυκλικοί Αστερισµοί

Παραδείγµατα ορθογώνιων αστερισµών

Block orthogonal: M = N ⇒Μία συνάρτηση ϐάσης για κάθε σήµα

(µήνυµα).

xi = [0 . . . 0
√
Ex 0 . . . 0]. xi(t) =

√
Exφi(t).

Frequency Shift Keying (FSK):

φm(t) =
√

2
T sin mπt

T , t ∈ [0, T ], 0 αλλού.

Ποιά είναι η dmin των block orthogonal;

Pe του αστερισµού block orthogonal (ϐλ. π.χ. Cioffi Ch. 1):

Pe = 1−
∫∞
−∞

1√
2πσ2 e−

1
2σ2 (u−

√
Ex)2

[1− Q(u/σ)]N−1du.

Η E[x] του αστερισµού block orthogonal είναι µη µηδενική (και ίση

µε (
√
Ex/M)[1 1 . . . 1]).

Αστερισµός simplex: Block orthogonal µετατοπισµένος κατά

−(
√
Ex/M)[1 1 . . . 1]) ώστε η E[x] να ισούται µε 0 (και να ελα-

χιστοποιηθεί, έτσι, η µέση ενέργεια).

Τα σήµατα δεν είναι, πλέον, ορθογώνια µεταξύ τους.
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Κυβικοί Αστερισµοί
Ορθογώνιοι Αστερισµοί
Κυκλικοί Αστερισµοί

Παραδείγµατα ορθογώνιων αστερισµών (2)

Biorthogonal αστερισµοί: Προκύπτουν από τους ορθογώνιους αστε-

ϱισµούς µε προσθήκη του αντίθετου σήµατος−x για κάθε σήµα x.

Pe,biorthogonal = 1−
∫∞

0
1√

2πσ2 e−
1

2σ2 (u−
√
Ex)2

[1−2Q(u/σ)]N−1du.

Pulse Position Modulation (PPM): Παλµοί σε διαφορετική ϑέση στο

χρόνο.

Pulse Duration Modulation (PDM): Παλµοί διαφορετικής διάρκειας.

Τα σήµατα δεν είναι ορθογώνια. Χρήση σε οπτική αποθήκευση δε-

δοµένων (π.χ. CD).
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Κυβικοί Αστερισµοί
Ορθογώνιοι Αστερισµοί
Κυκλικοί Αστερισµοί

Κυκλικοί Αστερισµοί (Circular Constellations) – MPSK

Τα σήµατα του αστερισµού τοποθετούνται επάνω σε κύκλο ακτίνας√
Ex , και σε ίσες µεταξύ τους αποστάσεις. N = 2.

Μόνο η ϕάση των σηµάτων διαφέρει⇒ MPSK κατάλληλη για δια-

µόρφωση σε κανάλια µε µη γραµµική παραµόρφωση πλάτους (π.χ.

κανάλια διαλείψεων (fading)).

NNUB:

Pe < 2Q

[√
Ex sin π

M

σ

]
.
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Κυβικοί Αστερισµοί
Ορθογώνιοι Αστερισµοί
Κυκλικοί Αστερισµοί

Παράδειγµα : 8-PSK
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Κατηγορίες Αστερισµών
PAM και QAM

΄Εγχρωµος (colored) προσθετικός θόρυβος

∆ιαµόρφωση Πλάτους Παλµού – ΡΑΜ
∆ιαµόρφωση Πλάτους µε Ορθογωνισµό Φάσης – QAM

PAM και QAM

1 Κατηγορίες Αστερισµών

Κυβικοί Αστερισµοί

Ορθογώνιοι Αστερισµοί

Κυκλικοί Αστερισµοί

2 PAM και QAM

∆ιαµόρφωση Πλάτους Παλµού – ΡΑΜ

∆ιαµόρφωση Πλάτους µε Ορθογωνισµό Φάσης – QAM

3 ΄Εγχρωµος (colored) προσθετικός ϑόρυβος
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Κατηγορίες Αστερισµών
PAM και QAM

΄Εγχρωµος (colored) προσθετικός θόρυβος

∆ιαµόρφωση Πλάτους Παλµού – ΡΑΜ
∆ιαµόρφωση Πλάτους µε Ορθογωνισµό Φάσης – QAM

∆ιαµόρφωση Πλάτους Παλµού

Pulse Amplitude Modulation -- PAM

N = 1 διάσταση. M σύµβολα⇒ log2 M bits /µετάδοση.

Θεωρητικάφ(t) = 1√
T

sinc
(

t
T

)
. Στην πράξη, συνήθως raised cosine

(περισσότερα σε επόµενη διάλεξη).

dmin = d.
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Κατηγορίες Αστερισµών
PAM και QAM

΄Εγχρωµος (colored) προσθετικός θόρυβος

∆ιαµόρφωση Πλάτους Παλµού – ΡΑΜ
∆ιαµόρφωση Πλάτους µε Ορθογωνισµό Φάσης – QAM

Pulse Amplitude Modulation -- PAM (2)

Με πράξεις (ϐλ. π.χ. Cioffi Ch. 1): Ex = Ēx =
d2

12
[M2 − 1] ⇒

d =

√
12Ex

M2 − 1
⇒ M =

√
12Ex
d2 + 1

⇒ b = log2 M =
1
2

log2

(
12Ex

d2 + 1
)
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Κατηγορίες Αστερισµών
PAM και QAM

΄Εγχρωµος (colored) προσθετικός θόρυβος

∆ιαµόρφωση Πλάτους Παλµού – ΡΑΜ
∆ιαµόρφωση Πλάτους µε Ορθογωνισµό Φάσης – QAM

Pulse Amplitude Modulation -- PAM (3)

Ex(b + 1) = 4Ex(b) + d2

4 . Για αρκούντως µεγάλες τιµές του b
απαιτείται 4πλάσια ενέργεια (∼ 6 dB επιπλέον) για τη µετάδοση

ενός επιπλέον bit.

Το ίδιο µας λέει και ο Shannon όταν στέλνουµε µε κώδικα που

επιτυγχάνει τη χωρητικότητα καναλιού :

C =
1
2

log2(1 + SNR)⇒ SNR = 22C − 1.

Εποµένως, για µεγάλα SNR, για να αυξήσουµε τη χωρητικότητα κατά

1 bit πρέπει να τετραπλασιάσουµε το SNR.
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Κατηγορίες Αστερισµών
PAM και QAM

΄Εγχρωµος (colored) προσθετικός θόρυβος

∆ιαµόρφωση Πλάτους Παλµού – ΡΑΜ
∆ιαµόρφωση Πλάτους µε Ορθογωνισµό Φάσης – QAM

Pulse Amplitude Modulation -- PAM (4)

Υπολογισµός πιθανότητας σφάλµατος :

Για τα M − 2 εσωτερικά σηµεία : Pc|i = 1− 2Q
(

d
2σ

)
.

Για τα 2 εξωτερικά σηµεία : Pc|i = 1− Q
(

d
2σ

)
.

Εποµένως, Pc = M−2
M

(
1− 2Q

(
d
2σ

))
+ 2

M

(
1− Q

(
d
2σ

))
= 1 −

2
(
1− 1

M

)
Q
(

d
2σ

)
⇒ Pe = P̄e = 2

(
1− 1

M

)
Q
( d

2σ

)
< 2Q

( d

2σ

)
Η προσέγγιση (NNUB) γίνεται πιο ακριβής καθώς M →∞.

Με χρήση σχέσεων προηγούµενης διαφάνειας,

Pe της PAM

Pe = 2
(

1− 1
M

)
Q

(√
3

M2 − 1
SNR

)
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Κατηγορίες Αστερισµών
PAM και QAM

΄Εγχρωµος (colored) προσθετικός θόρυβος

∆ιαµόρφωση Πλάτους Παλµού – ΡΑΜ
∆ιαµόρφωση Πλάτους µε Ορθογωνισµό Φάσης – QAM

Pulse Amplitude Modulation -- PAM (5)

Στον πίνακα (ϐλ. επίσης Cioffi Ch. 1) έχει υπολογιστεί ο απαιτούµενος SNR για

σταθερή Pe = 10−6 και διαφορετικό αριθµό bits/µετάδοση. Επίσης, έχει

υπολογιστεί η τιµή του SNR η οποία απαιτείται ώστε η χωρητικότητα του καναλιού

AWGN να ισούται µε b bits/µετάδοση. Παρατηρούµε ότι η διαµόρφωση PAM

για Pe = 10−6 έχει απώλειες περίπου 9 dB σε σχέση µε τη ϐέλτιστη

κωδικοποίηση µε την οποία επιτυγχάνεται ϱυθµός µετάδοσης ίσος µε τη

χωρητικότητα του καναλιού.

d
2σ για αύξηση

b M
Pe = 10−6 [dB]

SNR [dB]
του SNR [dB]

22b − 1 [dB]

1 2 13.53 13.53 – 4.77

2 4 13.69 20.68 7.15 11.76

3 8 13.75 26.97 6.29 17.99

4 16 13.77 33.06 6.09 24.07

5 32 13.78 39.10 6.04 30.10

6 64 13.79 45.14 6.04 36.12
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Κατηγορίες Αστερισµών
PAM και QAM

΄Εγχρωµος (colored) προσθετικός θόρυβος

∆ιαµόρφωση Πλάτους Παλµού – ΡΑΜ
∆ιαµόρφωση Πλάτους µε Ορθογωνισµό Φάσης – QAM

Η προσέγγιση Gap

Είδαµε ότι Pe = 2
(
1− 1

M

)
Q
(√

3
M2−1 SNR

)
.

Εποµένως,

MPe

2(M − 1)
= Q

(√
3

M2 − 1
SNR

)
⇒

[
Q−1

(
MPe

2(M − 1)

)]2

=
3

M2 − 1
SNR⇒

M2 =
(
2b
)2

= 1 +
3SNR[

Q−1
(

MPe
2(M−1)

)]2

⇒ b =
1
2

log2

(
1 +

SNR

ΓPAM(Pe,M)

)
,

όπου ΓPAM(Pe,M) = 3
[Q−1( MPe

2(M−1) )]
2 είναι το Gap.
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Κατηγορίες Αστερισµών
PAM και QAM

΄Εγχρωµος (colored) προσθετικός θόρυβος

∆ιαµόρφωση Πλάτους Παλµού – ΡΑΜ
∆ιαµόρφωση Πλάτους µε Ορθογωνισµό Φάσης – QAM

Η προσέγγιση Gap (2)

bPAM =
1
2

log2

(
1 +

SNR

ΓPAM(Pe,M)

)
, ΓPAM(Pe,M) =

3[
Q−1

(
MPe

2(M−1)

)]2

Η προσέγγιση Gap προτάθηκε από τον D. Forney.

Το Gap ισούται µε το ``πρόστιµο΄΄ που πρέπει να καταβάλουµε σε ενέργεια

επειδή χρησιµοποιούµε υποβέλτιστο τρόπο µετάδοσης στο κανάλι AWGN.

Η προσέγγιση είναι ακριβής για b ≥ 1 και, εποµένως, για PAM και QAM.

Παρατηρήστε ότι εξαρτάται από την Pe και, επίσης, ότι ΓPAM(Pe) →
3

[Q−1(Pe/2)]2
για M →∞. Για Pe = 10−6, ΓPAM → 9 dB.

Η προσέγγιση Gap απλοποιεί το σχεδιασµό και την ανάλυση συστηµάτων,

αφού µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε τον τύπο του Shannon για τη χω-

ϱητικότητα.

Επεκτείνεται και σε περιπτώσεις όπου χρησιµοποιείται κωδικοποίηση. Στην

περίπτωση αυτή Γ = ΓPAM/γcode < ΓPAM.
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Κατηγορίες Αστερισµών
PAM και QAM

΄Εγχρωµος (colored) προσθετικός θόρυβος

∆ιαµόρφωση Πλάτους Παλµού – ΡΑΜ
∆ιαµόρφωση Πλάτους µε Ορθογωνισµό Φάσης – QAM

∆ιαµόρφωση Πλάτους µε Ορθογωνισµό Φάσης

Quadrature Amplitude Modulation -- QAM

Γενίκευση της PAM σε N = 2 διαστάσεις.

Στο σχήµα απεικονίζεται ο αστερισµός Square QAM (SQ-QAM) ο οποίος

αντιστοιχεί σε άρτιο αριθµό bits, b.
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Κατηγορίες Αστερισµών
PAM και QAM

΄Εγχρωµος (colored) προσθετικός θόρυβος

∆ιαµόρφωση Πλάτους Παλµού – ΡΑΜ
∆ιαµόρφωση Πλάτους µε Ορθογωνισµό Φάσης – QAM

Quadrature Amplitude Modulation -- QAM (2)

Ως συναρτήσεις ϐάσης χρησιµοποιούνται (ϑεωρητικά) οι φ1(t) =√
2
T sinc

(
t
T

)
cos(2πfct) και φ2(t) =

√
2
T sinc

(
t
T

)
sin(2πfct) →

Ϲωνοπερατή (bandpass) µετάδοση.

Μέση ενέργεια αστερισµού SQ-QAM: Με πράξεις (ϐλ. π.χ. Cioffi

Ch. 1), EM−QAM = 2E√M−PAM ⇒ EM−QAM = d2 M − 1
6

⇒

ĒM−QAM = d2 M−1
12 ⇒ d =

√
6Ex

M − 1
⇒ M = 6Ex

d2 + 1 ⇒

b̄ =
1
2

log2

(
6Ex

d2 + 1
)

=
1
2

log2

(
12Ēx

d2 + 1
)

, ίσο µε την PAM

(λογικό – γιατί;)
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Κατηγορίες Αστερισµών
PAM και QAM

΄Εγχρωµος (colored) προσθετικός θόρυβος

∆ιαµόρφωση Πλάτους Παλµού – ΡΑΜ
∆ιαµόρφωση Πλάτους µε Ορθογωνισµό Φάσης – QAM

Quadrature Amplitude Modulation -- QAM (3)

Ex(b + 1) = 2Ex(b) + d2

6 . Για αρκούντως µεγάλες τιµές του b
απαιτείται διπλάσια ενέργεια (∼ 3 dB επιπλέον) για τη µετάδοση

ενός επιπλέον bit (ανά διδιάστατο σύµβολο).

Υπολογισµός πιθανότητας σφάλµατος :

Για τα 4 γωνιακά σηµεία : Pc|i =
(
1− Q

(
d

2σ

))2

Για τα (
√

M − 2)2 εσωτερικά σηµεία : Pc|i =
(
1− 2Q

(
d

2σ

))2

Για τα 4(
√

M−2) πλευρικά σηµεία : Pc|i =
(
1− Q

(
d

2σ

)) (
1− 2Q

(
d

2σ

))
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Κατηγορίες Αστερισµών
PAM και QAM

΄Εγχρωµος (colored) προσθετικός θόρυβος

∆ιαµόρφωση Πλάτους Παλµού – ΡΑΜ
∆ιαµόρφωση Πλάτους µε Ορθογωνισµό Φάσης – QAM

Quadrature Amplitude Modulation -- QAM (4)

Με πράξεις,

Pe της QAM

Pe = 2P̄e = 4
(

1− 1√
M

)
Q
( d

2σ

)
− 4

(
1− 1√

M

)2 (
Q
( d

2σ

))2

P̄e < 2
(

1− 1√
M

)
Q
( d

2σ

)
= 2

(
1− 1√

M

)
Q

(√
3

M − 1
SNR

)

Το SNR είναι ανά διάσταση (= Ēx/σ
2).

Η προσέγγιση (NNUB) γίνεται πιο ακριβής καθώς M →∞.
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Κατηγορίες Αστερισµών
PAM και QAM

΄Εγχρωµος (colored) προσθετικός θόρυβος

∆ιαµόρφωση Πλάτους Παλµού – ΡΑΜ
∆ιαµόρφωση Πλάτους µε Ορθογωνισµό Φάσης – QAM

Quadrature Amplitude Modulation -- QAM (5)

Στον πίνακα (ϐλ. επίσης Cioffi Ch. 1) έχει υπολογιστεί ο απαιτούµενος SNR

(ανά διάσταση) για σταθερή P̄e = 10−6 και διαφορετικό αριθµό

bits/µετάδοση. Επίσης, έχει υπολογιστεί η τιµή του SNR η οποία απαιτείται ώστε

η χωρητικότητα του καναλιού AWGN να ισούται µε b bits/µετάδοση.

Παρατηρούµε ότι η διαµόρφωση QAM για Pe = 10−6 έχει απώλειες περίπου

9 dB (το Gap) σε σχέση µε τη ϐέλτιστη διαµόρφωση µε την οποία

επιτυγχάνεται ϱυθµός µετάδοσης ίσος µε τη χωρητικότητα του καναλιού.

d
2σ για αύξηση του

b = 2b̄ M
P̄e = 10−6 [dB]

SNR [dB]
SNR ανά bit [dB]

22b̄ − 1 [dB]

2 4 13.53 13.53 – 4.77

4 16 13.69 20.68 3.58 11.76

6 64 13.75 26.97 3.15 17.99

8 256 13.77 33.06 3.05 24.07

10 1024 13.78 39.10 3.02 30.10

12 2048 13.79 45.14 3.02 36.12
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Κατηγορίες Αστερισµών
PAM και QAM

΄Εγχρωµος (colored) προσθετικός θόρυβος

∆ιαµόρφωση Πλάτους Παλµού – ΡΑΜ
∆ιαµόρφωση Πλάτους µε Ορθογωνισµό Φάσης – QAM

PAM ή QAM;

Είδαµε ότι, για δεδοµένη ενέργεια ανά διάσταση, η dmin της BPSK

ισούται µε τη dmin της QPSK. Εποµένως, η QPSK απαιτεί διπλάσια

συνολική ενέργεια για να µεταδώσει διπλάσια bits από ό,τι η BPSK.

Τι ϑα συνέβαινε, όµως, εάν χρησιµοποιούσαµε µία διάσταση (δη-

λαδή 4-PAM) για να µεταδώσουµε 2 ψηφία ;

Από τις σχέσεις για την PAM (ή χρησιµοποιώντας το Gap) προκύπτει

ότι χρειαζόµαστε E4-PAM = 5
4d2

min.

Αντίθετα, EQPSK = 1
2d2

min.

Συνεπώς, E4-PAM/EQPSK = 5/2 ≈ 4 dB!
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Κατηγορίες Αστερισµών
PAM και QAM

΄Εγχρωµος (colored) προσθετικός θόρυβος

∆ιαµόρφωση Πλάτους Παλµού – ΡΑΜ
∆ιαµόρφωση Πλάτους µε Ορθογωνισµό Φάσης – QAM

PAM ή QAM; (2)

Το αποτέλεσµα αυτό, ότι δηλαδή συµφέρει να χρησιµοποιήσουµε

QPSK αντί για 4-PAM για δεδοµένη διαθέσιµη συνολική ισχύ στον

ποµπό, αποτελεί ειδική περίπτωση µιας πολύ σηµαντικής ιδιότητας

της γεωµετρίας που ονοµάζεται sphere packing.

Σύµφωνα µε την ιδιότητα sphere packing, σφαίρες δεδοµένης α-

κτίνας, r , ``γεµίζουν΄΄ καλύτερα έναν υπόχωρο δεδοµένης ακτίνας

R όσο η διάσταση, N , του υποχώρου αυξάνει.

Εδώ ο υπόχωρος περιλαµβάνει όλα τα πιθανά σήµατα που λαµ-

ϐάνονται στον ποµπό. Το κέντρο κάθε σφαίρας είναι το σύµβολο

που µεταδόθηκε, ενώ η ακτίνα της, r , ισούται µε την τιµή του ϑο-

ϱύβου που υπερτίθεται στο σήµα. Η ακτίνα, R, του υποχώρου είναι

της τάξης
√
Ex + σ (αλλά, ϑεωρητικά, άπειρη).

∆ηµήτρης-Αλέξανδρος Τουµπακάρης Ειδικά Θέµατα Ψηφιακών Επικοινωνιών – 6η διάλεξη 28/ 39



Κατηγορίες Αστερισµών
PAM και QAM

΄Εγχρωµος (colored) προσθετικός θόρυβος

∆ιαµόρφωση Πλάτους Παλµού – ΡΑΜ
∆ιαµόρφωση Πλάτους µε Ορθογωνισµό Φάσης – QAM

PAM ή QAM; (3)

Εποµένως, για δεδοµένη διαθέσιµη ισχύ στην είσοδο, ο αριθµός

των µηνυµάτων που µπορούµε να µεταδώσουµε σε ένα κανάλι

AWGN δεδοµένης διασποράς ϑορύβου αυξάνει καθώς αυξάνει ο

αριθµός των διαστάσεων, N .

Η ιδιότητα αυτή αποτελεί τη ϐάση της απόδειξης του Θεωρήµατος

Κωδικοποίησης για το Γκαουσιανό Κανάλι.
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Κατηγορίες Αστερισµών
PAM και QAM

΄Εγχρωµος (colored) προσθετικός θόρυβος

∆ιαµόρφωση Πλάτους Παλµού – ΡΑΜ
∆ιαµόρφωση Πλάτους µε Ορθογωνισµό Φάσης – QAM

PAM ή QAM; (4)

Εποµένως, στις ψηφιακές επικοινωνίες ενδείκνυται να χρησιµοποιούµε

όσο περισσότερες διαστάσεις µπορούµε.

Εάν έχουµε διαθέσιµες ϑυρίδες στο χρόνο (TDMA), είναι καλύτερα

να µεταδώσουµε µικρούς αστερισµούς σε πολλές ϑυρίδες, παρά

µεγάλους αστερισµούς σε λίγες.

Εάν µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε περισσότερες από µία περιο-

χή συχνοτήτων (FDMA), είναι καλύτερα να ``σπάσουµε΄΄ τα δεδοµένα

µας σε περισσότερες από µία ϱοές µικρότερου ϱυθµού.

∆ιαισθητικά : Για χαµήλά SNR η χωρητικότητα του καναλιού αυξάνει (σχεδόν)

γραµµικά, ενώ για µεγάλα SNR η αύξηση είναι λογαριθµική. Εποµένως, σε

χαµηλά SNR, δεδοµένη αύξηση της ισχύος οδηγεί σε µεγαλύτερη αύξηση

της χωρητικότητας (αναλογικά).

Μια άλλη οπτική: Η πιθανότητα ο ϑόρυβος να είναι µακριά από τη µέση

τιµή του και στις N διαστάσεις (µε αποτέλεσµα να ϐρεθούµε πιο κοντά

σε άλλη σφαίρα) είναι µικρότερη από την πιθανότητα ο ϑόρυβος να είναι

µεγάλος σε n < N διαστάσεις (από το νόµο των µεγάλων αριθµών).
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Κατηγορίες Αστερισµών
PAM και QAM

΄Εγχρωµος (colored) προσθετικός θόρυβος

∆ιαµόρφωση Πλάτους Παλµού – ΡΑΜ
∆ιαµόρφωση Πλάτους µε Ορθογωνισµό Φάσης – QAM

Παράδειγµα : Ψηφιακή ∆ορυφορική Εκποµπή (Cioffi 1.6.3)

∆ιαµόρφωση : 4-QAM.

20 ϕέρουσες, µεταξύ 12.2 και 12.7 GHz.

Ρυθµός µετάδοσης συµβόλου (symbol rate):
1
T = 19.151 MHz.

Εύρος Ϲώνης : 24 MHz. Γιατί δεν είναι ίσο µε
1
T ;

Εποµένως, ϱυθµός µετάδοσης δεδοµένων (data rate): R = 38.302
Mbps σε κάθε ϕέρουσα.

Για τη µετάδοση video απαιτούνται περίπου 2-3 Mbps→ έως 16 κανάλια

ανά ϕέρουσα.

Για τα αναλογικά κανάλια χρησιµοποιείται κανάλι 24 MHz. Εποµένως, µε

την ψηφιακή µετάδοση έχουµε εξοικονόµηση ϕάσµατος. Αυτό οφείλεται

σε µεγάλο ϐαθµό στη συµπίεση του video.

Παρατηρήστε ότι ο ϱυθµός µετάδοσης δεδοµένων εξαρτάται από το

εύρος Ϲώνης, αλλά δεν ισούται µε αυτό. Η ισότητα ισχύει µόνο στην

περίπτωση που στέλνεται 1 bit/µετάδοση.
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Κατηγορίες Αστερισµών
PAM και QAM

΄Εγχρωµος (colored) προσθετικός θόρυβος

∆ιαµόρφωση Πλάτους Παλµού – ΡΑΜ
∆ιαµόρφωση Πλάτους µε Ορθογωνισµό Φάσης – QAM

Μετάδοση περιττού b: Cross QAM -- CR-QAM

Για τους αστερισµούς CR-QAM ισχύουν τα παρακάτω :

Ex = d2

6

(31
32M − 1

)
, d =

√
6Ex

31
32 M−1 , b̄ = 1

2

(32
31

6Ex
d2 + 1

)
.
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Κατηγορίες Αστερισµών
PAM και QAM

΄Εγχρωµος (colored) προσθετικός θόρυβος

∆ιαµόρφωση Πλάτους Παλµού – ΡΑΜ
∆ιαµόρφωση Πλάτους µε Ορθογωνισµό Φάσης – QAM

Cross QAM (2)

Ex(b + 1) = 2Ex(b) + d2

6 .

Πιθανότητα Σφάλµατος (προσέγγιση):

Pe CR-QAM

Pe < 4
(

1− 1√
2M

)
Q
( d

2σ

)
⇒ P̄e ≈ 2

(
1− 1

2b̄+0.5

)
Q

(√
3SNR

31
32M − 1

)
.

Υπάρχουν και άλλοι τρόποι να κατασκευαστεί αστερισµός QAM για

περιττό b, αλλά ο CR-QAM υπερτερεί σε εξοικονόµηση ενέργειας.
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Κατηγορίες Αστερισµών
PAM και QAM

΄Εγχρωµος (colored) προσθετικός θόρυβος

∆ιαµόρφωση Πλάτους Παλµού – ΡΑΜ
∆ιαµόρφωση Πλάτους µε Ορθογωνισµό Φάσης – QAM

Εξαγωνικοί Αστερισµοί

Επιτυγχάνουν τη ϐέλτιστη εκµετάλλευση του χώρου στις 2 διαστάσεις.

Μπορεί να αποδειχθεί ότι υπερτερούν κατά 0.625 dB σε σχέση µε

τους αστερισµούς QAM.

Μειονέκτηµα : Μεγαλύτερη πολυπλοκότητα

κωδικοποίησης/αποκωδικοποίησης.
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Κατηγορίες Αστερισµών
PAM και QAM

΄Εγχρωµος (colored) προσθετικός θόρυβος

΄Εγχρωµος (colored) προσθετικός ϑόρυβος

1 Κατηγορίες Αστερισµών

Κυβικοί Αστερισµοί

Ορθογώνιοι Αστερισµοί

Κυκλικοί Αστερισµοί

2 PAM και QAM

∆ιαµόρφωση Πλάτους Παλµού – ΡΑΜ

∆ιαµόρφωση Πλάτους µε Ορθογωνισµό Φάσης – QAM

3 ΄Εγχρωµος (colored) προσθετικός ϑόρυβος
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Κατηγορίες Αστερισµών
PAM και QAM

΄Εγχρωµος (colored) προσθετικός θόρυβος

΄Εγχρωµος (colored) προσθετικός ϑόρυβος

Σε πολλές περιπτώσεις ο ϑόρυβος ενδέχεται να µην είναι λευκός,

δηλαδή, Rn(τ) 6= N0
2 δ(τ).

Στην περίπτωση αυτή ο ϑόρυβος ονοµάζεται έγχρωµος (colored).

Ο έγχρωµος ϑόρυβος µπορεί να οφείλεται σε

Φίλτρα στο δέκτη τα οποία µεταβάλλουν το ϕάσµα του λευκού ϑο-

ϱύβου

Ηλεκτροµαγνητικές παρεµβολές από άλλα συστήµατα (RF Ingress)

∆ιαφωνία (crosstalk)

Η σχεδίαση συστηµάτων για Προσθετικό ΄Εγχρωµο Γκαουσιανό Θόρυ-

ϐο (ACGN) µπορεί να γίνει µε λεύκανση του έγχρωµου ϑορύβου

εφόσον γνωρίζουµε την αυτοσυσχέτισή του, Rn(τ) (ή τη ϕασµατική

πυκνότητα ισχύος Sn(f )).
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Κατηγορίες Αστερισµών
PAM και QAM

΄Εγχρωµος (colored) προσθετικός θόρυβος

Φίλτρο Λεύκανσης για το διανυσµατικό µοντέλο καναλιού

(Whitening Filter)

΄Εστω το διανυσµατικό µοντέλο καναλιού N διαστάσεων y = x + n,

όπου n ACGN µε Rn = E[nn∗] = Rn = R̄nσ
2.

Εποµένως, εάν Rn 6= I, οι συνιστώσες του ϑορύβου στις διαφορε-

τικές διαστάσεις είναι συσχετισµένες.

Ο πίνακας R̄n είναι N × N και ϑετικά ορισµένος (Positive Definite),

δηλαδή zT R̄nz > 0 για οποιοδήποτε z ∈ CN .

Παραγοντοποίηση Cholesky: ΄Ενας PD πίνακας P µπορεί να γραφεί

ως LL∗, όπου L κάτω τριγωνικός πίνακας (ο οποίος αποτελεί και

τετραγωνική ϱίζα, P1/2, του P). Συνεπώς, R̄n = R̄1/2
n R̄∗/2n , όπου

R̄1/2
n κάτω τριγωνικός.
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Κατηγορίες Αστερισµών
PAM και QAM

΄Εγχρωµος (colored) προσθετικός θόρυβος

Φίλτρο Λεύκανσης για το διανυσµατικό µοντέλο καναλιού

(Whitening Filter) (2)

Ορίζουµε ỹ ,
(
R̄1/2

n

)−1
y = R̄−1/2

n y = R̄−1/2
n x + R̄−1/2

n n =

x̃ + ñ.

E[ññ∗] = E[R̄−1/2nn∗
(
R̄−1/2)∗] = R̄−1/2E[nn∗]R̄−∗/2 =

R̄−1/2R̄1/2R̄∗/2R̄−∗/2 = IN .

Εποµένως, το κανάλι που προέκυψε από τον αντιστρέψιµο µετα-

σχηµατισµό του y στο ỹ είναι AWGN.

΄Εχουµε δει ότι η απόδοση του ανιχνεύτή MAP (και ML) δεν επηρε-

άζεται από αντιστρέψιµους µετασχηµατισµούς.

Εποµένως, στο δέκτη µπορούµε να δουλέψουµε µε το κανάλι AW-

GN ỹ = x̃ + ñ.
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Κατηγορίες Αστερισµών
PAM και QAM

΄Εγχρωµος (colored) προσθετικός θόρυβος

Φίλτρο Λεύκανσης για το διανυσµατικό µοντέλο καναλιού

(Whitening Filter) (3)

΄Ενα σύστηµα µε έγχρωµο ϑόρυβο ενδέχεται να έχει καλύτερη

απόδοση από ένα σύστηµα µε λευκό ϑόρυβο. Βλ. π.χ. Cioffi

Παράδειγµα 1.7.1., όπου ένα σύστηµα QPSK µε έγχρωµο ϑόρυ-

ϐο χαρακτηρίζεται από µικρότερη πιθανότητα σφάλµατος από ένα

σύστηµα µε λευκό ϑόρυβο ίσης µέσης ισχύος.

Αρκεί, ϐέβαια, ο δέκτης να είναι σχεδιασµένος για το σωστό κανάλι.
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