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Μέθοδοι απόκρισης συχνότητας

• Στις μεθόδους ανάλυσης της απόκρισης συχνότητας, η εισερχόμενη 
συχνότητα θα περιγραφεί ως 𝜔𝑓(𝑟𝑎𝑑/𝑠) αντί για 𝜔 (για να μη 
συγχέεται με τη ταχύτητα του δρομέα)

• Θεωρούμε ότι το εφαρμοζόμενο σήμα στην είσοδο είναι ένα 
ημητονοειδές σήμα με σταθερό πλάτος, 𝑟 𝑡 = 𝐴𝑠𝑖𝑛 𝜔𝑓𝑡

• Στην έξοδο, θα εμφανιστεί ένα σήμα 𝑦(𝑡) ίδιας συχνότητας (όταν 
ολοκληρωθούν τα μεταβατικά φαινόμενα)

𝑌 𝑠 = 𝐺 𝑠 𝑈 𝑠 = 𝐺 𝑠 𝐴
𝜔𝑓

𝑠2 + 𝜔𝑓
2



Μέθοδοι απόκρισης συχνότητας

• Εφαρμόζοντας το διαχωρισμό σε κλάσματα

𝑌 𝑠 =
𝐴𝐺 𝑗𝜔𝑓

2𝑗 𝑠 − 𝑗𝜔𝑓
+

𝐴𝐺 −𝑗𝜔𝑓

−2𝑗 𝑠 + 𝑗𝜔𝑓
+ ό𝜌𝜊𝜄 𝜏𝜂𝜍 𝜇𝜊𝜌𝜑𝜂𝜍

𝐾𝑖
𝑠 − 𝑝𝑖

όπου 𝑝𝑖 είναι οι πόλοι της 𝐺(𝑠) και 𝐾𝑖 τα υπόλοιπα.

• Παίρνοντας τον αντίστροφο μετασχηματισμό Laplace, η χρονική 
απόκριση γίνεται:

𝑦 𝑡

=
𝐴𝐺 𝑗𝜔𝑓

2𝑗
𝑒𝑗𝜔𝑓𝑡 +

𝐴𝐺 −𝑗𝜔𝑓

−2𝑗
𝑒−𝑗𝜔𝑓𝑡

+ 𝜇𝜀𝜏𝛼𝛽𝛼𝜏𝜄𝜅𝜊𝜄 ό𝜌𝜊𝜄 𝜋𝜊𝜐 𝜇𝜂𝛿𝜀𝜈𝜄𝜁𝜊𝜈𝜏𝛼𝜄 𝜅𝛼𝜃ώ𝜍 𝑡 → ∞



Μέθοδοι απόκρισης συχνότητας

• Έστω 𝐺 𝑗𝜔𝑓 = 𝐺 𝑗𝜔𝑓 𝑒𝑗𝜙(𝜔𝑓) και 𝐺 −𝑗𝜔𝑓 =

𝐺 −𝑗𝜔𝑓 𝑒−𝑗𝜙(𝜔𝑓), όπου η φασική γωνία 𝜙 της 𝐺(𝑗𝜔𝑓) είναι 
συνάρτηση της συχνότητας.

𝑦 𝑡 = 𝐴 𝐺 𝑗𝜔𝑓
𝑒
𝑗 𝜔𝑓𝑡+𝜙 𝜔𝑓 − 𝑒

−𝑗 𝜔𝑓𝑡+𝜙 𝜔𝑓

2𝑗

= 𝐴 𝐺 𝑗𝜔𝑓 sin 𝜔𝑓𝑡 + 𝜙 𝜔𝑓

όταν όλοι οι μεταβατικοί όροι έχουν μηδενιστεί.

• Επομένως, η απόκριση μόνιμης κατάστασης είναι 

𝑦 𝑡 = 𝐴 𝐺 𝑗𝜔𝑓 sin 𝜔𝑓𝑡 + 𝜙 𝜔𝑓



Μέθοδοι απόκρισης συχνότητας

• Επομένως, η απόκριση μόνιμης κατάστασης είναι ημιτονοειδές σήμα 
με πλάτος 𝐴 𝐺 𝑗𝜔𝑓 και φασική μετατόπιση 𝜙 𝜔𝑓 ανάλογα με το 
σήμα εισόδου.

• H απόκριση συχνότητας της 𝐺(𝑠) είναι τα γραφήματα των 𝐺 𝑗𝜔𝑓
και 𝜙(𝜔𝑓) καθώς το 𝜔𝑓 μεταβάλλεται σε ένα εύρος συχνοτήτων.

• Η απόκριση συχνότητας προκύπτει απλώς αλλάζοντας τη μεταβλητή 
𝑠 με 𝑗𝜔𝑓 στην 𝐺(𝑠).



Διάγραμμα απόκρισης συχνότητας

• To διάγραμμα απόκρισης συχνότητας (διάγραμμα Bode) μιας συνάρτησης 
μεταφοράς λαμβάνεται με κατάλληλο λογισμικό (function ‘bode’ στο 
Matlab)

• Για την ανάλυση της ευστάθειας ενός συστήματος κλειστού βρόχου, 
λαμβάνουμε το διάγραμμα απόκρισης συχνότητας για τη συνάρτηση 
μεταφοράς ανοικτού βρόχου (loop function) 𝐺 𝑗𝜔𝑓 𝐻 𝑗𝜔𝑓

• Το σύστημα διεγείρεται από ημιτονοειδές σήμα 𝑟(𝑡) μοναδιαίου πλάτους 
και συχνότητας 𝜔𝑓. Τα δύο διαγράμματα Bode (μέτρου και φάσης) 
δίνονται ως λογαριθμική συνάρτηση της συχνότητας, 𝑙𝑜𝑔𝜔𝑓.

• To Bode μέτρου δίνεται σε λογαριθμική βάση του 10
(20𝑙𝑜𝑔 𝐺 𝑗𝜔𝑓 𝐻 𝑗𝜔𝑓 ), ενώ το Bode φάσης σε μοίρες ∠𝐺 𝑗𝜔𝑓 𝐻 𝑗𝜔𝑓



Μορφή συνάρτησης μεταφοράς για εξαγωγή 
Bode διαγράμματος
• Οι όροι της συνάρτησης μεταφοράς είναι προτιμότερο να 

εκφραστούν στην πολυωνυμική μορφή (1 + 𝑠𝑎1 +⋯) αντί για τη 
μορφή πόλων-μηδενικών (𝑠 + 𝑎).



Παράδειγμα

𝐺 𝑗𝜔𝑓 𝐻 𝑗𝜔𝑓 =
𝐾

𝑗𝜔𝑓(1 + 𝑗𝜔𝑓𝑇)

• Πλάτος:
𝐿𝑀 = 20 log 𝐺𝐻 = 20 𝑙𝑜𝑔 𝐾 − 𝑙𝑜𝑔 𝑗𝜔𝑓 − 𝑙𝑜𝑔 1 + 𝑗𝜔𝑓𝑇

• Φάση:
𝐴𝑟𝑔 𝐺𝐻 = ∠𝐾 − ∠ 𝑗𝜔𝑓 − ∠(1 + 𝑗𝜔𝑓𝑇)

Ας δούμε τα διαγράμματα Bode για κάθε όρο ξεχωριστά



Όρος με σταθερό κέρδος 𝐾

𝐹 𝑗𝜔𝑓 = 𝐾

• 𝐿𝑀 = 20𝑙𝑜𝑔 𝐾

• 𝜙 𝑗𝜔𝑓 = 0 (ή 𝜙 𝑗𝜔𝑓 = 180𝑜 αν 𝐾 < 0) 



Όρος παραγώγου ή ολοκλήρωσης με 
πολλαπλότητα 𝑛

𝐹 𝑗𝜔𝑓 = 𝑗𝜔𝑓
±𝑛
, 𝑛 = 1,2, …

• 𝐿𝑀 = 20𝑙𝑜𝑔 𝑗𝜔𝑓
±𝑛

= ±20𝑛 log𝜔𝑓 𝑑𝐵

• Αυτή η ασύμπτωτη, όταν σχεδιάζεται συναρήσει του log𝜔𝑓, είναι 
μια ευθεία γραμμή με κλίση ±20𝑛 𝑑𝐵/𝑑𝑒𝑐𝑎𝑑𝑒

• Σύμφωνα με την παραπάνω σχέση, τέμνει τον οριζόντιο άξονα της 
συχνότητας όταν 𝐿𝑀 = 0 στο log𝜔𝑓 = 0, δηλαδή για 𝜔𝑓 = 1𝑟𝑎𝑑/𝑠

• To διάγραμμα φάσης είναι 𝐴𝑟𝑔 𝑗𝜔𝑓
±𝑛

= ±𝑛90𝑜, δηλαδή είναι 

σταθερό για ένα συγκεκριμένο 𝑛 για όλες τις συχνότητες



Όρος παραγώγου ή ολοκλήρωσης με 
πολλαπλότητα 𝑛



Όρος που περιλαμβάνει πραγματικό 
πόλο/μηδενικό με πολλαπλότητα 𝑛

𝐹 𝑗𝜔𝑓 = 1 + 𝑗𝜔𝑓𝑇
±𝑛
, 𝑛 = 1,2, …

• 𝐿𝑀 = ±20𝑛 log 1 + 𝜔𝑓
2𝑇2

1/2
𝑑𝐵

• Θεωρούμε τις ασύμπτωτες για α) την περίπτωση χαμηλής 
συχνότητας όταν 𝜔𝑓𝑇 ≪ 1 και β) την περίπτωση υψηλής συχνότητας 
όταν 𝜔𝑓𝑇 ≫ 1

α) 𝜔𝑓𝑇 ≪ 1, 𝐿𝑀 = ±20𝑛 log 1 = 0𝑑𝐵 (η ασύμπτωτη στις χαμηλές 
συχνότητες είναι οριζόντια γραμμή συναρήσει του log𝜔𝑓

β) 𝜔𝑓𝑇 ≫ 1, 𝐿𝑀 = ±20𝑛 log𝜔𝑓𝑇 = ±20𝑛 log𝜔𝑓 + log 𝑇 𝑑𝐵 (η 
ασύμπτωτη στις υψηλές συχνότητες είναι ευθεία γραμμή συναρτήσει 
του log𝜔𝑓 με κλίση ±20𝑛 𝑑𝐵/𝑑𝑒𝑐𝑎𝑑𝑒



Όρος που περιλαμβάνει πραγματικό 
πόλο/μηδενικό με πολλαπλότητα 𝑛

• H διαφορά μεταξύ του πραγματικού διαγράμματος Bode και των 
ασυμπτώτων στο σημείο τομής τους (corner frequency 𝜔𝑐 = 1/𝑇) 
είναι 3n dB.



Όρος που περιλαμβάνει πραγματικό 
πόλο/μηδενικό με πολλαπλότητα 𝑛
• Ας δούμε τώρα το διάγραμμα Bode φάσης 𝜙(𝑗𝜔𝑓) της συνάρτησης 

μεταφοράς 𝐹 𝑗𝜔𝑓 = 1 + 𝑗𝜔𝑓𝑇
±𝑛
, 𝑛 = 1,2, …

α) Για 𝜔𝑓𝑇 ≪ 1: 𝜙 = ±𝑛 tan−1(𝜔𝑓𝑇 → 0), δηλαδή 𝜙 → 0𝑜

β) Για 𝜔𝑓𝑇 ≫ 1: 𝜙 = ±𝑛 tan−1(𝜔𝑓𝑇 → ∞), δηλαδή 𝜙 → ±𝑛90𝑜

γ) Για 𝜔𝑓𝑇 = 1 (𝑐𝑜𝑟𝑛𝑒𝑟): 𝜙 = ±𝑛 tan−1 1, δηλαδή 𝜙 → ±𝑛45𝑜



Όρος που περιλαμβάνει μιγαδικό ζεύγος 
πόλων ή μηδενικών πολλαπλότητας 𝑛

𝐹 𝑗𝜔𝑓 = 1 −
𝜔𝑓

𝜔𝑛

2

+ 𝑗2𝜉
𝜔𝑓

𝜔𝑛

±𝑛

• H απόκριση συχνότητας ενός απλού 
ζεύγους μιγαδικών πόλων (n=-1) για 
διαφορετικές τιμές του λόγους 
απόσβεσης 0.1 ≤ 𝜉 ≤ 1 ως προς 
την κανονικοποιημένη συχνότητα 
𝜔𝑓/𝜔𝑛, όπου 𝜔𝑛 είναι η μη 
αποσβενύμενη φυσική συχνότητα, 
φαίνεται παρακάτω:



Παράδειγμα Lead αντιστάθμισης (lead 
compensation)
• H lead αντιστάθμιση εφαρμόζεται συνήθως ως μια πιο πρακτική 

μορφή αντιστάθμισης παραγώγων σε ένα εύρος συχνοτήτων. Η 
εφαρμοφή της στον έλεγχο συστημάτων ηλεκτρικής ενέργειας βοηθά 
στην εισαγωγή όρου lead φάσης σε ένα εύρος συχνοτήτων.

• Η μορφή της συνάρτησης μεταφοράς lead είναι:

𝐴𝐺𝐿𝐷 𝑠 = 𝐴
1 + 𝑠𝑇

1 + 𝑠(𝑎𝑇)

όπου 𝐴 είναι ένα μεταβλητό κέρδος.

• Το εύρος των τιμών του 𝑎 είναι τυπικά 0.1 < 𝑎 < 1 όταν η 
συνάρτηση μεταφοράς υλοποιείται με αναλογικές συσκευές



Παράδειγμα Lead αντιστάθμισης (lead 
compensation)
• Για 𝑎 = 0.1 η lead φάση είναι 56𝑜. Για τιμές του 𝑎 < 0.1 η επιπλέον φάση 

lead που δημιουργείται είναι μικρή. Η σειριακή σύνδεση δύο όμοιων lead 
δικτύων με 𝑎 = 0.25 οδηγεί σε μέγιστη μετατόπιση φάσης ενός απλού 
lead δικτύου με 𝑎 = 0.025.

• H μέγιστη lead φάση 𝜙𝑚 εμφανίζεται στο γεωμετρικό μέσο των άκρων 

𝜔𝑚 =
1

𝑎𝑇

1

𝑇

1/2
=

1

𝑎𝑇
. H μέγιστη lead φάση είναι 𝜙𝑚 = sin−1

1−𝑎

1+𝑎
. Στη 

συχνότητα 𝜔𝑚 το πλάτος είναι 𝐿𝑀 = 10 log
1

𝑎



Παράδειγμα

• Σχεδιάστε το προσεγγιστικό διάγραμμα Bode της συνάρτησης 
μεταφοράς:

𝐵 𝑠 =
104

𝑠(𝑠 + 10)(𝑠 + 100)

• Ισοδύναμα:

𝐵 𝑠 =
10

𝑠(1 + 𝑠0.1)(1 + 𝑠0.01)

• Το κέρδος είναι 10 (ή 20bB)

• Παρατηρούμε ότι υπάρχει ένας όρος ολοκλήρωσης. Επιπλέον, οι 
συχνότητες στις οποίες αντιστοιχούν οι άλλοι πόλοι είναι 𝜔𝑐1 =
1

0.1
= 10𝑟𝑎𝑑/𝑠 και 𝜔𝑐2 =

1

0.01
= 100𝑟𝑎𝑑/𝑠



Παράδειγμα


