
 

 

1 [Επιμέλεια: Π. Λουμπαρδέας] 

ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΠΑΤΡΩΝ 

ΤΜΗΜΑ ΟΙΚΟΝΟΜΙΚΩΝ ΕΠΙΣΤΗΜΩΝ 

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΓΙΑ ΟΙΚΟΝΟΜΟΛΟΓΟΥΣ II 

ΕΡΓΑΣΤΗΡΙΟ-ΦΡΟΝΤΙΣΤΗΡΙΟ 6Ο  

ΕΥΡΕΣΗ ΑΚΡΟΤΑΤΩΝ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ – ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ LAGRANGE 

 

 

Άσκηση 1 

Να βρεθούν και να χαρακτηριστούν τα ακρότατα της συνάρτησης: 

i. 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥3 − 3𝑥𝑦 + 𝑦3 
 

Σ.Π.Τ. 

𝑓𝑥 = 0 3𝑥
2 − 3𝑦 = 0 3𝑥2 = 3𝑦𝑦 = 𝑥2, 𝜆ό𝛾𝜔 (1)  𝑦 = 0 ή  𝑦 = 1  

      𝑓𝑦 = 0 − 3𝑥 + 3𝑦2 = 0 − 𝑥 + 𝑦2 = 0 𝑥(𝑥3 − 1) = 0 𝑥 = 0 ή 𝑥 =

1  (𝟏) 

       

     Δηλαδή δύο είναι τα στάσιμα σημεία. Το 1ο το (𝑥 = 0, 𝑦 = 0) και το 2ο (𝑥 =
     1, 𝑦 = 1) 

 

Σ.Δ.Τ. 

 𝐻1
∗ = |𝑓𝑥𝑥| = 6𝑥 

𝐻2
∗ = [

𝑓𝑥𝑥 𝑓𝑥𝑦
𝑓𝑦𝑥 𝑓𝑦𝑦

]=[
6𝑥 −3
−3 6𝑦

] , |𝐻2
∗| = 36𝑥𝑦 − 9 

Στο σημείο (𝑥 = 0, 𝑦 = 0),𝐻1 = 0 𝜅𝛼𝜄 𝐻2 = −9, άρα το σημείο δεν είναι 

ακρότατο. 

Στο σημείο (𝑥 = 1, 𝑦 = 1),𝐻1 = 6 𝜅𝛼𝜄 𝐻2 = 27, άρα στο σημείο η συνάρτηση 

παρουσιάζει τοπικό ελάχιστο.  

 

Άσκηση 2 

Να μεγιστοποιηθεί η συνάρτηση 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥 + 𝑦 υπό τον περιορισμό 𝑥2 + 𝑦2 = 1. 

 



 

 

2 [Επιμέλεια: Π. Λουμπαρδέας] 

1ο Βήμα: Λύνουμε τον περιορισμό. 

1 − 𝑥2 − 𝑦2 = 0 

2ο Βήμα: Ορίζουμε την συνάρτηση Lagrange 

Συνάρτηση Lagrange: 

𝐿 = (𝑥 + 𝑦) + 𝜆(1 − 𝑥2 − 𝑦2) 

3ο Βήμα: Σ.Π.Τ. 

 
𝜕𝐿

𝜕𝑥
= 0 1 − 2𝜆𝑥 = 0 𝑥 = 1 2𝜆⁄  

 
𝜕𝐿

𝜕𝑦
= 0 1 − 2𝜆𝑥 = 0 𝑦 = 1 2𝜆⁄  

Άρα 𝑥 = 𝑦 = 1 2𝜆⁄  

 

 
𝜕𝐿

𝜕𝜆
= 01 − 𝑥2 − 𝑦2 = 0𝑥2 + 𝑦2 = 1 (

1

2𝜆
)
2

+ (
1

2𝜆
)
2

= 1 
1

4𝜆2
+

1

4𝜆2
=

1
1

4𝜆2
= 1 4𝜆2 = 2  𝜆2 = 1 2⁄  𝜆 = ±√2 2

⁄  

Άρα οι δύο λύσεις είναι: (𝑥∗, 𝑦∗, 𝜆∗) = (
√2

2
,
√2

2
,
√2

2
) και (𝑥∗, 𝑦∗, 𝜆∗) =

(−
√2

2
, −

√2

2
, −

√2

2
). 

4ο Βήμα: Σ.Δ.Τ. 

Πρόκειται για πρόβλημα μεγιστοποίησης συνάρτησης δύο μεταβλητών και ενός 

περιορισμού. Άρα η Εσσιανή γράφεται: 

𝐻∗ =

[
 
 
 
 
0 𝑓𝑥 𝑓𝑦

𝑓𝑥
𝜕2𝐿

𝜕𝑥2
𝜕2𝐿

𝜕𝑦𝜕𝑥

𝑓𝑦
𝜕2𝐿

𝜕𝑥𝜕𝑦

𝜕2𝐿

𝜕𝑦2 ]
 
 
 
 

=[
0 −2𝑥∗ −2𝑦∗

−2𝑥∗ −2𝜆∗ 0
−2𝑦∗ 0 −2𝜆∗

] 

Για τη λύση (𝑥∗, 𝑦∗, 𝜆∗) = (
√2

2
,
√2

2
,
√2

2
) η Εσσιανή μήτρα γίνεται: 

𝐻 = |
0 −√2 −√2

−√2 −√2 0

−√2 0 −√2

| = √32 > 0, Άρα στο σημείο αυτό έχουμε τοπικό μέγιστο. 

 

Στο δεύτερο σημείο (𝑥∗, 𝑦∗, 𝜆∗) = (−
√2

2
, −

√2

2
, −

√2

2
) η Εσσιανή μήτρα γίνεται: 

 𝐻 = |
0 √2 √2

√2 √2 0

√2 0 √2

| = −√32 < 0, Άρα στο σημείο αυτό έχουμε τοπικό ελάχιστο. 

 



 

 

3 [Επιμέλεια: Π. Λουμπαρδέας] 

Άσκηση 3 

Να μεγιστοποιηθεί η συνάρτηση 𝑈(𝑥, 𝑦) = (𝑥 + 1)(𝑦 + 1) υπό τον περιορισμό 𝑥 +
2𝑦 = 29. 

 

1ο Βήμα: Λύνουμε τον περιορισμό. 

29 − 𝑥 − 2𝑦 = 0 

2ο Βήμα: Ορίζουμε την συνάρτηση Lagrange 

Συνάρτηση Lagrange: 

𝐿 = (𝑥 + 1)(𝑦 + 1) + 𝜆[29 − 𝑥 − 2𝑦] 

3ο Βήμα: Σ.Π.Τ. 

 
𝜕𝐿

𝜕𝑥
= 0 (𝑦 + 1) − 𝜆 = 0 𝜆 = (𝑦 + 1) (1) 

 
𝜕𝐿

𝜕𝑦
= 0 (𝑥 + 1) − 2𝜆 = 0 𝜆 =

𝑥+1

2
 (2) 

Από την (1) και (2) έχουμε: 

 

 (𝑦 + 1) =
𝑥+1

2
 𝑥 + 1 = 2𝑦 + 2 𝑥 = 2𝑦 + 1 (3) 

 

 
𝜕𝐿

𝜕𝜆
= 029 − 𝑥 − 2𝑦 = 0

𝜆ό𝛾𝜔 (3)
⇔     29 − 2𝑦 − 1 − 2𝑦 = 0 28 = 4𝑦 𝑦∗ = 7 (4)  

  

Η σχέση 3 λόγω της σχέσης 4 γίνεται: 

 𝑥 = 2𝑦 + 1 𝑥∗ = 15 

Από την σχέση 𝜆 = 𝑦 + 1 𝜆∗ = 8 

 

Άρα η λύση είναι: (𝑥∗, 𝑦∗, 𝜆∗) = (15,7,8)  

4ο Βήμα: Σ.Δ.Τ. 

Πρόκειται για πρόβλημα μεγιστοποίησης συνάρτησης δύο μεταβλητών και ενός 

περιορισμού. Άρα η Εσσιανή γράφεται: 

𝐻∗ =

[
 
 
 
 
0 𝑈𝑥 𝑈𝑦

𝑈𝑥
𝜕2𝐿

𝜕𝑥2
𝜕2𝐿

𝜕𝑦𝜕𝑥

𝑈𝑦
𝜕2𝐿

𝜕𝑥𝜕𝑦

𝜕2𝐿

𝜕𝑦2 ]
 
 
 
 

=|
0 −1 −2
−1 0 1
−2 1 0

| = 4 > 0 

Άρα στο σημείο αυτό έχουμε τοπικό μέγιστο. 

 



 

 

4 [Επιμέλεια: Π. Λουμπαρδέας] 

Άσκηση 4 

Να μεγιστοποιηθεί η συνάρτηση 𝑈(𝑥, 𝑦) = (𝑥 − 𝑥0)(𝑦 − 𝑦0) υπό τον περιορισμό 

𝑝𝑥𝑋 + 𝑝𝑦𝑌 = 𝑀. 

 

1ο Βήμα: Λύνουμε τον περιορισμό. 

𝑀− 𝑝𝑥𝑋 − 𝑝𝑦𝑌 = 0 

2ο Βήμα: Ορίζουμε την συνάρτηση Lagrange 

Συνάρτηση Lagrange: 

𝐿 = (𝑥 − 𝑥0)(𝑦 − 𝑦0)  + 𝜆[𝑀 − 𝑝𝑥𝑋 − 𝑝𝑦𝑌] 

3ο Βήμα: Σ.Π.Τ. 

 
𝜕𝐿

𝜕𝑥
= 0 (𝑦 − 𝑦0) − 𝜆𝑝𝑥 = 0 𝜆 =

𝑦−𝑦0

𝑝𝑥
 

 
𝜕𝐿

𝜕𝑦
= 0 (𝑥 − 𝑥0) − 𝜆𝑝𝑦 = 0 𝜆 =

𝑥−𝑥0

𝑝𝑦
 

Άρα 
𝑦−𝑦0

𝑝𝑥
=
𝑥−𝑥0

𝑝𝑦
 𝑦 = 𝑦0 +

𝑝𝑥

𝑝𝑦
(𝑥 − 𝑥0)(1) 

 

 
𝜕𝐿

𝜕𝜆
= 0𝑀 − 𝑝𝑥𝑋 − 𝑝𝑦𝑌 = 0

𝜆ό𝛾𝜔 (1)
⇔     𝑀 − 𝑝𝑥𝑋 − 𝑝𝑦(𝑦0 +

𝑝𝑥

𝑝𝑦
(𝑥 − 𝑥0))  

𝑥∗ =
𝑀 − 𝑝𝑦𝛶0 + 𝑝𝑥𝛸0

2𝑝𝑥
 

𝑦∗ = 𝑦0 +
𝑝𝑥
𝑝𝑦
(
𝑀 − 𝑝𝑦𝛶0 + 𝑝𝑥𝛸0

2𝑝𝑥
) −

𝑝𝑥
𝑝𝑦
𝑥0 

𝜆∗ =
𝑀 − 𝑝𝑦𝛶0 + 𝑝𝑥𝛸0

2𝑝𝑥𝑝𝑦
−
𝑥0
𝑝𝑦

 

Άρα η λύση είναι το παραπάνω σημείο. 

4ο Βήμα: Σ.Δ.Τ. 

Πρόκειται για πρόβλημα μεγιστοποίησης συνάρτησης δύο μεταβλητών και ενός 

περιορισμού. Άρα η Εσσιανή γράφεται: 

𝐻∗ = |

0 −𝑝𝑥 −𝑝𝑦
−𝑝𝑥 0 1
−𝑝𝑦 1 0

| = 2𝑝𝑥𝑝𝑦 > 0 

 

Άρα στο σημείο αυτό έχουμε τοπικό μέγιστο. 

 

Άσκηση 5 



 

 

5 [Επιμέλεια: Π. Λουμπαρδέας] 

Να μεγιστοποιηθεί η συνάρτηση 𝑈(𝑡1, 𝑡2) =
1

2
(𝐵1 + 𝐵2) =

1

2
(0.5 + 1.7√𝑡1 + 1 +

0.3𝑡2) υπό τον περιορισμό 𝑡1 + 𝑡2 = 25. 

 

1ο Βήμα: Λύνουμε τον περιορισμό. 

25 − 𝑡1 − 𝑡2 = 0 

2ο Βήμα: Ορίζουμε την συνάρτηση Lagrange 

Συνάρτηση Lagrange: 

𝐿 =
1

2
(0.5 + 1.7√𝑡1 + 1 + 0.3𝑡2) + 𝜆(25 − 𝑡1 − 𝑡2) = 0.75 + 0.85√𝑡1 + 0.15𝑡2 +

𝜆(25 − 𝑡1 − 𝑡2)  

 

3ο Βήμα: Σ.Π.Τ. 

 
𝜕𝐿

𝜕𝑡1
= 0

0.85

2√𝑡1
− 𝜆 = 0 𝑡1 = ( 

0,425

𝜆
)2
𝜆ό𝛾𝜔 (2)
⇒     𝑡1 = 8.03 

 
𝜕𝐿

𝜕𝑡2
= 0 𝜆 = 0.15 (2) 

 
𝜕𝐿

𝜕𝜆
= 0 𝑡1 + 𝑡2 = 25 𝑡2 = 16.97  

Άρα η λύση είναι: (𝑡1
∗, 𝑡2

∗, 𝜆∗) = (8.03,16.97,0.15)  

 

4ο Βήμα: Σ.Δ.Τ. 

Πρόκειται για πρόβλημα μεγιστοποίησης συνάρτησης δύο μεταβλητών και ενός 

περιορισμού. Άρα η Εσσιανή γράφεται: 

𝐻∗ =

[
 
 
 
 
0 𝑈𝑡1 𝑈𝑡2

𝑈𝑡1
𝜕2𝐿

𝜕𝑡1
2

𝜕2𝐿

𝜕𝑡2𝜕𝑡1

𝑈𝑡2
𝜕2𝐿

𝜕𝑡1𝜕𝑡2

𝜕2𝐿

𝜕𝑡2
2 ]
 
 
 
 

=|
0 −1 −1
−1 −0.009 0
−1 0 0

| = 0.009 > 0 Άρα στο σημείο αυτό  

έχουμε τοπικό μέγιστο. 

Αν αντικαταστήσουμε στην συνάρτηση προκύπτει ότι: 

𝛣1
∗ = 5.317 

𝛣2
∗ = 6.091 

 


