
 

 

1 [Επιμέλεια: Π. Λουμπαρδέας] 

ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΠΑΤΡΩΝ 

ΤΜΗΜΑ ΟΙΚΟΝΟΜΙΚΩΝ ΕΠΙΣΤΗΜΩΝ 

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΓΙΑ ΟΙΚΟΝΟΜΟΛΟΓΟΥΣ II 

ΕΡΓΑΣΤΗΡΙΟ-ΦΡΟΝΤΙΣΤΗΡΙΟ 5Ο  

ΣΥΝΘΗΚΕΣ 1ης ΤΑΞΗΣ- ΣΥΝΘΗΚΕΣ 2ης ΤΑΞΗΣ -ΒΕΛΤΙΣΤΟΠΟΙΗΣΗ 

ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ 

 

 

Άσκηση 1 

Να βρεθούν και να χαρακτηριστούν τα στάσιμα σημεία των παρακάτω συναρτήσεων: 

i. 𝑦(𝑥1, 𝑥2) = 2𝑥1
2 + 𝑥2

2 

 

Σ.Π.Τ. 

𝜕𝑦

𝜕𝑥1
= 0 4𝑥1 = 0 𝑥1

∗ = 0,       
𝜕𝑦

𝜕𝑥2
= 0 2𝑥2 = 0 𝑥2

∗ = 0  

Σ.Δ.Τ. 

𝐻1
∗ =

𝜕2𝑦

𝜕𝑥1
2 = 4 > 0 𝜅𝛼𝜄  𝐻2

∗ = [

𝜕2𝑦

𝜕𝑥1
2

𝜕2𝑦

𝜕𝑥1𝑥2

𝜕2𝑦

𝜕𝑥2𝑥1

𝜕2𝑦

𝜕𝑥2
2

]=[
4 0
0 2

] , |𝐻2
∗| = 8 > 0 

Άρα 𝑥1
∗ = 𝑥2

∗ = 0, 𝑦∗(0,0) = 0, 𝜀𝜆ά𝜒𝜄𝜎𝜏𝜊. 

 

ii. 𝑦(𝑥1, 𝑥2) = 4𝑥1 + 2𝑥2 − 𝑥1
2 − 𝑥2

2 + 𝑥1𝑥2 

 

Σ.Π.Τ. 

𝜕𝑦

𝜕𝑥1
= 0 4 − 2𝑥1 + 𝑥2 = 0  (1),       

𝜕𝑦

𝜕𝑥2
= 0 2 − 2𝑥2 + 𝑥1 = 0  (2)  

Αν πολλαπλασιάσουμε την εξίσωση (1) με το 2 έχουμε: 

 8 − 4𝑥1 + 2𝑥2 = 0 

 2 − 2𝑥2 + 𝑥1 = 0   + 

 𝑥1
∗ =

10

3
, 𝑥2

∗ =
8

3
, 𝑦∗ =

28

3
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Σ.Δ.Τ. 

𝐻1
∗ =

𝜕2𝑦

𝜕𝑥1
2 = −2 < 0 𝜅𝛼𝜄  𝐻2

∗ = [

𝜕2𝑦

𝜕𝑥1
2

𝜕2𝑦

𝜕𝑥1𝑥2

𝜕2𝑦

𝜕𝑥2𝑥1

𝜕2𝑦

𝜕𝑥2
2

]=[
−2 1
1 −2

] , |𝐻2
∗| = 3 > 0 

Άρα 𝑥1
∗ = 𝑥2

∗ = 0, 𝑦∗(0,0) = 0, 𝜇έ𝛾𝜄𝜎𝜏𝜊.  

 

iii. 𝑦(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 2𝑥1
2 + 𝑥2

2+ 4𝑥3
2 − 𝑥1 + 2𝑥3 

 

Σ.Π.Τ. 

𝜕𝑦

𝜕𝑥1
= 0 2𝑥1

∗ − 1 = 0 𝑥1
∗ =

1

4
 (3)   

      
𝜕𝑦

𝜕𝑥2
= 0 2𝑥2

∗ = 0 𝑥2
∗ = 0 (4)  

      
𝜕𝑦

𝜕𝑥3
= 0 8𝑥3

∗ + 2 = 0 𝑥3
∗ = −

1

4
 (5)  

 

Από τις (3),(4) και (5) προκύπτει η μοναδική λύση  𝑥1
∗ =

1

4
, 𝑥2

∗ = 0, 𝑥3
∗ = −

1

4
, 𝑦∗ =

−0,375 

 

Σ.Δ.Τ. 

𝐻1
∗ =

𝜕2𝑦

𝜕𝑥1
2 = 4 > 0 𝜅𝛼𝜄  𝐻2

∗ = [

𝜕2𝑦

𝜕𝑥1
2

𝜕2𝑦

𝜕𝑥1𝑥2

𝜕2𝑦

𝜕𝑥2𝑥1

𝜕2𝑦

𝜕𝑥2
2

]=[
4 0
0 2

] , |𝐻2
∗| = 8 > 0 

𝐻3
∗ =

[
 
 
 
 
 

𝜕2𝑦

𝜕𝑥1
2

𝜕2𝑦

𝜕𝑥1𝑥2

𝜕2𝑦

𝜕𝑥1𝑥3

𝜕2𝑦

𝜕𝑥2𝑥1

𝜕2𝑦

𝜕𝑥2
2

𝜕2𝑦

𝜕𝑥2𝑥3

𝜕2𝑦

𝜕𝑥3𝑥1

𝜕2𝑦

𝜕𝑥3𝑥2

𝜕2𝑦

𝜕𝑥3
2 ]

 
 
 
 
 

=[
4 0 0
0 2 0
0 0 8

] , |𝐻3
∗| = 64 > 0 

 

Άρα  𝑥1
∗ =

1

4
, 𝑥2

∗ = 0, 𝑥3
∗ = −

1

4
, 𝑦∗ = −0,375 , 𝜀𝜆ά𝜒𝜄𝜎𝜏𝜊. 

 

iv. 𝑦(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 4𝑥1
2 + 2𝑥2

2+ 𝑥3
2 − 𝑥2 + 2𝑥3 

 

Σ.Π.Τ. 
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𝜕𝑦

𝜕𝑥1
= 0 𝑥1

∗ = 0 𝑥1
∗ = 0 (3)   

      
𝜕𝑦

𝜕𝑥2
= 0 4𝑥2

∗ − 1 = 0 𝑥2
∗ =

1

4
 (4)  

      
𝜕𝑦

𝜕𝑥3
= 0 2𝑥3

∗ + 2 = 0 𝑥3
∗ = −1 (5)  

 

Από τις (3),(4) και (5) προκύπτει η μοναδική λύση  𝑥1
∗ = 0, 𝑥2

∗ =
1

4
, 𝑥3

∗ = −1, 𝑦∗ =

−
7

8
 

 

Σ.Δ.Τ. 

𝐻1
∗ =

𝜕2𝑦

𝜕𝑥1
2 = 8 > 0 𝜅𝛼𝜄  𝐻2

∗ = [

𝜕2𝑦

𝜕𝑥1
2

𝜕2𝑦

𝜕𝑥1𝑥2

𝜕2𝑦

𝜕𝑥2𝑥1

𝜕2𝑦

𝜕𝑥2
2

]=[
8 0
0 6

] , |𝐻2
∗| = 48 > 0 

𝐻3
∗ =

[
 
 
 
 
 

𝜕2𝑦

𝜕𝑥1
2

𝜕2𝑦

𝜕𝑥1𝑥2

𝜕2𝑦

𝜕𝑥1𝑥3

𝜕2𝑦

𝜕𝑥2𝑥1

𝜕2𝑦

𝜕𝑥2
2

𝜕2𝑦

𝜕𝑥2𝑥3

𝜕2𝑦

𝜕𝑥3𝑥1

𝜕2𝑦

𝜕𝑥3𝑥2

𝜕2𝑦

𝜕𝑥3
2 ]

 
 
 
 
 

=[
8 0 0
0 6 0
0 0 2

] , |𝐻3
∗| = 96 > 0 

 

Άρα  𝑥1
∗ = 0, 𝑥2

∗ =
1

4
, 𝑥3

∗ = −1, 𝑦∗ = −
7

8
 , 𝜀𝜆ά𝜒𝜄𝜎𝜏𝜊 

 

Άσκηση 2 

Να βρεθούν οι παράγωγοι 1ης και 2ης τάξης παρακάτω συναρτήσεων: 

1. 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥2 + 4𝑥𝑦 + 𝑦2𝑙𝑛𝑥 

 

𝑓𝑥 =
𝜕𝑦

𝜕𝑥
= 2𝑥+4𝑦 + 𝑦2

1

𝑥
 , 𝑓𝑥𝑥 =

𝜕2𝑓

𝜕𝑥2
= 2 −

𝑦2

𝑥2
 , 𝑓𝑥𝑦 =

𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝜕𝑦
= 4 +

2𝑦

𝑥
  

 

𝑓𝑦 =
𝜕𝑦

𝜕𝑦
= 4𝑥 + 2𝑦𝑙𝑛𝑥 , 𝑓𝑦𝑦 =

𝜕2𝑓

𝜕𝑦2
= 2𝑙𝑛𝑥 , 𝑓𝑦𝑥 =

𝜕2𝑓

𝜕𝑦𝜕𝑥
= 4 +

2𝑦

𝑥
 

2. 𝑔(𝑥, 𝑦) = 𝑒𝑥2+𝑦2
+

𝑦

𝑥
 

 

𝑔𝑥 =
𝜕𝑦

𝜕𝑥
= 𝑒𝑥2+𝑦2

2𝑥 −
𝑦

𝑥2
 , 𝑔𝑥𝑥 =

𝜕2𝑔

𝜕𝑥2
= (4𝑥2 + 2)𝑒𝑥2+𝑦2

+
2𝑦

𝑥3
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𝑔𝑦 =
𝜕𝑦

𝜕𝑦
= 𝑒𝑥2+𝑦2

2𝑦 +
1

𝑥
 , 𝑔𝑦𝑦 =

𝜕2𝑔

𝜕𝑦2
= (4𝑥2 + 2)𝑒𝑥2+𝑦2

  

𝑔𝑦𝑥 =
𝜕2𝑔

𝜕𝑦𝜕𝑥
= 4𝑥𝑦𝑒𝑥2+𝑦2

−
1

𝑥2
 , 𝑔𝑥𝑦 =

𝜕2𝑔

𝜕𝑦𝜕𝑥
= 4𝑥𝑦𝑒𝑥2+𝑦2

−
1

𝑥2
 

 

3. ℎ(𝑥, 𝑦) = sin(𝑥𝑦2) + (𝑥3 + 𝑦)2 

 

ℎ𝑥 =
𝜕𝑥

𝜕𝑦
= cos(𝑥𝑦2)𝑦2 + 6𝑥2(𝑥3 + 𝑦) , 

 

ℎ𝑥𝑥 =
𝜕2ℎ

𝜕𝑥2 = −𝑦4 sin(𝑥𝑦2) + 12𝑥4 + 12𝑥𝑦 + 18𝑥4, 

 

ℎ𝑦 =
𝜕𝑦

𝜕𝑦
= 2𝑥𝑦 cos(𝑥𝑦2) + 2(𝑥3 + 𝑦) 

 

ℎ𝑦𝑦 =
𝜕2ℎ

𝜕𝑦2
= 2𝑥 cos(𝑥𝑦2) − 4𝑥2𝑦2 sin(𝑥𝑦2) + 2,  

 

ℎ𝑦𝑥 =
𝜕2ℎ

𝜕𝑦𝜕𝑥
= 2𝑦 cos(𝑥𝑦2) − 2𝑥𝑦3 sin(𝑥𝑦2) + 6𝑥2 , 

 

 ℎ𝑥𝑦 =
𝜕2ℎ

𝜕𝑦𝜕𝑥
= 2𝑦 cos(𝑥𝑦2) − 2𝑥𝑦3 sin(𝑥𝑦2) + 6𝑥2 

Άσκηση 3 

Έστω ότι 𝑃𝑥 = 50 − 2𝑥 και 𝑃𝑦 = 30 − 𝑦 και η συνάρτηση συνολικού κόστους 𝑇𝐶 =

𝑥2 + 2𝑥𝑦 + 𝑦2 + 20. Να βρεθούν τα μέγιστα έσοδα. 

 Συνολικά Έσοδα 

 𝑇𝑅 = 𝑃𝑥𝑋 + 𝑃𝑦𝑌 = 50𝑥 − 2𝑥2 + 30𝑦 − 𝑦2 

            𝑇𝐶 = 𝑥2 + 2𝑥𝑦 + 𝑦2 + 20 

Η συνάρτηση κερδών ισούται: 

 𝛱(𝑥, 𝑦) = 𝑇𝑅 − 𝑇𝐶 = −3𝑥2 − 2𝑦2 − 2𝑥𝑦 + 50𝑥 + 30𝑦 − 20 

 𝛱𝑥 =
𝜕𝛱

𝜕𝑥
= −6𝑥 − 2𝑦 + 50 = 0

∗2
⇒ 12𝑥 + 4𝑦 − 100 = 0 

 𝛱𝑦 =
𝜕𝛱

𝜕𝑦
= −4𝑦 − 2𝑥 + 30 = 0 −4𝑦 − 2𝑥 + 30 = 0 + 

                                                                       𝑥∗ = 7, 𝑦∗ = 4 

 𝐻1
∗ = −6 < 0 𝜅𝛼𝜄  𝐻2

∗ = [
𝛱𝑥𝑥 𝛱𝑥𝑦

𝛱𝑦𝑥 𝛱𝑦𝑦
]=[

−6 −2
−2 −4

] , |𝐻2
∗| = 24 − 4 = 20 > 0, 

μέγιστο. 

Μέγιστα έσοδα: 𝛱(𝑥, 𝑦) =  𝛱(7,4) = 215 
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Άσκηση 4 

Ένα μονοπώλιο παράγει δύο προϊόντα 𝑞1 , 𝑞2 με γραμμικές συναρτήσεις ζήτησης: 

𝑞1 = 100 − 2𝑝1 + 𝑝2 

𝑞2 = 120 − 3𝑝1 + 5𝑝2 

Η συνάρτηση κόστους είναι η παρακάτω: 

𝑇𝐶(𝑞1, 𝑞2) = 50 + 10𝑞1 + 20𝑞2 

Η συνάρτηση εσόδων της επιχείρησης δίνεται από: 

𝑇𝑅(𝑞1, 𝑞2) = 𝑝1𝑞1 + 𝑝2𝑞2 (1) 

Μεγιστοποιείστε την συνάρτηση κέρδους της επιχείρησης  

𝛱(𝑞1, 𝑞2) 

Αρχικά πρέπει να ορίσουμε την συνάρτηση κέρδους, την οποία θα πρέπει να 

μεγιστοποιήσουμε στη συνέχεια. Επομένως, λύνουμε τις συναρτήσεις ζήτησης των 

δύο προϊόντων 𝑞1, 𝑞2 ως προς τις αντίστοιχες τιμές τους 𝑝1, 𝑝2 

𝑝1 =
100+𝑝2−𝑞1

2
  και  𝑝1 =

120+3𝑝1−𝑞2

5
 

Στην συνέχεια αντικαθιστούμε στην συνάρτηση συνολικών εσόδων. Συνεπώς 

προκύπτει:  

𝛢𝜋ό 𝜏𝜂𝜈 (1) 𝜋𝜌𝜊𝜅ύ𝜋𝜏𝜀𝜄: 𝑇𝑅(𝑞1, 𝑞2) = 50𝑞1 +
𝑝2𝑞1

2
−

𝑞1
2

2
+

120𝑞2

5
+ 

3𝑝1𝑞2

5
−

𝑞2
2

5
 

 

Τέλος ορίζουμε την συνάρτηση κέρδους ως εξής: 

𝛱(𝑞1, 𝑞2) = 𝑇𝑅(𝑞1, 𝑞2) − 𝑇𝐶(𝑞1, 𝑞2) = 

= 40𝑞1 +
𝑝2𝑞1

2
−

𝑞1
2

2
+ 4𝑞2 + 

3𝑝1𝑞2

5
−

𝑞2
2

5
− 50 

Στην συνέχεια ακολουθείται η γνωστή διαδικασία. 

Σ.Π.Τ. 

𝜕𝑦

𝜕𝑞1
= 0 40 +

𝑝2

2
− 𝑞1 = 0 𝑞1

∗ = 𝑝2 + 40    

𝜕𝑦

𝜕𝑥2
= 0 4 +

3𝑝1

5
−

2𝑞2

5
= 0 𝑞2

∗ = 10 +
3𝑝1

5
      

Σ.Δ.Τ. 

𝐻1
∗ =

𝜕2𝑦

𝜕𝑞1
2 = −1 < 0 𝜅𝛼𝜄  𝐻2

∗ = [

𝜕2𝑦

𝜕𝑞1
2

𝜕2𝑦

𝜕𝑞1𝑞2

𝜕2𝑦

𝜕𝑞2𝑞1

𝜕2𝑦

𝜕𝑞2
2

]=[
−1 0

0 −
2

5

] , |𝐻2
∗| =

2

5
> 0,

𝜇έ𝛾𝜄𝜎𝜏𝜊. 
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Άσκηση 5 

Μία μονοπωλιακή επιχείρηση έχει συνάρτηση ζήτησης P=125.5-3Q και συνάρτηση 

κόστους 𝑇𝐶 =
𝑄3

2
− 15𝑄2 + 175𝑄 + 300. Να υπολογιστεί η παραγωγή στην οποία 

το κέρδος ελαχιστοποιείται και μεγιστοποιείται. 

𝛱(𝑄) = 𝑇𝑅(𝑄) − 𝑇𝐶(𝑄) = −
𝑄3

2
+ 12𝑄2 + 22,5𝑄 + 300 

𝑑𝛱(𝑄)

𝑑𝑄
= −

3𝑄2

2
+ 24𝑄 + 22,5 

 

𝑑𝛱(𝑄)

𝑑𝑄
= 0 1.5𝑄2 − 24𝑄 + 22,5 (1) 

 

𝛬ύ𝜈𝜊𝜈𝜏𝛼𝜍 𝜏𝜊 𝜏𝜌𝜄ώ𝜈𝜐𝜇𝜊 𝜏𝜂𝜍 𝜎𝜒έ𝜎𝜀𝜔𝜍 (1) 𝜋𝜌𝜊𝜅ύ𝜋𝜏𝜊𝜐𝜈: 𝑄1
∗ = 15 𝜅𝛼𝜄 𝑄2

∗ = 1 

𝑑2𝛱(𝑄)

𝑑𝑄2
= −3𝑄 + 24 

Για την τιμή Q=1=>
𝑑2𝛱(𝑄)

𝑑𝑄2 = 21 > 0 

 

Για την τιμή Q=15=>
𝑑2𝛱(𝑄)

𝑑𝑄2 = −21 < 0 

Π(1)=-311 ελάχιστα έσοδα. 

Π(15)=375 μέγιστα έσοδα. 


