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Άσκηση 1
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⎛⎜⎜⎜⎜⎝
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⎞⎟⎟⎟⎟⎠
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Άσκηση 3

| =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 3 −2 0 2

2 6 −5 −2 4

0 0 5 10 0

2 6 0 8 4

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
Απάντηση 3

| =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 3 0 4 2

0 0 1 2 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
Άσκηση 4

F(yx) = 0

 − −0 −0 = 0

−07 + +07 − = 0

−03 + − = 0

J
y


= − F



Απάντηση 4

y =

⎛⎜⎝ 





⎞⎟⎠

J =

⎛⎜⎝ 1 −1 0

−07 1 07

−03 0 1

⎞⎟⎠ , |J| = 051



4

− F


= −F


= −

⎛⎜⎝ 0

0

−1

⎞⎟⎠ =

⎛⎜⎝ 0

0

1

⎞⎟⎠

J2=

⎛⎜⎝ 1 0 0

−07 0 07

−03 1 1

⎞⎟⎠ , |J2| = −07




=
|J2|
|J| = −

07

051
= 1372

Άσκηση 5

 (1 2 3) = 21 − 1 − 12 + 22 − 2 + 63 − 63 x ∈ R3

Απάντηση 5

1 = 0⇒ 21 − 1− 2 = 0

2 = 0⇒ −1 + 22 − 1 = 0
3 = 0⇒ 653 − 6 = 0

⎫⎪⎬⎪⎭⇒
⇒ 2 = 21 − 1

⇒ −1 + 2(21 − 1)− 1 = 0⇒ ∗1 = 1

⇒ 653 − 6 = 0⇒ ∗3 = 1

⎫⎪⎬⎪⎭⇒
⇒ 2 = 21 − 1⇒ ∗2 = 1

⇒ ∗1 = 1

⇒ ∗3 = 1

⎫⎪⎬⎪⎭⇒
Άρα έχουμε ένα μόνο στάσιμο σημείο: ∗1 = 1, ∗2 = 1, ∗3 = 1

Εσσιανή μήτρα
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 =

⎛⎜⎝ 11 12 13

· 22 23

· · 33

⎞⎟⎠
Υπολογίζουμε τις δεύτερες μερικές παραγώγους:
11 = 2 , 12 = −1 , 13 = 0 , 22 = 2 , 23 = 0 , 33 = 3043

Εσσιανή υπολογισμένη στο στάσιμο σημείο

∗ =

⎛⎜⎝ 2 −1 0

−1 2 0

0 0 30

⎞⎟⎠
|∗

1 | = 2  0

|∗
2 | = 2 · 2− (−1)(−1) = 3  0

|∗
3 | = 0 |·|− 0 |·|+ 30

¯̄̄̄
¯ 2 −1
−1 2

¯̄̄̄
¯ = 30(4− 1) = 90  0

Οπότε η συνάρτηση  (1 2 3) παρουσιάζει τοπικό ελάχιστο στο σημείο

 (∗1 
∗
2 

∗
3) = −6 ∗1 = 1 ∗2 = 1 ∗3 = 1
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Άσκηση 1

 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 1 6

0 0 0 1

1  −1 8

0 1  18

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
Απάντηση 1

|| =  + 2

Άσκηση 2

 =
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⎞⎟⎟⎟⎟⎠
Απάντηση 2

 0 =

Ã
1 2 0 0
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!

 0 =

Ã
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0 −2 0 2

!⎛⎜⎜⎜⎜⎝
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2 −2
0 0

0 2

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ =

Ã
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−4 8

!
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1
3

1
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1
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Άσκηση 3

| =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 3 −2 0 2

2 6 −5 −2 4

0 0 1 2 0

2 6 0 8 4

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
Απάντηση 3

| =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 3 0 4 2

0 0 1 2 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
Παράδειγμα (αναλυτικά)⎛⎜⎜⎜⎜⎝

1 3 −2 0 2

2 6 −5 −2 4

0 0 1 2 0

2 6 0 8 4

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
1
2
1 , 1

2
4−→

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 3 −2 0 2

1 3 −5
2
−1 2

0 0 1 2 0

1 3 0 4 2

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ 2−1 , 4−1−→

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 3 −2 0 2

0 0 −05 −1 0

0 0 1 2 0

0 0 2 4 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ −22 , 1
2
4−→

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 3 −2 0 2

0 0 1 2 0

0 0 1 2 0

0 0 1 2 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ 4−2 , 3−2−→

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 3 −2 0 2

0 0 1 2 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ 1+22−→

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 3 0 4 2

0 0 1 2 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
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Άσκηση 4

F(yx) = 0

 − −0 −0 = 0

−08 + +08 − = 0

−035 + − = 0

J
y


= − F



Απάντηση 4

y =

⎛⎜⎝ 





⎞⎟⎠

J =

⎛⎜⎝ 1 −1 0

−08 1 08

−035 0 1

⎞⎟⎠ , |J| = 048

− F


= −F


= −

⎛⎜⎝ 0

0

−1

⎞⎟⎠ =

⎛⎜⎝ 0

0

1

⎞⎟⎠

J2=

⎛⎜⎝ 1 0 0

−08 0 08

−035 1 1

⎞⎟⎠ , |J2| = −08




=
|J2|
|J| = −

08

048
= 1666

Άσκηση 5

 (1 2 3) = 21 − 1 − 12 + 22 − 2 + 43 − 43 x ∈ R3



10

Απάντηση 5

1 = 0⇒ 21 − 1− 2 = 0

2 = 0⇒ −1 + 22 − 1 = 0
3 = 0⇒ 433 − 4 = 0

⎫⎪⎬⎪⎭⇒
⇒ 2 = 21 − 1

⇒ −1 + 2(21 − 1)− 1 = 0⇒ ∗1 = 1

⇒ 433 − 4 = 0⇒ ∗3 = 1

⎫⎪⎬⎪⎭⇒
⇒ 2 = 21 − 1⇒ ∗2 = 1

⇒ ∗1 = 1

⇒ ∗3 = 1

⎫⎪⎬⎪⎭⇒
Άρα έχουμε ένα μόνο στάσιμο σημείο: ∗1 = 1, ∗2 = 1, ∗3 = 1

Εσσιανή μήτρα

 =

⎛⎜⎝ 11 12 13

· 22 23

· · 33

⎞⎟⎠
Υπολογίζουμε τις δεύτερες μερικές παραγώγους:
11 = 2 , 12 = −1 , 13 = 0 , 22 = 2 , 23 = 0 , 33 = 1223

Εσσιανή υπολογισμένη στο στάσιμο σημείο

∗ =

⎛⎜⎝ 2 −1 0

−1 2 0

0 0 12

⎞⎟⎠
|∗

1 | = 2  0

|∗
2 | = 2 · 2− (−1)(−1) = 3  0
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|∗
3 | = 0 |·|− 0 |·|+ 12

¯̄̄̄
¯ 2 −1
−1 2

¯̄̄̄
¯ = 12(4− 1) = 36  0

Οπότε η συνάρτηση  (1 2 3) παρουσιάζει τοπικό ελάχιστο στο σημείο

 (∗1 
∗
2 

∗
3) = −4 ∗1 = 1 ∗2 = 1 ∗3 = 1


