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Γραφική επίλυση π.γ.π

• Γραφική μέθοδος για την απεικόνιση του προβλήματος στις 2 διαστάσεις

• Οπτικοποίηση των χαρακτηριστικών των φαινομένων που μελετάμε

• Απαιτητική διαδικασία ως προς τον χρόνο εκτέλεσης

Χρήση του λογισμικού Graph



Why use graph?

• Δυνατότητα αποτύπωσης γραφικά 

των μαθηματικών συναρτήσεων

• Ελεύθερο πρόγραμμα:

https://www.padowan.dk/

https://www.padowan.dk/


Περιβάλλον του graph



Παράδειγμα I
• Έστω συνάρτηση:

𝑦1=f(x)=120-2*x



• Έστω συνάρτηση:

𝑦2=f(x)=160-5*x

Παράδειγμα I



Παράδειγμα ΙΙ
• Μια επιχείρηση που λειτουργεί εντός ενός βιομηχανικού μεταποιητικού κλάδου παράγει δύο διαφορετικά 

προϊόντα, το προϊόν 1 και το προϊόν 2. Η παραγωγή του κάθε τεμαχίου απαιτεί συγκεκριμένο χρόνο 
λειτουργίας δύο μηχανών διαφορετικού τύπου, δηλαδή τύπου Α και τύπου Β. Η μηχανή τύπου Α μπορεί να 
χρησιμοποιηθεί για είκοσι (20) ώρες ανά ημέρα ενώ η μηχανή τύπου Β είναι διαθέσιμη στην διαδικασία 
παραγωγής για δώδεκα (12) ώρες ανά ημέρα. Προκειμένου να παραχθεί μία μονάδα προϊόντος 1 
απαιτούνται δύο (2) ώρες λειτουργίας της μηχανής τύπου Α και μία (1) ώρα λειτουργίας της μηχανής τύπου 
Β ενώ για να παραχθεί μία μονάδα προϊόντος 2 απαιτούνται τέσσερεις (4) ώρες λειτουργίας της μηχανής 
τύπου Α και τρεις (3) ώρες λειτουργίας της μηχανής τύπου Β. Το αντίστοιχο (μικτό) κέρδος για την 
επιχείρηση ανέρχεται σε σαράντα ευρώ (40€) για κάθε μονάδα του προϊόντος 1 και σε εκατό ευρώ (100€) 
για κάθε μονάδα του προϊόντος 2. Η επιχείρηση έχει την δυνατότητα να διοχετεύσει στην αγορά όλη την 
παραγόμενη ποσότητα και από τα δύο προϊόντα με σκοπό να μεγιστοποιήσει το κέρδος της. Ζητείται να 
προσδιορίσετε την ποσότητα των τεμαχίων ανά προϊόν που πρέπει να παράγει η εν λόγω επιχείρηση 
ημερησίως προκειμένου να πετύχει τον σκοπό που έχει θέσει.

• 𝑚𝑎𝑥Π = 40 ∗ 𝑥1 + 100 ∗ 𝑥2

• s.t. 2 ∗ 𝑥1 + 4 ∗ 𝑥2 ≤ 20

𝑥1+3 ∗ 𝑥2 ≤ 12

𝑥1,𝑥2 ≥ 0 (περιορισμός μη-αρνητικότητας)



Γραφική επίλυση
• Αγνοώ τις ανισότητες και 

μηδενίζω τα x1,x2 για να βρω τα  

σημεία τομής με τους άξονες



•Περιορισμοί

• Εφικτή περιοχή
• Είναι η περιοχή που βρίσκεται 

στο κάτω από τους περιορισμούς 
(κόκκινο πλαίσιο)

• Στην πλειοψηφία των 
περιπτώσεων, η βέλτιστη λύση 
επιτυγχάνεται σε κάποιο γωνιακό 
σημείο της εφικτής περιοχής

Εφικτή περιοχή



Διαφορετικά επίπεδα κέρδους

• Το γωνιακό σημείο που αποτελεί την λύση ενός
προβλήματος γραμμικού προγραμματισμού

εξαρτάται κάθε φορά από τηνκλίσητης 
αντικειμενικήςσυνάρτησης, δηλαδή από τον

συντελεστή διεύθυνσης = λόγο των συντελεστών
κέρδους (κόστους) των δύο προϊόντων:

(
𝑥 = − 40 = − 2

)
𝑦 100 5

•Για διαφορετικές τιμές τις αντικειμενικής 
συνάρτησης, διατηρώντας αμετάβλητους τους

συντελεστές κέρδους του κάθε προϊόντος
προκύπτουν διαφορετικές ευθείες



Βέλτιστο σημείο

• Για να βρούμε το (γωνιακό) σημείο

που μεγιστοποιείται η αντικειμενική

συνάρτηση λύνουμε ταυτόχρονα το

σύστημα των περιορισμών

• 2 ∗ 𝑥1 + 4 ∗ 𝑥2 = 20

• 𝑥1+3 ∗ 𝑥2 = 12

Βέλτιστο σημείο

(x1=6,x2=2)



ΚΛΙΣΗ
ΠΕΡΙΟΡΙΣΜΟΥ

• 𝒎𝒂𝒙𝚷 = 𝟐𝟎 ∗ 𝒙𝟏 + 𝟒𝟎 ∗ 𝒙𝟐

s.t. 𝟐 ∗ 𝒙𝟏 + 𝟒 ∗ 𝒙𝟐 ≤ 𝟐𝟎

𝑥1+3 ∗ 𝑥2 ≤ 12

𝑥1,𝑥2 ≥ 0

• Ίδια κλίση περιορισμού με Α.Σ. (−
20

=
40

⇒ εναλλακτικά βέλτιστα σημεία κατά μήκος  

του ευθύγραμμου τμήματος που οι δύο ευθείες 

ταυτίζονται (δηλαδή άπειρα!)







2) Μεταβολές στις διαθέσιμες ποσότητες

i. ΟριακήΑύξηση των διαθέσιμων ωρών λειτουργίας της μηχανής τύπου Α

• 𝑚𝑎𝑥Π = 40 ∗ 𝑥1 + 100 ∗ 𝑥2

⇒ 2 ∗ 𝑥1 + 4 ∗ 𝑥2 ≤ 𝟐𝟏s.t. 2 ∗ 𝑥1 + 4 ∗ 𝑥2 ≤ 20

𝑥1+3 ∗ 𝑥2 ≤ 12

𝑥1,𝑥2 ≥ 0

• Νέο σύστημα εξισώσεων προς επίλυση : 2 ∗ 𝑥1 + 4 ∗ 𝑥2  = 21

𝑥1+3 ∗ 𝑥2 = 12

Επομένως νέο βέλτιστο σημείο : (𝒙𝟏=7.5, 𝒙𝟐=1.5)

Νέα τιμή Α.Σ.:𝑚𝑎𝑥Π = 40 ∗ 𝑥1 + 100 ∗ 𝑥2 = 450



Νέο βέλτιστο σημείο

(7.5,1.5)

Νέα εφικτή περιοχή

Νέα Α.Σ.

4



ii. Οριακή Μείωση των διαθέσιμων ωρών λειτουργίας της μηχανής τύπου Α

• 𝑚𝑎𝑥Π = 40 ∗ 𝑥1 + 100 ∗ 𝑥2

⇒ 2 ∗ 𝑥1 + 4 ∗ 𝑥2 ≤ 𝟏𝟗s.t. 2 ∗ 𝑥1 + 4 ∗ 𝑥2 ≤ 20

𝑥1+3 ∗ 𝑥2 ≤ 12

𝑥1,𝑥2 ≥ 0

• Νέο σύστημα εξισώσεων προς επίλυση : 2 ∗ 𝑥1 + 4 ∗ 𝑥2 = 19

𝑥1+3 ∗ 𝑥2 = 12

Επομένως νέο βέλτιστο σημείο : (𝒙𝟏=4.5, 𝒙𝟐=2.5)

Νέα τιμή Α.Σ.:𝑚𝑎𝑥Π = 40 ∗ 𝑥1 + 100 ∗ 𝑥2 = 𝟒𝟑𝟎



Νέα Α.Σ

Νέα εφικτή περιοχή

Νέο βέλτιστο σημείο

(4.5,2.5)

4



ii. ΟριακήΑύξηση των διαθέσιμων ωρών λειτουργίας της μηχανής τύπου Β

• 𝑚𝑎𝑥Π = 40 ∗ 𝑥1 + 100 ∗ 𝑥2

⇒ 𝑥1 + 3 ∗ 𝑥2 ≤ 𝟏𝟑

s.t. 2 ∗ 𝑥1 + 4 ∗ 𝑥2 ≤ 20

𝑥1+3 ∗ 𝑥2 ≤ 12

𝑥1,𝑥2 ≥ 0

• Νέο σύστημα εξισώσεων προς επίλυση : 2 ∗ 𝑥1 + 4 ∗ 𝑥2 =20

𝑥1+3 ∗ 𝑥2 = 13

Επομένως νέο βέλτιστο σημείο : (𝒙𝟏=4, 𝒙𝟐=3)

Νέα τιμή Α.Σ.:𝑚𝑎𝑥Π = 40 ∗ 𝑥1 + 100 ∗ 𝑥2 = 𝟒𝟔𝟎



Νέα Α.Σ

Νέο βέλτιστο σημείο

(4,3)

Νέα εφικτή περιοχή



ii. Οριακή Μείωση των διαθέσιμων ωρών λειτουργίας της μηχανής τύπου Β

• 𝑚𝑎𝑥Π = 40 ∗ 𝑥1 + 100 ∗ 𝑥2

⇒ 𝑥1 + 3 ∗ 𝑥2 ≤ 𝟏𝟏

s.t. 2 ∗ 𝑥1 + 4 ∗ 𝑥2 ≤ 20

𝑥1+3 ∗ 𝑥2 ≤ 12

𝑥1,𝑥2 ≥ 0

• Νέο σύστημα εξισώσεων προς επίλυση : 2 ∗ 𝑥1 + 4 ∗ 𝑥2 =20

𝑥1+3 ∗ 𝑥2 = 11

Επομένως νέο βέλτιστο σημείο : (𝒙𝟏=8, 𝒙𝟐=1)

Νέα τιμή Α.Σ.:𝑚𝑎𝑥Π = 40 ∗ 𝑥1 + 100 ∗ 𝑥2 = 𝟒𝟐𝟎



Νέα Α.Σ

Νέο βέλτιστο σημείο

(8,1)

Νέα εφικτή περιοχή



Μεταβολές του μη-
δεσμευτικού
περιορισμού

• Ίδιο βέλτιστο σημείο

⇒ίδια τιμή Α.Σ.

• Σκιώδη τιμή=0

Ίδιο βέλτιστο σημείο

(6,2)



Ταυτοχρονες μεταβολες
• Μείωση (οριακή) των ωρών λειτουργίας και των δύο μηχανημάτων Α και Β

• 𝑚𝑎𝑥Π = 40 ∗ 𝑥1 + 100 ∗ 𝑥2

s.t. 2 ∗ 𝑥1 + 4 ∗ 𝑥2 ≤ 20 ⇒ 2 ∗ 𝑥1 + 4 ∗ 𝑥2 ≤ 𝟏9

𝑥1 + 3 ∗ 𝑥2 ≤ 𝟏𝟏𝑥1+3 ∗ 𝑥2  ≤ 12 ⇒
𝑥1,𝑥2 ≥ 0

• Νέο σύστημα εξισώσεων προς επίλυση : 2 ∗ 𝑥1 + 4 ∗ 𝑥2  =19

𝑥1+3 ∗ 𝑥2 = 11

Επομένως νέο βέλτιστο σημείο : (𝒙𝟏=6.5, 𝒙𝟐=1.5)

• Αδυναμία υπολογισμού Σκιώδους τιμής. Γιατί;



Νέο βέλτιστο σημείο

(6.5,1.5)

4



Παράδειγμα για το σπίτι

)


