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ΜΑΘΗΜΑ ΤΡΙΤΟ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ ΓΙΑ 

ΟΙΚΟΝΟΜΟΛΟΓΟΥΣ 

ΑΣΚΗΣΕΙΣ (ΓΡΑΜΜΙΚΑ ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ) 

 
Παράδειγµα 1 

 

Να λυθεί το σύστηµα της µορφής: 

1 2 3 4
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Λύση 

 

Σχηµατίζουµε τον επαυξηµένο πίνακα: 

1 1 2   3 4
[ / ] 2 3  3 1 3

5 7 4     1 5
a b

 − 
 ≡ − 
 
 

 

Χρησιµοποιώ τις εξής γραµµοπράξεις: 

• Πολλ/ζω την πρώτη γραµµη µε (-1) και την προσθέτω στην δεύτερη. 

• Πολλ/ζω την πρώτη γραµµή µε (-5) και την προσθέτω στην Τρίτη γραµµή. 

• Πολλ/ζω την δεύτερη γραµµή µε (-2) και την προσθέτω στην Τρίτη. 

Αρα
1 1 2   3 4

[ / ] 0 1  7 7  5
0 0 0     0 5

a b
 − 
 ≡ − − 
 − 

. Επειδή ωστόσο [ / ] 3 2 ( )r a b r A= ≠ =  το σύστηµα που 

προκύπτει είναι αδύνατο. 
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Παράδειγµα 2 

 

Να λυθεί το σύστηµα της µορφής: 

1 2 3
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0
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Λύση 

Υπολογίζω την ορίζουσα την παραπάνω συσήµατος 

 

1  2    3
-1 -1 1 -1 1 -1

det 2  -1 -1 1 2 3 6 0
5   6 4   6 4   5

4  5   6
A = = − + = ≠  

Αρα συµφωνα µε τον κανόνα Cramer-Rao θα έχουµε ότι οι λύσεις είναι οι εξής: 

31 2
1 2 3 1 2 3

detdet det( , , ) ( , , )
det det det

AA Ax x x x x x
A A A

= = = =  

1 2 3

5  2  3 1  5    3 1  2    5
det 0  -1 -1 6,det 1  0   -1 6,det 1  -1   0 12

11  5  6 4  11  6 4  5  11
A A A= = = = − = =  

Αρα οι λύσεις του γραµµικού µαςσυστήµατος θα είναι: 

31 2
1 2 3 1 2 3

detdet det( , , ) ( 1, 1, 2)
det det det

AA Ax x x x x x
A A A

= = = = = − = = . 
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Παράδειγµα 3 

Να λυθεί το ακόλουθο σύστηµα. 

1 2 3

1 2 3
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4 3 2 0
2 3 4 0

3 0
3 0
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x x x
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− + =

 

 

Λύση 

Παρατηρώ ότι ο αριθµός των αγνώστων παραµέτρων είναι µικρότερος απο αυτού των 

εξισώσεων. Αρα δεν µπορώ να χρησιµοποιήσω την µέθοδο Cramer-Rao. Σχηµατίζω τον 

επαυξηµένο πίνακα [Α/b]. 

4 3 2 0
[ / ] 2 3 4 0

3 1 1 0
3 1   1 0

A b

 
 − − 
 ≡ −
 

− − 
 − 

 

Εφαρµόζουµε πράξεις µεταξύ των γραµµών και καταλήγουµε σε µια κλιµακωτή µορφή 

πίνακα µε την ακόλουθη µορφή. 

4 3 2 0 1 1 3 0
[ / ] 2 3 4 0 ................. 0  1 2 0

3 1 1 0 0 0   1 0
3 1   1 0 0 0   0 0

A b

   
   − − −   
   ≡ − = = −
   

− −   
   −   

 

Επειδή όµως η τάξη του [ / ] [ ] 3r A b r A= =  το γραµµικό µας σύστηµα έχει λύση και 

µάλιστα µε πλήθος παραµέτρων [ ] 3 3 0n r A− = − = . Η λύση είναι µοναδική και 

υπολογίζεται απο το εξής σύστηµα: 



Μαθηµατικά για Οικονοµολόγους ΙΙ  Ασκήσεις 
 

Τµήµα Οικονοµικών Επιστηµών                                                      ∆ρ. Κουνετάς Κ 
Πανεπιστήµιο Πατρών  
 

5
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Παράδειγµα 4 

Να λυθούν τα ακόλουθα συστήµατα. 
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Λύση 

Το πρώτο σύστηµα είναι αδύνατο  ενώ το δεύτερο σύστηµα παρουσιάζει απειρία λύσεων 

της µορφής 1 2 3 2 3 2 3 2 3( , , ) (2 , , ) ,x x x x x x x x x R= − − ∈ . Τέλος το τρίτο σύστηµα είναι 

αδύνατο αφού απο την πρώτη και την τρίτη εξίσωση παίρνουµε 5=4 πράγµα άτοπο. 

 

ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΠΡΟΣ ΛΥΣΗ 
 

Άσκηση 1 

 

Να βρείτε για ποιες τιµές της παραµέτρου έχουν λύση τα συστήµατα: 

1 2 3

1 2 3
2

1 2 3

(1 ) 1
(1 )
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λ
λ λ
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Άσκηση 2 

 

Να λυθούν τα ακόλουθα συστήµατα. 
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Άσκηση 3 

 

Να υπολογιστούν οι απαιτούµενες µονάδες ποσοτήτων 1 2 3, ,q q q  σε κάθε ένα από τα 

προϊόντα  Ι,ΙΙ,ΙΙΙ τα οποία προµηθεύεται ηµερήσια µια επιχείρηση ώστε να ικανοποιεί τις 

ελάχιστες ανάγκες σε ζήτηση µε βάση τον επόµενο πίνακα. 

 Ι ΙΙ ΙΙΙ Ελάχιστη Ηµερήσια Ζήτηση 

Τιµή Αγαθού Ι 0.3 0.1 0.4 1.5

Τιµή Αγαθού ΙΙ 100 40 60 440

Τιµή Αγαθού ΙΙΙ 1.6 2.2 1.4 10.6

 

 

Άσκηση 4 

Να λυθεί το παρακάτω σύστηµα 

1 2 3

1 2 3
2 2 2 2
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x b x c x
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