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ΘΕΜΑ 1 (5.5 Μονάδες) 

1. Ερευνητής µιας εταιρείας κινητής τηλεφωνίας διεξάγει µια έρευνα σχετική µε τον χρόνο 

παραµονής συνδροµητών. Τα στοιχεία που έχει στην διάθεσή του αφορούν τον παρακάτω πίνακα 

µετάβασης από την µία κατηγορία στην άλλη  
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 όπου οι γραµµές και οι στήλες 

αναφέρονται σε 4 διαφορετικές κατηγορίες «πακέτων» (1PLAY, 2PLAΥ, 3PLAY και 4PLAY) και κάθε 

στοιχείο δηλώνει την πιθανότητα µετάβασης για ένα χρόνο. Ο ερευνητής εξετάζει 1 εκατοµµύριο 

συνδροµητές εκ των οποίων οι 500.000 ανήκουν στην πρώτη κατηγορία οι 200.000 στην δεύτερη και οι 

300.000 στην τρίτη. 

a. Ποιος από τους παρακάτω πίνακες (σε χιλιάδες), 
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περιγράφει τον υπό έρευνα πληθυσµό και γιατί (Μονάδες 0.5);  

b. Ποιος ο αριθµός συνδροµητών ανά έτος στις διάφορες κατηγορίες µε βάση την πιθανότητα 

µετάβασης και πως τον ερµηνεύεται (Μονάδες 0.5);  

c. Ποιος ο αντίστροφος του πίνακα Π  και ποια η τάξη αυτού (Μονάδες 1); 

2. Να λυθούν οι παρακάτω διαφορικές εξισώσεις. ( ) ( ) ' 3 31. , 2. 2 2x y dy x y dx y xy x y+ = − + =  

(Μονάδες 2); 

3. Για την παρακάτω συνάρτηση παραγωγής 
1 2

3 3( , ) 100Q K L K L= να υπολογίσετε την οριακή 

παραγωγικότητα του κεφαλαίου και της εργασίας καθώς και τις δεύτερης τάξεως παραγώγους (τι 

παρατηρείται;) (Μονάδες 1.5). 
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ΘΕΜΑ 2 (3.5 Μονάδες) 

 

1. Μια επιχείρηση παράγει τρία προϊόντα 1 2 3, ,Q Q Q  που ικανοποιούν τις παρακάτω 

εξισώσεις: 
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 όπου Q∆  η διαφορά στην ποσότητα παραγωγής για 2 διαφορετικές 

χρονικές περιόδους. Να λυθεί το παραπάνω σύστηµα.  (Μονάδες 2). 

2. ∆ίνονται οι παρακάτω συναρτήσεις χρησιµότητας 
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δύο άτοµα που καταναλώνουν τέσσερα διαφορετικά αγαθά. Να υπολογίσετε τις µερικές 

παραγώγους 1 2
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 Εάν 1 2 11, y 2, 3wy x x= = = =  τι σηµαίνουν οι µερικές παράγωγοι που 

υπολογίσατε (χρησιµοποιείστε 2 δεκαδικά ψηφία) (Μονάδες 1.5); 

 

ΘΕΜΑ 3 (3 Μονάδες) 

 

1. Ο παρακάτω πίνακας παριστάνει τις ποσότητες που πουλάει µια επιχείρηση ανά ώρα σε δύο 

διαφορετικές τοποθεσίες 
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. Να υπολογιστούν οι ιδιοτιµές και το χαρακτηριστικό του 

πολυώνυµο. (τι αυτά σηµαίνουν;) (Μονάδες 1). 

2. Μια επιχείρηση πουλάει το προϊόν της σε τρεις διαφορετικές αγορές όπου σε κάθε µια αγορά έχει 

διαφορετική συνάρτηση ζήτησης 
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. Εάν το συνολικό κόστος παραγωγής 

υπολογίζεται ως 1 2 315 25( )TC Q Q Q= + + +  να υπολογιστούν οι ποσότητες που µεγιστοποιούν τα 

κέρδη της επιχείρησης αλλά και η ελαστικότητα ζήτησης για κάθε αγορά (Μονάδες 2). 

ΚΑΛΗ ΕΠΙΤΥΧΙΑ  
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ΕΝ∆ΕΙΚΤΙΚΕΣ ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ ΘΕΜΑΤΩΝ 

ΘΕΜΑ 1  

1. Προφανώς [ ]2 500 200 300 0POP = . Ο αριθµός συνδροµητών δίνεται από το γινόµενο των 

πινάκων 2* POPΠ .∆εν ορίζεται ο αντίστροφος πίνακας και η τάξη είναι 3. 

2. Η πρώτη διαφορική εξίσωση των θεµάτων είναι οµογενής µε τελική λύση 2 22y y x c+ − = ενώ η 

δεύτερη είναι κλασσικά µια Bernoulli. Εάν ακολουθηθεί σωστά η µεθοδολογική της αντιµετώπιση θα 

φτάσουµε σε µια λύση της παρακάτω µορφής:
22 2 2 1( )

2
xy x ce x= + + . 

3. 

2 2 1 1
3 3 3 3

2 2 2
2 1 4 2 1

3 3 3 3 3 3
2 2

100 200
,

3 3

200 200 200
0, ,

6 6 6

MPK K L MPL K L

Q Q Q
K L K L K L

K L K L

− −

− − −

= =

∂ ∂ ∂
= − < = − =

∂ ∂ ∂ ∂

. Η παρατήρηση που θα 

πρέπει να σηµειωθεί είναι ότι αύξηση στο κεφάλαιο επιφέρει και αύξηση στην οριακή παραγωγικότητα 

της εργασίας.  

 

ΘΕΜΑ 2 

1. Ο επαυξηµένος πίνακας που προκύπτει δίνεται παρακάτω [ ]
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. Αναλόγως 

προκύπτουν και οι λύσεις.  
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ΘΕΜΑ 3 

1. Οι ιδιοτιµές 1 2
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= =  . 

2. Η συνάρτηση που θα πρέπει να µεγιστοποιηθεί  είναι η εξής: 

( ) ( ) ( )1 1 2 2 3 3 1 2 3250 2,5 200 4 225 5 (15 25 )Q Q Q Q Q Q Q Q QΠ = − + − + − − + + − . Υπολογίζοντας τις 

πρώτες παραγώγους θα έχουµε: 
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Κάνοντας πράξεις υπολογίζουµε την εσσιανή αρνητική µε 400 ενώ 1 25, 40Η = − Η =  οπότε πρόκειται για 

µέγιστο. Οι ελαστικότητες υπολογίζονται εύκολα µε βάση τον παρακάτω τύπο  i
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