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ΜΑΘΗΜΑ ΤEΤΑΡΤΟ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ ΓΙΑ 

ΟΙΚΟΝΟΜΟΛΟΓΟΥΣ 

ΑΣΚΗΣΕΙΣ (∆ΙΑΦΟΡΙΚΟ-ΜΕΛΕΤΗ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΣ-

ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ ΣΤΑ ΟΙΚΟΝΟΜΙΚΑ) 
 

A.  Κανόνας de L’Hospital (Συνέχεια από το προηγούµενο µάθηµα) 

Παράδειγµα 1. 

Να βρεθεί το όριο της 
0

lim ( ) , lim ( )x xx x

x xf x f x
e e→∞ →

= =  

Λύση 

Είναι φανερό ότι υπάρχει απροσδιοριστία της µορφής άπειρο προς άπειρο. 

Εφαρµόζουµε τον κανόνα του de L’Hospital: 

'

'

lim( ) 1lim ( ) 0
lim( ) lim( )
x

x xx
x x

x
f x

e e
→∞

→∞
→∞ →∞

= = =  

 

Παράδειγµα 2.(µόνοι σας) 

Να βρεθεί το όριο των 
12 3lim ( ) ln , lim ( ) (9 5 ), lim ( )x x

x x x
f x e x f x x x f x x−

→∞ →∞ →∞
= = − =  

Παράδειγµα 3. 

Ας θεωρήσουµε την συνάρτηση σταθερών ελαστικοτήτων υποκατάστασης (CES) 

[ (1 ) ], 0,0 1Q A aK a L A aρ ρ− −= + − > < < . Να δειχτεί ότι όταν το ρ τείνει στο άπειρο η 

παραπάνω συνάρτηση CES έχει ως όριο την συνάρτηση Cobb-Douglas. 

 

Παράδειγµα 4.(Μόνοι σας) 

Να βρεθεί τα όρια των 2
20

1 coslim ( ) ln , lim ( ) x

x x

xf x x f x xe
x

−

→ →∞

−
= =  
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B. Εύρεση ∆ιαφορικού-Κανόνας Αλυσίδας (chain rule) 

 

Παράδειγµα 1. 

Να υπολογιστεί το διαφορικό της 5( )f x x=  

Λύση 

5 4( ) 5ddy x dx x dx
dx

= =  

Παράδειγµα 2. 

Να βρεθεί το διαφορικό πρώτης και δεύτερης τάξης της εξίσωσης του εισοδηµατικού 

περιορισµού ( budget constraint) a bY P A P B= + . 

Λύση 

'

'
2 0

b b

a a

b

a

Y P B PdA dB dB
P P

Pd A dB dB
P

 − −
= = 
 

 −
= = 
 

 

 

Παράδειγµα 3. 

Έστω το ακόλουθο υπόδειγµα προσδιορισµού εισοδήµατος µιας οικονοµίας 

(κλειστής). , ( ), ( )Y C I C f Y N h Y= + = =  όπου Υ το εισόδηµα, C η κατανάλωση και 

Ν η απασχόληση. Να υπολογιστούν το διαφορικό dY σε όρους dI και το διαφορικό dΝ 

σε όρους dI. 
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C. Μελέτη Συναρτήσεων  

Παράδειγµα 1. 

Να µελετηθεί η ακόλουθη συνάρτηση 4( ) 5
1

f x x
x

= + +
+

. 

Λύση 

• Το πεδίο ορισµού της συνάρτησης είναι το { 1}R − − . 

• Εξετάζουµε εάν είναι άρτια ή περιττή.  

4 4( ) ( ) 5 5 ( )
( ) 1 1

f x x x f x
x x

− = − + + = − + + ≠ −
− + − +

. Άρα δεν είναι άρτια ή περιττή. 

• Για να υπολογίσουµε µία ρίζα της παραπάνω συνάρτησης 

4( ) 5 0 ...... 3
1

f x x x
x

= + + = ⇔ ⇔ = −
+

 

• Εξετάζουµε τώρα την συνέχεια της συγκεκριµένης συνάρτησης. Επειδή η 

συνάρτηση µας είναι πολυωνυµική θα εξετάσουµε την συνέχεια στο σηµείο -1. 

Παρατηρούµε ότι η συνάρτηση µας είναι ασυνεχής στο συγκεκριµένο σηµείο. 

• Τώρα υπολογίζουµε την πρώτη παράγωγο της συγκεκριµένης συνάρτησης. Θα 

έχουµε ότι  

2
'

2 2 2

4 2 3 ( 1)( 3)( ) 1
( 1) ( 1) ( 1)

x x x xf x
x x x

+ − − +
= − = =

+ + +
 οπότε οι ρίζες της παραπάνω 

παραγώγου είναι 1 23, 1x x= − = . Θα προσπαθήσουµε τώρα να υπολογίσουµε το 

πρόσηµο της πρώτης παραγώγου. 

x  -3 1 

' ( )f x  + - + 

 

• Υπολογίζουµε την δεύτερη παράγωγο της συγκεκριµένης συνάρτησης. 
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''
3

8( )
( 1)

f x
x

=
+

. Προφανώς δεν υπάρχουν ρίζες για την δεύτερη παράγωγο. 

x  -1 

'' ( )f x  - + 

• Εξέταση Ασύµπτωτων 

1 1

( ) 5 4lim ( ) lim lim(1 ) 1
( 1)

4lim[( 5 ) 1 ] 5
( 1)

 y=ax+β 5,  πλάγια ασύµπτωτη
lim ( ) , lim ( ) , 1 ασύµπτωτη

x x x

x

x x

f xf x
x x x x

x x
x

y x
f x f x x

ρα

− +

→∞ →∞ →∞

→∞

→− →−

= = + + =
+

+ + − =
+

Α ⇔ = +
= +∞ = +∞ = −

 

 

• Από τα παραπάνω κατασκευάζουµε τον ακόλουθο πίνακα 

x  -3 -1 1 

' ( )f x  + - - + 

'' ( )f x  - - + + 

( )f x   

 

 

max 

 

 

 min  
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Παράδειγµα 2. 

Να µελετηθεί η συνάρτηση µε τύπο 
2ln( ) xf x
x

=  

Λύση 

• Το πεδίο ορισµού της συνάρτησης είναι το (0, )+∞ . 

• Εξετάζουµε εάν είναι άρτια ή περιττή και προφανώς δεν είναι.  

• Η γραφική παράσταση της παραπάνω συνάρτησης δεν τέµνει τον άξονα yy’ 

αφού το x είναι διάφορο του µηδενός τέµνει όµως τον xx’ στο σηµείο (1,0) (δείτε λίγο 

την lnx).  

• Εξετάζουµε τώρα την συνέχεια της συγκεκριµένης συνάρτησης. Προφανώς και 

είναι συνεχής ως πηλίκο συνεχών συναρτήσεων. 

• Ασύµπτωτες 

Κατακόρυφη Ασύµπτωτη: 
2

2

0 0 0

ln 1lim ( ) lim lim ln ( )( ) ( )
x x x

xf x x
x x+ + +→ → →

= = = +∞ +∞ = +∞ . Άρα 

η x=0 είναι κατακόρυφη ασύµπτωτη. 

Πλάγια Ασύµπτωτη: 
( )'22

2 2 ' 2

ln( ) ln lnlim lim ... lim lim 0
( )x x x x

xf x x x
x x x x→+∞ →+∞ →+∞ →+∞

= = = = = . Έχουµε 

ότι [ ]
2ln ( ) 2 lnlim ( ) 0 lim ( ) lim ... lim 0

( )x x x x

x xf x x f x
x x→+∞ →+∞ →+∞ →+∞

+∞
− = = = = = =

+∞
 Άρα η y=0 

είναι οριζόντια ασύµπτωτη. Προφανώς για την συγκεκριµένη συνάρτηση απλά δεν 

υπάρχει πλάγια ασύµπτωτη. 

• Οµοίως θα είναι και παραγωγίσιµη. Η παράγωγος της f(x): 

2 ' ' 2
'

2 2

(ln ) ( ) ln (2 ln ) ln( ) ...x x x x x xf x
x x
− −

= = = .Για την εύρεση της µονοτονίας θα 

πρέπει ' 2( ) 0 (2 ln ) ln 0 1f x x x x x e= ⇔ − = ⇔ = ∧ = . 
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x  0                               1                                e2 

' ( )f x  - + 

 

- 

( )f x  

  

 

 

Το σηµείο 1 είναι τοπικό ελάχιστο ενώ το σηµείο e2 είναι τοπικό µέγιστο. 

• Σειρά τώρα έχει ο υπολογισµός των σηµείων καµπής και της κυρτότητας. Άρα 

θα πρέπει να υπολογίσω την δεύτερη παράγωγο. 

' 2
''

2 3

(2 ln ) ln (ln 3ln 1)( ) ....x x x xf x
x x

− − + = = = 
 

. Προφανώς πάλι θα πρέπει να 

εξετάσουµε που η δεύτερη παράγωγος ισούται µε το µηδέν. 

3 5 3 52
'' 2 2

3

(ln 3ln 1)( ) 0 0x xf x x e x e
x

− +− +
= ⇔ = ⇔ = ∧ = . Οµοίως κατασκευάζουµε 

τον παρακάτω πίνακα. 

x  
 0                1                                 

3 5
2e
−

                   2e              
3 5

2e
−

 

' ( )f x  - + 

 

+ - - 

'' ( )f x  + + - - + 

( )f x  
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Τα σηµεία 
3 5 3 5

2 2x e x e
− +

= ∧ =  αποτελούν σηµεία 

καµπής.

 

Παράδειγµα 3. 

Να µελετηθεί οι παρακάτω  συναρτήσεις: 

2

2

2

0 , 0
1ln , 0

2

( ) 3 5
1( )
2 3

( 1) 1
( )

( )

( )

( ) 1

x

x

x
e x

x

f x x x

f x
x x
x x

f x
x

f x e

f x

f x x x

−

=
−

>

= − +

=
− +
− −

=

=

= 


= + −
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D. Εφαρµογές Στα Οικονοµικά 

 

Παράδειγµα 1. Ελαστικότητα 

Η συνάρτηση ζήτησης για ένα αγαθό είναι 20 4q p= − . Να υπολογιστούν: 

1. Η ελαστικότητα ζήτησης, 

2. Η ελαστικότητα ζήτησης όταν p=4 

3. Για ποια τιµή η ελαστικότητα ζήτησης γίνεται µοναδιαία 

Λύση 

1. Η ελαστικότητα ζήτησης δίνεται (20 4 ) 4
20 4 5

dp p d p p p p
dq q dq q p p

ε −
= = = =

− −
 

2. Για p=4 από παραπάνω έχουµε ότι ε=4 

3. Για ε=1 θα έχουµε ότι p=2.5 

Παράδειγµα 2. Συναρτήσεις Παραγωγής 

 

Έστω η συνάρτηση 3 23 270 60TP L L L= − + + . Για ποια τιµή του L µεγιστοποιείται το 

παραγόµενο προϊόν. Πότε µεγιστοποιείται το µέσο προϊόν; 

 

Παράδειγµα 3. Οριακά Έσοδα 

Έστω η συνάρτηση ζήτησης για ένα προϊόν µιας βιοµηχανίας 520
3

p
q

=
+

 και η 

συνάρτηση παραγωγής 
2

2

10
8

Lq
L

=
+

. Να υπολογίσετε τα οριακά έσοδα προϊόντος για 

L=5. 

Λύση 
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'2 2

2 3/ 22

10 10 ( 16)...
( 8)8

dq L L L
dl LL

  +
= = =  ++ 

. Υπολογίζουµε τώρα την εξής παράγωγο (τι µας 

δείχνει???).
'

3

520 520...
3 ( 3)

dp
dq q q

  −
= = = + + 

. Άρα η συνάρτηση εσόδων θα είναι.....,οπότε 

εάν παραγωγίσουµε την συγκεκριµένη συνάρτηση θα έχουµε ότι τα οριακά έσοδα θα 

δίνονται 
2

2 3/ 2 3

10 ( 16) 520 ... 88.5
( 8) ( 3)

dR L L dRp q
dL L q dL

  + −
= + ⇔ ⇔ ≈  + +  

 

 

Παράδειγµα 4. Συνάρτηση Κόστους 

 

Έστω η ακόλουθη συνάρτηση συνολικού κόστους 2 3200 60 4 0.1C q q q= + − + . Να 

υπολογιστεί το οριακό και το µέσο κόστος για ποσότητα 10 µονάδων. Να βρεθεί το 

µέγεθος παραγωγής που ελαχιστοποιεί το οριακό κόστος και να παρασταθούν γραφικά 

οι συναρτήσεις συνολικού, µέσου και οριακού κόστους. 

Λύση 

Το οριακό κόστος δίνεται 260 8 0.3dTCMC q q
dq

= = − + . Άρα για q=10 θα έχουµε ότι 

το οριακό κόστος είναι MC=10. Το µέσο κόστος υπολογίζεται ως εξής: 

2 3200 60 4 0.1TC q q qAC
q q

+ − +
= = . Για ποσότητα q=10 θα έχουµε ότι το µέσο 

κόστος είναι 50 µονάδες.  

Για να υπολογίσουµε σε ποιο µέγεθος παραγωγής ελαχιστοποιείται το οριακό κόστος 

θα πρέπει  ' 0 8 0.6 0 13.3MC q q= ⇔ − + = ⇔ = .Για αυτή την τιµή η συνάρτηση 

οριακού κόστους ελαχιστοποιείται. 
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Παράδειγµα 5 Μεγιστοποίηση Κερδών 

Εάν η ζήτηση ενός αγαθού περιγράφεται από την συνάρτηση 10 0.5q p= −  και το 

συνολικό κόστος παραγωγής του από την συνάρτηση TC=0.5q2+5q+100 . 

• Να βρεθεί το επίπεδο παραγωγής που µεγιστοποιεί τα συνολικά έσοδα. 

• Να βρεθεί το επίπεδο παραγωγής που ελαχιστοποιεί τα συνολικά έσοδα. 

• Να βρεθεί το µέσο σταθερό κόστος που αντιστοιχεί στο επίπεδο παραγωγής (β). 

• Να βρεθεί το επίπεδο παραγωγής που µεγιστοποιεί το κέρδος. 

 

Παράδειγµα 6 Μεγιστοποίηση Κερδών & Τέλειος Ανταγωνισµός (περισσότερα στο 

αντίστοιχο µάθηµα µικροοικονοµικής) 

Έστω ότι η τιµή µιας τέλεια ανταγωνιστικής αγοράς ισούται µε 61 ν.µ και έστω ότι η 

συνάρτηση συνολικού κόστους µιας επιχείρησης που λειτουργεί σε αυτή την αγορά 

είναι C(q) =q3-11q2+42q+15 

• Να βρεθεί το επίπεδο παραγωγής που µεγιστοποιεί τα κέρδη της επιχείρησης. 

• Να βρεθεί το µέγιστο κέρδος. 

• Να βρεθούν τα σηµεία καµπής της επιχείρησης 

 

Συνέχεια στο επόµενο µάθηµα !!!!!! 

 

Ασκήσεις προς λύση 

 

Άσκηση 1 

Η συνάρτηση ζήτησης ενός προϊόντος είναι 2600 50 3q p p= − + . Να υπολογιστεί η 

ελαστικότητα ζήτησης για τιµή 20 ευρώ. Αν η τιµή µεταβληθεί από 20 σε 20.5 ευρώ 

ποια θα είναι η ποσοστιαία µεταβολή στην ζήτηση (κατά προσέγγιση); 

 

Άσκηση 2 

Ένας οικονοµολόγος υπολόγισε την ακόλουθη συνάρτηση παραγωγής 25 60q L L= − + . 

Σε ποιο επίπεδο παραγωγής αρχίζει ο νόµος των φθινουσών αποδόσεων; Επίσης να 

βρεθούν τα σηµεία που µεγιστοποιούνται οι συναρτήσεις του οριακού και του µέσου 

προϊόντος. 
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Άσκηση 3 

Έστω οι ακόλουθες συναρτήσεις κόστους

2 3

2

150 60 5 0.25 ,
150 60 5 ,
150 60

C q q q
C q q
C q

= + − +

= + −
= +

.  

1. Να υπολογιστεί το µέσο συνολικό κόστος, το µέσο µεταβλητό κόστος , το µέσο 

οριακό κόστος και το οριακό κόστος για κάθε από τις παραπάνω συναρτήσεις. 

2. Να σχηµατίσετε το γράφηµα από τις παραπάνω συναρτήσεις. 

3. Να υπολογίσετε το επίπεδο παραγωγής που ελαχιστοποιεί το µέσο συνολικό, 

το µέσο µεταβλητό και το οριακό κόστος. 

 

Άσκηση 4 

Έστω οι ακόλουθες συναρτήσεις ζήτησης και κόστους µιας επιχείρησης: 
250 2.5 , ( ) 0.01 100 10000q p C q q q= − = + + .  

1. Να βρεθεί η συνάρτηση συνολικών εσόδων. 

2. Να βρεθεί η συνάρτηση κερδών και να υπολογιστεί το επίπεδο παραγωγής που 

µεγιστοποιεί το κέρδος 

3. Να υπολογιστεί η τιµή που αντιστοιχεί στο µέγιστο κέρδος. 

 

Άσκηση 5 

Μια µονοπωλιακή επιχείρηση έχει συνάρτηση ζήτησης 2

1400 10 ,
( ) 5 200 100

p q
C q q q
= −

= + +
 .Ποιο 

επίπεδο παραγωγής µεγιστοποιεί τα κέρδη της επιχείρησης; 

 

 

 


