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Επέκταση του συνόλου των πραγµατικών 
αριθµών
■ Στο σύνολο των πραγµατικών αριθµών δεν έχουν λύση οι εξισώσεις της µορφής 

𝑥!" = −𝑎 όπου α θετικός αριθµός
Ειδικότερα δεν υπάρχει πραγµατικός αριθµός ο οποίος επαληθεύει την εξίσωση

𝑥! = −1
Επεκτείνουµε το σύνολο των πραγµατικών αριθµών σε ένα σύνολο στο οποίο οι
παραπάνω εξισώσεις να έχουν λύση:
Το σύνολο αυτό θα το ονοµάζουµε σύνολο των µιγαδικών και θα το συµβολίσουµε µε
ℂ.
Ορίζουµε ως λύση της 𝑥! = −1 την λεγόµενη φανταστική µονάδα την οποία
συµβολίζουµε µε i:

𝑖! = −1 .



Μορφή του µιγαδικού αριθµού και µιγαδικό 
επίπεδο 

■ Οι µιγαδικοί αριθµοί έχουν την µορφή:
z=x+yi µε x, y πραγµατικούς αριθµούς

Το x ονοµάζεται πραγµατικό µέρος του µιγαδικού  και συµβολίζεται µε Re(z)=x 

ενώ το y ονοµάζεται φανταστικό µέρος και συµβολίζεται µε Im(z)=y

■ Σε κάθε µιγαδικό αριθµό z=x+yi αντιστοιχίζουµε το σηµείο Μ(x,y) και σε κάθε σηµείο Μ(x,y) 
αντιστοιχίζουµε τον µιγαδικό αριθµό z=x+yi. Το επίπεδο του οποίου όλα τα σηµεία είναι 
εικόνες πραγµατικών αριθµών ονοµάζεται µιγαδικό επίπεδο.

■ Το Μ ονοµάζεται εικόνα του µιγαδικού αριθµού.

■ Ο άξονας xx΄o οποίος περιέχει όλα τα σηµεία Μ(x,0) ονοµάζεται
άξονας των πραγµατικών αριθµών,
ενώ ο άξονας yy΄ ο οποίος περιέχει όλα τα σηµεία Μ(0,y) 

ονοµάζεται άξονας των φανταστικών αριθµών.



Ισότητα µιγαδικών 
■ Δύο µιγαδικοί αριθµοί θα ονοµάζονται ίσοι αν και µόνο αν τα πραγµατικά τους µέρη και τα 
φανταστικά τους µέρη είναι ίσα.

Οι µιγαδικοί αριθµοί 𝑧 = 𝑎 + 𝛽𝑖, 𝑤 = 𝛾 + 𝛿𝑖 θα είναι ίσοι, z=w αν και µόνο αν α=γ και β=δ.

Ένας µιγαδικός αριθµός θα είναι µηδέν αν και µόνο αν το πραγµατικό του µέρος και το φανταστικό 
του µέρος είναι µηδέν.

Αν z=x+yi θα είναι 𝑧 = 0 ⟺ 𝑥 = 0 𝜅𝛼𝜄 𝑦 = 0

Παράδειγµα: Να βρεθούν οι πραγµατικοί αριθµοί x, y για τους οποιους
𝑥! − 3𝑥 + 𝑦 + 3 + 𝑥 + 2𝑦 𝑖 = 0

Ο µιγαδικός αυτός θα είναι µηδέν αν 𝑥! − 3𝑥 + 𝑦 + 3 = 0 (1) και 𝑥 + 2𝑦 = 0 (2).

Από την (2) έχουµε 𝑥 = −2𝑦 και αντικαθιστώντας στην (1)
4𝑦! + 7𝑦 + 3 = 0

Οι λύσεις της εξίσωσης αυτής είναι 𝑦" = −3/4 , 𝑦! = −1

Τα αντίστοιχα x θα είναι 𝑥" = 3/2 , 𝑥! = 2



Πράξεις µιγαδικών: A. Πρόσθεση 1/3

Α. Πρόσθεση

Ορισµός: Έστω οι µιγαδικοί αριθµοί 𝑧 = 𝑎 + 𝛽𝑖, 𝑤 = 𝛾 + 𝛿𝑖, τότε ως άθροισµά τους ορίζεται ο 
µιγαδικός αριθµός 

𝑧 + 𝑤 = 𝑎 + 𝛾 + 𝛽 + 𝛿 𝑖

Παράδειγµα: Αν έχουµε τους µιγαδικούς 𝑧 = 2 − 3𝑖, 𝑤 = 1/2 + 10𝑖, τότε το άθροισµά τους 
θα είναι 

𝑧 + 𝑤 = 2 +
1
2
+ −3 + 10 𝑖 =

5
2
+ 7𝑖



Πράξεις µιγαδικών: A. Πρόσθεση  2/3
■ Ιδιότητες πρόσθεσης

1. Αντιµεταθετική     𝑧 + 𝑤 = w+ z για κάθε z και w στο ℂ.

2. Προσεταιριστική 𝑧" + 𝑧! + 𝑧# = (𝑧"+ 𝑧!)+ 𝑧# για κάθε 𝑧", 𝑧!, 𝑧# στο ℂ.

3. Νόµος διαγραφής   Αν    𝑧"+ 𝑧!= 𝑧"+ 𝑧#,    τότε   𝑧!= 𝑧# για κάθε 𝑧", 𝑧!, 𝑧# στο ℂ.

4. Ουδέτερο στοιχείο   Υπάρχει ένας µονοσήµαντα ορισµένος µιγαδικός αριθµός
𝑧∗ = 0 + 0𝑖 τέτοιος ώστε

𝑧∗ + z = z + 𝑧∗ = 𝑧 για κάθε z  στο ℂ.

5. Συµµετρικό (ή αντίθετο) στοιχείο Για κάθε µιγαδικό αριθµό z υπάρχει ένας
µονοσήµαντα ορισµένος µιγαδικός αριθµός z΄για τον οποίο ισχύει

z+ z΄= z΄+z= 𝑧∗

Δηλαδή αν z=α+βi τότε z΄= -α-βi και z+ z΄= z΄+z=0



Πράξεις µιγαδικών: A. Πρόσθεση 3/3
1. Αν 𝑧", 𝑧! ∈ ℂ τότε η εξίσωση 

𝑧" + 𝑧 = 𝑧!
Έχει µοναδική λύση στο ℂ την 𝑧 = 𝑧! + −𝑧" .

Η µοναδική αυτή λύση ονοµάζεται διαφορά των δύο µιγαδικών και έτσι ορίζεται η πράξη της 
αφαίρεσης.

Έτσι αν 𝑧 = 𝑎 + 𝛽𝑖, 𝑤 = 𝛾 + 𝛿𝑖, τότε

𝑧 − 𝑤 = 𝑎 − 𝛾 + (𝛽 − 𝛿)𝑖

Παράδειγµα  Αν έχουµε τους µιγαδικούς 𝑧 = −5 − 3𝑖, 𝑤 = −1 + 6𝑖, τότε η διαφορά τους θα 
είναι 

𝑧 − 𝑤 = −5 + 1 + −3 − 6 𝑖 = −4 − 9𝑖



Πράξεις µιγαδικών: Β. Πολλαπλασιασµός 1/3 

Ορισµός: : Έστω οι µιγαδικοί αριθµοί 𝑧 = 𝑎 + 𝛽𝑖, 𝑤 = 𝛾 + 𝛿𝑖, τότε ως γινόµενό τους ορίζεται ο 
µιγαδικός αριθµός 

𝑧𝑤 = 𝑎 + 𝛽𝑖 𝛾 + 𝛿𝑖 = 𝛼𝛾 − 𝛽𝛿 + 𝛼𝛿 + 𝛽𝛾 𝑖

Πράγµατι: 𝑎 + 𝛽𝑖 𝛾 + 𝛿𝑖 =α 𝛾 + 𝛿𝑖 + βi 𝛾 + 𝛿𝑖 =

=αγ+αδi+βγi+βδ 𝑖!

= 𝛼𝛾 − 𝛽𝛿 + 𝛼𝛿 + 𝛽𝛾 𝑖

Παράδειγµα: Θεωρούµε τους µιγαδικούς 𝑧 = −1 + 4𝑖, 𝑤 = 3 − 2𝑖, τότε

𝑧𝑤 = (−1 + 4𝑖)(3 − 2𝑖) = −3 + 2i + 12i − 8 𝑖!

= −3 + 8 + 2i + 12i
= 5 + 14i



Πράξεις µιγαδικών: Β. Πολλαπλασιασµός 2/3 
■ Ιδιότητες πολλαπλασιασµού

1. Αντιµεταθετική     𝑧𝑤 = wz για κάθε z και w στο ℂ.

2. Προσεταιριστική 𝑧" 𝑧!𝑧# = (𝑧"𝑧!)𝑧# για κάθε 𝑧", 𝑧!, 𝑧# στο ℂ.

3. Επιµεριστική     𝑧" 𝑧! + 𝑧# = 𝑧"𝑧! + 𝑧"𝑧# για κάθε 𝑧", 𝑧!, 𝑧# στο ℂ.

4. Νόµος διαγραφής   Αν    𝑧" 𝑧!= 𝑧" 𝑧#,    τότε   𝑧!= 𝑧# για κάθε 𝑧" ≠ 0, 𝑧!, 𝑧# στο ℂ.

5. Ουδέτερο στοιχείο   Υπάρχει ένας µονοσήµαντα ορισµένος µιγαδικός αριθµός 𝑧∗ = 1 + 0𝑖
τέτοιος ώστε

𝑧∗z = z𝑧∗ = 𝑧 για κάθε z  στο ℂ.



Πράξεις µιγαδικών: Β. Πολλαπλασιασµός 
3/3 
5. Συµµετρικό στοιχείο (ή αντίστροφος) Για κάθε µιγαδικό αριθµό z υπάρχει ένας

µονοσήµαντα ορισµένος µιγαδικός αριθµός z΄για τον οποίο ισχύει

z z΄= z΄z= 𝑧∗ µε z ≠ 0
Δηλαδή αν z=α+βi τότε z΄=1/ (α+βi) και zz΄= z΄z=1

6. Αν 𝑧", 𝑧# ∈ ℂ µε 𝑧# ≠ 0 τότε η εξίσωση 
𝑧#𝑧 = 𝑧"

Έχει µοναδική λύση στο ℂ την 𝑧 = 𝑧"𝑧#$"

Η µοναδική αυτή λύση ονοµάζεται πηλίκο των δύο µιγαδικών και έτσι ορίζεται η πράξη της 
διαίρεσης.



Δύναµη µιγαδικών
Όπως ορίζονται οι δυνάµεις πραγµατικών αριθµών µε εκθέτη ακέραιο, µε τον ίδιο τρόπο ορίζονται 
και οι δυνάµεις των µιγαδικών:

■ 𝑧" = 𝑧 για κάθε z ∈ ℂ

Και επαγωγικά:

■ 𝑧% = 𝑧%&"𝑧 για κάθε z ∈ ℂ και n=2,3,…

Επίσης 

■ 𝑧' = 1 και 𝑧&% = "
(!
για κάθε z ∈ ℂ µε z ≠ 0 και n=2,3,…

■ Δεν ορίζεται η έκφραση 0'



Δύναµη µιγαδικών
■ Αποδεικνύεται ότι και για τις δυνάµεις των µιγαδικών αριθµών ισχύουν οι ίδιες ιδιότητες που ισχύουν για τις 
δυνάµεις των µιγαδικών.

■ Ιδιαίτερη σηµασία έχουν οι δυνάµεις του i:
𝑖" = 𝑖, 𝑖# = −1, 𝑖$= 𝑖#𝑖 = −𝑖, 𝑖%= 𝑖#𝑖# = 1
𝑖& = 𝑖%𝑖 = 𝑖, 𝑖' = 𝑖&𝑖 = 𝑖# = −1 ……

■ Γενικά: 𝑖( = 𝑖%)*+ = 𝑖%)𝑖+ = 𝑖% +𝑖+ = 𝑖+ =

1, 𝛼𝜈 𝜐 = 0
𝑖, 𝛼𝜈 𝜐 = 1
−1, 𝛼𝜈 𝜐 = 2
−𝑖, 𝛼𝜈 𝜐 = 3

■ Παράδειγµα: Να βρεθεί το πραγµατικό και το φανταστικό µέρος του µιγαδικού 
2 + 3𝑖 $.

Αναπτύσσουµε την ταυτότητα
2 + 3𝑖 $= 2$+3 . 2# . 3𝑖 + 3 . 2 . 3𝑖 # + 3𝑖 $ = 8 + 36𝑖 − 54 − 27𝑖 =

= 8 − 54 − 27𝑖 + 36𝑖 = −46 + 9𝑖
Άρα Re(z)=-46     και Im(z)=9



Συζυγείς µιγαδικοί αριθµοί
■ Ορισµός Θεωρούµε τον µιγαδικό 𝑧 = 𝑎 + 𝛽𝑖. Θα ονοµάζουµε τον µιγαδικό 𝑎 − 𝛽𝑖 συζυγή του z 
και θα τον συµβολίζουµε µε ̅𝑧.

̅𝑧 = 𝑎 − 𝛽𝑖

Άµεσες συνέπειες του ορισµού είναι:

𝑧 ̅𝑧 = (𝑎 + 𝛽𝑖) 𝑎 − 𝛽𝑖 = 𝛼! − 𝛽𝑖 ! = 𝛼! + 𝛽!

𝑧 + ̅𝑧 = 𝑎 + 𝛽𝑖+ 𝑎 − 𝛽𝑖 = 2α

Παράδειγµα: Να γραφεί στη µορφή 𝑎 + 𝛽𝑖 ο µιγαδικός:

z= ")!*
#&*

Λύση: Μετατρέπουµε τον παρονοµαστή του σε πραγµατικό αριθµό πολλαπλασιάζοντας τους όρους
του κλάσµατος µε τον συζυγή του παρονοµαστή

z= ")!*
#&*

= (")!*)(#)*)
(#&*)(#)*)

=

=#)*)-*&!
#,)",

= ").*
"'

= "
"'
+ .

"'
𝑖



Ιδιότητες συζυγών
1. −𝑧 = − ̅𝑧

2. 𝑧" − 𝑧! = I𝑧" − I𝑧!
3. 𝑧% = ̅𝑧% n=1,2,…

4. 𝑧&" = ̅𝑧&"

5. ((-
(,
)= (-

(,
𝑧! ≠ 0

6. 𝑎𝑧 = 𝑎 ̅𝑧, 𝑎 ∈ ℝ

7. 𝑧" + 𝑧! = I𝑧" + I𝑧!
8. 𝑧"𝑧! = I𝑧" I𝑧!



Εξίσωση δευτέρου βαθµού
■ Θεωρούµε στο ℂ την εξίσωση

𝛼𝑧! + 𝑏𝑧 + 𝑐 = 0, 𝑎 ≠ 0 (1)

■ H (1) γράφεται:

𝑧! +
𝑏
𝑎 𝑧 = −

𝑐
𝑎 ⇔ 𝑧! + 2

𝑏
2𝑎 𝑧 +

𝑏
2𝑎

!
= −

𝑐
𝑎 +

𝑏
2𝑎

!

𝑧 +
𝑏
2𝑎

!
=
𝑏! − 4𝑎𝑐
4𝑎!

1. Αν Δ= 𝑏! − 4𝑎𝑐 > 0, τότε η εξίσωση έχει δύο πραγµατικές ρίζες άνισες 

𝑧",! =
−𝑏 ± 𝑏! − 4𝑎𝑐

2𝑎

2. Αν Δ=0, τότε η εξίσωση έχει µια διπλή πραγµατική λύση την 𝑧 = − 0
!1

3. Αν Δ<0, τότε η εξίσωση έχει δύο συζυγείς µιγαδικές λύσεις 

𝑧",! =
−𝑏 ± 𝑖 Δ

2𝑎



Πολυωνυµικές εξισώσεις 
■ Μια πολυωνυµική εξίσωση µε πραγµατικούς συντελεστές στο ℂ έχει την µορφή 

𝑎"𝑧" + 𝑎"#$𝑧"#$ +⋯+ 𝑎$𝑧 + 𝑎% = 0, 𝑧 ∈ ℂ
µε n=1,2,… και  𝑎& ∈ ℝ, µε 𝑖 = 0,… , 𝑛.
Αν 𝑎"≠ 0 η πολυωνυµική συνάρτηση είναι βαθµού n.

Ένας µιγαδικός αριθµός z% είναι ρίζα της εξίσωσης αυτής τότε την επαληθεύει:
𝑎"z%" + 𝑎"#$z%"#$ +⋯+ 𝑎$z% + 𝑎% = 0

Αποδεικνύεται ότι: αν ένας µιγαδικός είναι ρίζα µιας πολυωνυµικής εξίσωσης τότε και ο 
συζυγής του είναι ρίζα της εξίσωσης αυτής



Εφαρµογή
■ Να λυθούν οι εξισώσεις 

i. 𝑧2 + 5𝑧! + 4 = 0

ii. 𝑧# + 3𝑧! + 4𝑧 − 8 = 0

Λύση

1. Θέτουµε 𝑤 = 𝑧! έτσι η εξίσωση γίνεται
𝑤! + 5𝑤 + 4 = 0

Με Δ=9, η εξίσωση αυτή έχει ρίζες τις

𝑤",! =
&3± 5
!

= &3±#
!

𝑤" =-4, και 𝑤! = −1

Εποµένως για 𝑤" =-4 έχουµε 𝑧! = −4, άρα 𝑧 = ±2i

Για 𝑤! = −1 έχουµε 𝑧! = −1, άρα 𝑧 = ±i



■ 𝑧# + 3𝑧! + 4𝑧 − 8 = 0

Η εξίσωση αυτή έχει τρεις πραγµατικές ρίζες ή µια πραγµατική και  2 µιγαδικές.

Παρατηρούµε ότι το 1 είναι ρίζα της εξίσωσης. Παραγοντοποιούµε το πολυώνυµο µε σχήµα Horner

1    3    4   -8     1

1    4    8

1    4    8    0

Εποµένως το πολυώνυµο γράφεται:
𝑧# + 3𝑧! + 4𝑧 − 8 = 𝑧 − 1 𝑧! + 4𝑧 + 8

Λύνουµε την εξίσωση     𝑧! + 4𝑧 + 8 = 0

Με Δ=-16 έχουµε

𝑧",! =
&2±* "-

!
= −2 ±2i

Συνεπώς το πολυώνυµο έχει τρεις ρίζες. Μια πραγµατική και 2 µιγαδικές.


