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¡ Ποιες είναι οι συναρτήσεις των οποίων η 
κλίση της εφαπτομένης της γραφικής τους 
παράστασης σε ένα σημείο είναι ίση με f;

¡ Πως υπολογίζεται το εμβαδόν 
διαφορετικών χωρίων;



¡ Κανόνας Τραπεζίου
¡ Κανόνας Ορθογωνίου
¡ Μέθοδος Simpson
Έννοια Διαμέρισης: Ονομάζουμε διαμέριση
ενός διαστήματος κάθε πεπερασμένη
γνησίως αύξουσα ακολουθία (xk )στοιχείων
του [α,β] με πρώτο στοιχείο x0=α και
τελευταίο xν=β. Λεπτομερέστερος διαμερισμός!
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¡ Έστω f πραγματική συνάρτηση ορισμένη
στο διάστημα [α,β] η οποία είναι και φραγμένη στο
διάστημα αυτό. 
¡ Έστω διαμερισμός

¡ Τέλος έστω t οποιοδήποτε σημείο του 
υποδιαστήματος 

Το άθροισμα

καλείται άθροισμα Riemann
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Η συνάρτηση f λέγεται ολοκληρώσιμη κατά
Riemann ως προς x στο διάστημα [α,β] εάν
υπάρχει το όριο του αθροίσματος Riemann
της f για νà άπειρο. Όταν το όριο αυτό υπάρχει
ονομάζεται ολοκλήρωμα Riemann (συνάρτηση υπο
ολοκλήρωση) και συμβολίζεται με 

1
( ) , lim ( )

n

k
ka

f x dx f t x
b

n®+¥
=

Dåò

1 1
,

n n

K k K k
k k
M x m x

= =

D Då å
Ανώτερο και κατώτερο

Άθροισμα Riemann



¡ Τα α,b καλούνται και κάτω και άνω άκρο 
ολοκλήρωσης.

¡ Το ορισμένο ολοκλήρωμα είναι ..... ενώ το 
αόριστο είναι....

¡ Ολοκληρώσιμη κατά Riemann:
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Έστω συνάρτηση f ολοκληρώσιμη και
συνεχής σε διάστημα [α,β] και ξ ανήκει στο
(α,β). Θα ονομάζουμε ορισμένο ολοκλήρωμα
την ποσότητα:
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Έστω συνάρτηση f ολοκληρώσιμη και συνεχής σε
διάστημα [α,β]. Το ολοκλήρωμα
Υπάρχει για κάθε x και είναι μια συνάρτηση F του
άνω ορίου του x δηλαδή:
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Έστω συνάρτηση f ολοκληρώσιμη και συνεχής σε
διάστημα [α,β] και F μια παράγουσα της f δηλαδή
ισχύει ότι
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¡ Να υπολογιστούν τα παρακάτω ολοκληρώματα
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4. Να υπολογιστεί το εμβαδόν του χωρίου που
 περικλείεται απο τον οριζόντιο άξονα, τις ευθείες 
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¡ Να υπολογιστεί το εμβαδόν που περικλείεται από 
την συνάρτηση 

¡ Να βρεθεί το εμβαδόν της επιφάνειας που 
ορίζεται από τις καμπύλες

2( ) 10 16 στο [2,8]
και στο διάστημα [0,2]
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2( ) 2, ( ) 1 στο [1,2]f x x g x x= + = -



Η συνάρτηση κέρδους μιας επιχείρησης
είναι Π(q)=5000-q-3062500/q και το
παραγόμενο προϊόν μεταβάλλεται από
1000 σε 3000 μονάδες. Ποιο το μέσο
κέρδος της επιχείρησης;



Η ιδέα της παραγώγισης ολοκληρώματος
εμφανίστηκε στην διαφάνεια με το πρώτο
θεώρημα κατά το οποίο το ολοκλήρωμα
παραγωγίζεται από ως προς το ανώτερο όριο
του, δηλαδή,
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¡ Σημειώσεις από το e-class
¡ Tο κεφάλαιο 6 από το βιβλίο του Jacques, το 

κεφάλαιο  18 απο το βιβλίο του Renshaw.
¡ Επίσης, το κεφάλαιο 10 του ολοκληρωτικού 

από το βιβλίο του Ξεπαπαδέα ή το κεφάλαιο 
17ο απο τον Λουκάκη.


