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Διάλεξη 8η
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13ο κεφάλαιο

• Έλεγχος t για ένα δείγμα
• Κατανομή δειγματοληψίας

του t
• Έλεγχος t
• Εκτίμηση του τυπικού

σφάλματος
• Διαστήματα εμπιστοσύνης



Κίνητρο

• Στις περιπτώσεις που η τυπική απόκλιση του πληθυσμού είναι

άγνωστη δεν μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε τον έλεγχο z

• Απαιτείται η εκτίμηση της άγνωστης τυπικής απόκλισης και ο

έλεγχος t
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Παράδειγμα

• Αυστηρέςποινές για τις εκπομπές καυσαερίων

• Οδηγία σχετικάμε τα μίλια-ανά-γαλόνι (mpg)ως προς την
κατανάλωσηκαυσίμου

• Κάτω όριο τα 45 mpg

• Πρακτικά αδύνατο να ελεγχθούν όλα τα αυτοκίνητα (συνήθωςμετράμε
την κατανάλωσησε ένα μικρό δείγμα ανά μοντέλο, έστω 6 αυτοκίνητα)

• Ζητάμε να εξάγουμε συμπέρασμαώστε να επιβληθείπρόστιμο ή όχι
στην αυτοκινητοβιομηχανία
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Παράδειγμα

• Διατύπωση στην μορφή ελέγχου υποθέσεων:

Η0: μ≥45 και

Η1: μ<45

• Πιθανά σφάλματα:
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Επίπεδο σημαντικότητας0.01

Μπορώ να το λύσω
με έλεγχο z;



Κατανομή δειγματοληψίας του t

• Αναπαριστά την κατανομήπου θα παίρναμεαν μια τιμή του t υπολογίζοντανγια
κάθε δειγματικόμέσο για όλα τα πιθανά τυχαία δείγματα (δεδομένουμεγέθους) 
ενόςπλυθισμού

• Η κατανομήαυτή έχει ως παράμετρο έναν θετικόακέραιοαριθμόπου καλείται
βαθμός ελευθερίας (df, degree of freedom)

• Η διαισθητική ερμηνεία του df είναι ότι αναπαριστά τωναριθμό των πραγματικά
ελευθέρωνμεταβλητών του προβλήματος

• Στην εκτίμηση της άγνωστηςμεταβλητότηταςτου πληθυσμού, κάνουμεχρήση της
τετραγωνικήςαπόκλισης από τον δειγματικόμέσοοπότε «χάνεται» έναςdf

• Οπότε για δείγμαμεγέθουςn, df=n-1
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Παράδειγμα df=n-1
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Λόγω της σχέσης

4 μετρήσεις είναι
ικανές να δώσουν και
την 5η



Σύγκριση με την τυποποιημένη κανονική κατανομή
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Σύγκριση με την τυποποιημένη κανονική κατανομή
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Διαφορετικές τιμές
για βαθμούς ελευθερίαςΑν δεν μπορούμε να βρούμε στους πίνακες

το df που μας ενδιαφέρει, τότε χρησιμοποιούμε
τον αμέσως μικρότερο αριθμό του πίνακα.



Παραδείγματα

• Να βρεθούν οι κρίσιμες τιμές βάσει της κατανομής t, για τους

στατιστικούς ελέγχους αποφάσεων:

(α) αμφίπλευρος, α=0.05, df=12

(β) μονόπλευρος αριστερής πλευράς, α=0.01, df=19

(γ) μονόπλευρος δεξιάς πλευράς, α=0.05, df=38

(δ) αμφίπλευρος, α=0.01, df=48
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Παραδείγματα

11

(α) αμφίπλευρος, α=0.05, df=12

(β) μονόπλευρος αριστερής πλευράς, 
α=0.01, df=19

(γ) μονόπλευρος δεξιάς πλευράς, 
α=0.05, df=38

(δ) αμφίπλευρος, α=0.01, df=48



Έλεγχος t

• Όταν η τυπική απόκλιση του πληθυσμού είναι άγνωστη, άρα και

το τυπικό σφάλμα, τότε καταφεύγουμε στην εκτίμησή του 𝜎ഥΧ

• Παρόμοια με τον έλεγχο z

t =
δειγματικός μέσος − υποθετικός μέσος πληθυσμού

εκτιμώμενο τυπικό σφάλμα

t =
തΧ − 𝜇𝜐𝜋𝜊𝜃𝜀𝜏𝜄𝜅ό

𝑠ഥΧ
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Έλεγχος t

• Παρατηρούμε πως σε σχέση με τον έλεγχο z, η συνάρτηση

κατανομής του t είναι περισσότερο διογκωμένη στις «ουρές» της

• Αυτό σημαίνει πως οι αντίστοιχες κρίσιμες τιμές απέχουν

μεγαλύτερη απόσταση από την μέση τιμή

• Πχ για α=0.01 ο μονόπλευρος αριστερός έλεγχος για το έλεγχο t 

έχει κρίσιμη τιμή -3.365 ενώ για τον έλεγχο z τιμή -2.33
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Κοινό μοτίβο

• Γενικά στους ελέγχους υποθέσεών ακολουθούμε παρόμοιο τρόπο

εργασίας:

Αν κάποιο παρατηρούμενο στατιστικό στοιχείο, πχ μέσος ενός

τυχαίου δείγματος, θεωρείται σπάνιο με βάση την μηδενική

υπόθεση, τότε απορρίπτουμε την Η0
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Εκτίμηση του τυπικού σφάλματος

• Αν η τυπική απόκλιση του πληθυσμού είναι άγνωστη, την
εκτιμούμε βάσει του δείγματος

• Η αλλαγή αυτή σε σχέση με τον έλεγχο z, επιφέρει μεγάλες
αλλαγές στον έλεγχο υποθέσεων

• Εκτιμώμενο τυπικό σφάλμα:

15
Εκτιμώμενο τυπικό σφάλμα του μέσου



Παράδειγμα

• Ελέγχουμε 10 συσκευασίες ως προς το βάρος τους σε ουγγίες

• Για το τυχαίο δείγμα λαμβάνουμε τις μετρήσεις:

16, 15, 14, 15, 14, 15, 16, 14, 14, 14

• Να υπολογίσετε

(α) τον μέσο

(β) το εκτιμώμενο τυπικό σφάλμα του μέσου
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Παράδειγμα
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(α)

(β)



Παράδειγμα (συνέχεια)

• Αυστηρέςποινές για τις εκπομπές καυσαερίων

• Οδηγία σχετικάμε τα μίλια-ανά-γαλόνι (mpg)ως προς την
κατανάλωσηκαυσίμου

• Κάτω όριο τα 45 mpg

• Πρακτικά αδύνατο να ελεγχθούν όλα τα αυτοκίνητα (συνήθωςμετράμε
την κατανάλωσησε ένα μικρό δείγμα ανά μοντέλο, έστω 6 αυτοκίνητα)

• Ζητάμε να εξάγουμε συμπέρασμαώστε να επιβληθείπρόστιμο ή όχι
στην αυτοκινητοβιομηχανία
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Παράδειγμα

• Διατύπωση στην μορφή ελέγχου υποθέσεων:

Η0: μ≥45 και

Η1: μ<45

• Επίπεδο σημαντικότητας 0.01
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Παράδειγμα

• Βήμα 1ο

• Εκχώρηση τιμής στο n (1)

• Πρόσθεση όλων των αποτελεσμάτωνΧ (2)

• Εύρεση του μέσου (3)

• Υπολογισμός τετραγώνων του Χ (4)

• Πρόσθεση όλων των τετραγώνων και των διαφορών (5-6)

• Υπολογισμός της τυπικής απόκλισης του δείγματος s (7)
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Παράδειγμα
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Δεδομένα
του προβλήματος



Παράδειγμα

Βήμα 2ο

• Υπολογισμός του εκτιμώμενου τυπικού σφάλματος του μέσου (8)
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Παράδειγμα

Βήμα 3ο

• Εκχώρηση τιμής του υποθετικού μέσου του πληθυσμού (9)

• Υπολογισμός του t (10)
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Παράδειγμα
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df=5, a=0.01

Μονόπλευρος αριστερής πλευράς: 
κρίσιμη τιμή -3.365

Δεν μπορούμε να απορρίψουμε την Η0



Διαστήματα εμπιστοσύνης

• Ο ισχυρισμός α% βεβαιότητας (πχ α=95) σημαίνει μπορούμε να

είμαστε εύλογα βέβαιοι ότι ένα παρατηρούμενο ΔΕ περιλαμβάνει

τον πραγματικό μέσο όταν η τυπική απόκλιση του πληθυσμού δεν

είναι γνωστή (αλλά κάνουμε χρήση του εκτιμώμενου τυπικού

σφάλματος του μέσου)
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Δειγματικός μέσος
Εκτιμώμενο τυπικό
σφάλμα του μέσου

Τιμή από την κατανομή t
στους καταλλήλους βαθμούς
ελευθερίας και επίπεδο εμπιστοσύνης



Παράδειγμα

• Να υπολογισθεί το ΔΕ του μέσου για επίπεδο εμπιστοσύνης95%
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Παράδειγμα

• Μακροπρόθεσμα, το 95% όλων των διαστημάτων όπως το

υπολογισθέν, θα περιλαμβάνει τον άγνωστο μέσο του πληθυσμού

• Ο ισχυρισμός 95% βεβαιότητας σημαίνει πως μπορούμε να

είμαστε εύλογα βέβαιοι ότι το παρατηρούμενο ΔΕ [40.71-45.29] 

περιλαμβάνει τον πραγματικό μέσο του πληθυσμού των

αυτοκινήτων του συγκεκριμένου μοντέλου
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Υποθέσεις/σχόλια σχετικά με το t

• Η τυπική απόκλιση είναι άγνωστη

• Μπορούμε να θεωρήσουμε ότι ο πληθυσμός κατανέμεται
κανονικά

• Και όταν ακόμη δεν ικανοποιείται η συνθήκη το t διατηρεί την ακρίβεια
του όταν το δείγμα δεν είναι υπερβολικά μικρό

• Για μικρά μεγέθη δείγματος (πχ <10) εφόσον γνωρίζουμε ότι ο
πληθυσμός είναι μη-κανονικός, προτείνεται η αύξηση του μεγέθους του
δείγματος πριν υπολογίσουμε και χρησιμοποιήσουμε το t
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Σύνδεσμοι σε online συγγράμματα

• https://www.stat.cmu.edu/~hseltman/309/Book/chapter6.pdf
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https://www.stat.cmu.edu/~hseltman/309/Book/chapter6.pdf


Σύνδεσμοι σε online video

• https://www.youtube.com/watch?v=pTmLQvMM-1M
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https://www.youtube.com/watch?v=pTmLQvMM-1M


R code

• t.test(data)
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