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Διάλεξη 5η
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10ο κεφάλαιο

• Στατιστικός έλεγχος υποθέσεων
• Μηδενικές και εναλλακτικές

υποθέσεις
• Κανόνας απόφασης
• Ο έλεγχος z



Βασική ιδέα
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Πληθυσμός



Βασική ιδέα
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Πληθυσμός



Βασική ιδέα
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Πληθυσμός

Τυχαίο δείγμα



Βασική ιδέα
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Πληθυσμός

Τυχαίο δείγμα



Βασική ιδέα
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Πληθυσμός

Τυχαίο δείγμα

Τι μπορούμε να πούμε
για τον πληθυσμός
βασισμένοι στο δείγμα;



Βασική ιδέα
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Πληθυσμός

Τυχαίο δείγμα

Πρέπει να λάβουμε υπόψη
τον ρόλο της τυχαιότητας
κατά την επιλογή του δείγματος



Βασική ιδέα
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Πληθυσμός

Τυχαίο δείγμα

Η κατανομή της δειγματοληψίας
θα είναι το σημείο αναφοράς



Παράδειγμα
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• Έστω ότι οι φοιτητές που λαμβάνουν μέρος στις εθνικές εξετάσεις

έχουν μέσο 500 και τυπική απόκλιση 110 σε εθνικό επίπεδο.

• Σε τυχαίο δείγμα (τ.δ.) 100 τοπικών φοιτητών έχουν μέσο 533.

• Υπάρχει/συμβαίνει κάτι ιδιαίτερο στον τοπικό πληθυσμό σε σχέση

με τον εθνικό;



Τρόπος εργασίας

• Καταρτίζουμε μια μηδενική υπόθεση: πχ οι τοπικοί φοιτητές δεν

διαφέρουν από εκείνους σε εθνικό επίπεδο

• Η κατανομή δειγματοληψίας του μέσου για όλα τα πιθανά τυχαία

δείγματα (πχ μεγέθους 100) αποτελεί το σημείο αναφοράς μας

• «Συγκρίνουμε» τον μέσο του δείγματος με την θέση του στην

κατανομή δειγματοληψίας
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Τι είναι η κατανομή δειγματοληψίας του μέσου

• Είναι η κατανομή που αναπαριστά την μεταβλητότητα των

δειγματικών μέσων

• Πλαίσιο αναφοράς για την γενίκευση των συμπερασμάτων για τον

πληθυσμό

• Αναφέρεται στην κατανομή των πιθανοτήτων των μέσων για

όλα τα πιθανά τυχαία δείγματα δεδομένου μεγέθους από

κάποιον πληθυσμό
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Χρησιμότητα

• Μας επιτρέπει να διαπιστώσουμε αν δεδομένης της

μεταβλητότητας μεταξύ όλων των πιθανών δειγματικών μέσων, ο

παρατηρούμενος δειγματικός μέσος μπορεί να θεωρηθεί κοινό ή

σπάνιο αποτέλεσμα.

• Δηλαδή πως συγκρίνεται ο υπολογισμένος μέσος, με τους μέσους

αν κάναμε δειγματοληψία του προς εξέταση πληθυσμού
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Σκεπτικό

• Ο μέσος της κατανομής δειγματοληψίας του μέσου, ισούται με το

μέσο το πληθυσμού

• Λαμβάνουμε υπόψη τον ρόλο του μεγέθους του δείγματος στην

διακύμανση

• Αν το δείγμα «τοποθετείται» μεταξύ των εξαιρετικά σπάνιων

τιμών λαμβάνουμε το κατάλληλο συμπέρασμα

14



Παράδειγμα
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• Αν λαμβάναμε δείγματα μεγέθους 100 από τον εθνικό πληθυσμό

η υποθετική κατανομή δειγματοληψίας θα ήταν

(για καλύτερη απεικόνιση σημειώνουμε αποστάσεις
με βάση το τυπικό σφάλμα του τοπικού δείγματος)  



Κοινά αποτελέσματα

• Ένας παρατηρούμενος δειγματικός μέσος θεωρείται κοινό

αποτέλεσμα αν δεν διαφέρει πολύ από τον μέσο της κατανομής

δειγματοληψίας

• Υποδηλώνει έλλειψη απόδειξης ότι συμβαίνει κάτι ιδιαίτερο σε

σχέση με το δείγμα του προς εξέταση πληθυσμού

• Ενδεχομένως η μικρή διαφορά είναι αποτέλεσμα της

δειγματοληψίας
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Σπάνια αποτελέσματα

• Ένας παρατηρούμενος δειγματικός μέσος θεωρείται σπάνιο

αποτέλεσμα αν διαφέρει σημαντικά από τον μέσο της κατανομής

δειγματοληψίας

• Υποδηλώνει την ύπαρξη απόδειξης ότι συμβαίνει κάτι ιδιαίτερο σε

σχέση με το δείγμα του προς εξέταση πληθυσμού

17



Τα όρια
σχηματικά
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Τυποποίηση της κατανομής δειγματοληψίας

• Για λόγους κοινής αντιμετώπισης μετατρέπουμε την κατανομή

δειγματοληψίας σε τυποποιημένη μορφή
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Μετατροπή δειγματικού μέσου σε συμβατή μορφή
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«Σιωπηρές» υποθέσεις

• Ο έλεγχος z (δηλαδή ο στατιστικός έλεγχος που εκτιμά πόσο

αποκλίνει ο παρατηρούμενος δειγματικός μέσος σε μονάδες

τυπικού σφάλματος σε σχέση με το την υποτιθέμενη κατανομή

δειγματοληψίας του μέσου), είναι ακριβής όταν:

• Ο πληθυσμός κατανέμεται κανονικά ή το δείγμα είναι μεγάλο

ώστε να εφαρμόζεται με ακρίβεια το κεντρικό οριακό θεώρημα

• Η τυπική απόκλιση του πληθυσμούς είναι γνωστή
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Ερωτήσεις

• Υπολογίστε την τιμή του z-test για τις παρακάτω περιπτώσεις: 
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Ερωτήσεις
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Η διαδικασία βήμα προς βήμα 1/5 
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Διατύπωση του προβλήματος σαν ερώτημα
έρευνας

Πχ ο μέσος όρος των ντόπιων φοιτητών
διαφέρει από τον εθνικό μέσο



Η διαδικασία βήμα προς βήμα 2/5
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Διατύπωση στατιστικών υποθέσεων:
Μηδενική υπόθεση (null-hypothesis) H0

Εναλλακτική υπόθεση (alternative-hypothesis) H1

Πχ H0: μ=500 και H1: μ≠500 



Η διαδικασία βήμα προς βήμα 2/5 

• Η μηδενική υπόθεση H0 είναι το σημείο εστίασης της ερευνάς

• Υποστηρίζει ότι τίποτα διαφορετικό/ιδιαίτερο δεν συμβαίνει ως προς
τον εξέταση πληθυσμό

• Η H0 κάνει μια ακριβή δήλωση για ένα χαρακτηριστικό του προς
εξέταση πληθυσμού

• Πρέπει να είναι διατυπωμένη με τέτοιο τρόπο ώστε να απαντά στο
αρχικό πρόβλημα (1/5) μέσω της εξέτασης αν ο δειγματικός μέσος
προκύπτει όντως από την υποθετική κατανομής δειγματοληψίας
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Η διαδικασία βήμα προς βήμα 2/5 

• Η εναλλακτική υπόθεση υποστηρίζει το αντίθετο από το H0

• Η H1 είναι η υπόθεση εκείνη που συνήθως ελπίζει να αποδείξει η

στατιστική έρευνα και ονομάζεται και «υπόθεση έρευνας»

• Μπορεί να λάβει 3 μορφές (επόμενες διαλέξεις)
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Η διαδικασία βήμα προς βήμα 3/5
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Διατύπωση του κανόνα απόφασης βασισμένη
σε επίπεδο σημαντικότητας α. 
Η τιμή του α καθορίζει το όριο για την z-τιμή

Πχ για επίπεδο σημαντικότητας α=0.05, 
κινούμαστε σε εύρος z≥1.96 και z≤-1.96 



Η διαδικασία βήμα προς βήμα 3/5 

• Μέσω της τιμής του επιπέδου σημαντικότητας α, καθορίζουμε το

πόσο ιδιαίτερο πρέπει να είναι το παρατηρούμενο δείγμα

(δηλαδή τον βαθμό σπανιότητας του παρατηρούμενου

αποτελέσματος)

• Η τιμή του α, μεταφράζεται σε «πιθανότητα σπανιότητας» 

• Από την επιλογή του α, υπολογίζουμε τις κρίσιμες τιμές

για την τιμή του z
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Η διαδικασία βήμα προς βήμα 4/5
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Κάνοντας χρήση του τύπου 𝜎ഥΧ = 𝜎/ 𝑛, όπου
σ είναι η τυπική απόκλιση του πληθυσμού και
n το μέγεθος του δείγματος μετατρέοπουμε
τον δειγματικού μέσο തΧ σε z-μορφή

𝑧 = തΧ − 𝜇 /𝜎ഥΧ

Πχ για το δείγμα ντόπιων
φοιτητών



Η διαδικασία βήμα προς βήμα 5/5
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Εφαρμόζουμε τον κανόνα απόφασης κάνοντας
χρήση της z-τιμής και των ορίων βάσει του
επιπέδου σημαντικότητας και απορρίπτουμε ή
όχι την μηδενική υπόθεση.

Πχ για z=3 → z≥1.96 → απορρίπτουμε το Η0



Η διαδικασία βήμα προς βήμα 5/5

• Αξιολογούμε την σπανιότητα των παρατηρήσεων

• Το κάνουμε ποσοτικά

• Στηριζόμαστε σε προ-αποφασισμένα κατώφλια (δηλ. τιμές του α)

• Γενική αρχή «με βάση την υποθετική κατανομή δειγματοληψίας

διαπιστώνουμε πόσο κεντρικά ή ακραία είναι η παρατήρησή μας»

• Για ευκολία τυποποιούμε την κατανομή και την παρατήρηση
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Ερωτήσεις

• Τι θα πείτε για τη H1 για έναν στατιστικό έλεγχο z με κρίσιμες

τιμές ±1.96

(a) z=1.74

(b) z=0.13

(z) z=-2.51
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Ερωτήσεις

• Οι κρίσιμες τιμές ±1.96 αντιστοιχούν σε επίπεδο
σημαντικότητας α=0.05

(a) Διατήρηση του H0 γιατί για z=1.74 ισχύει
-1.96≤z≤1.96

(b) Διατήρηση του H0 γιατί για z= 0.13 ισχύει
-1.96≤z≤1.96

(c) Απόρριψη του H0 γιατί για z=-2.51 ισχύει
z≤-1.96
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Ερμηνεία της απόφασης σε σχέση την αρχική
ερώτηση

• Ανάλογα με την απόφαση ένα από τα παρακάτω συμβαίνουν:
• Αν αποφασίσαμε να διατηρήσουμε την H0 τότε η αρχική ερώτηση έρευνα

(ανάλογα με την διατύπωσή της) λαμβάνει αρνητική απάντηση

• Αν αποφασίσαμε να απορρίψουμε την H0, τότε συνήθως λαμβάνουμε
θετική απάντηση στην αρχική ερώτηση (πχ ο μέσος των ντόπιων
φοιτητών διαφέρει από τον εθνικό μέσο)
• Ανάλογα με το ποιον τρόπο κάνουμε την απόρριψη (πχ. z≤-1.96 ή z≥1.96)

μπορούμε να αποφανθούμε αν ο μέσος είναι σπάνιος/ιδιαίτερος μικρός ή μεγάλος
(πχ οι ντόπιοι φοιτητές έχουν υψηλότερη μέση βαθμολογία) 
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Ερωτήσεις

• Από μελέτη βρέθηκε ότι το μέσο ετήσιο εισόδημα των αποφοίτων

είναι $82500 με τυπικό απόκλιση $6000.

• Έρευνα αν οι γυναίκες αμείβονται παρομοίως

• Είναι ο μέσος αυτός ίδιος για τις γυναίκες

• Ρωτήθηκαν 100 γυναίκες και ο μέσος μισθός βρέθηκε $80100
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Συγγράμματα online (δωρεάν)

• http://courses.washington.edu/psy315/tutorials/z_test_tutor

ial.pdf
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Σχετικά video

• https://www.youtube.com/watch?v=0oc49DyA3hU
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Σχετικά video

• https://www.youtube.com/watch?v=zJ8e_wAWUzE
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Ιδιότητες
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Ο μέσος της κατανομής δειγματοληψίας τουμέσου, ισούταιμε το μέσο το πληθυσμού

Το τυπικό σφάλμα τουμέσου ισούταιμε την τυπική απόκλιση τουπληθυσμού
δια της τετραγωνικής ρίζας τουμεγέθους του δείγματος



Υπολογισμός από την αρχή

• Πολύ μικρός πληθυσμός {2,3,4,5}

• Ζητάμε κατανομή μέσου για δείγματα μεγέθους 2
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Υπολογισμός από την αρχή
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Πίνακας όλων των ζευγών

Όλοι οι συνδυασμοί δειγμάτων
Από αυτός 1 μόνο επιλέγεται



Υπολογισμός από την αρχή
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Υπολογισμός από την αρχή
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Μπορούμε να υπολογίσουμε την
πιθανότητα κάθε δειγματικού μέσου

Μπορούμε να εξάγουμε
συμπεράσματα



Συμβολισμοί
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Δείγμα
Πληθυσμός

Κατανομή δειγματοληψίας
του μέσου

(τυπικό σφάλμα
του μέσου)



Ιδιότητες
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Ο μέσος της κατανομής δειγματοληψίας τουμέσου, ισούταιμε το μέσο το πληθυσμού

Το τυπικό σφάλμα τουμέσου ισούταιμε την τυπική απόκλιση τουπληθυσμού
δια της τετραγωνικής ρίζας τουμεγέθους του δείγματος



Συμβολισμοί
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Δείγμα
Πληθυσμός

Κατανομή δειγματοληψίας
του μέσου

(τυπικό σφάλμα
του μέσου)



Κεντρικό Οριακό Θεώρημα (Central Limit Theorem)

• Αν Χ1, Χ2, Χ3,… , Χ𝜈 ανεξάρτητες τυχαίες μεταβλητές που

ακολουθούν την ίδια κατανομή με Ε 𝑋𝑖 = μ και 𝑉𝑎𝑟 𝑋𝑖 = 𝜎2

για 𝑖 = 1,… , 𝑛 για πολύ μεγάλα 𝜈 (θεωρητικά 𝜈 → ∞) ισχύει

και
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Πόσο μεγάλο πρέπει
να είναι το ν; Τουλάχιστον 30


