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Διάλεξη 9η
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7.1– 7.3

Βασικές συνεχείς κατανομές
• Κανονική
• Χ – τετράγωνο
• Τ – student
• F



Κανονική κατανομή

• Η σπουδαιότερη κατανομή της Θεωρίας Πιθανοτήτων και της

Στατιστικής

• Εξαιρετικά ευρύ φάσμα θεωρητικών και πραγματικών εφαρμογών
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Κανονική κατανομή

• Η συνάρτηση πυκνότητας της κανονικής κατανομής δίνεται από

τον τύπο

όπου, σ > 0 η τυπική απόκλιση και μ ∈(−∞,+ ∞) η μέση τιμή της

κατανομής
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Ιδιότητες κανονικής κατανομής

• Η κανονική καμπύλη είναι συμμετρική και οι «ουρές» της πλησιάζουν
τον οριζόντιο άξονα ομαλά (ασυμπτωτικά).

• Η μέση τιμή και η διάμεσος ταυτίζονται.

• Η κορυφή ταυτίζεται με τη μέση τιμή και τη διάμεσο.

• Η περιοχή που παρουσιάζει τη μεγαλύτερη πυκνότητα, βρίσκεται και
αυτή στο μέσο της κατανομής:
• γύρω από τη μέση τιμή τους υπάρχουν σχετικά πολλές τιμές ενώ μακριά από τη

μέση τιμή βρίσκονται σχετικά λίγες τιμές
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Ιδιότητες κανονικής κατανομής

• Στη θέση x = μ παρουσιάζει μέγιστη τιμή, ίση με

• Στις θέσεις x = μ −σ και x = μ +σ παρουσιάζει σημεία καμπής
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Ο ρόλος της μέσης τιμής και διακύμανσης
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Ίδια μέση τιμή και
διαφορετική τυπική

απόκλιση

Ίδια τυπική απόκλιση και
διαφορετική

μέση τιμή

Όσο μικρότερη είναι η τυπική απόκλιση, τόσο ψηλότερη και
τόσο πιο στενή είναι η κανονική καμπύλη,



Υπολογισμός πιθανοτήτων
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Τυποποιημένη κανονική κατανομή

• Είναι η κανονική κατανομή που έχει μέση τιμή 0 και τυπική

απόκλιση 1 με συνάρτηση πυκνότητας
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Τυποποιημένη κανονική κατανομή

• Αθροιστική συνάρτησης κατανομής
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Υπολογισμός
πιθανοτήτων

• Χρησιμοποιούμε τον πίνακα της

τυποποιημένης κανονικής

κατανομής N(0,1)
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Αρνητικές τιμές;
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Υπολογισμός πιθανοτήτων
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Χρήσιμες ιδιότητες



Παράδειγμα

• P(Z ≤ 0) = Φ(0) = 0.5

• P (Z ≤1.37) = Φ(1.37) = 0.9147

• P(Z > 1.37) = 1− P(Z ≤ 1.37) = 1−Φ(1.37) = 1− 0.9147 = 0.0853

• P(Z ≤ −1.55) = Φ(−1.55) = 1−Φ(1.55) = 1− 0.9394 = 0.0606

•
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• Αν η τυχαία μεταβλητή Χ ακολουθεί μια κανονική κατανομή

𝑁(𝜇, 𝜎2) τότε η τυχαία μεταβλητή

ακολουθεί την τυποποιημένη κανονική N(0,1).

• Οπότε ισχύει

Εύρεση πιθανοτήτων οποιασδήποτε κανονικής
κατανομής
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Εύρεση πιθανοτήτων οποιασδήποτε κανονικής
κατανομής μέσω της τυποποιημένης
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Παράδειγμα

• Ο χρόνος, έστω Χ, που χρειάζεται ένα ασθενοφόρο για να φθάσει από
ένα κέντρο υγείας στο πλησιέστερο περιφερειακό νοσοκομείο, 
ακολουθεί κατά προσέγγιση κανονική κατανομή με μέση τιμή μ = 
17min και τυπική απόκλιση σ = 3min. Να βρεθεί η πιθανότητα ο
χρόνος που θα χρειασθεί το ασθενοφόρο για να φθάσει στο
περιφερειακό νοσοκομείο να είναι
• α) το πολύ 15 min

• β)περισσότερο από 22 min

• γ) τουλάχιστον 13 min και το πολύ 21 min.
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Παράδειγμα
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α)

β)

γ)



Πιθανότητες
σε σχέση της
τιμής του σ
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Μίξεις κανονικών τμ

• Αν Χ1, Χ2, Χ3,… , Χ𝜈 ανεξάρτητες τυχαίες μεταβλητές με

Χ𝑖~𝑁(𝜇𝑖 , 𝜎𝑖
2) για 𝑖 = 1,… , 𝑛 τότε

• Χ𝑖~𝑁(𝜇, 𝜎
2) για 𝑖 = 1,… , 𝑛 τότε
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Παράδειγμα

• Οι ακαθάριστες εβδομαδιαίες εισπράξεις μιας κτηνοτροφικής

μονάδας από την πώληση του γάλακτος που παράγει είναι

κανονική τυχαία μεταβλητή με μέση τιμή 2200 € και τυπική

απόκλιση 230 €. 

• Ποια είναι η πιθανότητα τις επόμενες δύο εβδομάδες οι

συνολικές ακαθάριστες εισπράξεις της μονάδας από την πώληση

του γάλακτος που παράγει να ξεπερνούν τις 5000 €;
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Παράδειγμα

• Έστω Χ1 οι ακαθάριστες εισπράξεις από την πώληση του γάλακτος

την πρώτη εβδομάδα και Χ2 τη δεύτερη εβδομάδα.

• Δίνεται ότι

• Συνολικές εισπράξεις: 𝑆2 = 𝑋1 + 𝑋2
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Κεντρικό Οριακό Θεώρημα (Central Limit Theorem)

• Αν Χ1, Χ2, Χ3,… , Χ𝜈 ανεξάρτητες τυχαίες μεταβλητές που

ακολουθούν την ίδια κατανομή με Ε 𝑋𝑖 = μ και 𝑉𝑎𝑟 𝑋𝑖 = 𝜎2

για 𝑖 = 1,… , 𝑛 για πολύ μεγάλα 𝜈 (θεωρητικά 𝜈 → ∞) ισχύει

και
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Πόσο μεγάλο πρέπει
να είναι το ν; Τουλάχιστον 30



Παράδειγμα

• Τα μήλα Starking Delicious που παράγονται στο οροπέδιο της
Τεγέας έχουν μέσο βάρος μ = 220gr με τυπική απόκλιση σ = 
80gr . Στο συσκευαστήριο του τοπικού συνεταιρισμού τα μήλα
συσκευάζονται σε κιβώτια των 60 μήλων και προωθούνται στα
ψυγεία και την αγορά. 

• Μπορούμε να υπολογίσουμε ποιο ποσοστό (κατά προσέγγιση) 
των κιβωτίων περιέχει μήλα με μέσο βάρος μεταξύ 200 και
250gr;
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Παράδειγμα

• Δυσκολία: δεν γνωρίζουμε την κατανομή του βάρους μόνο την

μέση τιμή και την διακύμανση

• Τα βάρη των μήλων κάθε κιβωτίου είναι ένα τυχαίο δείγμα

μεγέθους ν = 60 από τον πληθυσμό των βαρών των μήλων όλης

της παραγωγής

• Ποιο ποσοστό (κατά προσέγγιση) των δειγματικών μέσων

βρίσκεται μεταξύ 200 και 250gr;
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Παράδειγμα

• Έστω η Χ τυχαία μεταβλητή που εκφράζει το βάρος ενός τυχαία

επιλεγμένου μήλου.

• Από το ΚΟΘ ξέρουμε πώς η μέση τιμή θα ακολουθεί την κανονική

κατανομή
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Παράδειγμα

• Μπορούμε να υπολογίσουμε ποιο ποσοστό (κατά προσέγγιση) 

των κιβωτίων περιέχει μήλα με μέσο βάρος μεταξύ 200 και

250gr;
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Το ποσοστό των κιβωτίων που περιέχουν μήλα με μέσο βάρος μεταξύ 200
και 250gr είναι (κατά προσέγγιση) 97.25%.



Κανονική προσέγγιση της Διωνυμικής κατανομής

• Για μεγάλα ν (θεωρητικά ν→∞ ), η διωνυμική κατανομή μπορεί

να προσεγγισθεί από μια κανονική κατανομή με ίδια μέση τιμή

και ίδια διακύμανση. Δηλαδή, αν X ~ B(ν , p) τότε, για μεγάλες

τιμές του ν , η κατανομή της Χ προσεγγίζεται από την 𝑁(𝜇, 𝜎2) με

μ =νp και 𝜎2 =νp(1 − p) .

28Πόσο μεγάλο πρέπει
να είναι το ν; νp ≥ 5 και ν (1 − p) ≥ 5.



Κανονική
προσέγγιση της
Διωνυμικής
κατανομής

Πόσο καλά την προσεγγίζει;

29



Παράδειγμα

• Ο επιθυμητός/ιδανικός αριθμός πρωτοετών φοιτητών σε ένα

πανεπιστήμιο είναι 150. Το πανεπιστήμιο, γνωρίζοντας από

προηγούμενη εμπειρία ότι από τους φοιτητές που κάνει δεκτούς

για εγγραφή μόνο το 30% παρακολουθεί τα μαθήματα, κάνει

δεκτούς 450 φοιτητές. Ποια είναι η πιθανότητα από τους 450 

πρωτοετείς φοιτητές, να παρακολουθούν τελικά τα μαθήματα

περισσότεροι από 150.
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Παράδειγμα

• Έστω Χ τμ που μετρά τον αριθμό των πρωτοετών φοιτητών που

παρακολουθούν τα μαθήματα

• X ~ B(ν , p) με ν = 450 και p = 0.3

• Ελέγχουμε αν η κανονική κατανομή μπορεί να την προσεγγίσει

ικανοποιητικά: 
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Παράδειγμα

• Κανονική προσέγγιση:

• Ζητούμενη πιθανότητα:
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Κανονική προσέγγιση της κατανομής Poisson

• Aν Χ είναι μια τυχαία μεταβλητή που ακολουθεί την κατανομή

Poisson με παράμετρο λ ,τότε η κατανομή της Χ προσεγγίζεται, για

μεγάλες τιμές του λ (στην πράξη για λ > 10 ), από την N(μ, 𝜎2) με μ 

= λ και 𝜎2 = λ .
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Παράδειγμα

• Σε μια αγροτική καλλιέργεια κηπευτικών, ο αριθμός των φυτών

που δεν αναπτύσσονται είναι τυχαία μεταβλητή Χ που ακολουθεί

κατανομή Poisson με μέση τιμή λ = 100 φυτά/καλλιεργητική

περίοδο. 

• Ποια είναι η πιθανότητα σε μια καλλιεργητική περίοδο ο αριθμός

των φυτών που δε θα αναπτυχθούν να είναι τουλάχιστον 120.
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Παράδειγμα

• Επειδή η τιμή του λ είναι μεγάλη (>10), η κατανομή της Χ

προσεγγίζεται ικανοποιητικά από την κανονική με μ = λ = 100 και

𝜎2 = λ = 100 , δηλαδή, από την N(100, 100)
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Κατανομή 𝜒2

• Αν Ζ1, Ζ2, Ζ3,… , Ζ𝜈 είναι τυποποιημένες κανονικές μεταβλητές με

Ζ𝑖~𝑁(0,1) τότε η κατανομή της τμ Χ = Ζ1
2 + Ζ2

2 +⋯+ Ζ𝜈
2

ακολουθεί την κατανομή χ-τετράγωνο με ν βαθμούς ελευθερίας

(chi-square distribution)

• E(X)=ν και Var(X)=2v
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Κατανομή 𝜒2

37



Κατανομή 𝜒2
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𝑃 𝑋 ≤ 𝜒𝜈,𝛼
2 = 1 − 𝛼𝑃 𝑋 > 𝜒𝜈,𝛼

2 = 𝛼



Κατανομή t (student)

• Έστω Ζ τμ η οποία ακολουθεί την τυποποιημένη κατανομή
(Ζ~Ν(0,1)) και S𝜈 μια ανεξάρτητη τυχαία μεταβλητή που
ακολουθεί την χ-τετράγωνο κατανομή με ν βαθμούς ελευθερίας.

• Η τμ Τ =
Ζ

𝑆𝜈/𝜈
ακολουθεί την κατανομή t με ν βαθμούς

ελευθερίας (t distribution, student t-distribution) και
συμβολίζεται με 𝑇~𝑡𝜈.

• Ε(Τ)=0 για ν>0 και Var(T)=v/(v-2) για ν>2
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Κατανομή t 
(student)
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Κατανομή t 
(student)
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𝑃 𝑋 ≤ 𝑡𝜈 = 1 − 𝛼𝑃 𝑋 > 𝑡𝜈 = 𝛼



Κατανομή F

• Έστω 𝑆𝜈 και 𝑆𝑚 δύο ανεξάρτητες τμ που ακολουθούν την
κατανομή χ-τετράγωνο με ν και m βαθμούς ελευθερίας
αντίστοιχα. 

• Η τμ F =
𝑆𝜈/𝜈

S𝑚/𝑚
=

𝑚

𝑛

𝑆𝜈

S𝑚
ακολουθεί την κατανομή F με ν και m 

βαθμούς ελευθερίας (F-distribution, 𝐹𝜈,𝑚)

• 𝐸 𝐹 =
𝑚

𝑚−2
για m>2 και 𝑉𝑎𝑟 𝐹 =

2𝑚2(𝜈+𝑚−2)

ν 𝑚−2 2(𝑚−4)
για m>4.
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Κατανομή F
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Κατανομή F
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𝑃 𝑋 ≤ 𝐹𝜈,𝜇;𝛼 = 1 − 𝛼 𝑃 Χ > 𝐹𝜈,𝜇;𝛼 = 𝛼

𝐹𝜈,𝜇;1−𝛼 = 1/𝐹𝜈,𝜇;𝛼



Backup
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http://www.kosmonaftis.gr/gomath/math_clkat2/bibliomath_209-218.pdf



Συνεχής τυχαία μεταβλητή και συνάρτηση
πυκνότητας πιθανότητας

• Μια τυχαία μεταβλητή Χ λέγεται συνεχής αν υπάρχει μια μη
αρνητική πραγματική συνάρτηση

τέτοια ώστε για κάθε υποσύνολο Α των πραγματικών να ισχύει

• Η συνάρτηση 𝑓 ονομάζεται συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας
ή απλά συνάρτηση πυκνότητας της Χ (probability density
function, pdf).
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Πιθανότητες ενδεχομένων
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Πρόταση

• Αν Χ συνεχής τυχαία μεταβλητή με συνάρτηση κατανομής F και

συνάρτηση πυκνότητας 𝑓, τότε:
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(στα σημεία συνέχειας της 𝑓)



Διωνυμική κατανομή

• Αν Χ ο αριθμός των επιτυχιών σε μια ακολουθία ν ανεξάρτητων

δοκιμών Bernoulli με σταθερή πιθανότητα επιτυχίας p σε όλες

τις δοκιμές, τότε η κατανομή της τυχαίας μεταβλητής Χ

ονομάζεται διωνυμική κατανομή (binomial distribution) με

παραμέτρους ν και p και συμβολίζεται με B(ν , p) ή Χ~ B(ν , p).

• Η συνάρτηση πιθανότητας είναι: 
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Μέση τιμή και η διακύμανση

• H μέση τιμή και η διακύμανση είναι:

• Η διακύμανση ελαττώνεται όσο το p πλησιάζει το 0 ή το 1 και

μεγιστοποιείται για p = 1/2
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Οριακό θεώρημα Poisson

• Έστω ότι η τυχαία μεταβλητή Χ ακολουθεί τη διωνυμική κατανομή

B(ν , p) με συνάρτηση πιθανότητας

Αν για ν→ +∞ το p →0 έτσι ώστε η μέση τιμή της Χ να συγκλίνει

προς μια θετική σταθερά λ , δηλαδή, έτσι ώστε νp →λ , τότε
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Η κατανομή Poisson

• Έστω Χ μια διακριτή τυχαία μεταβλητή με συνάρτηση πιθανότητας

όπου λ > 0 . Η κατανομή της τυχαίας μεταβλητής Χ ονομάζεται
κατανομή Poisson με παράμετρο λ και συμβολίζεται με P(λ).

• Η διωνυμική κατανομή προσεγγίζεται από την κατανομή Poisson
αν για ν μεγάλο (θεωρητικά ν→∞), η πιθανότητα επιτυχίας p 
συγκλίνει στο 0 (δηλ. p →0 ) έτσι ώστε η μέση τιμή της να συγκλίνει σε
μια θετική σταθερά λ (νp →λ ).

53



Σχόλια

• Πόσο μεγάλο πρέπει να είναι το ν και πόσο μικρό το p;

• ν ≥ 20 και p≤10/ν

• λ =νp = 2 όταν ν = 10,20,100,200 καιp = 0.2, 0.1, 

0.02, 0.01 αντίστοιχα
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Μέση τιμή και διακύμανση

• H μέση τιμή και η διακύμανση της κατανομής Poisson με

παράμερο λ , αντίστοιχα είναι

και
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