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Κεφάλαιο 3   

Πίνακες και Γραµµικά Συστήµατα 

Στο κεφάλαιο αυτό θα ασχοληθούµε µε  πράξεις πινάκων και την εφαρµογή τους στα 
γραµµικά συστήµατα. Θα δώσουµε ιδιαίτερη έµφαση στη µέθοδο απαλοιφής του 
Gauss που οδηγεί φυσιολογικά στην έννοια του κλιµακωτού πίνακα. 
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ΒΑΣΙΚΕΣ ΕΝΝΟΙΕΣ 

Υπενθυµίζουµε ορισµούς βασικών εννοιών που αναφέρονται στις πράξεις πινάκων 

και στα γραµµικά συστήµατα. 

ΠΙΝΑΚΕΣ 

Ορισµός 1 (πίνακας) 

Με  συµβολίζουµε ένα από τα σύνολα �. Ένας πίνακας Α µε στοιχεία από το  

είναι µια διάταξη στοιχείων  του  σε σχήµα ορθογώνιο παραλληλόγραµµο της 

µορφής 

F ,R C F

ija F
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n

n

m n mn

a a a
a a a

A

a a a

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜=
⎜
⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎟
⎟

Λέµε ότι το µέγεθος (ή ο τύπος)  του παραπάνω πίνακα είναι m n×  ή ότι ο πίνακας 

είναι ένας m  πίνακας.  n×

Για παράδειγµα, ο πίνακας ( )1 0 5−  είναι ένας 1 3×  πίνακας, ο 
3
1

⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎝ ⎠

 είναι 2 1 

και ο 

×

0 7

1 2
3 2

⎛ ⎞
⎜ ⎟

−⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

 είναι . 3 2×
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 Ο πίνακας Α που είδαµε πιο πάνω  συµβολίζεται µε ( ), 1,..., , 1,..., .ija i m j n= =  Πιο 

απλά χρησιµοποιούµε συχνά το συµβολισµό ( )ijA a=  όταν είναι σαφές ποια είναι τα 

 , .m n

Ορισµός 2 (ισότητα πινάκων) 

Έστω  δυο  πίνακες µε στοιχεία από το . Θα λέµε ότι οι Α, Β 

είναι ίσοι και θα γράφουµε A B αν ισχύει 

( ) ( ),ij ijA a B b= = m n× F

= ij ija b=  για κάθε 1,...,i m=  και για κάθε 

1,..., .j n=  

Για παράδειγµα, έχουµε 
1 1 2

2, 4.
3 4 3
x

x y
y

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= ⇔ = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

Στη συνέχεια υπενθυµίζουµε διάφορα είδη πινάκων που θα χρειαστούµε αργότερα. 

 

Ορισµοί 3 (είδη πινάκων) 

� Ένας  πίνακας λέγεται τετραγωνικός αν m n× m n= . 

Το σύνολο ( )m mM F×  των τετραγωνικών m m×  πινάκων µε στοιχεία 

από το F  συµβολίζεται πιο απλά µε ( ).mM F  

� Τα διαγώνια στοιχεία ενός m n×  πίνακα είναι τα στοιχεία 

, όπου 

( )ija

11 22, ,..., kka a a min{ , }.k m n=  Λέµε ότι αυτά βρίσκονται πάνω στη 

διαγώνιο του πίνακα. 

� Ένας τετραγωνικός πίνακας ( )ijA a=  λέγεται άνω τριγωνικός αν για 

κάθε i j  έχουµε > 0ija = .  

∆ηλαδή ένας τετραγωνικός πίνακας λέγεται άνω τριγωνικός, αν τα 

στοιχεία που βρίσκονται κάτω από την διαγώνιο είναι ίσα µε 0. Για 

παράδειγµα, άνω τριγωνικοί είναι οι πίνακες 

. 
1 2 1 4

1 2 1
, 0 3 2

0 3
0 0 5

i
i

+ −⎛ ⎞
+ −⎛ ⎞ ⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

�  Ένας τετραγωνικός πίνακας ( )ijA a=  λέγεται κάτω τριγωνικός αν για 

κάθε i j  έχουµε < 0ija = .  

∆ηλαδή ένας τετραγωνικός πίνακας λέγεται κάτω τριγωνικός, αν τα 

στοιχεία που βρίσκονται πάνω από την διαγώνιο είναι ίσα µε 0. Για 
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παράδειγµα, κάτω τριγωνικοί είναι οι πίνακες  

. 
1 2 0 0

1 2 0
, 1 3 0

1 3
4 2 5

i
i

+⎛ ⎞
+⎛ ⎞ ⎜ ⎟−⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎜ ⎟

⎝ ⎠

• Ένας τετραγωνικός πίνακας ( λέγεται διαγώνιος αν για κάθε i  

έχουµε   

)ija j

⎟
⎟

⎟
⎟

)

≠

0.ija =

∆ηλαδή ένας τετραγωνικός πίνακας είναι διαγώνιος αν κάθε στοιχείο 

που δεν βρίσκεται στη διαγώνιο είναι ίσο µε 0. Για παράδειγµα, ο 

πίνακας  είναι διαγώνιος αλλά ο  δεν είναι. 
2 0 0
0 3 0
0 0 3

⎛ ⎞
⎜
⎜
⎜ ⎟
⎝ ⎠

2 0 1
0 3 0
0 0 3

⎛ ⎞
⎜
⎜
⎜ ⎟
⎝ ⎠

• Έστω  ένας ( ijA a= m n×  πίνακας. Ο n m×  πίνακας (  ονοµάζεται 

ο ανάστροφος του Α και συµβολίζεται µε . 

)jia

tA

Για παράδειγµα, αν , τότε  
1
2
3

a
A

c

⎛ ⎞
⎜= ⎜
⎜ ⎟
⎝ ⎠

b ⎟
⎟

.

1 2 3tA
a b c

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠

• Ένας τετραγωνικός πίνακας ( λέγεται συµµετρικός αν για κάθε  

ισχύει   

)ija ,i j

.ij jia a=

Ισοδύναµα, ένας πίνακας Α είναι συµµετρικός αν και µόνο αν  tA A=

Για παράδειγµα, οι πίνακες 

1 3 1
1 2

, 3 0 2
2 3

1 2 3

⎛ ⎞−
⎜ ⎟−⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟− ⎜ ⎟⎝ ⎠ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 είναι 

συµµετρικοί. Βλέπουµε ότι σε ένα συµµετρικό πίνακα, στοιχεία που 

βρίσκονται σε συµµετρικές θέσεις ως προς τη διαγώνιο είναι ίσα. 

• Ένας τετραγωνικός πίνακας ( λέγεται αντισυµµετρικός αν για κάθε 

 ισχύει  

)ija

,i j .ij jia a= −

Ισοδύναµα, ένας πίνακας Α είναι συµµετρικός αν και µόνο αν 

 .tA A= −
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Για παράδειγµα, οι πίνακες 

0 3
0 2

, 3 0 2
2 0

1 2 0

⎛ ⎞1−
⎜ ⎟−⎛ ⎞

−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎝ ⎠ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 είναι 

αντισυµµετρικοί. Βλέπουµε ότι σε έναν αντισυµµετρικό πίνακα, 

στοιχεία που βρίσκονται σε συµµετρικές θέσεις ως προς τη διαγώνιο 

διαφέρουν ως προς τα πρόσηµα ενώ αυτά που βρίσκονται πάνω στη 

διαγώνιο είναι ίσα µε µηδέν. 

Υπενθυµίζουµε τώρα τις τρεις βασικές πράξεις των πινάκων. 

 

ΠΡΑΞΕΙΣ ΠΙΝΑΚΩΝ 

Ορισµός 4 (άθροισµα) 

Έστω . Το άθροισµα, Α+Β, των Α και Β είναι ο πίνακας 

.  

( ), ( ) ( )ij ij m nA a B b M ×= = ∈ F

( )ij ijA B a b+ = +

Για παράδειγµα, αν  και 
1 2 5
1 3 4

A ⎛ ⎞
= ⎜ ⎟−⎝ ⎠

4 3
1 0

x
B

y
−⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

, τότε  

1 2 5 4 3
1 3 4 1 0

1 ( 4) 2 3 5 3 5 5
.

1 1 3 4 0 0 3 4

x
A B

y

x x
y y

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞
+ = + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠

+ − + + − +⎛ ⎞ ⎛
= =⎜ ⎟ ⎜− + + + +⎝ ⎠ ⎝

⎞
⎟
⎠

.

 

 

Ορισµός 5 (γινόµενο πίνακα µε αριθµό) 

Έστω και  Το γινόµενο kΑ του k µε τον Α είναι ο πίνακας 

 

( ) ( )ij m nA a M ×= ∈ F .k ∈F

( )ijkA ka=

Για παράδειγµα, αν  και , τότε  2k =
1 2 5
1 3 4

A ⎛ ⎞
= ⎜ ⎟−⎝ ⎠

( )
2 1 2 2 2 5 2 4 10

2 .
2 1 2 3 2 4 2 6 8

A
⋅ ⋅ ⋅⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⋅ − ⋅ ⋅ −⎝ ⎠⎝ ⎠
 

Συµβολισµός: Τον πίνακα  συµβολίζουµε µε ( 1)A− .A−  Όταν γράφουµε  

εννοούµε ( )  Για παράδειγµα 

A B−

.A B+ −

2 5 3 2 3 5 1 5
.

1 3 4 2 1 ( 4) 3 2 5 5
x x x− − − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛

− = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜− − − − − − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝

⎞
⎟
⎠
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Ορισµός 6 (γινόµενο πινάκων) 

Έστω και ( ) ( )ij l mA a M ×= ∈ F ( ) ( )st m nB b M ×= ∈ F . Τότε  το γινόµενο των Α και Β, που 

συµβολίζεται µε ΑΒ, είναι ο πίνακας µε στοιχεία από το F   όπου στη θέση (i,j) 

υπάρχει το στοιχείο .  

l n×

1 1 2 2
1

...
m

ir rj i j i j im mj
r

a b a b a b a b
=

= + + +∑

     

 Για παράδειγµα, αν , τότε το γινόµενο ΑΒ είναι ο 

 πίνακας 

1 2 3
,

4 5 6

a d g
A B b

c f k

⎛ ⎞
⎛ ⎞ ⎜= =⎜ ⎟ ⎜⎝ ⎠ ⎜ ⎟

⎝ ⎠

e h ⎟
⎟

⎞
⎟
⎠

⎞
⎟
⎠

2 3×

1 2 3 2 3 2 3 2 3
.

4 5 6 4 5 6 4 5 6 4 5 6

a d g
a b c d e f g h k

AB b e h
a b c d e f g h k

c f k

⎛ ⎞
+ + + + + +⎛ ⎞ ⎛⎜ ⎟= =⎜ ⎟ ⎜⎜ ⎟ + + + + + +⎝ ⎠ ⎝⎜ ⎟

⎝ ⎠

 

Επίσης έχουµε 

1 2 3 2 3
4 5 6 4 5 6

a
a b c

b
a b c

c

⎛ ⎞
+ +⎛ ⎞ ⎛⎜ ⎟ =⎜ ⎟ ⎜⎜ ⎟ + +⎝ ⎠ ⎝⎜ ⎟

⎝ ⎠

. 

Σχηµατικά, το στοιχείο του γινοµένου ΑΒ στη θέση (i,j) προκύπτει από τη γραµµή i 

του Α και τη στήλη j του Β όπως δείχνει το σχήµα 

1

2
1 2 1 1 2 2

... ... ... ...

... ... ... ... ... ...
...

... ... ... ...

j

j
i i im i j i j im mj

mj

b

b
a a a a b a b a b

b

⎛ ⎞
⎛ ⎞⎜ ⎟⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟

= + + +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎜ ⎟

⎝ ⎠

. 

 

Για το γινόµενο πινάκων ξέρουµε ότι δεν αληθεύει πάντα η σχέση  Για 

παράδειγµα, αν , τότε  

.AB BA=

1 2 1 0
,

2 4 3 2
A B⎛ ⎞ ⎛

= =⎜ ⎟ ⎜−⎝ ⎠ ⎝

⎞
⎟
⎠

⎞
⎟
⎠

7 4 1 2
,

10 8 1 14
AB BA⎛ ⎞ ⎛

= =⎜ ⎟ ⎜ −⎝ ⎠ ⎝

Ορισµός 7 (αντιµεταθετικοί πίνακες) 

∆υο  πίνακες λέγονται αντιµεταθετικοί αν ισχύει n n× ,A B .AB BA=   
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Παρατηρούµε ότι αν οι Α, Β είναι αντιµεταθετικοί τότε έχουµε 

 όπως επίσης  2 2( )AB ABAB AABB A B= = = 2 ,

ir

( ) , 1, 2,...n n nAB A B n= =

 

ΚΛΙΜΑΚΩΤΗ ΜΟΡΦΗ ΠΙΝΑΚΑ 

Ορισµός 8 (στοιχειώδης µετασχηµατισµός γραµµών) 

Έστω . Καθεµιά από τις παρακάτω διαδικασίες ονοµάζεται ένας 

στοιχειώδης µετασχηµατισµός γραµµών του πίνακα Α 

( )m nA M ×∈ F

� πολλαπλασιάζουµε µια γραµµή του Α µε ένα µη µηδενικό στοιχείο του  F

� προσθέτουµε σε µια γραµµή πολλαπλάσιο άλλης γραµµής 

� εναλλάσσουµε δυο γραµµές. 

Έστω  η i γραµµή του Α. Οι αντίστοιχοι συµβολισµοί των παραπάνω διαδικασιών 

είναι  

ir

�  (πολλαπλασιάζουµε την  µε το ir a→ ir 0a ≠ ) 

�  (στη γραµµή  προσθέτουµε   φορές την ) i ir r ar→ + j

j

( ).

⎞
⎟

⎞
⎟
⎠

ir a jr

�  (εναλλάσσουµε τις ). ir r→ ,i jr r

 

Ορισµός 9 (γραµµοϊσοδύναµοι πίνακες) 

Έστω  Θα λέµε ότι ο Β είναι γραµµοϊσοδύναµος µε τον Α αν ο Β 

προκύπτει από τον Α µετά από µια πεπερασµένη ακολουθία στοιχειωδών 

µετασχηµατισµών γραµµών. 

, m nA B M ×∈ F

 

Για παράδειγµα ο  είναι γραµµοϊσοδύναµος µε τον  αφού 

. 

1 2 3
0 7 17

−⎛
⎜ −⎝ ⎠

1 2 3
4 1 5

−⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

2 2 141 2 3 1 2 3
4 1 5 0 7 17

r r r→ −− −⎛ ⎞ ⎛
⎯⎯⎯⎯→⎜ ⎟ ⎜ −⎝ ⎠ ⎝

 

Ορισµός 10 (κλιµακωτοί πίνακες) 

a. Ένας πίνακας Α ονοµάζεται κλιµακωτός αν 

1. το πρώτο µη µηδενικό στοιχείο σε κάθε µη µηδενική γραµµή 

είναι το 1 

2. το πρώτο 1 σε κάθε µη µηδενική γραµµή βρίσκεται στα δεξιά του 

πρώτου 1 της προηγούµενης γραµµής 
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3. οι µη µηδενικές γραµµές βρίσκονται πάνω από τις µηδενικές 

γραµµές. 

b. Ένας κλιµακωτός πίνακας λέγεται ανηγµένος κλιµακωτός αν το πρώτο 

1 σε κάθε γραµµή είναι το µοναδικό µη µηδενικό στοιχείο της στήλης 

που το περιέχει . 

 

Παράδειγµα 

Από τους πίνακες  

1 0 0 4 1 0 0 4 1 0 0 0
0 1 0 2 , 0 1 0 2 , 0 1 0 0
0 0 1 2 0 0 0 1 0 0 0 1

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜− −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

m

 

ο πρώτος και τρίτος είναι ανηγµένοι κλιµακωτοί, ενώ ο δεύτερος είναι 

κλιµακωτός αλλά όχι ανηγµένος κλιµακωτός. 

 
Ορισµός 11 (πίνακες και γραµµικά συστήµατα) 

Θεωρούµε ένα γραµµικό σύστηµα  

11 1 12 2 1 1

1 1 2 2 1

...
...

...

n n

m m m n

a x a x a x b

a x a x a x b

+ + + =

+ + + =
 

m εξισώσεων και n αγνώστων. Ο m n×  πίνακας  

11 1

1

n

m m

a a
A

a a

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

"
# " #

… n

 

λέγεται ο πίνακας των συντελεστών του συστήµατος. Ο πίνακας – στήλη  

λέγεται ο πίνακας των σταθερών όρων του συστήµατος. Ο 

1

m

b
b

b

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

#

( )1m n× +  πίνακας  

11 1 1

21 2 2

1

( , )

n

n

m mn

a a
a a

A b

a a

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

"
"

# " # #
" m

b
b

b
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που προκύπτει αν επισυνάψουµε στον πίνακα Α τη στήλη  λέγεται ο 

επαυξηµένος πίνακας του συστήµατος.  

1

m

b
b

b

⎛ ⎞
⎜= ⎜
⎜ ⎟
⎝ ⎠

# ⎟
⎟

5

 

Για παράδειγµα, αν το γραµµικό σύστηµα είναι το  

1 2 3

1 2 3

2 6
2 3

x x x
x x x
+ + =

− + − =
 

τότε  

1 2 1 6 1 2 1 6
, , ( , )

2 1 3 5 2 1 3 5
A b A b

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛
= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜− − − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝

⎞
⎟
⎠

. 

 

Ορισµός 12 (αντιστρέψιµος πίνακας) 

Ένας τετραγωνικός πίνακας  λέγεται αντιστρέψιµος αν υπάρχει πίνακας ( )nA M F∈

( )nB M F∈  τέτοιος ώστε  .AB BA I= =

 

Παράδειγµα 

• Ο πίνακας  είναι αντιστρέψιµος γιατί αν , 

τότε εύκολα επαληθεύεται ότι .   

2 1
1 1

A ⎛
= ⎜

⎝ ⎠

⎞
⎟

⎞
⎟

1 1
1 2

B
−⎛ ⎞

= ⎜ ⎟−⎝ ⎠

1 0
0 1

AB BA ⎛ ⎞
= = ⎜ ⎟

⎝ ⎠

• Ο πίνακας  δεν είναι αντιστρέψιµος γιατί αν υπήρχε πίνακας 
1 1
1 1

⎛
⎜
⎝ ⎠

x y
z w

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 µε , τότε , 

οπότε το 

1 1 1 0
1 1 0 1

x y
z w

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛
=⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜

⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝

⎞
⎟
⎠

⎞
⎟
⎠

1 0
0 1

x z y w
x z y w

+ +⎛ ⎞ ⎛
=⎜ ⎟ ⎜+ +⎝ ⎠ ⎝

x z+  είναι ίσο µε 1 και 0, άτοπο. 

 

Ορισµός 13 

Ένας πίνακας λέγεται στοιχειώδης πίνακας αν προκύπτει από τον ταυτοτικό  

 πίνακα  Ι  µε την εφαρµογή ενός στοιχειώδους µετασχηµατισµού γραµµών. 

n n×

n n×
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Για παράδειγµα, ο πίνακας , όπου ,
1 0
0 1 0
0 0 1

a⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

a ∈F  είναι στοιχειώδης αφού 

προκύπτει από τον  αν προσθέσουµε στην πρώτη γραµµή, a φορές τη 

δεύτερη. 

1 0 0
0 1 0
0 0 1

⎛ ⎞
⎜
⎜
⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎟
⎟

.

 

ΘΕΜΕΛΙΩ∆ΕΙΣ ΓΝΩΣΕΙΣ 

Θα αναφέρουµε τώρα κάποιες βασικές ιδιότητες των πράξεων που ορίσαµε πριν. 

Επίσης θα ασχοληθούµε µε ορισµένα θεµελιώδη αποτελέσµατα σχετικά µε τις λύσεις 

γραµµικών συστηµάτων. 

 
ΠΡΑΞΕΙΣ ΠΙΝΑΚΩΝ 

Πρόταση 1 

Έστω  και , , ( )m nA B C M ×∈ F 1 2,k k ∈F  Τότε ισχύουν τα εξής. 

1.  ( ) (A B C A B C+ + = + + ) 15.  1 1( )k A B k A k B+ = +  

2.   0m nA A×+ = 6.  ( )1 2 1 2k k A k A k A+ = +  

3.  0m nA A ×− =  7.  1 2 1 2( ) (k k A k k A)=  

4.   A B B A+ = + 8.  1A A=  και 0 0m nA ×= . 

 

Πρόταση 2 (ιδιότητες του γινοµένου πινάκων) 

Έστω  Τότε ( ), ( ), ( ).k l l m m nA M B M C M× × ×∈ ∈ ∈F F F .( ) ( )AB C A BC=  

Έστω . Τότε ( ), , ( )l m m nA M B C M× ×∈ ∈F F ( )A B C AB AC.+ = +  

Έστω  Τότε , ( ),l m m nA B M C M× ×∈ ∈F F( ). .( )A B C AC BC+ = +  

Έστω  Τότε , ( ),l m m nk A M B M× ×∈ ∈ ∈F F ( ).F .( ) ( ) ( )k AB kA B A kB= =  

Έστω . Τότε ( )m nA M ×∈ F m nI A AI A= = , 0 0l m l nA× ×=  και 0 0n l m lA .× ×=  

 

Οι προηγούµενες δυο προτάσεις µας πληροφορούν ότι στις πράξεις πινάκων ισχύουν 

µερικοί νόµοι που είναι ανάλογοι των νόµων που ξέρουµε από τους πραγµατικούς 
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αριθµούς. Όµως υπάρχουν σηµαντικές διαφορές µεταξύ πράξεων πινάκων και 

πραγµατικών αριθµών, τις οποίες επισηµαίνουµε παρακάτω. 

 

Πρόταση 3 (δυνάµεις διαγωνίων πινάκων) 

Έστω . Τότε για κάθε θετικό ακέραιο k έχουµε 

. 

1

2

0 0
0 0

0 0 n

a
a

A

a

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜=
⎜
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

"
"

# # " #
"

⎟
⎟

)

1

2

0 0
0 0

0 0

k

k
k

k
n

a
a

A

a

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

"
"

# # " #
"

 

Ο πολλαπλασιασµός πινάκων διαφέρει ουσιαστικά από τον πολλαπλασιασµό 

πραγµατικών ή µιγαδικών αριθµών. Οι κύριες διαφορές είναι οι παρακάτω. 

 
ΠΡΟΣΟΧΗ 

� Έστω , (nA B M∈ F  δυο n n×   πίνακες. Τότε ορίζονται τα γινόµενα  ΑΒ και 

ΒΑ. Τονίζουµε ότι είναι δυνατό να έχουµε .AB BA≠  Πράγµατι, αν  

, τότε  και 
1 2 1 0

,
1 1 1 3

A B
−⎛ ⎞ ⎛

= =⎜ ⎟ ⎜
⎝ ⎠ ⎝

⎞
⎟
⎠

⎟
1 6
0 3

AB
⎛ ⎞

= ⎜
⎝ ⎠

1 2
.

4 5
BA

− −⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

� Έστω  ∆εν αληθεύει γενικά ότι  

Πράγµατι, µε τους πίνακες του προηγούµενου παραδείγµατος έχουµε 

. Το σωστό είναι  

( ), ( ).l m m nA M B M×∈ ∈F × F 2.

⎞
⎟
⎠

.

× F

.×

2 2( )AB A B=

2 2 21 24 11 36
( ) ,

0 9 8 27.
AB A B

⎛ ⎞ ⎛
= =⎜ ⎟ ⎜

⎝ ⎠ ⎝
2( )AB ABAB=

� Έστω  Είναι δυνατό να έχουµε 0  ακόµα 

και αν  Πράγµατι, αν 

( ), ( ).l m m nA M B M×∈ ∈F l nAB ×=

0 , 0l m m nA B×≠ ≠
1 1
1 1

A
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟− −⎝ ⎠
 και , 

τότε  

2 1
2 1

B
−⎛ ⎞

= ⎜ ⎟−⎝ ⎠

0 0
.

0 0
AB

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠

� Έστω  Αν ισχύει ( ), , ( ).l m m nA M B C M×∈ ∈F F× AB AC= , τότε γενικά δεν 

έπεται ότι .B C=  Πράγµατι, αν οι Α, Β είναι όπως στο προηγούµενο 

παράδειγµα, τότε 2 20AB A ×= , αλλά 2 20 .B ×≠  
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Πρόταση 4 (διωνυµικό ανάπτυγµα για αντιµεταθετικούς πίνακες) 

Έστω  Αν αυτοί αντιµετατίθενται, δηλαδή αν ισχύει , τότε για 

κάθε  έχουµε .  

, (nA B M∈ F).

k k

AB BA=

m∈N
0

( )
m

m m

k

m
A B A B

k
−

=

⎛ ⎞
+ = ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑

Για παράδειγµα, αν B I= τότε AB BA=  για κάθε ( )nA M∈ F , οπότε από την 

προηγούµενη Πρόταση έχουµε ( )3 3 23 3A I A A A I.+ = + + +  Για συγκεκριµένες 

εφαρµογές της Πρότασης 4 παραπέµπουµε στις Λυµένες Ασκήσεις 4,5. 

 

Πρόταση 5 (ανάστροφοι πίνακες) 

1. Για κάθε πίνακα Α έχουµε ( ) .
ttA  

2. Έστω . Τότε ( )  , m nA B M F×∈ ( ) .t

.t

t tA B A B+ = +

3. Έστω . Τότε ( )  ( ), ( )l m m nA M F B M F× ×∈ ∈ t tAB B A=

 

ΚΛΙΜΑΚΩΤΗ ΜΟΡΦΗ ΠΙΝΑΚΑ 

Το επόµενο αποτέλεσµα είναι σηµαντικό γιατί έχει χρήσιµες εφαρµογές. 

 
Θεώρηµα 6 (µετασχηµατισµός σε ανηγµένο κλιµακωτό πίνακα) 

Κάθε  πίνακας µε στοιχεία από το  είναι γραµµοϊσοδύναµος µε έναν  

ανηγµένο κλιµακωτό πίνακα µε στοιχεία από το F . 

m n× F m n×

 

Αλγόριθµος 

µετασχηµατισµού της πίνακα σε ανηγµένο κλιµακωτό πίνακα 

 

Βήµα 1 Εντοπίζουµε την πρώτη µη µηδενική στήλη και 

µεταφέρουµε στην πρώτη γραµµή τη γραµµή εκείνη 

που περιέχει το µη µηδενικό στοιχείο της στήλης. 

Βήµα 2 Μετατρέπουµε το πρώτο µη µηδενικό στοιχείο της 

πρώτης γραµµής σε 1. 

Βήµα 3 Μετατρέπουµε σε 0 όλα τα στοιχεία που βρίσκονται 

στη στήλη του πρώτου 1 της πρώτης γραµµής και 

κάτω από αυτό. 



Κεφάλαιο3: Γραµµικά Συστήµατα και Πίνακες                                              Σελίδα 13 από 34 

Βήµα 4 Στην συνέχεια αγνοούµε την πρώτη στήλη και την 

πρώτη γραµµή του πίνακα και επαναλαµβάνουµε τα 

βήµατα 1 – 3 για τις επόµενες γραµµές. (Αν οι 

επόµενες γραµµές είναι µηδενικές, τότε παραλείπουµε 

το βήµα 4 και πάµε στο επόµενο βήµα.) 

Βήµα 5 Μετατρέπουµε σε 0 όλα τα στοιχεία που βρίσκονται 

σε κάθε στήλη που περιέχει  το πρώτο 1 µιας γραµµής 

 

Ο αλγόριθµος ολοκληρώνεται όταν το πρώτο 1 σε κάθε γραµµή είναι το 

µοναδικό µη µηδενικό στοιχείο της στήλης που το περιέχει. 

 

 

Για παραδείγµατα εφαρµογής του αλγορίθµου αυτού παραπέµπουµε στις Λυµένες 

Ασκήσεις 7,8,9,10. 

ΓΡΑΜΜΙΚΑ ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ 

Θεώρηµα 7  

Κάθε γραµµικό σύστηµα είναι ισοδύναµο µε ένα γραµµικό σύστηµα του οποίου ο 

επαυξηµένος πίνακας είναι ανηγµένος κλιµακωτός. 

 

Το προηγούµενο θεώρηµα είναι σηµαντικό γιατί η επίλυση γραµµικού συστήµατος 

που είναι σε κλιµακωτή µορφή είναι εύκολη. Παραδείγµατα υπάρχουν στις Λυµένες 

Ασκήσεις 7,8,9. 

 

Θεώρηµα 8  

Έστω  ο επαυξηµένος πίνακας ενός γραµµικού συστήµατος και Κ ένας ανηγµένος 

κλιµακωτός πίνακας που είναι γραµµοϊσοδύναµος

( , )A b
1 µε τον Τότε το σύστηµα είναι 

συµβιβαστό αν και µόνο αν ο Κ δεν περιέχει γραµµή της µορφής 0 0 ... 0 1. 

( , ).A b

 

Για παραδείγµατα παραπέµπουµε στις Λυµένες Ασκήσεις 8 και 9. 

  

                                                 
1 Αποδεικνύεται ότι ο Κ είναι µοναδικός και άρα µπορούµε να λέµε η ανηγµένη κλιµακωτή µορφή 
πίνακα 
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Θεώρηµα 9 (οµογενή συστήµατα) 

Ένα οµογενές γραµµικό σύστηµα m εξισώσεων και n µεταβλητών µε έχει 

τουλάχιστον µια µη µηδενική λύση. 

m n<

 

ΑΝΤΙΣΤΡΕΨΙΜΟΙ ΠΙΝΑΚΕΣ 

Πρόταση 10  

1. Έστω . Αν ο Α είναι αντιστρέψιµος τότε  ο ( )nA M∈ F 1A−  είναι 

αντιστρέψιµος και ( ) 11 .A A
−− =  

2. Έστω . Αν Α,Β είναι αντιστρέψιµοι τότε ο AB είναι 

αντιστρέψιµος και ισχύει 

( ), nA B M∈ F

1 1( )AB B A 1.− − −=  

 

Με τον επόµενο αλγόριθµο µπορούµε να αποφανθούµε αν ένας πίνακας είναι 

αντιστρέψιµος και να υπολογίσουµε τον αντίστροφο πίνακα (εφόσον υπάρχει). 

Συµβολισµός: Αν  είναι δυο πίνακες µε το αυτό πλήθος γραµµών, τότε µε  

παριστάνουµε τον πίνακα που προκύπτει αν γράψουµε τις στήλες του B στα δεξιά των 

στηλών του A. Για παράδειγµα, αν , τότε 

. Για το Α αυτό και το 2 2

,A B ( , )A B

1 2 0
,

4 5 1
x a

A B
y b

⎛ ⎞ ⎛
= =⎜ ⎟ ⎜ −⎝ ⎠ ⎝

⎞
⎟
⎠

⎞
⎟

1 2 0
( , )

4 5 1
x a

A B
y b

⎛
= ⎜ −⎝ ⎠

×  ταυτοτικό  πίνακα  Ι έχουµε 

 
1 2 1 0

( , )
4 5 0 1

A I ⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠

  

Αλγόριθµος Υπολογισµού Αντίστροφου Πίνακα 

Στον πίνακα  εφαρµόζουµε στοιχειώδεις µετασχηµατισµούς γραµµών που ( , )A I

µετατρέπουν τον Α σε ανηγµένο κλιµακωτό πίνακα Κ. Τότε ο  έχει µετατραπεί ( , )A I

σε έναν πίνακα της µορφής (  , ).K B

• Αν ,  τότε ο Α είναι αντιστρέψιµος και K I= 1 .A B− =  

• Αν , τότε ο Α δεν είναι αντιστρέψιµος. K I≠

 

Παραδείγµατα εφαρµογής του προηγούµενου αλγόριθµου υπάρχουν στη Λυµένη 

Άσκηση 10. 
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Θεώρηµα 11  

Ένας πίνακας Β είναι γραµµοϊσοδύναµος µε έναν πίνακα Α, αν και µόνο αν υπάρχουν 

στοιχειώδεις πίνακες (1,..., kE E βλ. Ορισµό 13) τέτοιοι ώστε 1... .kB E E A=  

 

Πόρισµα 12 

Ένας  πίνακας είναι αντιστρέψιµος αν και µόνο αν είναι  γραµµοϊσοδύναµος µε 

τον µοναδιαίο  πίνακα.  

n n×

n n×

 

ΛΥΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

Άσκηση 1 

Να υπολογιστούν όσες από τις παραστάσεις  έχουν νόηµα, όπου 

 

, , , tA B AB BA AA+

0 2 1 3 1
, .

3 1 4 1 0
A B⎛ ⎞ ⎛

= =⎜ ⎟ ⎜− −⎝ ⎠ ⎝

⎞
⎟
⎠

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

Λύση 

Το Α+Β δεν ορίζεται γιατί οι Α,Β δεν είναι του αυτού µεγέθους. Το ΑΒ δεν ορίζεται 

γιατί το πλήθος των στηλών του Α (τρία) δεν είναι ίσο µε το πλήθος των γραµµών του 

Β (δύο). Το ΒΑ ορίζεται γιατί το πλήθος των στηλών του Β είναι ίσο µε το πλήθος 

των γραµµών του Α. Έχουµε  

3 1 0 2 1
1 0 3 1 4

3 0 1 3 3 2 1 ( 1) 3 1 1 4 3 5 7
.

( 1) 0 0 3 ( 1) 2 0 ( 1) ( 1) 1 0 4 0 2 1

BA
⎛ ⎞⎛ ⎞

= =⎜ ⎟⎜ ⎟− −⎝ ⎠⎝ ⎠
⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ − ⋅ + ⋅⎛ ⎞

=⎜ ⎟− ⋅ + ⋅ − ⋅ + ⋅ − − ⋅ + ⋅ − −⎝ ⎠

 

Το  ορίζεται για κάθε Α, γιατί αν ο Α έχει n στήλες, τότε ο ανάστροφος  έχει n 

γραµµές. Έχουµε 

tAA tA

    

0 3
0 2 1

2 1
3 1 4

1 4

0 0 2 2 1 1 0 3 2 ( 1) 1 4 5 2
.

3 0 ( 1) 2 4 1 3 3 ( 1) ( 1) 4 4 2 26

tAA
⎛ ⎞

⎛ ⎞⎜ ⎟= − =⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠⎜ ⎟
⎝ ⎠

⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ − + ⋅⎛ ⎞
=⎜ ⎟⋅ + − ⋅ + ⋅ ⋅ + − ⋅ − + ⋅⎝ ⎠
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Άσκηση 2 

Να βρεθούν όλοι οι πραγµατικοί πίνακες X  τέτοιοι ώστε ,AX XA=  όπου  
1 2

.
3 1

A ⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠

Λύση 

Πρώτα παρατηρούµε ότι για να ορίζονται τα γινόµενα  πρέπει ο Χ να είναι 

 Έστω 

,AX XA

2 2.× .
x y

X
z w

⎛ ⎞
= ⎜

⎝ ⎠
⎟

⇔

 Τότε  

0
1 2 1 2

0
3 1 3 1

2 2 3 2
0

3 3 3 2

2 3 2 2
0

3 3 3 2

2 3 0
2 2 0
3 3 0
3 2 0.

AX XA AX XA
x y x y
z w z w

x z y w x y x y
x z y w z w z w

z y w x
x w y z

z y
w x
x w
y z

= ⇔ − = ⇔

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞
− =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
+ + + +⎛ ⎞ ⎛ ⎞

− = ⇔⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ + + +⎝ ⎠ ⎝ ⎠
− −⎛ ⎞

= ⇔⎜ ⎟− −⎝ ⎠
− =⎧

⎪ − =⎪
⎨ − =⎪
⎪ − =⎩

 

Λύνοντας το σύστηµα βρίσκουµε 2,
3

x w y z= =  µε ,w z ∈R . Άρα οι ζητούµενοι 

πίνακες είναι οι 
2

, ,3
w z

X w
z w

⎛ ⎞
⎜ ⎟ z= ∈
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

R . 

Άσκηση 3 

Αποδείξτε ότι  για κάθε θετικό ακέραιο n. 
2 1 2 3 2
0 3 0 3

n n n n

n

⎛ ⎞−⎛ ⎞
= ⎜⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎟

Λύση 

Χρησιµοποιούµε επαγωγή στο n. Για 1,n =  η σχέση αληθεύει. Έστω ότι η σχέση 

αληθεύει για ένα συγκεκριµένο n. Έχουµε 
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( )

1

1

1

1 1 1

1 1

2 1 2 1 2 1
0 3 0 3 0 3

2 2 3 2 32 12 3 2
0 30 3 0 3

2 2 2 3 3 2 2 3
.

0 3 0 3

n n

n n n nn n n

n n

n n n n n n

n n

+

+

+

+ + +

+ +

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎛ ⎞+ −⎛ ⎞− ⎛ ⎞

1+

= =⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎛ ⎞ ⎛− ⋅ + ⋅ − +

=⎜ ⎟ ⎜
⎝ ⎠ ⎝

⎞
⎟
⎠

 

 

Άσκηση 4 

Να υπολογιστεί ο πίνακας όπου 2005 ,A

1 5
1.

0 1

0
0 0

2.
0 0 0
0 0 0 0

1
0 1

3.
0 0 1
0 0 0 1

A

a b c
d e

A
f

a b c
d e

A
f

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟−⎝ ⎠

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

Λύση 

1. Έχουµε . Άρα 

 

2 1 5 1 5 1 0
0 1 0 1 0 1

A I⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

=

I

( )10022005 2004 2 1002 .A A A A A I A IA A= = = = =

Σηµείωση. Εύκολα διαπιστώνουµε ότι  
2

3 2

4 3 2

5 4 .

A I
A A A IA A
A A A AA A
A A A IA A

=

= = =

= = = =

= = =

 

Με βάση αυτά εικάζουµε ότι 
.

,
,

n n ά
n ό

I
A

A
αν ρτιος

αν περιττ ς
⎧

= ⎨
⎩

Αυτό αποδεικνύεται 

εύκολα µε επαγωγή ή ως εξής. Αν n είναι άρτιος, n=2k, τότε 



Κεφάλαιο3: Γραµµικά Συστήµατα και Πίνακες                                              Σελίδα 18 από 34 

( )2 2 .
kn k kA A A I I= = = =  Αν n είναι περιττός, n=2k+1, τότε 

 ( )2 1 2 .
kn k kA A A A I A IA A+= = = = =

2. Με µερικούς υπολογισµούς βρίσκουµε  

2

3 2

4 3

0 0
0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0

ad ae bf
df

A

ad ae bf a b c adf
df d e

A A A
f

adf a b c
d e

A A A
f

+⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

+⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜= = =
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜
⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟= =
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

0.

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟ =
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟⎟
⎠

 

Συνεπώς έχουµε  Ειδικά 4 5 6 ... 0.A A A= = = = 2005 0.A =  

Σηµείωση. Αν Α είναι ένας n n×  άνω τριγωνικός πίνακας που όλα τα διαγώνια 

στοιχεία είναι ίσα µε 0, τότε  αποδεικνύεται ότι 1 ... 0.n nA A += = =  

3. Γράφουµε  Επειδή ο 

Ι αντιµετατίθεται µε τον Β εφαρµόζεται το 

1 1 0 0 0 0
0 1 0 1 0 0 0 0

.
0 0 1 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0

a b c a b c
d e d e

A I
f f

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= = +
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

B= +

διωνυµικό ανάπτυγµα. Χρησιµοποιώντας 

ότι , που αποδείξαµε  στο 2, έχουµε  4 5 6 ... 0B B B= = = =
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1 2 2

2 3

...
1 2

1 2 3

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 2 0 0 0 0 3 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

n n n n nn n
A I I B I B B

n n n
I B B B

a b c ad ae bf adf
n d e n df n

I
f

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= + + + + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

+ + + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

+⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜+ + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝

1 ( )
1 1 2 1 2 3

0 1
.1 1 2

0 0 1
1

0 0 0 1

n n n n n n
a b ad c ae bf adf

n n n
d e df

n
f

=

⎟⎟

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
+ + + +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎜ ⎟
⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟+⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎜ ⎟

⎛ ⎞⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

⎞
⎟
⎟
⎟

⎠

 

 

Άσκηση 5 

Μια εταιρία παρασκευάζει δυο προϊόντα x,y. Έστω ότι το κόστος κατασκευής n 

τεµαχίων από το καθένα είναι ,n nx y  αντίστοιχα και γνωρίζουµε ότι  

1

1

n n

n n

n

n

x x ay
y ax

+

+ y
= +
= +

, 

1,2,...,n = όπου  είναι µια πραγµατική σταθερά.  a

1. Να υπολογιστεί το 1nx +  συναρτήσει του n και των 1 1, .x y  

2. Έστω ότι 1 1x y=  και  Να βρεθεί η ελάχιστη τιµή πώλησης των πρώτων 

10 τεµαχίων του προϊόντος x ώστε να µην προκύψει ζηµία. 

0.2.a =

Λύση 

1. Θέτοντας  βλέπουµε ότι  
1

1
a

A
a

⎛
= ⎜

⎝ ⎠

⎞
⎟

1 1

11

.n n n n n

n nn n n

x x ay x x
A

y yy ax y
+ +

++

= + ⎫ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⇔ =⎬ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= + ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎭

 

Εφαρµόζοντας διαδοχικά την τελευταία σχέση έχουµε  

1 1 1 12

1 1 1 1

... ,n n n n n

n n n n

x x x x x
A AA A A

y y y y y
+ − −

+ − −

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= = = = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
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δηλαδή 

1 1

1 1

, 1, 2,...n n

n

x x
A n

y y
+

+

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠
                                        (1) 

Από την τελευταία σχέση φαίνεται ότι για να βρούµε τη ζητούµενη παράσταση του 

1nx + , αρκεί να υπολογίσουµε τη δύναµη  και για το σκοπό αυτό θα 

χρησιµοποιήσουµε το 

nA

διωνυµικό ανάπτυγµα. 

Γράφοντας , παρατηρούµε ότι 
0

0
a

A I I B
a

⎛ ⎞
= + = +⎜ ⎟

⎝ ⎠

2
2 2

2

0
0
a

B a I
a

⎛ ⎞
= =⎜ ⎟

⎝ ⎠
 και 

εποµένως για κάθε θετικό ακέραιο k έχουµε  
2 2

2 2 2 1 2
2 2

0 0
, .

0 0

k k
k k k k

k k

a a
B a I B a B

a a

+
+

+

⎛ ⎞ ⎛
= = = =⎜ ⎟ ⎜

⎝ ⎠ ⎝

1

1

⎞
⎟
⎠

k

+

0

 

Έστω ότι ο n είναι άρτιος . Εφαρµόζοντας το διωνυµικό ανάπτυγµα έχουµε    2n =

( )
2 1

2 3

2 3

2 1 2

2 1 2

2 2 1

0 0

...
1 2 1

0 0 0
...

1 0 2 30 0

0 0
1 0 0

2 2 1

nn

n n

k k

k k

j j

j j

A I B

n n n
I B B B B

n

n a n na a
I

a a a

n a a
n a a

n n
a a

j j

−

−

−

+

≥ ≥

= + =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
+ + + + + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
+ + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞

+ + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟+⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑ ∑

2 1 2

0 0

.

2 1 2
j j

j j

n n
a a

j j
+

≥ ≥

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟+⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
∑ ∑

 

Σηµείωση. Στην παραπάνω παράσταση εννοείται ότι 
n
j

⎛ ⎞
=⎜ ⎟

⎝ ⎠
 αν  .

1

j n>

Με εντελώς ανάλογο τρόπο βρίσκουµε την ίδια σχέση για n περιττό. 

Άρα για κάθε n  

2 2

0 0

2 1 2

0 0

2 2 1
.

2 1 2

j j

j jn

j j

j j

n n
a a

j j
A

n n
a a

j j

+

≥ ≥

+

≥ ≥

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟+⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟+⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

∑ ∑

∑ ∑
 

Συνεπώς από τη σχέση  (1) παίρνουµε  
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2 2
1 1

0 0
.

2 2 1
j j

n
j j

n n 1
1x a x a y

j j
+

+
≥ ≥

⎛ ⎞ ⎛⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= +⎜ ⎟ ⎜⎜ ⎟ ⎜ ⎟+⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝

∑ ∑
⎞
⎟
⎠

1

 

2. Για 1x y= , η προηγούµενη σχέση γράφεται  

( )2 2 1
1 1

0 0
1 .

2 2 1
nj j

n
j j

n n
1x a a x

j j
+

+
≥ ≥

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= + = +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟+⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

∑ ∑ a x  

Αντικαθιστώντας τα δεδοµένα έχουµε ( )9
10 1 11 0.2 5.16x x= + ≈ x . Άρα καθένα από τα 

10 πρώτα τεµάχια του x πρέπει να πωληθεί σε τιµή τουλάχιστον 10.516x . 

 

Άσκηση 6 

Έστω ότι ο Α είναι ένας πίνακας τέτοιος ώστε 2 0.A A I− − =  Απλοποιήστε τις 

παραστάσεις και 4 3 23 7A A A A− − + − I ( )54A A I I− − .  

Λύση 

Από τον Αλγόριθµο ∆ιαίρεσης πολυωνύµων (βλ. Κεφάλαιο 1) βρίσκουµε  
4 3 2 2 23 7 1 ( 1)( 2 2) 3 3x x x x x x x x x− − + − = − − − − + −  και άρα 

 4 3 2 2 2

0

3 7 ( 1) ( 2 2) 3 3 3A A A A I A A A A A I A− − + − = − − − − + − = −��	�
 3 .I

.Από την υπόθεση έχουµε  τη σχέση ( )A A I I− =  Άρα  

( ) ( ) ( )( )45 44 4 ( ) ( ) 2
I

A A I I A A I A I I A A I A I I A I I A I− − = − − − = − − − = − − = −
��	�


.

)

 

Σηµείωση. Έχουµε  γιατί οι πίνακες Α και Α – Ι 

αντιµετατίθενται. 

( 44 4( ) ( )A A I A A I− = −

 

Άσκηση 7 

1. Να βρεθεί ένας ανηγµένος κλιµακωτός πίνακας που είναι γραµµοϊσοδύναµος µε τον 

 . 

1 0 1
3 1 2
2 0 1
2 1 0

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠

2. Εξετάστε αν το παρακάτω σύστηµα έχει µη µηδενικές λύσεις 
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0
3 0
2 0

2 0

x z
x y z
x z

x y

+ =
+ + =
+ =

− + =

 

Λύση 

1. Εφαρµόζοντας τον αλγόριθµο µετασχηµατισµού ενός πίνακα σε ανηγµένη 

κλιµακωτή µορφή έχουµε 

3 3 12 2 1 4 4 1

4
4 4 2

23 2

1
3

1 0 1 1 0 1 1 0 1
3 1 2 0 1 1 0 1 1
2 0 1 2 0 1 0 0 1
2 1 0 2 1 0 2 1 0

1 0 1 1 0 1
0 1 1 0 1 1
0 0 1 0 0 1
0 1 2 0 0 3

r r rr r r r r r

rr r r

→ −→ − → +

→→ −

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎯⎯⎯⎯→ ⎯⎯⎯⎯→ ⎯⎯ →
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟−
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎯⎯⎯⎯→
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

4
3 3 4

3 42 2 4 1 1 4

1 0 1
0 1 1
0 0 1
0 0 1

1 0 1 1 0 1 1 0 0
0 1 1 0 1 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 1 0 0 1

1 0 0
0 1 0

.
0 0 1
0 0 0

r r r r

r rr r r r r r

→ +

→→ + → −

⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟⎯⎯⎯→ ⎯⎯⎯⎯→
⎜ ⎟−
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎯⎯⎯⎯→ ⎯⎯⎯⎯→ ⎯⎯⎯→
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎯⎯

⎟
⎟

 

Ο τελευταίος πίνακας είναι ανηγµένος κλιµακωτός πίνακας και είναι βέβαια 

γραµµοϊσοδύναµος µε τον αρχικό. 

2. Θεωρούµε τον επαυξηµένο πίνακα του συστήµατος που είναι ο  

Χρησιµοποιώντας τους ίδιους στοιχειώδεις µετασχηµατισµούς που εφαρµόσαµε πριν 

(γιατί ο πίνακας των συντελεστών του συστήµατος είναι αυτός στο υποερώτηµα 1) 

φθάνουµε στον πίνακα . Τα αντίστοιχο σύστηµα είναι το  και 

άρα η µηδενική λύση είναι η µοναδική λύση του αρχικού συστήµατος. 

1 0 1 0
3 1 2 0

.
2 0 1 0
2 1 0 0

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜
⎜
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

0
0
0

x
y
z

=⎧
⎪ =⎨
⎪ =⎩
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Άσκηση 8 

Να λυθεί το επόµενο σύστηµα για τις διάφορες τιµές του a ∈R . 

2 1

3 2.

x ay z
x y z a
x y z

− + =
− + =
− − =

 

Λύση 

Χρησιµοποιούµε στοιχειώδεις µετασχηµατισµούς γραµµών στον επαυξηµένο πίνακα. 

1 2 2 2 1

3 3 1 2 3

2

2

3

2 1 1 1 1 1
1 1 1 2 1 1
3 1 1 2 3 1 1 2

1 1 1 1 1 1
0 2 1 1 2 0 2 1 1 2
3 1 1 2 0 2 4 2 3

1 1 1
0 2 4 2 3
0 2 1 1 2

r r r r r

r r r r r

r

a a
a a

a a
a a a a

a

a
a

a a

→ → −

→ − →

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− ⎯⎯⎯→ − ⎯⎯⎯⎯→⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− + − − ⎯⎯⎯⎯→ − + − − ⎯⎯⎯→⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

−⎛ ⎞
⎜ ⎟− −⎜ ⎟
⎜ ⎟− + − −⎝ ⎠

2
3 3 2

1
( 2)2

2

1 1 1
2 30 1 2

2
0 2 1 1 2

1 1 1
2 30 1 2 .

2
30 0 2 3 2 1
2

r r r a r

a
a

a a

a
a

a a a

→ → + −

−⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟⎯⎯⎯→ − ⎯⎯⎯⎯⎯→
⎜ ⎟
⎜ ⎟− + − −⎝ ⎠

⎛ ⎞
⎜ ⎟−
⎜ ⎟−⎜ ⎟−
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟− + − + −⎜ ⎟
⎝ ⎠  

1η περίπτωση. Έστω   2 3 0a− + ≠ .

Λύνουµε µε διαδοχικές αντικαταστάσεις το σύστηµα που αντιστοιχεί στον τελευταίο 

πίνακα. Από την τελευταία γραµµή έχουµε 
2

2
3 2 1 3 4 22 .

2 3 4 6

a a a az
a a

− + − − +
= =

− + −
 

Αντικαθιστώντας στη δεύτερη γραµµή έχουµε 
22 3 3 4 2 2 3 5 22 2

2 4 6 2
a a a a ay z y y

a a
− − + −

− = ⇒ − = ⇒ =
− −4 6

− . Αντικαθιστώντας στην 

πρώτη εξίσωση x y z a− + = βρίσκουµε µετά από µερικές πράξεις 
2 3 4
4 6

a ax
a

+ −
=

−
. 

Συνεπώς υπάρχει µοναδική λύση 
2 23 4 5 2 3 4 2( , , ) , ,
4 6 4 6 4 6

a a a a ax y z
a a a

⎛ ⎞+ − − − +
= ⎜ ⎟− − −⎝ ⎠

. 
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2η περίπτωση. Έστω   2 3 0a− + = .

Τότε  23 2 1
2

a a− + − ≠ 0  (µάλιστα για κάθε πραγµατικό a έχουµε 23 2 1
2

a a 0− + − ≠  

αφού η διακρίνουσα είναι αρνητική). Από την τρίτη γραµµή, που είναι της µορφής 

, όπου  συµπεραίνουµε ότι το σύστηµα είναι αδύνατο. 0 0 0 c 0,c ≠

 

Άσκηση 9 

Να εξεταστεί για ποιες τιµές των ,a b ∈R  το σύστηµα 

1
2

2

x y az
x y z b

x y y a

+ + =
− − + =

− + =
 

έχει µοναδική λύση, άπειρες λύσεις, καµιά λύση. 

Λύση 

Μετά από τους στοιχειώδεις µετασχηµατισµούς γραµµών 

, ο επαυξηµένος πίνακας του συστήµατος παίρνει 

τη µορφή 

2 2 1 3 3 1 3 32 , , 2r r r r r r r r→ + → − → + 2r

.

.

0

1 1 1
0 1 2 1 2 .
0 0 3 4 2 3

a
a b
a a b

⎛ ⎞
⎜ ⎟+ +⎜ ⎟
⎜ ⎟+ + +⎝ ⎠

 

1η περίπτωση. Έστω  3 4 0a + ≠

Τότε βλέπουµε ότι υπάρχει µοναδική λύση. 

2η περίπτωση. Έστω  3 4 0a + =

� Υποπερίπτωση α. Αν , τότε το σύστηµα είναι αδύνατο. 2 3a b+ + ≠

� Υποπερίπτωση β. Αν , τότε υπάρχουν άπειρες λύσεις. 2 3 0a b+ + =

Συνοψίζοντας, το σύστηµα   

¾ έχει µοναδική λύση αν 4
3

a ≠ − ,  

¾ έχει άπειρες λύσεις αν 4 5,
3 6

a b= − = −   

¾ είναι αδύνατο αν 4 5, .
3 6

a b= − ≠ −  

Άσκηση 10 

Εξετάστε ποιοι από τους επόµενους πίνακες είναι αντιστρέψιµοι 
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1 2 3
1 4 1 2

, , 2
3 12 3

2 1 0
A B C

a

⎛ ⎞
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎜ ⎟= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎜ ⎟

⎝ ⎠

2 3  

όπου . Να υπολογιστούν οι αντίστροφοι όταν αυτοί υπάρχουν. Στη συνέχεια να 

λυθεί το σύστηµα . 

a ∈R

1
2
2

x
C y

z

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟=⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠

Λύση 

Θα εφαρµόσουµε τον αλγόριθµο υπολογισµού του αντίστροφου πίνακα.  

Για τον Α έχουµε:  Ο Α δεν είναι 

αντιστρέψιµος, γιατί το αριστερό µισό, , του τελευταίου πίνακα είναι 

ανηγµένος κλιµακωτός πίνακας διάφορος του µοναδιαίου. 

2 2 131 4 1 0 1 4 1 0
.

3 12 0 1 0 0 3 1
r r r→ −⎛ ⎞ ⎛

⎯⎯⎯⎯→⎜ ⎟ ⎜ −⎝ ⎠ ⎝

⎞
⎟
⎠

⎟

⎯⎯⎯⎯→⎜ ⎟ ⎜ − −⎝ ⎠ ⎝
6,a =

1 4
0 0

⎛ ⎞
⎜
⎝ ⎠

Για το Β έχουµε:  Αν  ο Β δεν 

είναι αντιστρέψιµος. Έστω ότι 

2 2 131 2 1 0 1 2 1 0
.

3 0 1 0 6 3 1
r r r

a a
→ −⎛ ⎞ ⎛ ⎞

⎟
⎠

6a ≠ . Τότε συνεχίζουµε και έχουµε 

2 2
1 1 2

1
26

1 2 1 01 2 1 0
3 10 6 3 1 0 1
6 6

21 0
6 6 .

3 10 1
6 6

r r r r ra

a
a a

a
a a

a a

→ → −−

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎜ ⎟⎯⎯⎯⎯→ ⎯ →−⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − ⎜ ⎟⎝ ⎠ − −⎝ ⎠
−⎛ ⎞

⎜ ⎟− −⎜ ⎟
−⎜ ⎟⎜ ⎟− −⎝ ⎠

⎯⎯⎯

  

Στην περίπτωση αυτή Β είναι αντιστρέψιµος και ο αντίστροφός του είναι ο 

2
6 6

3 1
6 6

a
a a

a a

−⎛ ⎞
⎜ ⎟− −⎜ ⎟

−⎜ ⎟⎜ ⎟− −⎝ ⎠

. 

Για τον C έχουµε  
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3 3 12 2 1

3 3
1 1 2

22

1
26

1 2 3 1 0 0 1 2 3 1 0 0
2 5 3 0 1 0 0 1 3 2 1 0
2 4 0 0 0 1 2 4 0 0 0 1

1 2 3 1 0 0 1 2 3 1 0 0
0 1 3 2 1 0 0 1 3 2 1 0
0 0 6 2 0 1 1 10 0 1 0

3 6

1 0 9 5 2 0
0 1 3 2 1 0

0 0 1

r r rr r r

r r r r r

→ −→ −

→ → −−

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎯⎯⎯⎯→ − − ⎯⎯⎯⎯→⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟− − ⎯⎯⎯⎯→ − − ⎯⎯⎯⎯→⎜ ⎟⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − −⎝ ⎠ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

−
− − 2 2 3 1 1 33 9

1 0 9 5 2 0
10 1 0 1 1

2
1 1 1 10 0 0 1 03 6 3 6

31 0 0 2 2
2
10 1 0 1 1 .

2
1 10 0 1 0
3 6

r r r r r r→ + → −

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎜ ⎟−⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ −⎜ ⎟⎯⎯⎯⎯→ − ⎯⎯ →⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟− ⎜ ⎟−⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎜ ⎟

−⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎯⎯

 

Άρα ο C είναι αντιστρέψιµος και ο αντίστροφός του είναι ο 

32 2
2
11 1
2

1 10
3 6

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟− −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Για να λύσουµε το σύστηµα 
1
2
2

x
C y

z

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟=⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 µπορούµε φυσικά να εφαρµόσουµε τη 

µέθοδο απαλοιφής του Gauss. Ένας άλλος τρόπος είναι να χρησιµοποιήσουµε το 

γεγονός ότι ο C είναι αντιστρέψιµος. Έχουµε  
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1 1

1

1 1
2 2
2 2

32 2
21 1
12 1 1 2 2
2

2 21 10 33 6

x x
C y C C y C

z z

x
y C
z

− −

−

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= ⇔ = ⇔⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞− ⎛ ⎞⎜ ⎟
⎜ ⎟5

.
2

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟= = − − = ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎜ ⎟⎜ ⎟− ⎝ ⎠⎜ ⎟

⎝ ⎠

 

 

Άσκηση 11 

Έστω ότι ο Α είναι ένας πραγµατικός πίνακας τέτοιος ώστε 2 0.A A I− − =   

1. Αποδείξτε ότι ο A I  είναι αντιστρέψιµος. −

2. Αποδείξτε ότι ο  είναι αντιστρέψιµος για κάθε πραγµατικό  A kI−
1 5

2
k ±

≠ . 

3. Αποδείξτε ότι ο  δεν είναι αντιστρέψιµος, αν A kI−
1 5 .

2
k ±

=  

Λύση 

1. Από τη δοσµένη σχέση έχουµε  
2 ( ) ( ) ( )A A I A A I I A A I A I A I.− = ⇔ − = ⇔ − = − =   

Άρα ο  είναι αντιστρέψιµος σύµφωνα µε τον A I− Ορισµό 12. 

2. Έστω .B A kI= −  Η ιδέα εδώ είναι να µετασχηµατίσουµε τη δοσµένη 

πολυωνυµική παράσταση του Α, δηλαδή την 2 0,A A I− − =  σε µια πολυωνυµική 

παράσταση του Β και να χρησιµοποιήσουµε µια παραγοντοποίηση όπως είδαµε στο 

προηγούµενο ερώτηµα. 

 Έχουµε  και άρα A B kI= +

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

22

2 2

2 2

2

0 0

2 0

2 1 1 0

(2 1) 1 .

A A I B kI B kI I

B kB k I B kI I

B k B k k I

B B k I k k I

− − = ⇔ + − + − = ⇔

+ + − − − = ⇔

+ − + − − = ⇔

+ − = − + +

 

Παρατηρούµε ότι για κάθε πραγµατικό 1 5
2

k ±
≠  έχουµε 2 1 0k k− + + ≠ , αφού οι 

ρίζες του τριωνύµου είναι 1 5
2

± . Άρα παίρνουµε  
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( ) ( )
( )

( ) ( )

2

2

2 2

(2 1) 1

1 (2 1)
1

1 1(2 1) (2 1)
1 1

B B k I k k I

B B k I I
k k

B B k I B k I B
k k k k

+ − = − + + ⇔

⎛ ⎞+ − = ⇔⎜ ⎟− + +⎝ ⎠
⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ − = + − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟− + + − + +⎝ ⎠ ⎝ ⎠

I

 

Άρα ο Β είναι αντιστρέψιµος. 

3. Έστω 1 5 .
2

k ±
=  Θα δείξουµε ότι ο B A kI= −  δεν είναι αντιστρέψιµος. Έστω ότι 

ο Β είναι αντιστρέψιµος. Θα φθάσουµε σε άτοπο. Αποδείξαµε πριν τη σχέση 

( ) ( )2(2 1) 1 .B B k I k k I+ − = − + +  Άρα ( )(2 1) 0B B k I+ − = . Πολλαπλασιάζοντας µε 

1B−  παίρνουµε  Άρα (2 1) 0.B k I+ − = (2 1)B k I= − −  και συνεπώς 

 Από τη σχέση ( 1)A B kI k I= + = − − . 2 0A A I− − =  παίρνουµε  

( ) ( ) ( )

( )

2 2

2

( 1) ( 1) 0 2 1 0

1 51 0
2

k I k I I k k I kI I I

k k I k

− − − − − − = ⇒ − + + − − = ⇒

±
− − = ⇒ =

 

και αυτό είναι άτοπο. 

 

Άσκηση 12 

Θεωρούµε το σύστηµα  
2

1

x y az a
x ay z a
ax y z

+ + =
+ + =
+ + =

 

όπου  Να λυθεί το σύστηµα αυτό για τις διάφορες τιµές του a. .a ∈\

Λύση 

Ο επαυξηµένος πίνακας του συστήµατος είναι ο  
21 1

1 1
1 1 1

a a
a a

a

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

.

2

 

Μετά από τους στοιχειώδεις µετασχηµατισµούς , ο 

πίνακας παίρνει τη µορφή  

2 2 1 3 3 1 3 3, ,r r r r r ar r r r→ − → − → +
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2

2

2

1 1
0 1 1
0 0 (1 )(2 ) (1 )(1 )

a a
a a a a

a a a a

⎛ ⎞
⎜ ⎟

− − −⎜ ⎟
⎜ ⎟− + − +⎝ ⎠

.  

Το αντίστοιχο σύστηµα είναι  
2

2

2

( 1) (1 )
(1 )(2 ) (1 )(1 ) .

x y az a
a y a z a a

a a z a a

⎧ + + =
⎪

− + − = −⎨
⎪ − + = − +⎩

 

• Περίπτωση 1. Έστω   ( 1)( 2) 0.a a− + ≠

Τότε το σύστηµα έχει µοναδική λύση. Λύνοντας την τρίτη εξίσωση βρίσκουµε  
2( 1)

2
az
a

+
=

+
. Aντικαθιστώντας στη δεύτερη βρίσκουµε µετά από µερικές 

πράξεις 1
2

y
a

=
+

, οπότε από την πρώτη βρίσκουµε τελικά ( 1)
2

ax
a

− +
=

+
. 

• Περίπτωση 2. Έστω . 2a = −

Τότε από την τρίτη εξίσωση βλέπουµε ότι το σύστηµα είναι αδύνατο. 

• Περίπτωση 3. Έστω  1.a =

Τότε το σύστηµα είναι το  

1
0 0
0 0.

x y z+ + =⎧
⎪ =⎨
⎪ =⎩

 

Υπάρχουν άπειρες λύσεις ( , , ) (1 , , ), , .x y z y z y z y z= − − ∈\  

 

Άσκηση 13 

Εξετάστε για ποιες τιµές των ,a b∈\  το επόµενο σύστηµα έχει µοναδική λύση, 

άπειρες λύσεις ή είναι αδύνατο 

1 2 3

1 2 3
2

1 2 3

1

2 .

x x x
x ax ax b

x a x ax ab

+ + =
+ + =

+ + =
 

Λύση 
Εφαρµόζοντας τους στοιχειώδεις µετασχηµατισµούς ,  και  

, ο επαυξηµένος πίνακας του συστήµατος παίρνει τη µορφή  

2 2 1rr r→ − 3 3 1r r r→ −

2r3 3 ( 1)r r a→ − − −
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1 1 1 1
0 1 1 1
0 0 (2 )

a a b
a a a b

⎛ ⎞
⎜ ⎟− − −⎜ ⎟
⎜ ⎟− −⎝ ⎠

 

οπότε το αντίστοιχο σύστηµα είναι το  

1 2 3

2 3

3

1
( -1) ( -1) -1

(2 - ) - .

x x x
a x a x b

a a x a b

+ + =
+ =

=
 

Περίπτωση 1. Έστω  (2 )(1 ) 0.a a a− − ≠

Τότε το σύστηµα έχει µοναδική λύση. 

Περίπτωση 2. Έστω  0.a =

o Αν , από την τρίτη εξίσωση βλέπουµε ότι το σύστηµα είναι 

αδύνατο. 

0b ≠

o Αν  υπάρχουν άπειρες λύσεις. 0,b =

Περίπτωση 3. Έστω  2.a =

o Αν , από την τρίτη εξίσωση βλέπουµε ότι το σύστηµα είναι 

αδύνατο. 

2b ≠

o Αν , υπάρχουν άπειρες λύσεις. 2b =

Περίπτωση 4. Έστω  1.a =

o Αν , από τη δεύτερη εξίσωση βλέπουµε ότι το σύστηµα είναι 

αδύνατο. 

1b ≠

o Αν , υπάρχουν άπειρες λύσεις. 1b =

 

 

 

ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

Άσκηση 1 

Έστω   
1 2 2 1

, .
3 4 2 0

A B⎛ ⎞ ⎛
= =⎜ ⎟ ⎜−⎝ ⎠ ⎝

⎞
⎟
⎠

I1. Να υπολογιστεί η παράσταση 2 3 2A A− + , όπου . 
1 2
3 4

A ⎛ ⎞
= ⎜ ⎟−⎝ ⎠

2. Εξετάστε αν ισχύει  .AB BA=

3. Εξετάστε αν ισχύει  2 2 2( ) 2A B A B AB+ = + + .
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Απάντηση 1.   2.  3. Έχουµε 

 και η τελευταία  ισότητα δεν ισχύει. 

6 4
6 0

−⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎝ ⎠

6 1 1 8
,

2 3 2 4
AB BA

−⎛ ⎞ ⎛
= =⎜ ⎟ ⎜−⎝ ⎠ ⎝

⎞
⎟
⎠

2 2 2( ) 2A B A B AB AB BA+ = + + ⇔ =

Άσκηση 2 

Έστω  
1 4

.
2 7

A ⎛ ⎞
= ⎜ ⎟−⎝ ⎠

1. Αποδείξτε ότι για κάθε θετικό ακέραιο n έχουµε 

2 3 5 2 (5 3 )
3 5 3 2 5

n n n n
n

n n n n
A

⎛ ⎞⋅ − ⋅ −
= ⎜ ⎟

− − + ⋅⎝ ⎠
. 

2. Αποδείξτε ότι ο Α είναι αντιστρέψιµος και βρείτε τον 1.A−  

3. Στη συνέχεια αποδείξτε τη σχέση του υποερωτήµατος 1 για κάθε ακέραιο n. 

Υπόδειξη 1. Για n θετικό χρησιµοποιήστε επαγωγή. 2. Βλ. Λυµένη Άσκηση 10. 3. 

Ένας τρόπος να αποδειχτεί η σχέση είναι να 

χρησιµοποιήστε επαγωγή στο n. Ένας άλλος τρόπος είναι να χρησιµοποιήστε τη 

σχέση 

2 3 5 2 (5 3 )
3 5 3 2 5

n n n n
n

n n n n
A

− − − −
−

− − − −

⎛ ⎞⋅ − ⋅ −
= ⎜ ⎟

− − + ⋅⎝ ⎠

( ) 1
.n nA A

−− =  

 

Άσκηση 3 

Να βρεθούν όλοι οι πραγµατικοί πίνακες Χ τέτοιοι ώστε XA AX= , όπου   
1 0
1 1

A ⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠

Υπόδειξη Βλ. Λυµένη Άσκηση 2. Απάντηση: 
0

, ,
w

X z
z w

⎛ ⎞ w= ∈⎜ ⎟
⎝ ⎠

R . 

 

Άσκηση 4 

Να υπολογιστούν οι πίνακες  

1.   2.   3.   4. 
20030 2

5 0
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

20041 3
0 1
−⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

20050 1 2
0 0 1
0 0 0

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

20062 2cos sin
1003 1003

2 2sin cos
1003 1003

π π

π π

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎝ ⎠
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Υπόδειξη Για τα 1,2 και 3 βλ. Λυµένη Άσκηση 4. Για το 4  αποδείξτε τη σχέση 

2 2 2 2cos sin cos sin
1003 1003 1003 1003

2 2 2 2sin cos sin cos
1003 1003 1003 1003

k k k

k k

π π π π

π π π

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟

=⎜ ⎟ ⎜
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

π
⎟  για κάθε θετικό ακέραιο k µε 

επαγωγή χρησιµοποιώντας τριγωνοµετρικές ταυτότητες. Σηµείωση: Οι ... 

παρατηρητικοί αναγνώστες ήδη έχουν επισηµάνει την οµοιότητα της προηγούµενης 

σχέσης µε το θεώρηµα του De Moivre. 

 

 

Άσκηση 5 

Ένα αεροσκάφος ίπταται έτσι ώστε οι συντεταγµένες  ( , , )n n nx y z  του σηµείου όπου 

βρίσκεται µετά από n λεπτά πτήσης ικανοποιούν τις σχέσεις 

1

1

1

2n n n

n n n

n n

nx x y
y y z
z z

+

+

+

z= + −
= +
=

 

1, 2,...n = , όπου 0 0 0, , .x a y b z c= = =  

Να βρεθούν οι συντεταγµένες του αεροσκάφους µετά από 5 ώρες πτήσης. 

Υπόδειξη  Έχουµε 
1 1 0

0

0

1
1 1

1 1

,
n n n

n
n n n

n n n

x x x x
y A y y A y
z z z z

+ +
+

+ +

+ +

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= ⇒ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

1 2 1
0 1 1
0 0 1

A
−⎛ ⎞

⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎜ ⎟
⎜ ⎟  όπου . 

Άρα αρκεί να υπολογιστεί η δύναµη  300.A Βλ. Λυµένη Άσκηση 5. Αποδεικνύεται ότι 
21 2 ( 1) 1

0 1
0 0 1

n

n n
A n

⎛ ⎞− −
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

Απάντηση: ( )300 300 300, ,x y z ( )( )2600 299 1 , 300 ,a b c b c= + + − + c

.

 

 

Άσκηση 6 

Έστω Α ένας πίνακας τέτοιος ώστε 2 2 3 0A A I+ − =   

1. Να απλοποιηθεί η παράσταση 4 3 22 4A A A A I+ − − + . 

2. Αποδείξτε ότι οι πίνακες , 2A A I+  είναι αντιστρέψιµοι. 

3. Αποδείξτε ότι ο B A kI= −  είναι αντιστρέψιµος αν και µόνο αν  1, 3.k ≠ −
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Υπόδειξη Για το 1 βλ. Λυµένη Άσκηση 6. Για τα 2 και 3 βλ. Λυµένη Άσκηση 11. 

 

Άσκηση 7 

Να λυθούν τα παρακάτω συστήµατα 

1
3 2
5 3 4

x y z
x y z
x y z

− + =
− − =
− + =

              
1

3 2
5 3

x y z
x y z
x y z

− + =
− − =
− + = 5 4

1
3 2
5 3 2

x y z
x y z
x y z

− + =
− − =
− + =

 

Απάντηση Το πρώτο σύστηµα έχει άπειρες λύσεις (τις 1 1( , 2 , ),
2 2

z z z z+ − + ∈R ), το 

δεύτερο είναι αδύνατο και το τρίτο έχει µοναδική λύση (τη 1 1( , ,0)
2 2

− ). 

 

Άσκηση 8 

Εξετάστε για ποια a το σύστηµα 
1

3
5 3

x y z
x y z 2
x y z a

− + =
− − =
− + =

είναι συµβιβαστό. 

Απάντηση a = 4. Βλ. Λυµένη Άσκηση 8.  

 

Άσκηση 9 

Για ποιες τιµές των a,b το σύστηµα  

1
3
5 3

x y z

4
x y z a
x y bz

− + =
− − =
− + =

 

έχει άπειρες λύσεις, έχει µοναδική λύση, είναι αδύνατο. 

Απάντηση  Για 1, 2b a= =  το σύστηµα έχει άπειρες λύσεις, για 1, 2b a= ≠  το 

σύστηµα είναι αδύνατο, ενώ για 1b ≠  (και κάθε a) το σύστηµα έχει µοναδική λύση. 

Βλ. Λυµένη Άσκηση 9. 

 

Άσκηση 10 

Για ποιες τιµές των a,b το παρακάτω σύστηµα είναι αδύνατο; 

2 2
2 1
3 1
2 4

x y z
x y az
x y bz
x y z

+ + =
− + =
+ + =
− + =
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Απάντηση  Το σύστηµα είναι αδύνατο αν και µόνο αν  1a = (µε b αυθαίρετο)  ή 

. 5 3 1 0a b− + =

 

Άσκηση 11 

Να υπολογιστούν, αν υπάρχουν, ο αντίστροφοι των πινάκων 

1 1 0
0 1 2
2 1 3

A
⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

    
1 2
1 3
1 0 1

a
B a

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

όπου . a ∈R

Απάντηση 1

1 3 2
5 5 5
4 3 2
5 5 5
2 1 1

5 5 5

A−

−⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟

−⎜= ⎜
⎜ ⎟−⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎟
⎟ . Ο Β είναι αντιστρέψιµος αν 1 13

2
a ±

≠  και στην 

περίπτωση αυτή έχουµε 

2

1
2

3 6
1 1 1 2

3
3 3

a a
B a

a a
a a

−

⎛ ⎞

a
− −

⎜ ⎟
= − − −⎜ ⎟− − ⎜ ⎟− −⎝ ⎠

+ . 

Άσκηση 12 

Να βρεθεί ένα πολυώνυµο ( ) [ ]f x x∈R  δευτέρου βαθµού τέτοιο ώστε 

 (1) 2, (2) 9, (3) 20.f f f= = =

Υπόδειξη  Αν 2( )f x ax bx= + + c , τότε οι υποθέσεις οδηγούν σε ένα 3  σύστηµα 

µε αγνώστους τους  Απάντηση 

3×

, , .a b c 2( ) 2 1.f x x x= + −  
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