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Άσκηση 1 

axd
e

dx
 

Να αποδειχθεί ότι το eax είναι ιδιοσυνάρτηση του τελεστή d/dx, και να βρεθεί η 

αντίστοιχη ιδιοτιμή. 

(Τελεστής)(συνάρτηση) = (σταθερός παράγοντας) x (ίδια συνάρτηση) 

   ax
ae a

Άρα, πράγματι, το eax είναι ιδιοσυνάρτηση του τελεστή d/dx, και η αντίστοιχη 

ιδιοτιμή είναι a. 

 

Αντίθετα, το      δεν είναι ιδιοσυνάρτηση του τελεστή d/dx διότι, αν και το ψ 

εμφανίζεται στο δεξί μέρος της εξίσωσης, δεν πολλαπλασιάζεται με κάποια 

σταθερά, αλλά με μια μεταβλητή (2ax). 
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Άσκηση 2 

Επομένως, πρόκειται για εξίσωση ιδιοτιμής με: 

ikx ikxAe Be  

2 2
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Ποια είναι η γραμμική ορμή σωματιδίου που περιγράφεται από την παρακάτω 

κυματοσυνάρτηση (α) για Β=0 και (β) για Α=0; 

i)  Εφαρμόζουμε τον τελεστή της ορμής στην ψ και ελέγχουμε το αποτέλεσμα. 

ii) Αν αυτό είναι η αρχική κυματοσυνάρτηση ψ πολλαπλασιασμένη με μια 

σταθερά (ιδιοτιμή), τότε η σταθερά αυτή αποτελεί την τιμή του παρατηρήσιμου 

μεγέθους. 
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Επομένως, πρόκειται για εξίσωση ιδιοτιμής με: 

(β) x

d
p

i dx


 

ikx
de

B
i dx



   ikx
B ik e

i

   ikx
k Be

  k 

x
p k 



Άσκηση 3 

(α) Να δειχθεί ότι οι κυματοσυναρτήσεις sin x και sin 2x είναι ιδιοσυναρτήσεις 

του ερμητιανού τελεστή d2/dx2, με ιδιοτιμές -1 και -4, αντίστοιχα.  

  

2

2
sin

d
x

dx

2

2
sin 2

d
x

dx

   sin cos
d

ax a ax
dx



Γνωρίζουμε ότι 

   cos sin
d

ax a ax
dx

 

sin x 

n24si x 



Άσκηση 3 

(α) Να δειχθεί ότι οι κυματοσυναρτήσεις sin x και sin 2x είναι ιδιοσυναρτήσεις 

του ερμητιανού τελεστή d2/dx2, με ιδιοτιμές -1 και -4, αντίστοιχα.  

(β) Να δειχθεί ότι οι δύο κυματοσυναρτήσεις είναι 

ορθογώνιες. 
0
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Για a=1 και b=2, και επειδή sin0= 0, sin2π =0 και sin6π =0, έχουμε: 

0
Άρα, οι δύο κυματοσυναρτήσεις 

είναι ορθογώνιες. 



Άσκηση 3 – Ορθογωνικότητα 

Όπως φαίνεται από το σχήμα, το 

ολοκλήρωμα της συνάρτησης 
 

f(x)= sinx sin2x 
 

(γραμμοσκιασμένη επιφάνεια) είναι 

ίσο με μηδέν. 

Η συνάρτηση, και η τιμή του ολοκληρώματος, επαναλαμβάνονται κάθε 2π και, 

επομένως, η τιμή του ολοκληρώματος από -∞ μέχρι +∞ θα είναι επίσης μηδέν. 
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(sin )(sin 2 )x x dx
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Άσκηση 4 

Να υπολογιστεί η μέση τιμή της απόστασης ενός 

ηλεκτρονίου από τον πυρήνα στο άτομο του 

υδρογόνου, όταν αυτό βρίσκεται στη χαμηλότερη 

κατάσταση ενέργειας. 
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Επειδή α0= 52,9 pm, <r>= 79,4 pm 

Αυτό σημαίνει ότι, αν πραγματοποιήσουμε μεγάλο 

αριθμό μετρήσεων, η μέση τιμή τους θα είναι ίση με 

79,4 pm. 



Άσκηση 5 

Έστω ότι η ταχύτητα ενός βλήματος μάζας 1,0 g είναι γνωστή με αβεβαιότητα   

1 μm s-1. Να υπολογιστεί η αβεβαιότητα για τη θέση του. 
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Η αβεβαιότητα είναι μηδανιμή, όπως και για όλα τα μακροσκοπικά σώματα. 

Αν η μάζα του σώματος ήταν ίση με αυτή του ηλεκτρονίου, η αβεβαιότητα στη 

θέση θα ήταν Δq= 60 m. 



Άσκηση 6 

(α) Να υπολογιστεί ο μεταθέτης των τελεστών ορμής και 

θέσης για μονοδιάστατο σύστημα. 
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Άσκηση 6 
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(β) Τι προβλέπει η αρχή της αβεβαιότητας για αυτό το 

ζεύγος φυσικών μεγεθών; 

(α) Να υπολογιστεί ο μεταθέτης των τελεστών ορμής και 

θέσης για μονοδιάστατο σύστημα. 
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Άσκηση 7 

Έστω ένα κβαντωμένο σύστημα τριών καταστάσεων που περιγράφεται από 

τις Φ1, Φ2, Φ3, με αντίστοιχες ιδιοτιμές E1= 5 eV, E2= 10 eV, E3= 20 eV. 
  

Μια κανονικοποιημένη κυματοσυνάρτηση Φολ(x) δίνεται από τη σχέση: 

 

 

  

ολ 1 2 3
0,8 0,4472 c      

(α) Ποια είναι η μέση τιμή της ενέργειας;  

(β) Ποια η πιθανότητα να βρεθεί σε κάποια μέτρηση η τιμή 5 eV; 

(γ) Ποια η αντίστοιχη πιθανότητα για την τιμή 12 eV;  

Φ1 Ε1= 5 eV 

Φ2 Ε2= 10 eV 

Φ3 Ε3= 20 eV 

Όταν η κυματοσυνάρτηση μπορεί να γραφτεί ως 

γραμμικός συνδυασμός πολλών διαφορετικών 

ιδιοσυναρτήσεων …  

1 1 2 2
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c c c   

… η πιθανότητα να μετρηθεί μια συγκεκριμένη 

ιδιοτιμή σε μια σειρά παρατηρήσεων είναι: 

  
 

2

k k
P c



Άσκηση 7 

Από την απαίτηση η ολική συνάρτηση να είναι κανονικοποιημένη, προκύπτει 

ότι: 

 

 

 

 
  

ολ 1 2 3
0,8 0,4472 c      

Φ1 Ε1= 5 eV 

Φ2 Ε2= 10 eV 

Φ3 Ε3= 20 eV 

Μπορεί τώρα να υπολογιστεί η τιμή της σταθεράς c: 
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… η πιθανότητα να μετρηθεί μια συγκεκριμένη 

ιδιοτιμή σε μια σειρά παρατηρήσεων είναι: 
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Φ1 Ε1= 5 eV 

Φ2 Ε2= 10 eV 

Φ3 Ε3= 20 eV 

(α) 
k k

k

E P E

Άσκηση 7 

 

 

 
  

ολ 1 2 3
0,8 0,4472 0,4      
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<Ε> 

(α) Ποια είναι η μέση τιμή της ενέργειας;  

(β) Ποια η πιθανότητα να βρεθεί σε κάποια μέτρηση η τιμή 5 eV; 

(γ) Ποια η αντίστοιχη πιθανότητα για την τιμή 12 eV;  

(β) 

(γ) 

 
2 2

1 1
0.8 0.64P c   (64%)

12 eV
0

E
P




Η τιμή Ε= 12 eV δεν αποτελεί ιδιοτιμή καμιάς 

από τις ιδιοσυναρτήσεις που συνεισφέρουν 

στην ολική κυματοσυνάρτηση. 
 



Άλυτες Ασκήσεις 

Εξετάστε ποιες από τις ακόλουθες συναρτήσεις αποτελούν ιδιοσυναρτήσεις 

του τελεστή Α=d2/dx2 
 

(α) ex  (β) x2  (γ) sin x (δ) cos x + sin x 
  

 

Δείξτε ότι η συνάρτηση                                                      είναι μια ιδιοσυνάρτηση  

 

του Λαπλασιανού τελεστή                                       και προσδιορίστε την ιδιοτιμή 

της.  

   cos cos cosf ax by cz
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Δίνεται η κατάσταση υπέρθεσης   
 

όπου ψ1, ψ2, ψ3 κανονικοποιημένες ιδιοσυναρτήσεις κάποιου φυσικού 

μεγέθους Α με ιδιοτιμές 
 

 α1= -1  α2= 0  α3= 1 
 

 1 2 3
2N     

 

(α) Να βρεθεί ο συντελεστής κανονικοποίησης, Ν. 
 

(β) Να υπολογιστούν η μέση τιμή  και η αβεβαιότητα του μεγέθους Α. 
 

Σημείωση: Αβεβαιότητα ή διασπορά του φυσικού μεγέθους που αντιστοιχεί 

στον τελεστή Τ ονομάζεται η ποσότητα 

 
22T T T  

 

Η τιμή του <Τ 2> υπολογίζεται με εφαρμογή του τύπου της μέσης τιμής για τον 

τελεστή Τ 2. 

Άλυτες Ασκήσεις 



• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στo πλαίσιο του 

εκπαιδευτικού έργου του διδάσκοντα. 
 

• Το έργο «Ανοικτά Ακαδημαϊκά Μαθήματα στο Πανεπιστήμιο 

Αθηνών» έχει χρηματοδοτήσει μόνο την αναδιαμόρφωση του 

εκπαιδευτικού υλικού.  
 

• Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού Προγράμματος 

«Εκπαίδευση και Δια Βίου Μάθηση» και συγχρηματοδοτείται από την 

Ευρωπαϊκή Ένωση (Ευρωπαϊκό Κοινωνικό Ταμείο) και από εθνικούς 

πόρους. 

Χρηματοδότηση 



Το παρόν έργο αποτελεί την έκδοση 1.0.0.   

 

Σημείωμα Ιστορικού εκδόσεων έργου 



Copyright Πανεπιστήμιο Πατρών. Αναπληρωτής Καθηγητής, Δημήτρης 

Κονταρίδης. «Φυσικοχημεία Ι». Έκδοση: 1.0. Πάτρα 2015.  
 

Διαθέσιμο από τη δικτυακή διεύθυνση:  

https://eclass.upatras.gr/courses/CMNG2172/ 

 

 

Σημείωμα αναφοράς 



Το παρόν υλικό διατίθεται με τους όρους της άδειας χρήσης Creative 

Commons Αναφορά, Μη Εμπορική Χρήση Παρόμοια Διανομή 4.0 [1] ή 

μεταγενέστερη, Διεθνής Έκδοση.   Εξαιρούνται τα αυτοτελή έργα τρίτων 

π.χ. φωτογραφίες, διαγράμματα κ.λ.π.,  τα οποία εμπεριέχονται σε αυτό 

και τα οποία αναφέρονται μαζί με τους όρους χρήσης τους στο «Σημείωμα 

Χρήσης Έργων Τρίτων».                      

 [1] http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/  
 

Ως Μη Εμπορική ορίζεται η χρήση: 

• που δεν περιλαμβάνει άμεσο ή έμμεσο οικονομικό όφελος από την 

χρήση του έργου, για το διανομέα του έργου και αδειοδόχο 

• που δεν περιλαμβάνει οικονομική συναλλαγή ως προϋπόθεση για τη 

χρήση ή πρόσβαση στο έργο 

• που δεν προσπορίζει στο διανομέα του έργου και αδειοδόχο έμμεσο 

οικονομικό όφελος (π.χ. διαφημίσεις) από την προβολή του έργου σε 

διαδικτυακό τόπο 
 

Ο δικαιούχος μπορεί να παρέχει στον αδειοδόχο ξεχωριστή άδεια να 

χρησιμοποιεί το έργο για εμπορική χρήση, εφόσον αυτό του ζητηθεί. 

Σημείωμα αδειοδότησης 

[1] http:/creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/

