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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5

ΜΕΤΑΦΟΡΑ ΜΑΖΑΣ ΣΕ ΠΟΡΩΔΗ ΜΕΣΑ

(Συγγραφέας: Γεώργιος Καπέλλος)

5.1 Βασικές Έννοιες

Σε αυτή την ενότητα θα παρουσιάσουμε τα βασικά στοιχεία που διέπουν τη μεταφορά μάζας σε πορώδη μέσα. Με τον όρο πορώδες μέσο αναφερόμαστε σε ένα στερεό υλικό το οποίο περιέχει “πόρους”. Μπορούμε να ορίσουμε τους πόρους ως κενούς χώρους που κατανέμονται με στοχαστικό τρόπο μέσα στο στερεό υλικό, χωρίς να κάνουμε οιαδήποτε υπόθεση για το σχήμα ή το μέγεθος αυτών. Παραδείγματα φυσικών πορωδών υλικών είναι η άμμος θαλάσσης, η χαλαζιακή άμμος, ο ασβεστόλιθος, το ψωμί, το ξύλο, και ο ανθρώπινος πνεύμονας (Σχήμα 5.1). 
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Σχήμα 5.1. Παραδείγματα φυσικών πορωδών υλικών: (Α) άμμος θαλάσσης, (Β) χαλαζιακή άμμος, (Γ) ασβεστόλιθος, (Δ) ψωμί σικάλεως, (E) ξύλο, (Ζ) ανθρώπινος πνεύμονας. Κοκκώδη πορώδη υλικά που χρησιμοποιούνται στις κατασκευές: (Η) σφαίρες Liapor® διαμέτρου 0.5cm, (Θ) τεμαχισμένος ασβεστολιθος 1cm (πηγή: D.A. Nield & A. Bejan, 1992). 

Οι πόροι ενός πορώδους μέσου μπορεί να είναι αλληλοσυνδεόμενοι ή απομονωμένοι. Πρακτικό ενδιαφέρον υφίσταται για πορώδη υλικά στα οποία ένα ποσοστό των πόρων είναι αλληλοσυνδεδεμένοι κατά τρόπον ώστε να επιτρέπεται η ροή και μεταφορά μάζας ρευστών (αερίων ή υγρών) διαμέσου του υλικού. Οι διεργασίες που λαμβάνουν χώρα σε πορώδη μέσα εξαρτώνται άμεσα από τα τοπολογικά και γεωμετρικά χαρακτηριστικά της πορώδους δομής, στα οποία συμπεριλαμβάνεται το μέγεθος και το σχήμα των πόρων, η συνδετικότητα και η συσχέτιση μεγέθους γειτονικών πόρων και η μικροτραχύτητα (Dullien, 1979). Συνήθως, σε ένα φυσικό πορώδες μέσο η γεωμετρία των πόρων είναι περίπλοκη με αποτέλεσμα να μην μπορούμε να ορίσουμε με σαφήνεια τόσο το σχήμα όσο και το μέγεθος των πόρων. Η υπερκέραση αυτού του προβλήματος στηρίζεται στην θεώρηση των πόρων ως τριχοειδών σωλήνων με πεπερασμένο μήκος και χαρακτηριστική γεωμετρία εγκάρσιας διατομής, η οποία μπορεί να μεταβάλλεται κατά μήκος του πόρου. Υπό αυτή την θεώρηση, είναι εφικτό να οριστούν ένα ή και περισσότερα χαρακτηριστικά μεγέθη-μήκη πόρων από τα οποία προκύπτουν οι αντίστοιχες κατανομές μεγέθους πόρων που χαρακτηρίζουν το εκάστοτε υλικό. Για παράδειγμα, ο Scheidegger (1974) ορίζει μια χαρακτηριστική διάμετρο σε κάθε σημείο του κενού χώρου ως την διάμετρο της μεγαλύτερης σφαίρας που περιέχει αυτό το σημείο και παραμένει ολόκληρη στο κενό χώρο. 

Όπως αναφέρθηκε, πέραν του σχήματος και του μεγέθους των πόρων, ιδιαίτερη σημασία έχει η συνδετικότητα και η συσχέτιση μεγέθους γειτονικών πόρων καθώς και η μικροτραχύτητα. Μέτρο της συνδετικότητας των πόρων αποτελεί ο αριθμός συνδιάταξης, 
[image: image2.wmf]z

, ο οποίος χαρακτηρίζει τα σημεία συνένωσης γειτονικών πόρων και ορίζεται ως ο αριθμός των πόρων που συνδέονται σε ένα σημείο συνένωσης. Στον υπολογισμό του αριθμού συνδιάταξης δεν λαμβάνονται υπόψιν απομονωμένοι πόροι. Προφανώς, το πορώδες μέσο θα χαρακτηρίζεται από έναν μέσο αριθμό συνδιάταξης, 
[image: image3.wmf]z

, ο οποίος είναι ο αριθμητικός μέσος των διακριτών αριθμών συνδιάταξης. Ένα άλλο πολύ σημαντικό, αλλά συνάμα δύσκολο στον προσδιορισμό, χαρακτηριστικό των πορωδών μέσων είναι η εξάρτηση του μεγέθους ενός πόρου από τα μεγέθη των γειτονικών πόρων, το οποίο αναφέρεται ως συσχέτιση μεγέθους. Τέλος, η μικροτραχύτητα αναφέρεται στην ανομοιογένεια της εσωτερικής επιφανείας των πόρων και επίσης προσδιορίζεται δύσκολα. 

Βέβαια, στις περισσότερες εφαρμογές μας ενδιαφέρει η ανάλυση μιας διεργασίας στην μακροσκοπική κλίμακα και για τον λόγο αυτό κρίνεται σκόπιμο να ορίσουμε τις χαρακτηριστικές μακροσκοπικές ιδιότητες ενός πορώδους μέσου. 

Αξίζει να τονιστεί ότι οι μακροσκοπικές ιδιότητες εξαρτώνται σε μεγάλο βαθμό από τα χαρακτηριστικά της πορώδους δομής στην μικροκλίμακα (Dullien, 1979). Οι σημαντικότερες μακροσκοπικές ιδιότητες της πορώδους δομής είναι:

( Πορώδες. Το πορώδες, 
[image: image4.wmf]e

, ορίζεται ως ο λόγος του όγκου των πόρων προς τον ολικό όγκο του πορώδους μέσου.
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Εφόσον η ροή και η μεταφορά μάζας λαμβάνουν χώρα κυρίως στους αλληλοσυνδεόμενους πόρους, συνήθως, χρησιμοποιούμε το αποτελεσματικό πορώδες, 
[image: image6.wmf]eff

e

, το οποίο ορίζεται ως ο λόγος του όγκου των αλληλοσυνδεόμενων πόρων προς τον ολικό όγκο.
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Σε ορισμένες περιπτώσεις αντί του πορώδους χρησιμοποιούμε το κλάσμα στερεού, 
[image: image8.wmf]S

g

, το οποίο ορίζεται ως ο λόγος του όγκου του στερεού προς τον ολικό όγκο, οπότε ισχύει ότι
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(5.3)

( Διαπερατότητα. Η διαπερατότητα είναι εγγενής ιδιότητα του πορώδους μέσου, δηλαδή εξαρτάται αποκλειστικά από τα γεωμετρικά και τοπολογικά χαρακτηριστικά του μέσου και αποτελεί μέτρο της αντίστασης που αναπτύσσεται κατά την ροή ενός Νευτώνειου ρευστού δια μέσου του πορώδους σώματος. Συγκεκριμένα, μεγάλη τιμή της διαπερατότητας χαρακτηρίζει ένα πορώδες μέσο που εμφανίζει μικρή αντίσταση στην ροή του ρευστού. Η διαπερατότητα, 
[image: image10.wmf]k

, ορίζεται σύμφωνα με τον νόμο του Darcy (1856) ο οποίος για μονοδιάστατη μονοφασική ροή διατυπώνεται ως:
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όπου
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:
φαινόμενη ταχύτητα του ρευστού, 
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:
δυναμικό ιξώδες του ρευστού,
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:
επιτάχυνση της βαρύτητας,
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:
πυκνότητα του ρευστού,
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:
τροποποιημένη πίεση,
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:
θερμοδυναμική πίεση,
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:
μήκος του πορώδους μέσου,
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Δh:
υψομετρική διαφορά




[L]

Επιπλέον, εάν 
[image: image27.wmf]Q

 είναι η ογκομετρική παροχή ρευστού στο πορώδες μέσο και 
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 το εμβαδόν της εγκάρσιας διατομής του μέσου που είναι κάθετη στην διεύθυνση της μακροσκοπικής ροής, τότε η φαινόμενη ταχύτητα ορίζεται ως
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Η φαινόμενη ταχύτητα σχετίζεται με την πραγματική μέση ταχύτητα, 
[image: image30.wmf]u

, του ρευστού στο πορώδες υλικό μέσω της συσχέτισης Dupuit-Forchheimer, σύμφωνα με την οποία ισχύει ότι
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( Ειδική Επιφάνεια. Η ειδική επιφάνεια ενός πορώδους μέσου ορίζεται ως η εσωτερική επιφάνεια (δηλαδή η επιφάνεια των τοιχωμάτων των πόρων) ανά μονάδα μάζας, 
[image: image32.wmf]g

S

, ή ανά μονάδα ολικού όγκου, 
[image: image33.wmf]V

S

, του πορώδους μέσου. Η ειδική επιφάνεια παίζει σημαντικό ρόλο σε διεργασίες όπου υφίσταται αλληλεπίδραση (ρόφηση, αντίδραση, κ.α.) μεταξύ της στερεής μήτρας και του ρευστού που καταλαμβάνει τον κενό χώρο. 

( Συντελεστής του Δαιδαλώδους. Ο συντελεστής του δαιδαλώδους, 
[image: image34.wmf]t

, αποτελεί μέτρο της πολυπλοκότητας της διαδρομής που χρειάζεται να διανύσει ένα υλικό σωματίδιο διαμέσου των πόρων προκειμένου να μετακινηθεί από μια θέση Α σε μια θέση Β μέσα στον πορώδη χώρο (Σχήμα 5.2). Ορίστηκε για πρώτη φορά από τον Carman (1937) ως το τετράγωνο του λόγου του μήκους, 
[image: image35.wmf]e

L

, της “αποτελεσματικής μέσης διαδρομής” μεταξύ δυο σημείων A,B προς το μήκος, 
[image: image36.wmf]L

, της ευθείας που συνδέει τα σημεία Α,Β. 
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Σχήμα 5.2. Αναπαράσταση δαιδαλώδους μονοπατιού που πρέπει να ακολουθήσει ένα υλικό σημείο προκειμένου να μετακινηθεί μεταξύ των θέσεων Α,Β μέσα στην μικροπορώδη δομή. 

5.2 Διάχυση σε πορώδη μέσα

Η διάχυση μορίων αερίων ή υγρών σε πορώδη μέσα συμπεριλαμβάνει συνεισφορές από τους μηχανισμούς κανονικής (μοριακής) διαχύσεως, διαχύσεως Knudsen, και επιφανειακής διαχύσεως. Περαιτέρω, στην περίπτωση ύπαρξης βαθμίδας πίεσης ή/και βαθμίδας θερμοκρασίας τα πράγματα γίνονται ακόμη πιο περίπλοκα και για το λόγο αυτό σε αυτή την πρώτη προσέγγιση θα θεωρήσουμε ισοθερμοκρασιακό πορώδες μέσο και αμελητέα ροή. 

Θα αναλύσουμε το φαινόμενο ξεκινώντας από έναν πόρο, δηλαδή το πιο απλό δομικό στοιχείο ενός πορώδους μέσου, για τον οποίο, χωρίς βλάβη της γενικότητας, θα θεωρήσουμε ότι είναι ευθύς και ότι έχει χαρακτηριστική “διάμετρο”, 
[image: image39.wmf]p

d

. Επίσης, θα θεωρήσουμε την διάχυση των μορίων του είδους Α το οποίο είναι συστατικό ενός αερίου ή υγρού μίγματος (Α και Β). Εάν 
[image: image40.wmf]l

 είναι η μέση ελεύθερη διαδρομή των μορίων του είδους Α τότε διακρίνουμε τις ακόλουθες περιπτώσεις, με βάση την τιμή του λόγου 
[image: image41.wmf]p
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(α) Εάν 
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 τότε οι συγκρούσεις ενός μορίου Α με τα υπόλοιπα μόρια του μίγματος (Α και Β) είναι πολύ συχνότερες από τις συγκρούσεις του ιδίου μορίου με τα τοιχώματα του πόρου, οπότε και επικρατεί ο μηχανισμός της κανονικής διαχύσεως. Στην περίπτωση αυτή, ο συντελεστής διαχύσεως του είδους Α στον πόρο ισούται με τον συντελεστή μοριακής διαχύσεως του Α στο μίγμα {Α,Β} υπό τις ίδιες συνθήκες θερμοκρασίας, πίεσης και συγκέντρωσης. 
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(β) Εάν 
[image: image44.wmf]p
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 τότε οι συγκρούσεις ενός μορίου Α με τα τοιχώματα του πόρου είναι πολύ συχνότερες από τις συγκρούσεις του ιδίου μορίου με τα υπόλοιπα μόρια του μίγματος, οπότε και επικρατεί ο μηχανισμός διαχύσεως Knudsen. Σε αυτή την περίπτωση ο συντελεστής διαχύσεως των μορίων του Α στον πόρο δίδεται από την ακόλουθη έκφραση:
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όπου:
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:
παγκόσμια σταθερά των ιδανικών αερίων, 
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απόλυτη θερμοκρασία συστήματος,
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:
μοριακό βάρος του είδους Α,
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(γ) Εάν 
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 τότε και οι δυο μηχανισμοί είναι σημαντικοί και ο συντελεστής διαχύσεως των μορίων του είδους Α στον πόρο μπορεί να προσδιοριστεί υιοθετώντας ένα μοντέλο “αντιστάσεων σε σειρά”. Προκύπτει ότι:
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όπου:
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[image: image55.wmf]A
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:
γραμμομοριακό κλάσμα του Α,



[image: image56.wmf]Ax
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:
γραμμομοριακή παροχή του Α ανά μονάδα επιφανείας κάθετη στη 

x-διεύθυνση της διαχύσεως,



[image: image57.wmf]Bx

N

:
γραμμομοριακή παροχή του Β ανά μονάδα επιφανείας κάθετη στη 

x-διεύθυνση της διαχύσεως.

Σε περιπτώσεις όπου δεν γνωρίζουμε τις δυο γραμμομοριακές παροχές, η παράμετρος 
[image: image58.wmf]a

 μπορεί να προσδιοριστεί από τον νόμο του Graham, σύμφωνα με τον οποίο ισχύει ότι:
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Σε αυτό το σημείο θα προχωρήσουμε στην ανάλυση της διάχυσης των μορίων ενός είδους Α σε ένα πορώδες μέσο. Η πορώδης δομή είναι περίπλοκη και στις περισσότερες εφαρμογές δεν είναι εφικτό να οριστεί επακριβώς. Εντούτοις, γίνεται η θεώρηση ότι η διάχυση στο πορώδες σώμα περιγράφεται από τον 1ο νόμο Fick με την διαφορά ότι ο συντελεστής διαχύσεως “διορθώνεται” κατά τρόπον ώστε να συμπεριλαμβάνει την επίδραση της πορώδους δομής. 
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όπου:

[image: image61.wmf]A
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:
γραμμομοριακή συγκέντρωση του Α (ανά μονάδα ολικού όγκου),
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:
αποτελεσματικός συντελεστής διαχύσεως του Α στο πορώδες μέσο,
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:
αποτελεσματική γραμμομοριακή παροχή του Α ανά μονάδα ολικής 

επιφανείας κάθετη στην διεύθυνση της διαχύσεως,
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:
αποτελεσματική γραμμομοριακή παροχή του Β ανά μονάδα ολικής 

επιφανείας κάθετη στην διεύθυνση της διαχύσεως.

Πλέον, το πρόβλημα μετατίθεται στον προσδιορισμό του αποτελεσματικού συντελεστή διαχύσεως, 
[image: image65.wmf]A,eff
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. Η πιο απλή έκφραση που μπορεί να χρησιμοποιηθεί για τον σκοπό αυτό είναι η ακόλουθη:
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Στην ανωτέρω έκφραση το πορώδες χρησιμοποιείται για την διόρθωση της επιφανείας που είναι κάθετη στην διεύθυνση της διαχύσεως και ο συντελεστής του δαιδαλώδους για να ληφθεί υπόψη η πολυπλοκότητα της πορώδους δομής. Ενδεχομένως, αυτή η έκφραση θα είναι εύλογη επιλογή όταν το πορώδες μέσο χαρακτηρίζεται από στενή κατανομή μεγέθους πόρων. Οι Wang και Smith (1983) έχουν προτείνει την ακόλουθη γενίκευση για την περίπτωση όπου έχουμε ευρεία κατανομή μεγέθους πόρων:
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όπου 
[image: image68.wmf]f(r)dr

 είναι το αριθμητικό κλάσμα των πόρων που έχουν ακτίνα μεταξύ 
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 και 
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. Εύκολα αποδεικνύεται ότι:
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όπου 
[image: image72.wmf]t
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 είναι ο ολικός όγκος του πορώδους μέσου και 
[image: image73.wmf]p
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 ο όγκος του πόρου με χαρακτηριστική ακτίνα 
[image: image74.wmf]r

.

Περαιτέρω, μια πρωτοποριακή εργασία για τον προσδιορισμό του αποτελεσματικού συντελεστή διαχύσεως σε πορώδη μέσα είναι αυτή των Burganos και Sotirchos (1987). Η μεθοδολογία που προτείνεται στηρίζεται στην αναπαράσταση της πορώδους δομής με ένα δίκτυο τριχοειδών σωλήνων (Pore Network) το οποίο διατηρεί τα κύρια τοπολογικά και γεωμετρικά χαρακτηριστικά της πραγματικής δομής. Το δίκτυο έχει δεδομένη γεωμετρία (Σχήμα 5.3α,β) και οι δεσμοί αποτελούν τους άξονες των πόρων, ενώ οι κόμβοι τα σημεία συνένωσης γειτονικών πόρων. Κάθε κόμβος χαρακτηρίζεται από τον αριθμό συνδιάταξης, ο οποίος μπορεί να διαφέρει από κόμβο σε κόμβο, δημιουργώντας ένα μη κανονικό δίκτυο. Οι πόροι θεωρούνται συνήθως σαν κυλινδρικοί και λαμβάνουν μέγεθος από κάποια προκαθορισμένη κατανομή μεγέθους. Κάθε πόρος χαρακτηρίζεται από μια αγωγιμότητα, 
[image: image75.wmf]g

, η οποία στην προκειμένη περίπτωση υπολογίζεται από την ακόλουθη έκφραση:
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όπου:

[image: image77.wmf]r

:
ακτίνα του πόρου,



[image: image78.wmf]l

:
μήκος του πόρου

[image: image79.jpg]



Σχήμα 5.3. (α) Σχηματική απεικόνιση μιας πραγματικής μικροπορώδους δομής, (β) Αναπαράσταση της πορώδους δομής με ένα δίκτυο τριχοειδών σωλήνων (ανομοιογενές), και (γ) Ισοδύναμο δίκτυο (ομοιογενές). (PN: Pore Network, EMT: Effective Medium Theory)

Στην συνέχεια το ανομοιογενές δίκτυο, στο οποίο κάθε πόρος έχει διαφορετική αγωγιμότητα, αντικαθίσταται από ένα ισοδύναμο ομοιογενές δίκτυο (Σχήμα 5.3γ), στο οποίο όλοι οι πόροι έχουν την ίδια αγωγιμότητα και αριθμό συνδιάταξης ίσο με τον μέσο αριθμό συνδιάταξης του ανομοιογενούς δικτύου. Η τιμή αυτής της ισοδύναμης αγωγιμότητας, 
[image: image80.wmf]e

g

, προσδιορίζεται κατά τρόπον ώστε το ισοδύναμο δίκτυο να έχει την ίδια μακροσκοπική συμπεριφορά με το αρχικό ανομοιογενές δίκτυο. Για τον σκοπό αυτό μπορεί να χρησιμοποιηθεί η έκφραση στην οποία κατέληξε ο Kirkpatrick (1973) για δίκτυο αγωγών εφαρμόζοντας την Θεωρία Ισοδύναμου Μέσου (Effective Medium Theory). 
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όπου 
[image: image82.wmf]f(g)dg

 είναι το αριθμητικό κλάσμα των πόρων με αγωγιμότητα μεταξύ 
[image: image83.wmf]g

 και 
[image: image84.wmf]gdg

+

. Η σχέση (5.17) προκύπτει εάν αντικαταστήσουμε μια από τις αγωγιμότητες του ισοδύναμου δικτύου με μια αγωγιμότητα από το αρχικό ανομοιογενές δίκτυο και απαιτήσουμε η μέση τιμή των διαταραχών που θα προκληθούν στο τοπικό πεδίο πίεσης να είναι μηδενική. 


Πλέον, απομένει να συσχετισθεί η ισοδύναμη αγωγιμότητα με τον αποτελεσματικό συντελεστή διαχύσεως και ένας τρόπος για να γίνει αυτό είναι να εφαρμοσθεί η προσέγγιση ομαλού πεδίου (Smooth Field Approximation) σύμφωνα με την οποία, η βαθμίδα συγκέντρωσης σε έναν πόρο μπορεί να θεωρηθεί σαν η προβολή της μακροσκοπικής βαθμίδας συγκέντρωσης, στην αξονική διεύθυνση του πόρου. Οι Burganos και Sotirchos εφάρμοσαν την προσέγγιση αυτή για το ισοδύναμο δίκτυο οπότε και κατέληξαν στην ακόλουθη έκφραση για τον αποτελεσματικό συντελεστή διαχύσεως.
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όπου:

[image: image86.wmf]k

:
αριθμός πόρων ανά μονάδα όγκου,



[image: image87.wmf]p

l

:
μήκος πόρων ισοδύναμου δικτύου, 



[image: image88.wmf]t

:
συντελεστής του δαιδαλώδους του δικτύου. Για τρισδιάστατο δίκτυο 

είναι 3 και για δισδιάστατο δίκτυο 2.

Το μήκος των πόρων του ισοδύναμου δικτύου, 
[image: image89.wmf]p

l

, συνήθως λαμβάνεται ως προσαρμόσιμη παράμετρος η τιμή της οποίας είναι τέτοια ώστε να πληρείται το μακροσκοπικό ισοζύγιο όγκου, δηλαδή ο όγκος των πόρων προς τον ολικό όγκο του μέσου να ισούται με την προκαθορισμένη τιμή του πορώδους. 

Εφαρμογή 1. Προσδιορισμός της διαπερατότητας στερεάς κλίνης
Στο σχήμα παρουσιάζεται το σχεδιάγραμμα της διάταξης που χρησιμοποίησε ο Darcy (1856) για την μελέτη της ροής νερού δια μέσου μιας κλίνης στερεών σωματιδίων. Η ίδια διάταξη μπορεί να χρησιμοποιηθεί και για τον πειραματικό προσδιορισμό της διαπερατότητας της κλίνης. Κατά την πειραματική διαδικασία, νερό ρέει μέσα στην κλίνη υπό γνωστή σταθερή διαφορά υδροστατικής κεφαλής, 
[image: image90.wmf]h

D

, και προσδιορίζεται η ογκομετρική παροχή, 
[image: image91.wmf]Q

, δια μέσου της κλίνης. Αυτή η διαδικασία επαναλαμβάνεται αρκετές φορές υπό διαφορετική διαφορά υδροστατικής κεφαλής και τα αποτελέσματα που προκύπτουν αναγράφονται στον παρακάτω πίνακα. Για την συγκεκριμένη εφαρμογή, η κλίνη έχει διάμετρο 
[image: image92.wmf]D8 cm
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, και μήκος 
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, ενώ η πυκνότητα και το ιξώδες του νερού είναι 
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, αντίστοιχα. Να υπολογίσετε την διαπερατότητα της κλίνης καθώς και την τυπική απόκλιση για την τιμή που υπολογίσατε. Δίδεται η τιμή της επιτάχυνσης της βαρύτητας, 
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Μέθοδος Α: Αριθμητικός Μέσος

Μια δυνατότητα είναι να υπολογίσουμε την τιμή της διαπερατότητας για κάθε ζεύγος τιμών 
[image: image102.wmf]{

}

Q , h

D

 και στη συνέχεια , τη μέση τιμή και την απόκλιση αυτού του συνόλου τιμών. Υπό τη θεώρηση της ισχύος του νόμου του Darcy, για μόνιμη, μονοφασική, μονοδιάστατη ροή Νευτώνειου ρευστού σε ένα πορώδες μέσο ισχύει ότι:







[image: image103.wmf]Cw

Q1

uk

A

μL

D

==

P





    (1)

Στην συγκεκριμένη περίπτωση, η διαφορά πίεσης στα άκρα της κλίνης θα ισούται με την διαφορά υδροστατικής πίεσης στα μανόμετρα, δηλαδή
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ενώ το εμβαδόν της επιφανείας που είναι κάθετη στη διεύθυνση της ροής είναι
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Τα αποτελέσματα αναγράφονται στον διπλανό πίνακα. Για το σύνολο αυτών των έξι τιμών θα υπολογίσουμε τη μέση τιμή και την τυπική απόκλιση σύμφωνα με τις σχέσεις (8) και (10) του Παραρτήματος. 
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Επιπρόσθετα, το 95% διάστημα εμπιστοσύνης για την ανωτέρω μέση τιμή υπολογίζεται με βάση την σχέση (11) για την εφαρμογή της οποίας χρειάζεται το (
[image: image120.wmf]q(10.95)/2
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) 0.975-ποσοστιαίο σημείο της κατανομής t του Student. Αυτό προσδιορίζεται από τον σχετικό πίνακα για 
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 βαθμούς ελευθερίας και είναι 
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Μέθοδος Β: Ανάλυση Ελαχίστων Τετραγώνων

Υπό την θεώρηση του νόμου του Darcy, εξ.-(1), είναι προφανές ότι στο διάγραμμα της ογκομετρικής παροχής έναντι της διαφοράς πίεσης ή ισοδύναμα, στην προκειμένη περίπτωση, της διαφοράς ύψους θα προκύψει ευθεία η οποία θα διέρχεται από την αρχή των αξόνων και από την κλίση της οποίας μπορεί να υπολογισθεί η διαπερατότητα της κλίνης. Σε αυτό το σημείο, αξίζει να παρατηρήσουμε ότι στις περιπτώσεις όπου δεν προκύπτει ευθεία, ή προκύπτει ευθεία που δεν διέρχεται από την αρχή των αξόνων, δεν ευσταθεί η θεώρηση του νόμου του Darcy για το πορώδες μέσο. Για τον προσδιορισμό της κλίσης της βέλτιστης ευθείας θα χρησιμοποιήσουμε την ανάλυση ελαχίστων τετραγώνων 
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Εφαρμόζοντας τις σχέσεις (12)-(16) του Παραρτήματος υπό την θεώρηση ότι 
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 και 
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, προκύπτουν τα ακόλουθα αποτελέσματα:
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Όμως από την εξ.-(1) έχουμε ότι:
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Στην περίπτωση αυτή, η τυπική απόκλιση από την μέση τιμή έχει πολύ μικρή τιμή(<10-5) και για τον λόγο αυτό δεν έχει νόημα να υπολογίσουμε διάστημα εμπιστοσύνης. Παρατηρούμε ότι οι δυο μέθοδοι δίνουν παραπλήσια αποτελέσματα. Εντούτοις, η ανάλυση ελαχίστων τετραγώνων είναι πιο αξιόπιστη, ιδιαίτερα δε, όταν τα πειραματικά δεδομένα παρουσιάζουν σημαντικότερη απόκλιση από την ευθεία σε σχέση με την παρούσα εφαρμογή. 
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Παράρτημα: Βασικά Στοιχεία Στατιστικής

Ένα σύνολο Ν-παρατηρήσεων 
[image: image144.wmf]{
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 χαρακτηρίζεται από τα ακόλουθα μεγέθη:

Μέση Τιμή
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Διακύμανση
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Τυπική Απόκλιση
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Διάστημα Εμπιστοσύνης

Μπορούμε να προσδιορίσουμε ένα διάστημα εμπιστοσύνης για την μέση τιμή των παρατηρήσεων, υπό δεδομένο επίπεδο εμπιστοσύνης,
[image: image148.wmf]a

, με βάση την ακόλουθη σχέση:
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όπου 
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, 
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 είναι οι βαθμοί ελευθερίας, και 
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t

 είναι το 
[image: image153.wmf]q

-ποσοστιαίο σημείο της κατανομής t του Student (Gosset W.,1908). Οι τιμές του ποσοστιαίου σημείου 
[image: image154.wmf]q,f

t

 παρατίθενται σε σχετικό πίνακα για διάφορες τιμές της παραμέτρου, 
[image: image155.wmf]q

, και των βαθμών ελευθερίας, 
[image: image156.wmf]f

 (π.χ. Schaum’s Outline Series Mathematical Handbook of formulas and Tables). Επίσης, η τιμή του 
[image: image157.wmf]q,f

t

 μπορεί να υπολογισθεί με το λογισμικό MS Excel γράφοντας σε ένα κελί του φύλλου εργασίας την εντολή =TINV(q,f). 

Ανάλυση Ελαχίστων Τετραγώνων

Στην περίπτωση όπου μια εξαρτημένη μεταβλητή 
[image: image158.wmf]Y

 εξαρτάται γραμμικά από μια ανεξάρτητη μεταβλητή 
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, δηλαδή 
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, και υπάρχουν 
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γνωστά ζεύγη τιμών 
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 τότε οι τιμές των παραμέτρων 
[image: image163.wmf]a,b

 και οι τυπικές αποκλίσεις αυτών προσδιορίζονται με βάση τις παρακάτω εκφράσεις.
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όπου:
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Επιπλέον, ένα μέτρο της καλής προσαρμογής της ευθείας που προσδιορίζεται με την μέθοδο ελαχίστων τετραγώνων στα πειραματικά δεδομένα είναι ο συντελεστής συσχετίσεως, 
[image: image173.wmf]2

R

. Όσο πιο κοντά στην μονάδα είναι η τιμή του τόσο πιο καλή είναι η προσαρμογή.
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Εφαρμογή 2. Εκτίμηση του συντελεστή του δαιδαλώδους
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Θεωρήστε ένα πορώδες υλικό που αποτελείται από ισομεγέθεις σφαιρικούς κόκκους, διαμέτρου 
[image: image176.wmf]g

d

, οι οποίοι είναι πακτωμένοι κατά τρόπον ώστε σε κάθε στρώμα τα κέντρα τεσσάρων γειτονικών σωματιδίων να βρίσκονται στις κορυφές ενός τετραγώνου, πλευράς 
[image: image177.wmf]g

d

. Εκτιμήστε την τάξη μεγέθους του συντελεστή του δαιδαλώδους με βάση την διαδρομή (ΑΒ) που έχει σχεδιασθεί στο σχήμα. 
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Εξ ορισμού:
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Υποθέτοντας ότι οι κόκκοι είναι αρκετά καλά πακτωμένοι μπορούμε να θεωρήσουμε ότι:
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Σε αυτό το σημείο αξίζει να παρατηρήσουμε ότι ακόμη και σε αυτή την πολύ απλή θεώρηση πορώδους δομής, δηλαδή ισομεγέθεις σφαίρες με κανονική (κρυσταλλική) διευθέτηση στο χώρο, θα μπορούσαμε να θεωρήσουμε πολύ διαφορετικές διαδρομές οπότε θα προέκυπτε σημαντικά διαφορετική (μεγαλύτερη) τιμή για το 
[image: image183.wmf]t

. Περαιτέρω, για ένα πραγματικό πορώδες μέσο, η θεωρητική εκτίμηση του συντελεστή του δαιδαλώδους είναι πρακτικά αδύνατη, ενώ ο πειραματικός προσδιορισμός πραγματοποιείται υπό σωρεία υποθέσεων και εντέλει δεν μας δίνει καμία αξιοσημείωτη πληροφορία. Κατά συνέπεια, χρησιμοποιώντας τον συντελεστή του δαιδαλώδους αποφεύγουμε κατ’ οικονομία την ανάλυση των σημαντικών χαρακτηριστικών της πορώδους δομής, όπως είναι η συνδετικότητα και η συσχέτιση των μεγεθών γειτονικών πόρων. 

Εφαρμογή 3. Εκτίμηση του αποτελεσματικού συντελεστή διαχύσεως σε 


πορώδη κόκκο

Θεωρήστε σφαιρικό, πορώδη κόκκο με διάμετρο 
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, και συντελεστή του δαιδαλώδους 
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 (εκτίμηση βάσει σχετικής εμπειρίας), οι πόροι του οποίου μπορούν να θεωρηθούν κυλινδρικοί με μήκος 
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, και με κατανομή ακτινών 
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. Επιπλέον, θεωρήστε ότι στον πορώδη κόκκο διαχέεται αραιό αέριο μίγμα Α-Β 
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 και θερμοκρασία 
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. Υπό αυτές τις συνθήκες, ο συντελεστής μοριακής διαχύσεως του Α στο Β είναι 
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, ενώ η μέση ελεύθερη διαδρομή των μορίων του Α είναι 
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. Εκτιμήστε τον αποτελεσματικό συντελεστή διαχύσεως του Α στον πορώδη κόκκο, 
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, εφαρμόζοντας:

1. την απλή εμπειρική έκφραση, 
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, εφόσον θεωρήσετε έναν αντιπροσωπευτικό μέσο πόρο. 

2. την βελτιωμένη έκφραση των Wang και Smith.

3. την έκφραση των Burganos και Sotirchos. Στην περίπτωση αυτή, γίνεται η επιπρόσθετη υπόθεση ότι η πορώδης δομή του κόκκου αναπαρίσταται από ένα δίκτυο πόρων με μέσο αριθμό συνδιάταξης 
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Δίδεται η σταθερά των ιδανικών αερίων, 
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Παρατηρούμε ότι η συνεχής κατανομή των ακτινών των πόρων παρουσιάζει δυο στενές αιχμές και είναι εύλογο να την προσεγγίσουμε με μια διακριτή κατανομή δυο σημείων, όπως φαίνεται στο σχήμα. 

(α) Σε μια πρώτη προσέγγιση, θα εκτιμήσουμε τον αποτελεσματικό συντελεστή διαχύσεως στον πορώδη κόκκο με την ακόλουθη απλή εμπειρική έκφραση,
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Προκειμένου να εφαρμοσθεί η ανωτέρω έκφραση, πρέπει να προσδιορίσουμε τον συντελεστή διαχύσεως του συστατικού Α σε έναν αντιπροσωπευτικό μέσο πόρο. Θα θεωρήσουμε έναν πόρο ο οποίος θα έχει μήκος 
[image: image200.wmf]p
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 και ακτίνα, 
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, ίση με την μέση διάμετρο πόρων, δηλαδή
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Ο συντελεστής διαχύσεως του Α στον μέσο πόρο θα προσδιοριστεί με βάση την τιμή του λόγου της διαμέτρου του μέσου πόρου προς την μέση ελεύθερη διαδρομή των μορίων του Α, ο οποίος είναι 
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Λαμβάνοντας υπόψη το γεγονός ότι 
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 και ότι το αέριο είναι αραιό, δηλαδή 
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Επομένως, ο αποτελεσματικός συντελεστής διαχύσεως του Α στον πορώδη κόκκο θα είναι:
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(β) Στην συνέχεια, θα υπολογίσουμε τον αποτελεσματικό συντελεστή διαχύσεως 
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 χρησιμοποιώντας την έκφραση που πρότειναν οι Wang και Smith. 
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Οι συντελεστές διαχύσεως 
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 θα υπολογισθούν και αυτοί με βάση την τιμή των λόγων 
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(γ) Σε μια τελευταία προσέγγιση, θα εφαρμόσουμε την έκφραση που έχουν προτείνει οι Burganos και Sotirchos, θεωρώντας ότι η δομή του πορώδους κόκκου μπορεί να αναπαρασταθεί με ένα δίκτυο τριχοειδών σωλήνων, οπότε ο αποτελεσματικός συντελεστής διαχύσεως του είδους Α στον κόκκο θα δίνεται από την ακόλουθη έκφραση.
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Έχουμε θεωρήσει ότι ο κόκκος αναπαρίσταται από ένα τρισδιάστατο δίκτυο οπότε ο συντελεστής του δαιδαλώδους του δικτύου είναι 
[image: image238.wmf]3
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. Έπειτα, ο αριθμός πόρων ανά μονάδα όγκου, 
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, μπορεί να προσδιοριστεί εφόσον εκτιμήσουμε τον αριθμό των πόρων, 
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, μέσω ενός ισοζυγίου για τον όγκο των πόρων, 
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Επίσης, ο όγκος των πόρων μπορεί να υπολογισθεί χρησιμοποιώντας τον ορισμό του πορώδους, οπότε
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Συνδυάζοντας τις σχέσεις (9),(10) προκύπτει ότι: 
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Άρα, ο αριθμός πόρων ανά μονάδα όγκου είναι:
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Για να εφαρμόσουμε την σχέση (8) απομένει να υπολογίσουμε την τιμή της αγωγιμότητας, 
[image: image249.wmf]e
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, ενός ισοδύναμου δικτύου η οποία προκύπτει ως λύση της ακόλουθης εξίσωσης,
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Εν προκειμένω θα έχουμε:
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όπου:
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Η εξίσωση (17) είναι τριώνυμο ως προς την 
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 και η λύση προκύπτει εύκολα με την ακόλουθη κλειστή μορφή. 
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Κατά συνέπεια, ο αποτελεσματικός συντελεστής διαχύσεως του είδους Α στον κόκκο, με βάση την έκφραση (8) έχει την τιμή:
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Εφαρμογή 4. Διάχυση και αντίδραση σε σφαιρικό καταλυτικό πορώδη κόκκο

Θεωρήστε μεγάλο σφαιρικό δοχείο το οποίο περιέχει ηρεμούν αέριο μίγμα Α-Β υπό σταθερές συνθήκες θερμοκρασίας 
[image: image264.wmf]T

, και πίεσης 
[image: image265.wmf]p

. Στο κέντρο του δοχείου είναι τοποθετημένος ένας σφαιρικός πορώδης κόκκος, όμοιος με αυτόν της προηγούμενης εφαρμογής, με την προσθήκη ότι στην παράπλευρη επιφάνεια των πόρων του κόκκου έχει εναποτεθεί, ομοιόμορφα, στερεό υλικό Γ το οποίο καταλύει την αντίδραση διμερισμού του Α. 
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Ο ρυθμός κατανάλωσης γραμμομορίων του Α ανά μονάδα καταλυτικής επιφανείας δίδεται με την ακόλουθη έκφραση:
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 είναι η σταθερά της αντίδρασης, 
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, και 
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 η γραμμομοριακή συγκέντρωση του Α ανά μονάδα ολικού όγκου. Περαιτέρω, μπορούμε να υποθέσουμε ότι η διεργασία βρίσκεται σε μόνιμη κατάσταση και ότι η αντίσταση στην εξωτερική μεταφορά μάζας είναι αμελητέα. Η γραμμομοριακή συγκέντρωση του Α στο μεγάλο δοχείο είναι σταθερή και ίση με 
[image: image271.wmf]A0
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1. Προσδιορίστε τον ρυθμό (μάζα ανά μονάδα χρόνου), 
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, με τον οποίο καταναλώνεται μάζα του είδους Α μέσα στον κόκκο συναρτήσει των παραμέτρων της διεργασίας. 

2. Προσδιορίστε τον παράγοντα αποτελεσματικότητας του κόκκου, 
[image: image273.wmf]g

h

, συναρτήσει των παραμέτρων της διεργασίας. Σημειώστε ότι ο παράγοντας αποτελεσματικότητας ορίζεται ως ο λόγος του πραγματικού ρυθμού κατανάλωσης των γραμμομορίων του Α προς τον ρυθμό κατανάλωσης γραμμομορίων του Α υπό συνθήκες αμελητέας αντίστασης στη μεταφορά με διάχυση. 

Προκειμένου να καταστρώσουμε την διαφορική εξίσωση που διέπει το πρόβλημα θα εφαρμόσουμε το ισοζύγιο γραμμομορίων του Α σε έναν στοιχειώδη όγκο ελέγχου μεταξύ των σφαιρικών επιφανειών σε ακτίνα 
[image: image274.wmf]r

 και 
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. Πρέπει να αναφερθεί ότι θεωρούμε συμμετρία ως προς την αρχή των αξόνων και γι’ αυτό δεν λαμβάνουμε υπόψη τις γωνιακές συνιστώσες θ,φ.
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όπου 
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 είναι το εμβαδόν της εσωτερικής επιφανείας των πόρων του κόκκου ανά μονάδα ολικού όγκου. Στην συνέχεια, διαιρούμε με τον στοιχειώδη όγκο ελέγχου, 
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, και λαμβάνουμε το όριο καθώς 
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, οπότε έχουμε
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Εφόσον γίνεται η θεώρηση ότι η διεργασία βρίσκεται σε μόνιμη κατάσταση, η μερική διαφορική εξίσωση που διέπει την διεργασία απλοποιείται προς την ακόλουθη συνήθη διαφορική εξίσωση:
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Στην συνέχεια, θα προσδιορίσουμε την γραμμομοριακή παροχή ανά μονάδα επιφανείας υποθέτοντας ότι ισχύει ο πρώτος νόμος του Fick για τη διάχυση. 
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Επιπλέον, με βάση την υπόδειξη ότι το αέριο διάλυμα είναι αραιό 
[image: image284.wmf]A
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 θα αμελήσουμε την συνεισφορά της μεταφοράς μάζας λόγω συναγωγής, άρα
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Αντικαθιστώντας την έκφραση για την γραμμομοριακή παροχή του Α ανά μονάδα επιφανείας στην εξίσωση (4) ισοδύναμα θα έχουμε:
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όπου 
[image: image289.wmf]1v
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Η εξίσωση (7) ισχύει στην περίπτωση όπου ο αποτελεσματικός συντελεστής διαχύσεως του Α στον κόκκο δεν μεταβάλλεται με την ακτινική θέση, κάτι που ισχύει σε αυτή την εφαρμογή εφόσον έχουμε αραιό μίγμα, υπό σταθερή θερμοκρασία και πίεση (και αμετάβλητη πορώδη δομή). Η διαφορική εξίσωση (7) συνοδεύεται από τις ακόλουθες συνοριακές συνθήκες.


ΣΣ1:
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ΣΣ2:
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Η ΣΣ1 εκφράζει το ότι η τιμή της γραμμομοριακής συγκέντρωσης του συστατικού Α στο κέντρο του κόκκου πρέπει να είναι πεπερασμένη ώστε να έχει φυσική σημασία. Η ΣΣ2 αναφέρεται στην διεπιφάνεια πορώδους κόκκου – ρευστού και εκφράζει την συνέχεια της τοπικής συγκέντρωσης του συστατικού Α. Για να γίνει πιο κατανοητή αυτή η συνθήκη θεωρήστε μια περιοχή κοντά στην διεπιφάνεια κόκκου-ρευστού, όπως στο Σχήμα (διακεκομμένη γραμμή). Η συνέχεια στην τοπική συγκέντρωση του Α προϋποθέτει ότι η γραμμομοριακή συγκέντρωση του Α, ανά μονάδα όγκου ρευστού, από τη μεριά του ρευστού, 
[image: image292.wmf]A/F

C

, ισούται με την γραμμομοριακή συγκέντρωση του Α, ανά μονάδα όγκου ρευστού, από την μεριά του κόκκου, 
[image: image293.wmf]A/P
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. Σημειώστε ότι ο όγκος του ρευστού στον κόκκο ισούται με τον όγκο των πόρων, 
[image: image294.wmf]p
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, ο οποίος συνδέεται με τον ολικό όγκο, 
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, μέσω του πορώδους, 
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. Κατά συνέπεια, εάν θεωρήσουμε ότι τοπικά υπάρχουν 
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 του συστατικού Α τότε, η γραμμομοριακή συγκέντρωση του Α, ανά μονάδα ολικού όγκου, από την μεριά του κόκκου, 
[image: image298.wmf]A/P
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, ισούται με:
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Στην συγκεκριμένη εφαρμογή συμβολίζουμε την γραμμομοριακή συγκέντρωση του Α, ανά μονάδα ολικού όγκου, στον πορώδη κόκκο με 
[image: image300.wmf]A

C

 και την γραμμομοριακή συγκέντρωση του Α, ανά μονάδα ολικού όγκου, στο ρευστό με 
[image: image301.wmf]A0

C

. Αντικαθιστώντας στην ανωτέρω σχέση προκύπτει η ΣΣ2. 
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Για την επίλυση της (7) θα θεωρήσουμε ότι η λύση θα έχει την μορφή:
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οπότε η εξίσωση (7) γίνεται
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Η γενική λύση της συνήθους διαφορική εξίσωσης (9) είναι
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Εφόσον 
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 και 
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, από την ΣΣ1 προκύπτει ότι 
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, προσδιορίζεται από την ΣΣ2, και είναι ίση με  
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. Εν τέλει, η κατανομή γραμμομοριακής συγκέντρωσης του Α στον κόκκο θα είναι
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Η γραμμομοριακή παροχή του Α ανά μονάδα επιφανείας προσδιορίζεται μέσω του πρώτου νόμου του Fick, εξίσωση (6), και κατόπιν πράξεων καταλήγουμε στην έκφραση
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1.
Ο ρυθμός με τον οποίο καταναλώνεται μάζα του είδους Α μέσα στον κόκκο θα υπολογισθεί εφαρμόζοντας ολικό ισοζύγιο μάζας στον κόκκο, οπότε θα ισχύει ότι
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2.
Η θεώρηση αμελητέας αντίστασης στην μεταφορά με διάχυση ισοδυναμεί με την θεώρηση άπειρου αποτελεσματικού συντελεστή διαχύσεως. Στην περίπτωση αυτή, η εσωτερική επιφάνεια των πόρων του κόκκου εκτίθεται σε συγκέντρωση 
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 οπότε ο ρυθμός κατανάλωσης μάζας Α θα ισούται με
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Συνεπώς, για τον παράγοντα αποτελεσματικότητας του κόκκου, 
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h

, θα ισχύει
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6

ΔΙΑΧΥΣΗ ΣΕ ΠΟΛΥΣΥΣΤΑΤΙΚΑ ΜΙΓΜΑΤΑ

6.1 Οι εξισώσεις των Maxwell & Stefan για αέρια μίγματα με χαμηλή πυκνότητα

Ο J.C. Maxwell [Phil. Mag. XIX, 19-32 (1860); XX, 21-32, 33-36 (1868)], χρησιμοποιώντας την κινητική θεωρία των αερίων, απέδειξε ότι για διμερή μίγματα αερίων με χαμηλή πυκνότητα ισχύει η σχέση
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Παρατηρούμε ότι, θέτοντας 
[image: image325.wmf]BA
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 στο δεξιό άκρο της Εξ. (6.1) και αναδιαρρυθμίζοντας τους όρους, λαμβάνουμε αμέσως τη γνώριμη μορφή του νόμου του Fick για διμερή μίγματα, συγκεκριμένα,
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Συνεπώς, η εξίσωση του Maxwell για διμερή μίγματα αερίων είναι εκ ταυτότητας ίδια  με τον νόμο του Fick.

O J. Stefan [Sitzungsber. Kais. Akad. Wiss. Wien, LXIII (2), 63-124 (1871); LXV (2), 323-363 (1872)] γενίκευσε την Εξ. (6.1) για αέρια μίγματα με n συστατικά και απέδειξε ότι για χαμηλή πυκνότητα ισχύουν με πολύ καλή προσέγγιση οι εξισώσεις 



[image: image327.wmf]nn

αβ

ααββααβ

αβαβ

β1β1

xx

1

x()(xx)

c

==

Ñ=--=--

åå

vvNN

DD

 για α = 1,2,3,...,n
(6.3)

Στις Εξ. (6.3) οι συντελεστές 
[image: image328.wmf]αβ
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 είναι οι γνώριμοι συντελεστές διαχύσεως για τα αντίστοιχα διμερή μίγματα. Συνεπώς, για ένα μίγμα με n συστατικά έχουμε (n-1) ανεξάρτητες εξισώσεις Maxwell – Stefan (καθόσον 
[image: image329.wmf]12n
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), οι οποίες περιέχουν 
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 διμερείς συντελεστές διαχύσεως [καθόσον για αέρια χαμηλής πυκνότητας ισχύει η σχέση 
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, βλ. Εξ. (3.20)].

Οι C.F. Curtiss & J.O. Hirschfelder [J. Chem. Phys., 17, 550-555 (1949)] απέδειξαν εκ νέου την ισχύ των Εξ. (6.3) χρησιμοποιώντας την γενικευμένη για πολυσυστατικά μίγματα αερίων θεωρία των Chapman & Enkog.

Παρατήρηση 1

Για πυκνά αέρια, υγρά και πολυμερή οι Εξισώσεις Maxwell – Stefan εξακολουθούν να ισχύουν, αλλά – όπως έδειξαν οι C.F. Curtiss & R.B. Bird [Ind. Eng. Chem. Res., 38, 2515-2522 (1999); J. Chem. Phys., 111, 10362-10370 (1999)] – οι συντελεστές μοριακής διαχύσεως 
[image: image332.wmf]αβ
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 δεν είναι εκείνοι που ισχύουν για τα αντίστοιχα διμερή μίγματα, αλλά δίνονται από πλέον περίπλοκες σχέσεις. Επιπλέον, οι τιμές των 
[image: image333.wmf]αβ

D

 είναι ισχυρές συναρτήσεις των συγκεντρώσεων.

Παρατήρηση 2

Υπάρχει μία πολύ σημαντική διαφορά μεταξύ της διμερούς διαχύσεως και της πολυσυστατικής διαχύσεως. Στην περίπτωση της διμερούς διαχύσεως η σχετική παροχή του Α έχει πάντα την κατεύθυνση της αρνητικής βαθμίδας της συγκεντρώσεως του Α 
[image: image334.wmf]*
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. Αυτό δεν ισχύει εν γένει στην περίπτωση της πολυσυστατικής διαχύσεως, αλλά είναι δυνατόν να παρατηρηθούν διάφορα ενδιαφέροντα φαινόμενα [H.L. Toor, AIChE Jl. 3, 198-207 (1959)], όπως:

(α) αντίστροφη διάχυση, κατά την οποία ένα συστατικό i κινείται από χαμηλές προς υψηλές συγκεντρώσεις του i.

(β) οσμωτική διάχυση, κατά την οποία ένα συστατικό i διαχέεται παρά το γεγονός ότι η τοπική βαθμίδα συγκεντρώσεως του i είναι μηδενική.

(γ) φράγμα διαχύσεως, όταν ένα συστατικό i δεν διαχέεται παρά το γεγονός ότι η τοπική βαθμίδα συγκεντρώσεως του i είναι μη-μηδενική.

Επιπλέον, το άνυσμα της σχετικής παροχής του συστατικού i 
[image: image335.wmf]*
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 δεν είναι, εν γένει, παράλληλο με την βαθμίδα της συγκεντρώσεως του i 
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Παράδειγμα 6α. Επανεπίσκεψη του κελίου του Arnold.
Θεωρούμε ότι το συστατικό 1 είναι νερό το οποίο εξατμίζεται μέσα στον κύλινδρο, πάνω από τον οποίο ρέει ήπιο ρεύμα αέρα. Ο αέρας θεωρείται ως μίγμα αζώτου (2) και οξυγόνου (3). Το όλο σύστημα τηρείται σε πίεση 1 atm και θερμοκρασία 352 Κ.

Έχουμε τα ακόλουθα στοιχεία (για 1atm και 352 K):
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και 
[image: image343.wmf]2

13

0.357cm/s

=

D

. Επίσης 
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 (από τον νόμο των ιδανικών αερίων)

Λύση

Υποθέτοντας μόνιμη κατάσταση και κάνοντας ένα ισοζύγιο γραμμομορίων για ένα έκαστο των τριών συστατικών μέσα στον κύλινδρο, λαμβάνουμε
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Συνεπώς και οι τρεις παροχές είναι σταθερές. Δεδομένου ότι τα συστατικά 2 (άζωτο) και 3 (οξυγόνο) δεν κινούνται μέσα στον κύλινδρο, έχουμε


Ν2z=0
και
N3z=0

(2)

Επιλέγουμε ως εξαρτημένες μεταβλητές τα x2 και x3 (το x1 προκύπτει από την 
[image: image346.wmf]123
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). Οι εξισώσεις Maxwell-Stefan μας δίνουν
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Χρησιμοποιώντας τις Εξ. (2), οι (3) και (4) απλοποιούνται στις ακόλουθες μορφές
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όπου έχουμε χρησιμοποιήσει και τις σχέσεις 
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 και 
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. (Παρατηρούμε ότι το 
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 δεν εμφανίζεται στις ως άνω εξισώσεις. Αυτό οφείλεται στο ότι δεν υπάρχει καθαρή σχετική διάχυση ανάμεσα στα συστατικά 2 και 3.)

Οι Εξ. (5) και (6) ολοκληρώνονται εύκολα, καθόσον Ν1z, c, 
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 και 
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 είναι σταθερές ποσότητες. Έτσι έχουμε
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ή, μετά την ολοκλήρωση,
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Το μοριακό κλάσμα του 1 λαμβάνεται από την σχέση 
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(11)

Οι Εξ. (11), (9) και (10) δίνουν τις κατανομές των x1, x2 και x3, υπό την προϋπόθεση ότι μπορούμε να υπολογίσουμε την τιμή της σταθεράς Ν1z. Αυτό το επιτυγχάνουμε εύκολα επιβάλλοντας την οριακή συνθήκη για z = 0, δηλαδή
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(12)

Η Εξ. (12) περιέχει ως μόνον άγνωστο το Ν1z και μπορεί να λυθεί αριθμητικά. Υποκαθιστώντας τις τιμές των παραμέτρων στην Εξ. (12) λαμβάνουμε
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Παρατηρούμε ότι επειδή εδώ συμβαίνει να έχουμε 
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, η Εξ. (13) μπορεί να γραφεί προσεγγιστικά ως
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η οποία λύνεται αμέσως για να μας δώσει 
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. Η τιμή αυτή μπορεί να χρησιμοποιηθεί ως αρχική τιμή για την επίλυση της Εξ. (13). Μία ακριβέστερη τιμή είναι η
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6.2 Η μέθοδος του Wilke
Μία εύχρηστη και αρκετά αξιόπιστη προσεγγιστική μέθοδος για την επίλυση προβλημάτων πολυσυστατικής διαχύσεως σε αέρια είναι η μέθοδος του C.R. Wilke [Chem. Engr. Prog., 46, 95-104 (1950)]. Σύμφωνα με αυτήν, αν έχουμε ένα μίγμα n αερίων, τότε ο συντελεστής διαχύσεως του συστατικού 1 ως προς το μίγμα υπολογίζεται από τη σχέση
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όπου xj;1 είναι τροποποιημένα μοριακά κλάσματα, τα οποία υπολογίζονται αγνοώντας την παρουσία του συστατικού 1, δηλαδή,
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Γενικότερα, ο συντελεστής διαχύσεως του συστατικού i ως προς το μίγμα υπολογίζεται από τη σχέση
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Η μέθοδος του Wilke μας επιτρέπει να θεωρήσουμε χονδρικώς τη διάχυση του συστατικού i ως διάχυση σε διμερές μίγμα (i,m).

Παράδειγμα 6β

Επίλυση του προηγούμενου παραδείγματος με τη μέθοδο του Wilke. Για να υπολογίσουμε την τιμή του 
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 θα χρησιμοποιήσουμε τις συνθήκες στη θέση z = L, οι οποίες και είναι γνωστές εξ αρχής. (Υποθέτουμε άλλωστε ότι 
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 = σταθ.)

Έχουμε (στη θέση z = L):
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Θεωρώντας τώρα διμερή διάχυση (του 1 μέσω του m), το πρόβλημα ανάγεται στο αντίστοιχο του κελιού του Arnold για διμερές μίγμα. Η γνωστή λύση μας δίνει αμέσως
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Αυτό το αποτέλεσμα είναι σε εξαιρετική συμφωνία με εκείνο που λάβαμε από την λύση βάσει των Εξισώσεων Maxwell-Stefan, δηλαδή 
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