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ÓÕÍÔÏÌÏ ÂÉÏÃÑÁÖÉÊÏ ÔÏÕ ÓÕÃÃÑÁÖÅÁ

Ï Íéêüëáïò É. Éùáêåéìßäçò ãåííÞèçêå óôçí ÊáëëéèÝá ÁôôéêÞò ôï 1950. Ôåëåßùóå ôï ÃõìíÜóéï
(1965) êáé ôï Ëýêåéï (1968) óôïí ÐåéñáéÜ. Åßíáé äéðëùìáôïý÷ïò Ìç÷áíïëüãïò--Çëåêôñïëüãïò Ìç-
÷áíéêüò (1973) ôïõ ÅèíéêïýÌåôóïâßïõÐïëõôå÷íåßïõ (Å.Ì.Ð.) êáé ÄéäÜêôùñÌç÷áíéêüò (1976) ðÜëé
ôïõ Å.Ì.Ð. Ç äéðëùìáôéêÞ åñãáóßá ôïõ (1973) êáé ç äéäáêôïñéêÞ äéáôñéâÞ ôïõ (1976) áíáöÝñïíôáé
óôçí Åëáóôéêüôçôá êáé óôç Èñáõóôïìç÷áíéêÞ.

Áðü ôï 1970 óáí óðïõäáóôÞò Þôáí áíåðßóçìïò óõíåñãÜôçò ôïõ Åñãáóôçñßïõ Áíôï÷Þò Õëéêþí
ôïõ Å.Ì.Ð. Ôï 1976 õðÞñîå åñåõíçôÞò óôï ßäéï åñãáóôÞñéï. Áðü ôï 1976 ìÝ÷ñé ôï 1980 Þôáí
ÅðéìåëçôÞò óôéò ¸äñåò Ìç÷áíéêÞò Á êáé Â ôïõ Å.Ì.Ð. Áðü ôï 1980 ìÝ÷ñé ôï 1982 Þôáí ¸êôá-
êôïò ÊáèçãçôÞò êáé áðü ôï 1982 ìÝ÷ñé óÞìåñá åßíáé ÊáèçãçôÞò ôçò Ðïëõôå÷íéêÞò Ó÷ïëÞò ôïõ
Ðáíåðéóôçìßïõ Ðáôñþí. Áðü ôï 1982 óáí ÊáèçãçôÞò åñãÜæåôáé óôï Ãåíéêü ÔìÞìá óôïí ÔïìÝá
ÅöáñìïóìÝíùí Ìáèçìáôéêþí êáé Ìç÷áíéêÞò.

Óôï Å.Ì.Ð. óõììåôÝó÷å óôá åñãáóôÞñéá ÐåéñáìáôéêÞò Áíôï÷Þò Õëéêþí êáé Ýêáíå öñïíôéóôÞñéá
ìáèçìÜôùí Ìç÷áíéêÞò. Åðßóçò äßäáîå Ýíá åîÜìçíï ôï ìÜèçìá Áíôï÷Þ Õëéêþí. Óôçí Ðïëõôå÷íéêÞ
Ó÷ïëÞ ôïõÐáíåðéóôçìßïõÐáôñþí äßäáîå ìáèÞìáôáÌáèçìáôéêþí, ÅöáñìïóìÝíùíÌáèçìáôéêþí
êáé Ðéèáíïèåùñßáò--ÓôáôéóôéêÞò óå äéÜöïñá ôìÞìáôá. ÊáôÜ ôá ôåëåõôáßá Ýôç äéäÜóêåé áðïêëåé-
óôéêÜóôï ÔìÞìáÐïëéôéêþíÌç÷áíéêþí ôáìáèÞìáôá ÅöáñìïóìÝíáÌáèçìáôéêÜ ÉÉ êáé ÉÉÉ êáé åêôåëåß
ôá ó÷åôéêÜ åñãáóôÞñéá óôï Õðïëïãéóôéêü ÊÝíôñï ôïõ ÔìÞìáôïò. ÄéäÜóêåé åðßóçò ôï ìåôáðôõ÷éáêü
ìÜèçìá ÅöáñìïóìÝíá ÌáèçìáôéêÜ ðÜëé óôï ÔìÞìá Ðïëéôéêþí Ìç÷áíéêþí.

Ôï åñåõíçôéêü Ýñãï ôïõ áíáöÝñåôáé óôç Ìç÷áíéêÞ, ôç Èñáõóôïìç÷áíéêÞ, ôá ÅöáñìïóìÝíá
ÌáèçìáôéêÜ, ôç ÌéãáäéêÞ ÁíÜëõóç, ôéò ÏëïêëçñùôéêÝò Åîéóþóåéò, ôçí ÁñéèìçôéêÞ ÁíÜëõóç (Áñéè-
ìçôéêÞ ÏëïêëÞñùóç êáé åðßëõóç Ïëïêëçñùôéêþí Åîéóþóåùí) êáé ôïõò Óõìâïëéêïýò Õðïëïãéóìïýò
óôç Ìç÷áíéêÞ. Åßíáé óõããñáöÝáò êáé óõóõããñáöÝáò ðïëëþí åðéóôçìïíéêþí åñãáóéþí ðïõ Ý÷ïõí
äçìïóéåõèåß óôçí ÁããëéêÞ ãëþóóá óå ðïëëÜ äéåèíÞ ðåñéïäéêÜ ôùí ðéï ðÜíù åðéóôçìïíéêþí ðåñéï-
÷þí (êáé ìßá åñãáóßá óôç Èåùñßá Ðñïóåããßóåùò) óå äéÜöïñåò ÷þñåò. Óáí ìåãáëýôåñç åñåõíçôéêÞ
óõìâïëÞ ôïõ èåùñåß ôçí áíáãùãÞ ðñïâëçìÜôùí ñùãìþí óå éäéüìïñöåò êáé õðåñéäéüìïñöåò ïëï-
êëçñùôéêÝò åîéóþóåéò êáé ôçí åðßëõóÞ ôïõò ìå ÷ñÞóç ôçò ìåèüäïõ ôçò áñéèìçôéêÞò ïëïêëçñþóåùò.

ÐÝñá áðü ôéò åðéóôçìïíéêÝò åñãáóßåò ôïõ Ý÷åé êñßíåé ðïëëÝò åñãáóßåò Üëëùí óõããñáöÝùí
ãéá äéåèíÞ åðéóôçìïíéêÜ ðåñéïäéêÜ ôçò Ìç÷áíéêÞò, ôçò Èñáõóôïìç÷áíéêÞò, ôùí ÅöáñìïóìÝíùí
Ìáèçìáôéêþí êáé ôçò ÁñéèìçôéêÞò Áíáëýóåùò. ÕðÞñîå êñéôÞò ãéá ôá ðåñéïäéêÜ êñéôéêþí Applied
Mechanics Reviews êáé Mathematical Reviews êáé ìÝëïò ôçò ÅêäïôéêÞò ÅðéôñïðÞò ôïõ ðåñéïäéêïý
International Journal of Solids and Structures.

ÊáôÜ ôá ôåëåõôáßá Ýôç êáôáâÜëëåé óõóôçìáôéêÞ ðñïóðÜèåéá ãéá ôçí áíáâÜèìéóç ôùí ìáèçìÜ-
ôùí ÅöáñìïóìÝíá ÌáèçìáôéêÜ ÉÉ êáé ÉÉÉ ðïõ äéäÜóêåé óôï ÔìÞìá Ðïëéôéêþí Ìç÷áíéêþí ôçò Ðïëõ-
ôå÷íéêÞò Ó÷ïëÞò ôïõ Ðáíåðéóôçìßïõ Ðáôñþí: óôçí áßèïõóá äéäáóêáëßáò, óôï åñãáóôÞñéï, ìÝóù
óõ÷íþí åîåôÜóåùí ðñïüäïõ êáé åñãáóôçñßïõ êáé ìÝóù ôùí äéäáêôéêþí áõôþí âéâëßùí Åöáñìï-
óìÝíùí Ìáèçìáôéêþí ÉÉ êáé ÉÉÉ ðïõ áðåõèýíïíôáé áðïêëåéóôéêÜ óå Ðïëéôéêïýò Ìç÷áíéêïýò êáé ü÷é
ãåíéêÜ óå Ìç÷áíéêïýò. Óôçí ðñïóðÜèåéÜ ôïõ áõôÞ Ý÷åé ôý÷åé ðïëýôéìçò âïÞèåéáò êáé óõìðáñá-
óôÜóåùò êÜèå ìïñöÞò áðü ðïëëïýò óõíáäÝëöïõò ôïõ êáèþò êáé ôçò åíåñãÞò óõììåôï÷Þò ôùí
öïéôçôþí êáé öïéôçôñéþí ôïõÐïëéôéêþíÌç÷áíéêþí êáé åßíáé åõãíþìùí óå üëïõò êáé üëåò ãé’ áõôÜ.

ÔÝëïò óôá ÐáíåðéóôçìéáêÜ èÝìáôá ç èÝóç ôïõ Þôáí êáé åßíáé õðÝñ ôïõ Ðáíåðéóôçìßïõ óôçí
êëáóéêÞ ôïõ ìïñöÞ, üðùò ôçí Ý÷åé æÞóåé êáé ôç æåé êáé ï ßäéïò åðß ðïëëÜ ÷ñüíéá. ÅðïìÝíùò åßíáé
åíáíôßïí êÜèå åðé÷åéñçìáôéêÞò Þ ïéêïíïìéêÞò äéåéóäýóåùò ôñßôùí óôïí Ðáíåðéóôçìéáêü ÷þñï.
Åßíáé åðßóçò èåñìüò õðïóôçñéêôÞò ôçò åëåýèåñçò Ýñåõíáò óôá ÐáíåðéóôÞìéá ìå ôçí Ýííïéá üôé ôá
åñåõíçôéêÜ áðïôåëÝóìáôá ðñÝðåé íá åßíáé áðüëõôá ðñïóéôÜ óå êÜèå ìÝñïò ôïõ êüóìïõ ÷ùñßò
ðåñéïñéóìïýò ìÝóù ôçò äçìïóéåýóåþò ôïõò åßôå óå âéâëßá åßôå óå ðåñéïäéêÜ åßôå óôï äéáäßêôõï.
Ôïýôï Ý÷åé ðñÜîåé êáé ï ßäéïò ÷ùñßò êáìßá åîáßñåóç.
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• ¼ëá ôá äéêáéþìáôá äéáôçñïýíôáé áðü ôéò GOTSIS Åêäüóåéò. Ç ðíåõìáôéêÞ éäéïêôçóßá áðïêôÜ-
ôáé ÷ùñßò êáìßá äéáôýðùóç êáé ÷ùñßò ôçí áíÜãêç ñÞôñáò áðáãïñåõôéêÞò ôùí ðñïóâïëþí ôçò.
Óçìåéþíåôáé ç éó÷ýò ôïõ Íüìïõ 2121/1993, üðùò Ý÷åé ôñïðïðïéçèåß êáé éó÷ýåé, êáé ôçò äéåèíïýò
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• Áðáãïñåýåôáé áðïëýôùò ç áíáäçìïóßåõóç Þ ç áíáðáñáãùãÞ áõôïý ôïõ âéâëßïõ (ïëéêÞ Þ ìåñéêÞ
åßôå óôçí ðáñïýóá ìïñöÞ ôïõ åßôå óå ðáñáöñáóìÝíç Þ äéáóêåõáóìÝíç ìïñöÞ ôïõ) Þ ç äéáíïìÞ ôïõ
ìå ïðïéïäÞðïôå ôñüðï (áíôéãñáöÞ, öùôïôõðßá, åêôýðùóç, ìéêñïößëì, óÜñùóç Þ/êáé áðïèÞêåõóç
óå áñ÷åßï Þ áñ÷åßá õðïëïãéóôÞ, äéáèåóéìüôçôá óå éóôïóåëßäá Þ óå âÜóåéò äåäïìÝíùí, äéáíïìÞ ìÝóù
ôïõ äéáäéêôýïõ, ç÷ïãñÜöçóç Þ ãåíéêÜ ìå ïðïéïäÞðïôå ìç÷áíéêü Þ çëåêôñïíéêü Þ Üëëï ôñüðï åßôå
Þäç äéáèÝóéìï óÞìåñá åßôå ðïõ èá õðÜñîåé óôï ìÝëëïí) ÷ùñßò ôç ñçôÞ ãñáðôÞ Üäåéá ôùí GOTSIS
Åêäüóåéò. Åðßóçò áíÜëïãá áðáãïñåýåôáé êáé ç ïëéêÞ Þ ìåñéêÞ ìåôÜöñáóç ôïõ ðáñüíôïò âéâëßïõ
êáé ãåíéêüôåñá ç êÜèå ìïñöÞò åêìåôÜëëåõóÞ ôïõ óôï óýíïëü ôïõ Þ óå ìÝñïò ôïõ.

• Åíôïýôïéò ÷ïñçãåßôáé áðü ôþñá ç Üäåéá óõíçèéóìÝíïõ áðëïý äáíåéóìïý ãéá ìåëÝôç ôïõ âéâëßïõ
áõôïý áðü áíáãíþóôåò êáé áíáãíþóôñéåò Ðáíåðéóôçìéáêþí êáé ìç âéâëéïèçêþí.
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ÐÑÏËÏÃÏÓ (Ðñüëïãïò) vii

ÐÑÏËÏÃÏÓ

Ôï ðáñüí Ôåý÷ïò 2 ôïõ óõããñÜììáôïò ÅöáñìïóìÝíá ÌáèçìáôéêÜ ÉÉ ãéá Ðïëéôéêïýò Ìç÷á-
íéêïýò ìå ôßôëï ÅöáñìïóìÝíåò ÁóêÞóåéò êáé Notebooks II ãéá Ðïëéôéêïýò Ìç÷áíéêïýò Ýñ÷åôáé
óáí óõíÝ÷åéá ôïõ Ôåý÷ïõò 1 ôïõ ßäéïõ óõããñÜììáôïò. Ôï Ôåý÷ïò 1 áöïñÜ êõñßùò óôç èåùñßá ôùí
ÅöáñìïóìÝíùí ÓõíÞèùí Äéáöïñéêþí Åîéóþóåùí (ôï ÌÝñïò Á) ãéá Ðïëéôéêïýò Ìç÷áíéêïýò. ÐÝñá
áðü ôç ó÷åôéêÞ èåùñßá ôï Ôåý÷ïò 1 ðïõ ðñïáíáöÝñèçêå ðåñéëáìâÜíåé êé Ýíáí ðïëý ìåãÜëï áñéèìü
ëõìÝíùí ðáñáäåéãìÜôùí êáé åöáñìïãþí óôçí ÅðéóôÞìç ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý. ¸÷ïíôáò ëïé-
ðüí ìåëåôÞóåé ôï Ôåý÷ïò 1 ï öïéôçôÞò êáé ç öïéôÞôñéá Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò èá Ý÷ïõí áðïêôÞóåé ôéò
èåùñçôéêÝò ãíþóåéò ðïõ áíáðôýóóïíôáé ó’ áõôü ãéá ôéò ÓõíÞèåéò ÄéáöïñéêÝò Åîéóþóåéò. Èá Ý÷ïõí
üìùò åðéðëÝïí êáôáíïÞóåé êáé ôéò ó÷åôéêÝò åöáñìïãÝò óôçí ÅðéóôÞìç ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý.

Óýìöùíá êáé ìå ôïí ôßôëï ôïõ ôï ðáñüí Ôåý÷ïò 2 ðåñéëáìâÜíåé ÅöáñìïóìÝíåò ÁóêÞóåéò êáé
Notebooks II ãéá Ðïëéôéêïýò Ìç÷áíéêïýò êáé áðïôåëåßôáé áðü ðÝíôå ìÝñç: äýï ìÝñç ãéá Åöáñìï-
óìÝíåò ÁóêÞóåéò ÉÉ êáé ôñßá ìÝñç ãéá ÅöáñìïóìÝíá Notebooks ÉÉ üëá ãéá Ðïëéôéêïýò Ìç÷áíéêïýò.

1. Ôï ðñþôï ìÝñïò ôïõ ðáñüíôïò Ôåý÷ïõò 2 ðåñéëáìâÜíåé Ýíá ìåãÜëï áñéèìü Üëõôùí åöáñìï-
óìÝíùí áóêÞóåùí óôçí ÅðéóôÞìç ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý. ÁõôÝò åßíáé óêüðéìï íá ëõèïýí
óå üóï ãßíåôáé ìåãáëýôåñï âáèìü ìå ôï ÷Ýñé (÷ùñßò ôç ÷ñÞóç ôïõ õðïëïãéóôÞ!) Þ êáé ìå
ôç ÷ñÞóç ôïõ õðïëïãéóôÞ áðïêëåéóôéêÜ üìùò ãéá ôç óôïé÷åéïèåóßá ôùí ëýóåùí ìå ôï ÷Ýñé.
Ïé ó÷åôéêÝò ãíþóåéò Ý÷ïõí Þäç áðïêôçèåß áðü ôï Ôåý÷ïò 1. Ïé ðáñïýóåò åöáñìïóìÝíåò
áóêÞóåéò (222 óõíïëéêÜ) áíáöÝñïíôáé üëåò ôïõò óôï ÌÝñïò Á ôçò ýëçò ôùí ÅöáñìïóìÝíùí
Ìáèçìáôéêþí ãéá Ðïëéôéêïýò Ìç÷áíéêïýò, äçëáäÞ óôéò ÓõíÞèåéò ÄéáöïñéêÝò Åîéóþóåéò. Ïé
åöáñìïóìÝíåò áõôÝò áóêÞóåéò óõíÞèùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ôáîéíïìïýíôáé ìå âÜóç ôéò
ðåñéï÷Ýò ôçò ÅðéóôÞìçò ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý óôéò ïðïßåò áíáöÝñïíôáé. Ìå ôïí ôñüðï
áõôü ï öïéôçôÞò/ç öïéôÞôñéá Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò ìðïñåß íá èåëÞóåé íá åðéëýóåé åêåßíåò áðü
ôéò åöáñìïóìÝíåò áóêÞóåéò ðïõ äßíïíôáé êáé ðïõ ôáéñéÜæïõí ìå ôá èÝìáôá ðïõ ôïí/ôçí åí-
äéáöÝñïõí. Óå êÜèå Üóêçóç áíáöÝñïíôáé åðéðëÝïí êáé ôá êåöÜëáéá ôïõ Ôåý÷ïõò 1 ðïõ åßíáé
ó÷åôéêÜ ìå ôç ëýóç ôçò êáèþò êáé ïé ðåñéï÷Ýò ôçò ÅðéóôÞìçò ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý üðïõ
áíÞêåé ç Üóêçóç áõôÞ. Óçìåéþíåôáé ôÝëïò üôé êÜèå Üóêçóç õðïäéáéñåßôáé óå åñùôÞìáôá êáé
êÜèå åñþôçìá Ý÷åé ôç äéêÞ ôïõ âáñýôçôá, ç ïðïßá áíáöÝñåôáé êáé áõôÞ ìÝóá óôçí Üóêçóç.

2. Ôï äåýôåñï ìÝñïò ôïõ ðáñüíôïò Ôåý÷ïõò 2 ðåñéëáìâÜíåé êé áõôü Üëõôåò áóêÞóåéò Åöáñìï-
óìÝíùí Ìáèçìáôéêþí ÉÉ ãéá Ðïëéôéêïýò Ìç÷áíéêïýò ðïõ åßíáé ôáîéíïìçìÝíåò óå äåêáôñåßò
ïìÜäåò: ÏìÜäá Á Ýùò êáé ÏìÜäá Ì. Ïé áóêÞóåéò áõôÝò åßíáé óêüðéìï íá ëýíïíôáé êáôÜ ôç
äéÜñêåéá ôùí áíôßóôïé÷ùí äåêáôñéþí åâäïìÜäùí ôïõ äéäáêôéêïý åîáìÞíïõ. Ôï ÷áñáêôçñé-
óôéêü áõôþí ôùí ïìÜäùí áóêÞóåùí åßíáé üôé óõíäõÜæïõí ôçí Üìåóç åðßëõóÞ ôïõò óå ÷áñôß
ìå ôçí åðßëõóÞ ôïõò ìå ÷ñÞóç ôïõ õðïëïãéóôÞ êé åäþ ôçò Mathematica. Óôéò áóêÞóåéò áõôÝò,
ìåñéêÝò öïñÝò êáé óôá åñùôÞìáôÜ ôïõò õðÜñ÷ïõí ïé åíäåßîåéò [×] ãéá ÷åéñüãñáöç åðßëõóç,
[Õ] ãéá åðßëõóç ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ õðïëïãéóôÞ, äçëáäÞ åäþ ôçò Mathematica, êáé [× êáé Õ] ãéá
åðßëõóç êáé ìå ôï ÷Ýñé êáé ìå ôïí õðïëïãéóôÞ. ¸ôóé ï öïéôçôÞò/ç öïéôÞôñéá Ðïëéôéêüò Ìç÷á-
íéêüò êáôáíïåß ôç ÷ñçóéìüôçôá ôïõ õðïëïãéóôÞ óáí ìéá åíáëëáêôéêÞ äõíáôüôçôá åðéëýóåùò.
Óå äýóêïëá ìÜëéóôá ðñïâëÞìáôá ôçò åðéóôÞìçò ôïõ óáí ôç ìïíáäéêÞ ðñáêôéêÞ äõíáôüôçôá
åðéëýóåùò. Óçìåéþíåôáé åðßóçò üôé áñêåôÝò áðü ôéò áóêÞóåéò êáé áñêåôÜ áðü ôá åñùôÞìáôá
ìå ôïí õðïëïãéóôÞ ðåñéëáìâÜíïõí êáé óáöåßò õðïäåßîåéò ãéá ôç ëýóç ôïõò ìå ôç Mathematica.

3. Ôï ôñßôï ìÝñïò ôïõ ðáñüíôïò Ôåý÷ïõò 2 ðåñéëáìâÜíåé ïêôþ ïìÜäåò åöáñìïóìÝíùí áóêÞ-
óåùí ôï ÷áñáêôçñéóôéêü ôùí ïðïßùí åßíáé üôé åßíáé Ýôóé ãñáììÝíåò, þóôå íá æçôåßôáé ç ëýóç



viii (Ðñüëïãïò) ÅÖÁÑÌÏÓÌÅÍÅÓ ÁÓÊÇÓÅÉÓ ÊÁÉ NOTEBOOKS II ÃÉÁ ÐÏËÉÔÉÊÏÕÓ ÌÇ×ÁÍÉÊÏÕÓ:

ôùí åñùôçìÜôùí ôïõò ìå ôç Mathematica. Ïé áðáíôÞóåéò óå üëá ôá åñùôÞìáôá üëùí ôùí
áóêÞóåùí êÜèå ïìÜäáò ðåñéëáìâÜíïíôáé óå ó÷åôéêü notebook ðïõ áêïëïõèåß ôçí ïìÜäá
áóêÞóåùí. ¸÷ïõìå Ýôóé ïêôþ ïìÜäåò áóêÞóåùí êáé ðáñÜëëçëá ïêôþ notebooks ôçò Mathe-
matica ðïõ áêïëïõèïýí ôçí êÜèå ïìÜäá ìå ðÜíù áðü 700 åíôïëÝò ôçòMathematica óõíïëéêÜ.

4. Ôï ôÝôáñôï ìÝñïò ôïõ ðáñüíôïò Ôåý÷ïõò 2 ðåñéëáìâÜíåé äýï åöáñìïóìÝíá notebooks ôçò
Mathematica. ÓõãêåêñéìÝíá ôï ðñþôï áðü áõôÜ áíáöÝñåôáé óôï íüìï ôïõ Íåýôùíá êáé ôï
äåýôåñï óôçí åëåýèåñç ðôþóç õëéêïý óçìåßïõ. Ðñüêåéôáé ãéá äýï notebooks éäéáßôåñïõ åíäéá-
öÝñïíôïò ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý ðïõ åðé÷åéñïýí íá äþóïõí óáöåßò åéêüíåò ãéá ôá ðåñéå-
÷üìåíÜ ôïõò ðáñÜëëçëá âÝâáéá ìå ôçí åðßäåéîç ôùí ó÷åôéêþí õðïëïãéóôéêþí äõíáôïôÞôùí
ôçò Mathematica. ÐáñáðÝñá ÷áñáêôçñéóôéêü áõôþí ôùí äýï notebooks åßíáé ç åðéìåëçìÝíç
ðñïåôïéìáóßá ôïõò, Ýôóé þóôå íá êáôáóôåß óáöÝò ðùò ç Mathematica Ý÷åé ôç äõíáôüôçôá íá
åðéôñÝðåé ôç äçìéïõñãßá ìå áõôÞ notebooks ôá ïðïßá íá ìïéÜæïõí ìå åðéóôçìïíéêÝò åñãáóßåò.

5. ÔÝëïò ôï ðÝìðôï ìÝñïò ôïõ ðáñüíôïò Ôåý÷ïõò 2 ðåñéëáìâÜíåé äýï åöáñìïóìÝíá notebooks
ôçò Mathematica ðïõ áíáöÝñïíôáé óå animations: óå êéíïýìåíá ó÷Þìáôá. ÓõãêåêñéìÝíá ôï
ðñþôï áðü áõôÜ áíáöÝñåôáé óå åëåýèåñåò ôáëáíôþóåéò ìç÷áíéêïý óõóôÞìáôïò ìÜæáò--åëá-
ôçñßïõ, åíþ ôï äåýôåñï óå ôáëáíôþóåéò ìïíþñïöïõ êôñßïõ, ïé ïðïßåò ðåñéëáìâÜíïõí êáé
ôçí ðåñßðôùóç óåéóìéêÞò öïñôßóåùò. Êáé ôá notebooks áõôÜ ðñïåôïéìÜóèçêáí ìå áñêåôÞ
ðñïóï÷Þ êáé åðéìÝëåéá, Ýôóé þóôå íá äßíïõí üëåò ôéò áíáãêáßåò ëåðôïìÝñåéåò óôá èÝìáôá
ðïõ ðñáãìáôåýïíôáé, íá åîçãïýí ëåðôïìåñþò ðþò ìðïñïýí íá ðñïåôïéìáóèïýí ïé ó÷åôéêÝò
animations êáé ôÝëïò íá äßíïõíóåéñÜ äéáäo÷éêþíó÷çìÜôùí ãéá ôéò animations áõôÝò. Åíôïýôïéò
åýëïãá ïé áëçèéíÝò animations äå ìðïñïýí íáðáñïõóéáóèïýí óå ÷áñôß, áëëÜ ìüíï óôçí ïèüíç
ôïõ õðïëïãéóôÞ. Áõôü åßíáé âÝâáéá êáé åýêïëï êáé åíôõðùóéáêü ìå âÜóç ôá notebooks áõôÜ.

Óçìåéþíåôáé ôÝëïò üôé ãéá ôç ÷ñÞóç ôçòMathematica óôéò åöáñìïóìÝíåò áóêÞóåéò êáé óôá åöáñ-
ìïóìÝíá notebooks áõôïý ôïõ Ôåý÷ïõò 2 ôïõ óõããñÜììáôïò ÅöáñìïóìÝíá ÌáèçìáôéêÜ ÉÉ ãéá
Ðïëéôéêïýò Ìç÷áíéêïýò åßíáé áóöáëþò ðñïáðáéôïýìåíåò ïé âáóéêÝò ãíþóåéò ãéá ôç Mathematica.

ÅðáíáëáìâÜíåôáé üôé ï üñïò «ç Mathematica» ðïõ ÷ñçóéìïðïéåßôáé åäþ áíôß ãéá ôïí ðïëý åõñý-
ôåñá äéáäåäïìÝíï üñï «ôï Mathematica» ãéá ôï ßäéï ðñüãñáììá óõìâïëéêþí õðïëïãéóìþí öáßíåôáé
íá ïöåßëåôáé óôï ÓôÝöáíï Ôñá÷áíÜ, ðïõ ôïí åéóÞãáãå óôï âéâëßï ôïõ ãéá ôç Mathematica ôï 2001.

¼ðùò êáé óôá êýñéá ìÝñç áõôþí ôùí äéäáêôéêþí óõããñáììÜôùí ÅöáñìïóìÝíáÌáèçìáôéêÜ ÉÉ
êáé ÉÉÉ ãéá Ðïëéôéêïýò Ìç÷áíéêïýò, Ýôóé êé åäþ Ý÷ïõí óõìðåñéëçöèåß ôüóï óôéò áóêÞóåéò üóï êáé
óôá notebooks ôçò Mathematica ðïëëÝò åöáñìïãÝò áðü ôçí ÅðéóôÞìç ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý:
ÄõíáìéêÞ, Ôáëáíôþóåéò, ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí, Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí (Äïêïß, Äïêïß åðß Åëá-
óôéêÞò ÂÜóåùò, Ëõãéóìüò, Åëáóôéêüôçôá), ÐëÜêåò, Ñåõóôïìç÷áíéêÞ êáé ÐåñéâáëëïíôéêÞ Ìç÷áíéêÞ.

Óôï óçìåßï áõôü èá Þèåëá ðñþôá--ðñþôá íá åõ÷áñéóôÞóù ôïõò öïéôçôÝò êáé ôéò öïéôÞôñéÝò ìïõ
Ðïëéôéêïýò Ìç÷áíéêïýò ãéá ôï åíäéáöÝñïí ôïõò óôá ìáèÞìáôá ôùí ÅöáñìïóìÝíùí Ìáèçìáôéêþí.
Èá Þèåëá åðßóçò íá åõ÷áñéóôÞóù îáíÜ ôéò GOTSIS Åêäüóåéò óôçí ÐÜôñá êáé éäéáßôåñá ôïí õðåý-
èõíü ôïõò ê. ¢ããåëï Ãêüôóç ãéá ôï åíäéáöÝñïí ôïõò óôï ðáñüí âéâëßï êáé ôçí ôüóï åðéìåëçìÝíç
ðñïåôïéìáóßá êáé åêôýðùóÞ ôïõ. Ôïýôï áðïôåëåß éäéáßôåñá áîéÝðáéíç ðñùôïâïõëßá ôùí GOTSIS
Åêäüóåéò êáé ìÜëéóôá ïõóéáóôéêÜ ÷ùñßò óçìáíôéêü ïéêïíïìéêü üöåëïò áðëÜ ëüãù ôïõ åîåéäéêåõìÝ-
íïõ ÷áñáêôÞñá áõôþí ôùí äéäáêôéêþí âéâëßùí ðïõ áðåõèýíïíôáé ìüíï óå ÐïëéôéêïýòÌç÷áíéêïýò.

Tåëåéþíïíôáò, èá Þèåëá íá óçìåéþóù ðùò ìå ìåãÜëç ÷áñÜ ìïõ èá äå÷èþ êÜèå õðüäåéîç ãéá
ôç âåëôßùóç êáé áõôïý ôïõ âéâëßïõ åßôå ìå ôç äéüñèùóç ëáèþí ðïõ Ý÷ïõí ðáñåéóöñýóåé åßôå êáé
ìå ïõóéáóôéêüôåñåò õðïäåßîåéò ùò ðñïò ôçí åðéëïãÞ êáé ôçí ôáîéíüìçóç ôùí áóêÞóåùí êáé ôùí
notebooks ðïõ Ý÷ïõí ðåñéëçöèåß åäþ. Èá åßìáé ðñáãìáôéêÜ åõãíþìùí ãéá êÜèå ôÝôïéá õðüäåéîç!

ÐÜôñá, ÖåâñïõÜñéïò 2008
Íéêüëáïò É. Éùáêåéìßäçò
e-mail: n.ioakimidis@upatras.gr



ÐÁÑÁÔÇÑÇÓÅÉÓ (ÐáñáôçñÞóåéò) ix

ÐÁÑÁÔÇÑÇÓÅÉÓ

• ÐÁÑÁÔÇÑÇÓÇ ÃÉÁ ÔÏ ÐÅÑÉÅ×ÏÌÅÍÏ

Ôï ðåñéå÷üìåíï áõôïý ôïõ Ôåý÷ïõò 2 ôùí ÅöáñìïóìÝíùí Ìáèçìáôéêþí ÉÉ ãéá Ðïëéôéêïýò
Ìç÷áíéêïýò áöïñÜ óå ÅöáñìïóìÝíåò ÁóêÞóåéò êáé Notebooks ÉÉ ãéá Ðïëéôéêïýò Ìç÷áíéêïýò.
Ôï ðåñéå÷üìåíï áõôü åßíáé áðüëõôá êëáóéêü (ôüóï óôéò åöáñìïóìÝíåò áóêÞóåéò üóï êáé óôá åöáñ-
ìïóìÝíá notebooks ôçò Mathematica ðïõ ðåñéëáìâÜíïíôáé åäþ) êáé âáóßæåôáé óôç ó÷åôéêÞ ðÜñá
ðïëý åêôåíÞ ìáèçìáôéêÞ êáé ôå÷íéêÞ âéâëéïãñáößá ãéá ôéò ÓõíÞèåéò ÄéáöïñéêÝò Åîéóþóåéò. Ôá
ßäéá áêñéâþò éó÷ýïõí êáé óôá Üëëá ôÝóóåñá äéäáêôéêÜ âéâëßá ôçò ðáñïýóáò óåéñÜò ðÝíôå âéâëßùí
ÅöáñìïóìÝíùí Ìáèçìáôéêþí ãéá Ðïëéôéêïýò Ìç÷áíéêïýò. Ç óõìâïëÞ ôïõ ãñÜöïíôá ðåñéïñß-
æåôáé áðëÜ óôïí ôñüðï ðáñïõóéÜóåùò ôçò ôüóï êëáóéêÞò áõôÞò ýëçò, åäþ ìÝóù åöáñìïóìÝíùí
áóêÞóåùí êáèþò êáé åöáñìïóìÝíùí notebooks ôçò Mathematica. Ç ðáñïõóßáóç áõôÞ äßíåé ðïëý
ìåãÜëç Ýìöáóç óôçí ÅðéóôÞìç ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý.

• ÐÁÑÁÔÇÑÇÓÇ ÃÉÁ ÔÏ ÐÑÏÃÑÁÌÌÁ ÕÐÏËÏÃÉÓÌÙÍ

¸íá ìåãÜëï ìÝñïò ôùí ðåñéå÷ïìÝíùí áõôïý ôïõ Ôåý÷ïõò 2 ôùí ÅöáñìïóìÝíùí Ìáèçìáôé-
êþí ÉÉ ãéá Ðïëéôéêïýò Ìç÷áíéêïýò, ðïõ áöïñÜ óå ÅöáñìïóìÝíåò ÁóêÞóåéò êáé Notebooks ÉÉ
ãéá Ðïëéôéêïýò Ìç÷áíéêïýò, êÜíåé ÷ñÞóç ôïõ ìáèçìáôéêïý ðñïãñÜììáôïò Mathematica. Ôï ðñü-
ãñáììá áõôü Ý÷åé åõñýôáôåò éêáíüôçôåò ôüóï ãéá óõìâïëéêïýò êáé áñéèìçôéêïýò õðïëïãéóìïýò
üóï êáé ãéá ãñáöéêÝò ðáñáóôÜóåéò. Åäþ ÷ñçóéìïðïéÞèçêå ç Ýêäïóç (version) 4.1 ôçò Mathematica,
ç ïðïßá åßíáé äéáèÝóéìç óôï ãñÜöïíôá. Óçìåéþíåôáé üôé Ýíá áñêåôÜ ìåãÜëï ìÝñïò áõôïý ôïõ
ôåý÷ïõò áðïôåëåßôáé áðü notebooks ôçò Mathematica. ÕðÜñ÷ïõí åðéðëÝïí êáé åêöùíÞóåéò ðïë-
ëþí åöáñìïóìÝíùí áóêÞóåùí ðïõ ðÜëé âáóßæïíôáé óôç ÷ñÞóç ôçò Mathematica éäßùò ùò ðñïò
ôéò õðïäåßîåéò ãéá ôçí åðßëõóÞ ôïõò. Aðü åêðáéäåõôéêÞò áðüøåùò ï ÷ñÞóôçò êé ç ÷ñÞóôñéá ôçò
Mathematica Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò ðñÝðåé íá ðáßñíïõí ôá ßäéá áêñéâþò áðïôåëÝóìáôá ãéá ôéò
ßäéåò åíôïëÝò, åöüóïí âÝâáéá ÷ñçóéìïðïéïýí ôçí Ýêäïóç (version) 4.1 ôçò Mathematica. Ãéá Üëëåò
åêäüóåéò ôçò Mathematica ðñïöáíþò èá õðÜñ÷ïõí êÜðïéåò ìéêñïäéáöïñÝò, ü÷é üìùò éäéáßôåñá
óçìáíôéêÝò ãéá ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü.

• ÐÁÑÁÔÇÑÇÓÇ ÃÉÁ ÔÇN ÏÑÈÏÔÇÔÁ ÔÙÍ ÕÐÏËÏÃÉÓÌÙÍ

ÇMathematica åßíáé Ýíá åîáéñåôéêÜ áîéüðéóôï ìáèçìáôéêü ðñüãñáììá óõìâïëéêþí êáé áñéèìç-
ôéêþí õðïëïãéóìþí åðéðëÝïí êáé ìå åêðëçêôéêÝò äõíáôüôçôåò óôéò ãñáöéêÝò ðáñáóôÜóåéò. Åíôïý-
ôïéò êÜèå óýíèåôï ðñüãñáììá, üðùò åßíáé êáé ç Mathematica, åßíáé ðéèáíü íá ðåñéÝ÷åé Ýíáí ðïëý
ìéêñü áñéèìü ëáèþí. ÊáôÜ óõíÝðåéá, åíþ ôá áðïôåëÝóìáôá ôùí õðïëïãéóìþí ìå ôç Mathematica
óôá notebooks ôçò Mathematica ðïõ ðåñéëáìâÜíïíôáé ó’ áõôü ôï ôåý÷ïò åßíáé óùóôÜ óôç óõíôñé-
ðôéêÞðëåéïíüôçôÜ ôïõò, åíôïýôïéò óå åîáéñåôéêÜ óðÜíéåò ðåñéðôþóåéò ìðïñåß íá åßíáé åóöáëìÝíá.
ÅðïìÝíùò åßíáé êáëü ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò íá åðáëçèåýåé ôá áðïôåëÝóìáôá ôçò Mathematica.
Áõôü ìðïñåß íá ãßíåôáé åßôå (á) ìå Üìåóç åðáëÞèåõóç, ãéá ðáñÜäåéãìá áíôéêáèéóôþíôáò ôç ëýóç
ìéáò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ðïõ êáôáëÞãåé Ýôóé óå ôáõôüôçôá åßôå (â) êÜ-
íïíôáò ôïõò õðïëïãéóìïýò êáé ìå äåýôåñï, äéáöïñåôéêü ôñüðï êáé âñßóêïíôáò ôï ßäéï (Þ áðüëõôá
éóïäýíáìï) áðïôÝëåóìá, ãéá ðáñÜäåéãìá ëýíïíôáò ìéá ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå óôáèå-
ñïýò óõíôåëåóôÝò (i) ìå ôïí êëáóéêü ôñüðï êáé (ii) ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace êáé
óõãêñßíïíôáò ôá äýï áðïôåëÝóìáôá.



x (ÐáñáôçñÞóåéò) ÅÖÁÑÌÏÓÌÅÍÅÓ ÁÓÊÇÓÅÉÓ ÊÁÉ NOTEBOOKS II ÃÉÁ ÐÏËÉÔÉÊÏÕÓ ÌÇ×ÁÍÉÊÏÕÓ:

• ÐÁÑÁÔÇÑÇÓÇ ÃÉÁ ÔÏ ÅÌÐÏÑÉÊÏ ÓÇÌÁ MATHEMATICA

H ëÝîç Mathematica áðïôåëåß êáôáôåèåéìÝíï åìðïñéêü óÞìá (registered trademark, óÞìá êáôá-
ôåèÝí) ôçò åôáéñåßáò Wolfram Research, Inc., 100 Trade Center Drive, Champaign, IL 61820--7237,
Ç.Ð.Á. Äéêôõáêüò ôüðïò: http://www.wolfram.com. Ç ÷ñÞóç ôçò ëÝîåùòMathematica åäþ ãßíåôáé
ìå ðëÞñç áíáãíþñéóç ôïõ åìðïñéêïý áõôïý óÞìáôïò ôçò åôáéñåßáò Wolfram Research, Énc.

• ÐÁÑÁÔÇÑÇÓÇ ÃÉÁ ÔÇ ÓÔÏÉ×ÅÉÏÈÅÓÉÁ

Ìå ôçí åîáßñåóç ôùí notebooks ôçò Mathematica ç âáóéêÞ ãñáììáôïóåéñÜ óôá ðáñüíôá äé-
äáêôéêÜ âéâëßá åßíáé ç Optima, ìéá ãñáììáôïóåéñÜ êõñßùò íåïêëáóéêïý ôýðïõ. Ç Optima ó÷å-
äéÜóèçêå áðü ôï äéÜóçìï ó÷åäéáóôÞ ãñáììáôïóåéñþí Hermann Zapf ìåôáîý ôùí åôþí 1952 êáé
1955 êáé äéáôÝèçêå åìðïñéêÜ áñ÷éêÜ áðü ôçí åôáéñåßá Linotype ôï 1958. Ç ÅëëçíéêÞ ðáñáëëáãÞ
ôçò, ç MgOptima, ðïõ ÷ñçóéìïðïéåßôáé åäþ, äéáôßèåôáé áðü ôçí åôáéñåßá Magenta óôçí ÁèÞíá óå
CD-ROM Åëëçíéêþí ãñáììáôïóåéñþí. Êáé ç ÅëëçíéêÞ ðáñáëëáãÞ ôçòOptima, ç Optima Greek, ó÷å-
äéÜóèçêå áñ÷éêÜ áðü ôïí ßäéï ôï Zapf êáé êõêëïöüñçóå ðñþôá åðßóçò áðü ôç Linotype ôï 1971.1 Ôï
êåßìåíï êáé ïé ìáèçìáôéêïß ôýðïé óôïé÷åéïèåôÞèçêáí ìå ôá ãíùóôÜ ðñïãñÜììáôá óôïé÷åéïèåóßáò
Õ&Y TEX êáé LATEX óôçí ÅëëçíéêÞ ðáñáëëáãÞ ôïõò. Ôá ðñïãñÜììáôá áõôÜ åßíáé éó÷õñüôáôá éäßùò ãéá
ôç óôïé÷åéïèåóßá ìáèçìáôéêïý êåéìÝíïõ êáé õðïóôçñßæïõí ãñáììáôïóåéñÝò PostScript. Ôá ôåëéêÜ
áñ÷åßá åßíáé óå ìïñöÝò DVI (Device Independent) êáé PDF (Portable Document Format). ÖõóéêÜ,
üðùò óõìâáßíåé óõíÞèùò, óôçí ôåëéêÞ åêôýðùóç ÷ñçóéìïðïéÞèçêå ç ìïñöÞ PDF. ÁõôÞ åßíáé êáé
ç ðéï åý÷ñçóôç êáé ãåíéêÜ ÷ñçóéìïðïéïýìåíç óôéò åêôõðþóåéò.

1¼ëåò áõôÝò ïé ðëçñïöïñßåò ãéá ôç ãñáììáôïóåéñÜ Optima ðñïÝñ÷ïíôáé áðü ôï ôüóï åíäéáöÝñïí âéâëßï ôïõ
Bringhurst, R. (2001), Óôïé÷åßá ôçò ÔõðïãñáöéêÞò ÔÝ÷íçò (ÅëëçíéêÞ ìåôÜöñáóç ôïõ Áããëéêïý ðñùôüôõðïõ: The Ele-
ments of Typographic Style, 2ç ¸êäïóç. Hartley & Marks, 1996). Åôáéñåßá Åëëçíéêþí Ôõðïãñáöéêþí Óôïé÷åßùí êáé
ÐáíåðéóôçìéáêÝò Åêäüóåéò ÊñÞôçò, ÇñÜêëåéï, ó. 292.

ÅíäéáöÝñïíôá ó÷üëéá ãéá ôçí Optima áíáöÝñïíôáé åðßóçò êáé óôï âéâëßï ôùí Grosvenor, J., Morrison, K. and Pim, A.
(1992), The PostScript Font Handbook: A Directory of Type 1 Fonts (áíáèåùñçìÝíç Ýêäïóç). Addison-Wesley, Wokingham,
England, ó. 308. Ìåôáîý áõôþí ôùí ó÷ïëßùí áíáöÝñåôáé üôé çOptima åßíáé ßóùò çðéïðñùôüôõðç ó÷åäßáóç (ãñáììáôï-
óåéñÜò åííïåßôáé) ôïõHermann Zapf. Åðßóçò ç åìöÜíéóÞ ôçò ôï 1958ðñïêÜëåóå «èüñõâï» óôïí êüóìï ôçò ôõðïãñáößáò.
¸÷åé áñêåôÜ ðá÷åßò êáé óáöåßò ÷áñáêôÞñåò êáé èåùñåßôáé êáôÜëëçëç ü÷é ìüíï ãéá ôßôëïõò, áëëÜ êáé ãéá óõíå÷Ýò êåßìåíï,
üðùò óõìâáßíåé åäþ.
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ÅÖÁÑÌÏÓÌÅÍÅÓ ÁÓÊÇÓÅÉÓ
ÓÕÍÇÈÙÍ ÄÉÁÖÏÑÉÊÙÍ ÅÎÉÓÙÓÅÙÍ

A1. ÁÓÊÇÓH ÌÅÔÁÄÏÓÅÙÓ ÈÅÑÌÏÔÇÔÁÓ

A1.1. Øýîç õëéêïý óçìåßïõ 1

ÁÓÊÇÓÇ A1 (ÊåöÜëáéï Á3, ÌåôÜäïóç Èåñìüôçôáò: Øýîç Õëéêïý Óçìåßïõ): Óýìöùíá ìå ôï
ãíùóôü íüìï ôçò øýîåùò ôïõ Íåýôùíá óôçÌåôÜäïóçÈåñìüôçôáò êáôÜ ôçí øýîç õëéêïý óçìåßïõ
ëüãù ôçò åéóáãùãÞò ôïõ óå Ýíá ðåñéâÜëëïí óôáèåñÞò èåñìïêñáóßáò Ô0 ç èåñìïêñáóßá T = T (t)
ôïõ õëéêïý óçìåßïõ (ìå t ôï ÷ñüíï) åðáëçèåýåé ôçí áðëÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç

dT
dt

+ kT = kT0

ìå ôï k ãíùóôÞ èåôéêÞ óôáèåñÜ (k > 0). Æçôïýíôáé: (á:2) Ç åðßëõóç ôçò áíôßóôïé÷çò ïìïãåíïýò
(ìå Ô0 = 0) äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò õðï÷ñåùôéêÜ ìå ôç ìÝèïäï ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò ðïõ
ïäçãåß óôç ÷áñáêôçñéóôéêÞ åîßóùóç. (â:2) Ôï ßäéï áêñéâþò åñþôçìá, áëëÜ ôþñá óáí åîéóþóåùò
÷ùñéæïìÝíùí ìåôáâëçôþí. (ã:4) Ìå âÜóç ôá ðñïçãïýìåíá áðïôåëÝóìáôá êáé õðï÷ñåùôéêÜ ìå ôç
ìÝèïäï ôçò ìåôáâïëÞò ôçò ðáñáìÝôñïõ ç åýñåóç ôçò ãåíéêÞò ëýóåùò ôçò ðéï ðÜíù ìç ïìïãåíïýò
(ôþñá ìå T0 �= 0) äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò. (Ï ó÷åôéêüò ôåëéêüò ôýðïò äå èåùñåßôáé ãíùóôüò!)

A2. ÁÓÊÇÓÅÉÓ ÐÅÑÉÂÁËËÏÍÔÉÊÇÓ ÌÇ×ÁÍÉÊÇÓ

A2.1. Êáèáñéóìüò íåñïý

ÁÓÊÇÓÇ A2 (ÊåöÜëáéá Á3, Á4, ÐåñéâáëëïíôéêÞ Ìç÷áíéêÞ: Êáèáñéóìüò Íåñïý): Óôïí Êá-
èáñéóìü Íåñïý óå éäáíéêü áíôéäñáóôÞñá ðëÞñïõò áíÜìéîçò (äçëáäÞ ìå ïìïéüìïñöç, óôáèåñÞ ôç
óõãêÝíôñùóç c(t) åíüò óõóôáôéêïý óôïí üãêï V ôïõ áíôéäñáóôÞñá) êáé áóõíå÷ïýò ôñïöïäïôÞóåùò
(áíôéäñáóôÞñáòCMBR: completelymixed batch reactor) èåùñïýìå ôçí áðïäüìçóçóõóôáôéêïý (åäþ
ñýðïõ A) ìå ìïíüäñïìç ÷çìéêÞ áíôßäñáóç ðñþôçò ôÜîåùò: Á → B. Éó÷ýåé ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç
ôïõ éóïæýãéïõ ìÜæáò dc

dt
= −kc åäþ ìå c(0) = c0 > 0 êáé c = c(t)

ôç óõãêÝíôñùóç ôïõ ñýðïõ êáé k (ìå k > 0) ôï óõíôåëåóôÞ ôïõ ñõèìïý áíôßäñáóçò (åäþ äéÜóðá-
óçò ôïõ ñýðïõ). Æçôïýíôáé: (á:1) Ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò ðáñáðÜíù äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò. (â:1) Áðü
áõôÞí ç ëýóç ôïõ ðéï ðÜíù ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêÞò ôéìÞò. (ã:1) Êáôåõèåßáí ìå ïñéóìÝíåò (áíôß áüñé-
óôåò) ïëïêëçñþóåéò ç åýñåóç ôçò ßäéáò ëýóåùò. (ä:2) Ï õðïëïãéóìüò ôïõ ÷ñüíïõ çìéæùÞò t1/ 2 ôïõ
ñýðïõ, äçëáäÞ ãéá óõãêÝíôñùóç ôïõ ñýðïõ c(t1/ 2) = c0 /2. Èåùñïýìå ôþñá ôç ÷çìéêÞ áíôßäñáóç
íá åßíáé äåõôÝñáò ôÜîåùò: 2Á → B. Ôüôå ôï ðéï ðÜíù ðñüâëçìá áñ÷éêÞò ôéìÞò ðáßñíåé ôç ìïñöÞ

dc
dt

= −kc2 ðÜëé ìå c(0) = c0 > 0 êáé c = c(t).

1Óå üëåò ôéò áóêÞóåéò êáé óå êÜèå åñþôçìá, ð.÷. óôï åñþôçìá (å:2), ï áñéèìüò ìåôÜ ôçí Üíù êáé êÜôù ôåëåßá, åäþ
ôï 2, äåß÷íåé ôç âáñýôçôá ôïõ åñùôÞìáôïò, åäþ ôïõ ðÝìðôïõ åñùôÞìáôïò, ôïõ åñùôÞìáôïò (å:2), ìÝóá óôçí Üóêçóç.



2 (ÁóêÞóåéò) ÅÖÁÑÌÏÓÌÅÍÅÓ ÁÓÊÇÓÅÉÓ ÊÁÉ NOTEBOOKS II ÃÉÁ ÐÏËÉÔÉÊÏÕÓ ÌÇ×ÁÍÉÊÏÕÓ:

Æçôïýíôáé: (å:2) Ç óõãêÝíôñùóç ôïõ ñýðïõ cf := c(tf ) ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ tf . (óô:2) Ï ÷ñüíïò tf
ðïõ áðáéôåßôáé, þóôå ç óõãêÝíôñùóç ôïõ ñýðïõ íá ìåéùèåß áðü c0 áñ÷éêÜ óå cf ôåëéêÜ: ÷ñüíïò
áíôßäñáóçò óôïí áíôéäñáóôÞñá CMBR. (æ:1) Ï ÷ñüíïò çìéæùÞò t1/ 2 ôïõ ñýðïõ óôïí áíôéäñáóôÞñá.

ÁÓÊÇÓÇ A3 (ÊåöÜëáéá Á3, Á4, ÐåñéâáëëïíôéêÞ Ìç÷áíéêÞ: Êáèáñéóìüò Íåñïý): Óõíå÷ßæïõìå
åäþ ôçí ðñïçãïýìåíç Üóêçóç. Èåùñïýìå îáíÜ ôçí ðñþôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç åêåß (ãéá ÷çìéêÞ
áíôßäñáóç ðñþôçò ôÜîåùò) ìáæß ìå ôç ó÷åôéêÞ áñ÷éêÞ óõíèÞêç: ðñüâëçìá áñ÷éêÞò ôéìÞò. Ãéá ôçí
åðßëõóÞ ôïõ ÷ñçóéìïðïéïýìå ôç ìÝèïäï ôùí äéáäï÷éêþí ðñïóåããßóåùí ôïõ Picard ìå

c1(t) = c0.

Æçôïýíôáé: (á:1) Ï ó÷åôéêüò åðáíáëçðôéêüò (Þ áíáäñïìéêüò) ôýðïò. Óôç óõíÝ÷åéá ïé ðñïóåããßóåéò
(â:1) c2(t), (ã:1) c3(t) êáé (ä:1) c4(t). (å:2) Åêôßìçóç ãéá ôçí ðñïóÝããéóç ck(t). (óô:2) Åêôßìçóç ãéá ôï
ôåëéêü áðïôÝëåóìá c∞(t) ìå (æ:2) óýãêñéóÞ ìå ôç ëýóç ðïõ âñÝèçêå óôçí ðñïçãïýìåíç Üóêçóç.

ÁÓÊÇÓÇ A4 (ÊåöÜëáéï Á17, ÐåñéâáëëïíôéêÞ Ìç÷áíéêÞ: Êáèáñéóìüò Íåñïý): Óå õäáôéêü óý-
óôçìá, ð.÷. Ýíáí áíôéäñáóôÞñá óôïí Êáèáñéóìü Íåñïý, ðñïêýðôåé ãéá ôç óõãêÝíôñùóç c = c(t)
ñýðïõ Á ìå áðïäüìçóç ðñþôçò ôÜîåùò ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç

V
dc(t)
dt

+ Kc(t) = w(t)

ìå ôá V êáé Ê ãíùóôÝò óôáèåñÝò êáéw(t) ôï ñõèìü (ìÜæáò) åéóüäïõ ôïõ ñýðïõ óôïí áíôéäñáóôÞñá.
Åäþ ç óõíÜñôçóçw(t) èåùñåßôáé ðåñéïäéêÞ ìå ðåñßïäï Ô . Æçôïýíôáé: (á:1) Ðñþôá íá áíáöåñèïýí
ç ó÷åôéêÞ ìéãáäéêÞ (Þ åêèåôéêÞ) óåéñÜ Fourier êáé ï ôýðïò ãéá ôïõò óõíôåëåóôÝò ôçò Wn. (â:5) Óôç
óõíÝ÷åéá ìå ãíùóôÞ áõôÞí ôç óåéñÜ Fourier ç áíôßóôïé÷ç óåéñÜ Fourier ãéá ôç óõãêÝíôñùóç c(t)
ôïõ ñýðïõ Á óôïí áíôéäñáóôÞñá. (ã:2) Ðïéá åßíáé åäþ ç ìéãáäéêÞ óõíÜñôçóç áðïêñßóåùò G(ù)
(Þ Ç(ù)) óôï ðåäßï ôçò óõ÷íüôçôáò ù;

ÁÓÊÇÓÇ A5 (ÊåöÜëáéá Á3, Á14, ÐåñéâáëëïíôéêÞ Ìç÷áíéêÞ: ÐåñéâáëëïíôéêÞ ÕäñáõëéêÞ, Õäá-
ôéêÜ ÓõóôÞìáôá, Êáèáñéóìüò Íåñïý): Óå õäáôéêü óýóôçìá (ð.÷. óå áíôéäñáóôÞñá êáèáñéóìïý
ðüóéìïõ íåñïý Þ áðïâëÞôùí Þ óå ëßìíç ìå äýï ðïôÜìéá: Ýíá åéóñïÞò êáé Ýíá åêñïÞò ôïõ íåñïý)
ìå ôï íåñü íá ðåñéÝ÷åé ñýðï Á ìå óõãêÝíôñùóç c(t) ðñïêýðôåé ôåëéêÜ ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç

V
dc(t)
dt

+ Kc(t) = w(t)

ìå áñ÷éêÞ óõíèÞêç ôç c(0) = c0, ìå ôá V êáé K ãíùóôÝò óôáèåñÝò êáé ìåw(t) ãíùóôÞ óõíÜñôçóç åéó-
ñïÞò ôïõ ñýðïõ óôï õäáôéêü óýóôçìá. Æçôïýíôáé: (á:4)Ìå åöáñìïãÞ ôçò ìåèüäïõ ôçò ìåôáâïëÞò
ôçò ðáñáìÝôñïõ (ï ôåëéêüò ôýðïò ôçò äå èåùñåßôáé ãíùóôüò!) ç ëýóç c(t) áõôÞò ôçò äéáöïñéêÞò
åîéóþóåùò ìå áñ÷éêÞ óõíèÞêç, ðïõ áðïôåëåß Ýíá ðñüâëçìá áñ÷éêÞò ôéìÞò. (â:2) Ìå ôç ìÝèïäï
ôùí äõíáìïóåéñþí, ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ óõìâüëïõ ôçò áèñïßóåùò

∑
êáé ìåw(t) = 0 (äçëáäÞ ïìïãåíÞò

åîßóùóç!) ç áíÜëïãç ëýóç ch(t) ôåëéêÜ (ã:2) ìå ôç ãñáöÞ ôçò ìå üñïõò ìÝ÷ñé êáé t4.

A2.2. ÐåñéâáëëïíôéêÞ õäñáõëéêÞ

ÁÓÊÇÓÇ A6 (ÊåöÜëáéá Á1, Á2, Á3, ÐåñéâáëëïíôéêÞ Ìç÷áíéêÞ: ÐåñéâáëëïíôéêÞ ÕäñáõëéêÞ):
Óôç ìüíéìç (óôáèåñÞ) êßíçóç ñýðïõ óå õäáôüññåõìá ìå ôá÷ýôçôá V ìüíï ìå ìåôáãùãÞ (÷ùñßò
äéÜ÷õóç ïýôå äéáóðïñÜ), åíþ ðáñïõóéÜæåôáé ôáõôü÷ñïíá êáé áðïäüìçóç ôïõ ñýðïõ ðñþôçò
ôÜîåùò ìå óôáèåñÜ ôïõ ñõèìïý áðïäïìÞóåùò k0, ðñïêýðôåé ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç

Vc ′(x) = −kc(x) êáé êáëýôåñá c ′(x) = −k̂c(x) ìå k̂ := k
V

êáé c(x) ôç óõãêÝíôñùóç ôïõ ñýðïõ. Áñ÷éêÞ óõíèÞêç åßíáé ç c(0) = c0. Æçôïýíôáé: (á:2) Ðñþôá--
ðñþôá ï ó÷çìáôéóìüò ôçòðáñáðÜíùäéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìå ÷ñÞóç êáôÜëëçëïõ üãêïõ åëÝã÷ïõ.
Óôç óõíÝ÷åéá ìå ôç ìÝèïäï ôùí äéáäï÷éêþí ðñïóåããßóåùí ôïõ Picard (â:1) Ï ó÷åôéêüò åðáíáëç-
ðôéêüò (Þ áíáäñïìéêüò) ôýðïò. (ã:1) Ïé ðñïóåããßóåéò c1(x) (áõôÞ áðëÜ õðïôßèåôáé), c2(x) êáé c3(x).
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(ä:3) Ìå ÷ñÞóç ôçò åðáãùãéêÞò ìåèüäïõ ç ìáèçìáôéêÞ áðüäåéîç (ü÷é ç åéêáóßá!) ôçò n-ôÜîåùò
ðñïóåããßóåùò

cn(x) = c0
n−1∑
i=0

( − 1)i
k̂i xi

i!
.

êáé áðü áõôÞí (å:1) ç ïñéáêÞ óõíÜñôçóç c∞(x) óå êëåéóôÞ ìïñöÞ ÷ùñßò óåéñÜ.

ÁÓÊÇÓÇ A7 (ÊåöÜëáéá Á1, Á2, Á3, ÐåñéâáëëïíôéêÞ Ìç÷áíéêÞ: ÐåñéâáëëïíôéêÞ ÕäñáõëéêÞ):
Óôç ìüíéìç (óôáèåñÞ) ìåôáöïñÜ ñýðïõ óå õäáôüññåõìá (ð.÷. óå ðïôÜìé) ìå ìåôáãùãÞ êáé ìå
áðïäüìçóç ôïõ ñýðïõ ðñþôçò ôÜîåùò (ìå óôáèåñÜ k, k > 0) êáé ìå åéóáãùãÞ ñýðïõ áíÜ ìïíÜäá
üãêïõ ôïõ õäáôïññåýìáôïò r(x) ðñïêýðôåé ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç

Vc ′(x) = −kc(x) + r(x)

ìå V ôçí ôá÷ýôçôá ôïõ íåñïý óôï õäáôüññåõìá êáé c(x) ôç óõãêÝíôñùóç ôïõ ñýðïõ. Ç óõíÜñôçóç
r(x) åßíáé ãíùóôÞ, áëë’ åäþ áõèáßñåôç (ü÷é óõãêåêñéìÝíç). Æçôïýíôáé: (á:1) Ïé ëåðôïìåñåßò ÷áñá-
êôçñéóìïß ôçò äéáöïñéêÞò áõôÞò åîéóþóåùò (÷ùñßò åðåîçãÞóåéò). (â:1) Ï Ýëåã÷ïò ôçò ðáñáðÜíù
äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò åÜí Þ ü÷é åßíáé ðëÞñçò (Þ áêñéâÞò). (ã:1) Ï ðñïóäéïñéóìüò ôïõ ó÷åôéêïý
ïëïêëçñùôéêïý ðáñÜãïíôá ì(x) óôçí ðáñïýóá ðåñßðôùóç ÷ùñßò üìùò ôç ÷ñÞóç ãåíéêïý ôýðïõ.
(ä:1) Ç ãåíéêÞ ëýóç cg(x) ôçò ßäéáò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò êáé (å:1) ç ìåñéêÞ (Þ åéäéêÞ) ëýóç ôçò cp(x)
ðïõ áíôéóôïé÷åß óôçí áñ÷éêÞ óõíèÞêç c(0) = c0. Ç åðáëÞèåõóç ôçò ìåñéêÞò áõôÞò ëýóåùò cp(x)
(óô:1) ùò ðñïò ôçí áñ÷éêÞ óõíèÞêç êáé (æ:2) ùò ðñïò ôçí ßäéá ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç.

ÁÓÊÇÓÇ A8 (ÊåöÜëáéá Á3, ÐåñéâáëëïíôéêÞ Ìç÷áíéêÞ: ÐåñéâáëëïíôéêÞ ÕäñáõëéêÞ: Äéáëõ-
ìÝíï Ïîõãüíï): Óôçí ÐåñéâáëëïíôéêÞ ÕäñáõëéêÞ ìå âÜóç ôéò åîéóþóåéò ôùí Streeter--Phelps (1925)
ãéá ôï Ýëëåéììá D = D(x) ôçò óõãêåíôñþóåùò äéáëõìÝíïõ ïîõãüíïõ (ùò ðñïò ôç óõãêÝíôñùóç
êïñåóìïý ôïõ) óôï íåñü ðïôáìïý ðñïêýðôåé óôï ôÝëïò ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç2

V
dD
dx

= kd L0e−kdx/V − kaD ìå D = D(x)

êáé ìå ôéò ðïóüôçôåò V , kd , ka êáé L0 ãíùóôÝò èåôéêÝò óôáèåñÝò. Zçôïýíôáé (êáíÝíáò ôýðïò äå
èåùñåßôáé ãíùóôüò!): (á:2) Ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ÷ùñéóìïý ôùí ìåôáâëçôþí ç ãåíéêÞ ëýóç Dh(x)
ôçò áíôßóôïé÷çò ïìïãåíïýò åîéóþóåùò. (â:2) Ìå ôç ìÝèïäï ôçò ìåôáâïëÞò ôçò ðáñáìÝôñïõ ç ãå-
íéêÞ ëýóç Dg(x) ôçò áñ÷éêÞò ìç ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò. (ã:2) Ç ìåñéêÞ ëýóç Dp(x) ðïõ
áíôéóôïé÷åß óôçí áñ÷éêÞ óõíèÞêçD(0) = D0. (ä:2) ÇðëÞñçò åðáëÞèåõóç ôçò ìåñéêÞò ëýóåùòDp(x).

A3. ÁÓÊÇÓÅÉÓ ÑÅÕÓÔÏÌÇ×ÁÍÉÊÇÓ

A3.1. ÅêñïÞ ñåõóôïý áðü ïñéæüíôéï óùëÞíá

ÁÓÊÇÓÇ A9 (ÊåöÜëáéá Á1, Á3, Á4, Ñåõóôïìç÷áíéêÞ: ÅêñïÞ Ñåõóôïý áðüÏñéæüíôéï ÓùëÞíá):
Èåùñïýìå ôçí åêñïÞ áóõìðßåóôïõ ñåõóôïý áðü Ýíáí ïñéæüíôéï óùëÞíá ìÞêïõò L óôï êÜôù ìÝñïò
äï÷åßïõ ìå ýøïò ôïõ ñåõóôïý óôï äï÷åßï h. Ç åðéôÜ÷õíóç ôçò âáñýôçôáò åßíáé g. Õðü ôéò óõí-
èÞêåò áõôÝò ç Üãíùóôç ôá÷ýôçôá ôïõ ñåõóôïý v = v(t) (ìå t ôï ÷ñüíï) åðáëçèåýåé ôçí áêüëïõèç
äéáöïñéêÞ åîßóùóç, ðïõ ðñïêýðôåé óôï ðáñüí ðñüâëçìá áðü ôçí åîßóùóç Bernoulli:

L
dv
dt

+ v2

2
= gh.

Æçôïýíôáé: (á:1) Ãéá ôç óõíÜñôçóç w = tanh x íá áðïäåé÷èåß üôé

w = tanh x = e2x − 1
e2x + 1

.

2Ïé åîéóþóåéò ôùí Streeter--Phelps áíáöÝñïíôáé ð.÷. óôï óýããñáììá ôïõ Schnoor J. L. (2003), ÐåñéâáëëïíôéêÜ Ìï-
íôÝëá: Ôý÷ç êáé ÌåôáöïñÜ Ñýðùí óôïí ÁÝñá, Íåñü êáé ¸äáöïò. ÌåôÜöñáóç áðü ôçí ÁããëéêÞ ¸êäïóç (Wiley, 1996).
Åêäüóåéò Ôæéüëá, Èåóóáëïíßêç, Åíüôçôá 6.3, óó. 263--267.
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(â:1) Ãéá ôçí áíôßóôñïöÞ ôçò óõíÜñôçóç x = tanh−1 w íá áðïäåé÷èåß üôé

x = tanh−1 w = 1
2
ln

1 + w
1 − w

.

(ã:1) Óôç óõíÝ÷åéá íá áðïäåé÷èïýí ïé äýï ôýðïé ðáñáãùãßóåùò (ìå ôï äåýôåñï áðü ôïí ðñþôï)

d
dw

(
tanh−1 w

)
= 1

1 − w2
êáé

d
dw

(
tanh−1 w

b

)
= b

b2 − w2
.

(ä:1) Íá äïèïýí ïé ëåðôïìåñåßò ÷áñáêôçñéóìïß ôçò ðéï ðÜíù äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò. (å:2) Ìå ôç
÷ñÞóç ôïõ óõìâüëïõ

v∞ =
√
2gh

êáèþò êáé ôçò áñ÷éêÞò óõíèÞêçò v(0) = 0 (ìçäåíéêÞ áñ÷éêÞ ôá÷ýôçôá) íá âñåèåß ç ëýóç vp(t) ôïõ
ó÷åôéêïý ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêÞò ôéìÞò. (óô:1) Áðü ôçí ðéï ðÜíù ëýóç vp(t) íá õðïëïãéóèåß ôï üñéï
lim t→∞ vp(t). (æ:1) ÔÝëïò íá ãßíåé ðñü÷åéñç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôçò ëýóåùò vp(t) öõóéêÜ ãéá t ≥ 0.

ÁÓÊÇÓÇ A10 (ÊåöÜëáéá Á4, Á20, Ñåõóôïìç÷áíéêÞ, ÅêñïÞ Ñåõóôïý áðü Ïñéæüíôéï ÓùëÞíá):
Óå ðñüâëçìá åêñïÞò éäåáôïý ñåõóôïý áðü äï÷åßï ìÝóù ïñéæüíôéïõ óùëÞíá ìÞêïõò L ðñïêýðôåé
(ìå âÜóç ôç ãíùóôÞ åîßóùóç ôïõ Bernoulli óôç Ñåõóôïìç÷áíéêÞ) ç ìç ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç
ðñþôçò ôÜîåùò dv

dt
= v2∞ − v2

2L
ìå t ≥ 0,

ìå t ôï ÷ñüíï, v = v(t) ôçí Üãíùóôç óõíÜñôçóç (ç ïðïßá ó÷åôßæåôáé ìå ôçí ôá÷ýôçôá ôïõ ñåõóôïý
óôï Üêñï ôïõ óùëÞíá, ðïõ õðïôßèåôáé üôé áíïßãåé áêñéâþò ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t = 0, ðñïçãïõìÝíùò
Þôáí êëåéóôü) êáé v∞ ôçí ôåëéêÞ ôá÷ýôçôá ôïõ ñåõóôïý óôï ßäéï Üêñï (ãéá t → ∞, äçëáäÞ ìåôÜ ôï
ìåôáâáôéêü öáéíüìåíï). ÁõôÞ èåùñåßôáé ãíùóôÞ óôáèåñÜ. Ç áñ÷éêÞ ôá÷ýôçôá ôïõ ñåõóôïý åßíáé
ðñïöáíþò ìçäåíéêÞ: v(0) = 0. Æçôïýíôáé: (á:6) Ç åðßëõóç ôçò ðéï ðÜíù äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò
ìå ôçí ðñïóåããéóôéêÞ ìÝèïäï Taylor êáé ìå üñïõò ôïõ ÷ñüíïõ t ìÝ÷ñé êáé t5. (â:2) Íá áíáöåñèïýí ôá
ðëåïíåêôÞìáôá êáé ôá ìåéïíåêôÞìáôá, åÜí õðÜñ÷ïõí, ôçò ìåèüäïõ Taylor óå óýãêñéóç ìå ôçí ëßãï
ðéï áñéèìçôéêÞ óõããåíÞ ôçò ðñïóåããéóôéêÞ ìÝèïäï Euler. (ã:3) Ôþñá ìå ôçí ðñïóåããéóôéêÞ ìÝèïäï
Euler êáé ìå âÜóç ôçí áñ÷éêÞ ôéìÞ v0 = v(0) = 0 ôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò v(t) ï õðïëïãéóìüò ôùí
áìÝóùò åðüìåíùí ôéìþí ôçò v1 ≈ v(h), v2 ≈ v(2h) êáé v3 ≈ v(3h) ìå ôï h ãíùóôü ìéêñü ÷ñïíéêü äéÜ-
óôçìá (h = Ät) åäþ ÷ùñßò óõãêåêñéìÝíç áñéèìçôéêÞ ôéìÞ êáé . (ä:2) Ðïéïò ãåíéêüôåñïò ôýðïò äßäåé
ôçí ôéìÞ vn ≈ v(nh) ôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò v(t) ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ tn = nh óáí óõíÜñôçóç ôçò
áíôßóôïé÷çò ãíùóôÞò ðñïóåããéóôéêÞò ôéìÞò vn−1 ≈ v

(
(n − 1)h

)
ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ tn−1 = (n − 1)h;

(å:2) Íá áíáöåñèïýí (÷ùñßò áðïäåßîåéò) ôá ðëåïíåêôÞìáôá êáé ôá ìåéïíåêôÞìáôá, åÜí õðÜñ÷ïõí
âÝâáéá, ôçò ìåèüäïõ Euler óå óýãêñéóç ìå ôçí áêñéâÝóôåñç áñéèìçôéêÞ ìÝèïäï Runge--Kutta ôåôÜñ-
ôçò ôÜîåùò ìå Ýìöáóç óôéò ôÜîåéò ôùí äýï ìåèüäùí, äçëáäÞùòðñïò ôá óöÜëìáôÜ ôïõò. (óô:1) Óå
ðïéï ìÜèçìá åîåôÜæïíôáé åêôåíÝóôåñá ïé áñéèìçôéêÝò ìÝèïäïé åðéëýóåùò äéáöïñéêþí åîéóþóåùí;

A3.2. ÄéäéÜóôáôç ñïÞ

ÁÓÊÇÓÇ A11 (ÊåöÜëáéï Á4, Ñåõóôïìç÷áíéêÞ: ÄéäéÜóôáôç ÑïÞ): Åäþ æçôïýíôáé: (á:1) Óå ðïéá
ôÝóóåñá ðñïâëÞìáôá ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý ðáñïõóéÜæïíôáé ïñèïãþíéåò ôñï÷éÝò êáé ðþò
êáëïýíôáé üëåò ïé ó÷åôéêÝò êáìðýëåò; (â:1) Ç ïéêïãÝíåéá ôùí ðåñéöåñåéþí ìå êÝíôñï ðÜíù óôïí
Üîïíá y ðïõ ðåñíÜíå áðü ôçí áñ÷Þ ôùí áîüíùí Ï = (0, 0). (ã:1) Ç ó÷åôéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç.
(ä:1) Ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôùí ïñèïãùíßùí ôñï÷éþí ôïõò êáé (å:2) ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò. (óô:1) Ôé
áêñéâþò êáìðýëåò ðáñéóôÜíåé ç ðéï ðÜíù ëýóç; (æ:1) Ôß ðáñéóôÜíïõí üëåò ïé ðéï ðÜíù êáìðýëåò,
äçëáäÞ ïé áñ÷éêÝò ðåñéöÝñåéåò êáé ïé ïñèïãþíéåò ôñï÷éÝò ôïõò ðïõ âñÝèçêáí, óôç Ñåõóôïìç÷áíéêÞ;

ÁÓÊÇÓÇ A12 (ÊåöÜëáéï Á4, Ñåõóôïìç÷áíéêÞ: ÄéäéÜóôáôç ÑïÞ): Óå äéäéÜóôáôç (åðßðåäç), ìü-
íéìç (óôáèåñÞ) êáé áóôñüâéëç ñïÞ éäåáôïý ñåõóôïý óôç Ñåõóôïìç÷áíéêÞ ìÝóá óå Üðåéñï ìÝóïí
ðïõ ïöåßëåôáé óå óçìåéáêÞ ðçãÞ óôçí áñ÷Þ ôùí áîüíùíÏ = (0, 0) ïé ãñáììÝò ñïÞò åßíáé ïé åõèåßåò
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ãñáììÝò ðïõ äéÝñ÷ïíôáé áðü ôç óçìåéáêÞ ðçãÞ. Æçôïýíôáé: (á:1) Ïé áëãåâñéêÝò åîéóþóåéò ôùí
ãñáììþí ñïÞò. (â:1) Ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ðïõ åðáëçèåýïõí. (ã:4) Ðïéåò åßíáé ïé éóïäõíáìéêÝò
ãñáììÝò ðïõ áðïôåëïýí ôéò ïñèïãþíéåò ôñï÷éÝò ôùí ãñáììþí ñïÞò õðï÷ñåùôéêÜ ìå ôç ìÝèïäï
ôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí, åäþ êáé ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ôùí éóïäõíáìéêþí ãñáììþí, êáé
óôç óõíÝ÷åéá ìå ôçí åðßëõóç ôçò äéáöïñéêÞò áõôÞò åîéóþóåùò; (ä:2) Ðïéï áêñéâþò åßíáé ôï öõóéêü
áíÜëïãï óôç ÌåôÜäïóç Èåñìüôçôáò; (ìå ðïëëÝò ëåðôïìÝñåéåò).

ÁÓÊÇÓÇ A13 (ÊåöÜëáéï Á4, Ñåõóôïìç÷áíéêÞ: ÄéäéÜóôáôç ÑïÞ):Èåùñïýìå ôçí ïéêïãÝíåéá ôùí
ðåñéöåñåéþí áêôßíáò a

x2 + (y − a)2 = a2

óôï åðßðåäï Oxy. Æçôïýíôáé: (á:1) Ï ó÷çìáôéóìüò ôçò ó÷åôéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìå áðá-
ëïéöÞ ôçò áõèáßñåôçò óôáèåñÜò (ôçò áêôßíáò) a. (â:2) Ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôùí ïñèïãùíßùí ôñï-
÷éþí ôùí ðéï ðÜíù ðåñéöåñåéþí. (ã:2) Ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ôùí ïñèïãùíßùí
áõôþí ôñï÷éþí. (ä:1) Ôé áêñéâþò ó÷Þìáôá óôï åðßðåäï Oxy äçëþíåé ç ëýóç ôïõ ðñïçãïýìåíïõ
åñùôÞìáôïò; Íá ãßíåé êáé ôï ó÷åôéêü ðëÞñåò (áí êáé ðñü÷åéñï) ó÷Þìá. (å:1) Óå ðïéï ðñüâëçìá
ôçò Ñåõóôïìç÷áíéêÞò ðáñïõóéÜæïíôáé ïñèïãþíéåò ôñï÷éÝò êáé ôß ãíùñßæåôå ãé’ áõôÝò; (ìå ëåðôï-
ìÝñåéåò). Åäþ ðïéåò åßíáé ïé ãñáììÝò ñïÞò êáé ïé éóïäõíáìéêÝò ãñáììÝò (Þ áíôßóôñïöá); (óô:1) Óå
ðïéá Üëëá ðñïâëÞìáôá ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý ðáñïõóéÜæïíôáé åðßóçò ïñèïãþíéåò ôñï÷éÝò;

ÁÓÊÇÓÇ A14 (ÊåöÜëáéï Á4, Ñåõóôïìç÷áíéêÞ: ÄéäéÜóôáôç ÑïÞ): Óôç Ñåõóôïìç÷áíéêÞ (Þ ôç
Ìç÷áíéêÞ ôùí Ñåõóôþí) óå óõãêåêñéìÝíï ðñüâëçìá äéäéÜóôáôçò (åðßðåäçò), ìüíéìçò (óôáèåñÞò)
êáé áóôñüâéëçò ñïÞò éäåáôïý ñåõóôïý ïé éóïäõíáìéêÝò ãñáììÝò äßíïíôáé áðü ôéò åîéóþóåéò

Ö(x, y) = x3 − 3xy2 = C1

ìåÖ(x, y) ôï äõíáìéêü ôá÷ýôçôáò êáéC1 óôáèåñÜ. (ÖõóéêÜ çóôáèåñÜáõôÞC1 ìåôáâÜëëåôáé áðü ôç
ìßá éóïäõíáìéêÞ ãñáììÞ óôçí Üëëç.) Æçôïýíôáé: (á:3) Ìå áðáëïéöÞ ôçò óôáèåñÜò C1 ç äéáöïñéêÞ
åîßóùóç ç ïðïßá éó÷ýåé ãéá üëåò ôéò éóïäõíáìéêÝò ãñáììÝòÖ(x, y) = C1 ìå Üãíùóôç óõíÜñôçóç ôçí
y = y(x). (â:4) Ç áíôßóôïé÷ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ãéá ôéò ãñáììÝò ñïÞò Ø(x, y) = C2 ìå Ø(x, y) ôç
ñïúêÞ óõíÜñôçóç (Þ óõíÜñôçóç ñïÞò) êáé C2 åðßóçò óôáèåñÜ. Õðåíèõìßæåôáé üôé ïé éóïäõíáìéêÝò
ãñáììÝò Ö(x, y) = C1 êáé ïé ãñáììÝò ñïÞò Ø(x, y) = C2 áðïôåëïýí óýóôçìá ïñèïãùíßùí ôñï÷éþí
óôï åðßðåäï Oxy ôçò ñïÞò. (ã:1) ÔÝóóåñéò ÷áñáêôçñéóìïß ôçò äåýôåñçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò.

ÁÓÊÇÓÇ A15 (ÊåöÜëáéá Á3, Á4, Ñåõóôïìç÷áíéêÞ: ÄéäéÜóôáôç ÑïÞ): Óõíå÷ßæïõìå åäþ ôçí
ðñïçãïýìåíç Üóêçóç. Äßíåôáé ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç

y ′ = − 6xy
3(x2 − y2)

ìå y = y(x).

Æçôïýíôáé: (á:2) Ï Ýëåã÷ïò åÜí ðñüêåéôáé Þ ü÷é ãéá ðëÞñç (Þ áêñéâÞ) äéáöïñéêÞ åîßóùóç. (â:3) Óå
êáôáöáôéêÞ ðåñßðôùóç ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò ßäéáò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò óå ðåðëåãìÝíç (ü÷é áíáãêá-
óôéêÜ ëõìÝíç ùò ðñïò y) ìïñöÞØ(x, y) = C2 ìå ôï C2 áõèáßñåôç óôáèåñÜ. (ã:3) Ç åðáëÞèåõóç ôçò
ïñèïãùíéüôçôáò ôùí éóïäõíáìéêþí ãñáììþí Ö(x, y) = C1 ôçò ðñïçãïýìåíçò áóêÞóåùò êáé ôùí
êáìðýëùí Ø(x, y) = C2, äçëáäÞ ôùí ãñáììþí ñïÞò, ðïõ ðñïÝêõøáí óôï ðñïçãïýìåíï åñþôçìá
áõôÞò ôçò áóêÞóåùò.

ÁÓÊÇÓÇ A16 (ÊåöÜëáéá Á3, Á4, Ñåõóôïìç÷áíéêÞ: ÄéäéÜóôáôç ÑïÞ):Èåùñïýìå ôç äéäéÜóôáôç
(åðßðåäç), ìüíéìç (óôáèåñÞ), áóôñüâéëç ñïÞ éäåáôïý ñåõóôïý. Ïé éóïäõíáìéêÝò ãñáììÝò åßíáé åäþ
ãíùóôÝò êáé Ý÷ïõí ôç ìïñöÞ

x2 − y2 + x = CÖ

ìå ôï CÖ áõèáßñåôç ðñáãìáôéêÞ óôáèåñÜ. Æçôïýíôáé: (á:1) Ç ó÷åôéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç êáé
áðü áõôÞí (â:1) ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôùí ãñáììþí ñïÞò. (ã:1) Ãéá ôçí ôåëåõôáßá, äçëáäÞ ãéá
ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôùí ãñáììþí ñïÞò, ï Ýëåã÷ïò éó÷ýïò ôçò óõíèÞêçò ïëïêëçñùóéìüôçôáò
Þ ðëçñüôçôáò. (ä:3) Ç åðßëõóç ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ôùí ãñáììþí ñïÞò õðï÷ñåùôéêÜ ìå ôç
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ìÝèïäï ôùí ðëÞñùí (Þ áêñéâþí) äéáöïñéêþí åîéóþóåùí óôç óõíÞèç ìïñöÞ ôçò (÷ùñßò ôÝ÷íáóìá).
(å:1) Ïé åîéóþóåéò ôùí ãñáììþí ñïÞò. (óô:1) Óå ðïéá Üëëá ðñïâëÞìáôá ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý
ðáñïõóéÜæïíôáé ïñèïãþíéåò ôñï÷éÝò;

ÁÓÊÇÓÇ A17 (ÊåöÜëáéá Á3, Á4, Ñåõóôïìç÷áíéêÞ: ÄéäéÜóôáôç ÑïÞ):Èåùñïýìå ôç äéäéÜóôáôç
(åðßðåäç), ìüíéìç (óôáèåñÞ) êáé áóôñüâéëç ñïÞ éäåáôïý ñåõóôïý. Ïé ãñáììÝò ñïÞò åßíáé åäþ
ãíùóôÝò êáé Ý÷ïõí ôç ìïñöÞ

3x2y1 − y31 = CØ

ìå ôï CØ áõèáßñåôç óôáèåñÜ. Æçôïýíôáé: (á:1) Ç ó÷åôéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç êáé áðü áõôÞí (â:1) ç
äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôùí éóïäõíáìéêþí ãñáììþí. Ãéá ôçí ôåëåõôáßá, äçëáäÞ ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç
ôùí éóïäõíáìéêþí ãñáììþí, (ã:2) ç áíáãùãÞ ôçò óå äéáöïñéêÞ åîßóùóç ÷ùñéæüìåíùí ìåôáâëçôþí
êáé (ä:2) ç ëýóç ôçò óå ôåëéêÞ ìïñöÞ, äçëáäÞ ç åîßóùóç ôùí éóïäõíáìéêþí ãñáììþí Ö(x, y2) = CÖ.
(å:2) ÔÝëïò ìå âÜóç ôéò åîéóþóåéò ôùí éóïäõíáìéêþí ãñáììþí Ö(x, y2) = CÖ êáé ôùí ãñáììþí ñïÞò
Ø(x, y1) = CØ ç åðáëÞèåõóç ôçò ïñèïãùíéüôçôÜò ôïõò óôï ðáñüí óõãêåêñéìÝíï ðñüâëçìá ñïÞò.

ÁÓÊÇÓÇ A18 (ÊåöÜëáéá Á1, Á3, Á4, Ñåõóôïìç÷áíéêÞ: ÄéäéÜóôáôç ÑïÞ): Èåùñïýìå åäþ ôç
äéáöïñéêÞ åîßóùóç

cos x sinh y dx + sin x cosh y dy = 0

ìå ìåôáâëçôÝò ôéò x êáé y. Æçôïýíôáé: (á:2) Ç áðüäåéîç üôé ðñüêåéôáé ãéá ìéá ðëÞñç (Þ áêñéâÞ)
äéáöïñéêÞ åîßóùóç. (â:1) Ïé ëåðôïìåñåßò ÷áñáêôçñéóìïß ôçò: åßäïò, ôÜîç, âáèìüò, ôýðïò, êëð.
(ã:4) Ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò óå ðåðëåãìÝíç ìïñöÞ. Óôç Ñåõóôïìç÷áíéêÞ éäåáôïý ñåõóôïý ç ëýóç áõôÞ
ìðïñåß íá åêöñÜæåé ôéò ãñáììÝò ñïÞò ôïõ ñåõóôïý. (ä:1) Ç åðáëÞèåõóç ôçò ëýóåùò áõôÞò.

ÁÓÊÇÓÇ A19 (ÊåöÜëáéáÁ3, Á4, Ñåõóôïìç÷áíéêÞ: ÄéäéÜóôáôçÑïÞ):Óôç äéäéÜóôáôç (åðßðåäç),
ìüíéìç (óôáèåñÞ ìå ôï ÷ñüíï) êáé áóôñüâéëç ñïÞ éäåáôïý ñåõóôïý óôç Ñåõóôïìç÷áíéêÞ ïé éóïäõíá-
ìéêÝò ãñáììÝò (ìå ôï äõíáìéêü ôá÷ýôçôïò ñïÞò óôáèåñü êáôÜ ìÞêïò ôïõò) êáé ïé ãñáììÝò ñïÞò ôïõ
ñåõóôïý (ìå ôç ñïúêÞ óõíÜñôçóç Þ óõíÜñôçôç ñïÞò åðßóçò óôáèåñÞ êáôÜ ìÞêïò ôïõò) áðïôåëïýí
óýóôçìá ïñèïãùíßùí ôñï÷éþí. Óå ìéá óõãêåêñéìÝíç ñïÞ âñÝèçêå ðåéñáìáôéêÜ üôé ïé ãñáììÝò ñïÞò
äßäïíôáé áðü åîßóùóç ôçò ìïñöÞò f (x, y,C1) = 0, ðéï óõãêåêñéìÝíá áðü ôçí åîßóùóç

cosh x cos y = C1

ðïõ ãñÜöåôáé áìÝóùò êáé óôç ìïñöÞ f (x, y,C1) = 0 ìå ôï C1 áõèáßñåôç ðñáãìáôéêÞ óôáèåñÜ ðïõ
âÝâáéá áëëÜæåé áðü ôçí ìéá ãñáììÞ ñïÞò óôçí Üëëç. Æçôïýíôáé: (á:2) Ðïéá åßíáé ç äéáöïñéêÞ
åîßóùóç ôçò ÷áìçëüôåñçò äõíáôÞò ôÜîåùò (äçëáäÞ åí ðñïêåéìÝíù ðñþôçò ôÜîåùò) ðïõ åðáëç-
èåýïõí ïé ðéï ðÜíù ãñáììÝò ñïÞò; Íá ãßíåé êáé ç ó÷åôéêÞ åðáëÞèåõóç ìå ôçí åýñåóç ôçò ãåíéêÞò
ëýóåùò ôçò äéáöïñéêÞò áõôÞò åîéóþóåùò. (â:2) Ðïéá åßíáé åðïìÝíùò ç áíôßóôïé÷ç äéáöïñéêÞ åîß-
óùóç ãéá ôéò éóïäõíáìéêÝò ãñáììÝò, äçëáäÞ ãéá ôéò ïñèïãþíéåò ôñï÷éÝò ôùí ãñáììþí ñïÞò ðïõ
Þäç áíáöÝñèçêáí; Ðïéá åßíáé ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò äéáöïñéêÞò áõôÞò åîéóþóåùò, äçëáäÞ ç åîßóùóç
ôùí éóïäõíáìéêþí ãñáììþí g(x, y,C2) = 0; Íá ãßíåé êáé åðáëÞèåõóç ôçò ëýóåùò ðïõ âñÝèçêå.
(ã:2) ÔåëéêÜ íá åðáëçèåõèåß åðßóçò üôé óôç ñïÞ ôçí ïðïßá åîåôÜæïõìå óå ïðïéïäÞðïôå óõãêåêñé-
ìÝíï óçìåßï (x, y) ôïõ åðéðÝäïõ ç ãñáììÞ ñïÞò êáé ç éóïäõíáìéêÞ ãñáììÞ ðïõ ðåñíïýí áêñéâþò
áðü ôï óçìåßï áõôü ðñáãìáôéêÜ ôÝìíïíôáé êÜèåôá (ãé’ áõôü êáé êáëïýíôáé ïñèïãþíéåò ôñï÷éÝò).
(ä:2) Óå ðïéï Üëëï åíäéáöÝñïí ðñüâëçìá (ðÝñá áðü ôç Ñåõóôïìç÷áíéêÞ) ðáñïõóéÜæïíôáé ïñèï-
ãþíéåò ôñï÷éÝò; (Ç áðÜíôçóç ìå ðïëëÝò ó÷åôéêÝò ëåðôïìÝñåéåò).

ÁÓÊÇÓÇ A20 (ÊåöÜëáéï Á15, Ñåõóôïìç÷áíéêÞ: ÄéáäéÜóôáôç ÑïÞ ìå ËåðôÜ Åìðüäéá, Èñáõ-
óôïìç÷áíéêÞ: ÑùãìÝò): Èåùñïýìå ôá ãíùóôÜ ðïëõþíõìá Chebyshev ðñþôïõ åßäïõò Tn(x) ðïõ
áðïôåëïýí óýóôçìá ïñèïãùíßùí ðïëõùíýìùí óôï äéÜóôçìá [−1, 1] ìå óõíÜñôçóç âÜñïõò ôç
óõíÜñôçóç

w(x) = 1√
1 − x2

. (1)
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ÓõãêåêñéìÝíá éó÷ýåé

∫ 1

−1
w(x)Tm(x)Tn(x) dx =




0 ãéá m �= n,
ð
2

ãéá m = n �= 0,

ð ãéá m = n = 0.

(2)

Åðßóçò èåùñåßôáé ãíùóôÞ ç ó÷Ýóç

Tn(x) = cos nè ìå x = cos è êáé åðïìÝíùò è = cos−1 x ≡ arccos x. (3)

Æçôïýíôáé: (á:2) Ç áðüäåéîç ôùí ôñéþí ó÷Ýóåùí (2). (â:2) Ïé ñßæåò xk (ìå k = 1, 2, . . . n) ôïõ ðï-
ëõùíýìïõ Tn(x). (ã:1) Ôá ðïëõþíõìá Chebyshev T0(x), T1(x) êáé T2(x). (ä:1) ÁíáöïñÜ ãéá ôç ìïñöÞ
ôùí ïëïêëçñùìÜôùí üðïõ ìðïñåß íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ï êáíüíáò áñéèìçôéêÞò ïëïêëçñþóåùò ìå
êüìâïõò ôéò n ñßæåò xk ôïõ ðïëõùíýìïõ Tn(x) êáé êáôÜëëçëá âÜñç Ak. (å:1) ÁíáöïñÜ åíüò ðáñá-
äåßãìáôïò óå óôåñåü üðïõ åßíáé ÷ñÞóéìç ç ÷ñÞóç áõôïý ôïõ êáíüíá áñéèìçôéêÞò ïëïêëçñþóåùò
(ìå åðåîçãÞóåéò) êáé áíÜëïãá (óô:1) óå ñåõóôü, åäþ êáé ìå ôçí áíáãêáßá åðéðñüóèåôç åðåîÞãçóç.

A4. ÁÓÊÇÓÅÉÓ ÌÇ×ÁÍÉÊÇÓ ÔÙÍ ÕËÉÊÙÍ

A4.1. Äïêïß ìå óõíçèéóìÝíç öüñôéóç

ÁÓÊÇÓÇ A21 (ÊåöÜëáéï Á5, Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí: Äïêïß): Óå ìéá óõíÞèç äïêü ìÞêïõò L
(ìå 0 ≤ x ≤ L) ìå öüñôéóç áðëÜ êáìðôéêÝò ñïðÝò M0 êáé ML óôá äýï Üêñá ôçò ðñïêýðôåé ç åîÞò
ðÜñá ðïëý áðëÞ ïìïãåíÞò äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôåôÜñôçò ôÜîåùò:

v′′′′(x) = 0 ìå 0 < x < L,

ìå x ôç èÝóç êáôÜ ìÞêïò ôçò äïêïý êáé v(x) ôï âÝëïò êÜìøåùò ôçò äïêïý, ôï ïðïßï ó÷çìáôßæåé
ôçí åëáóôéêÞ ãñáììÞ ôçò óôçí êÜìøç. Æçôïýíôáé: (á:2) Ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò äéáöïñéêÞò áõôÞò
åîéóþóåùò. (â:2) Ç áðüäåéîç üôé ïé èåìåëéþäåéò ëýóåéò ðïõ ðáñïõóéÜæïíôáé óôç ãåíéêÞ áõôÞ ëýóç
åßíáé ãñáììéêÜ áíåîÜñôçôåò ôüóï ìå Üìåóï ôñüðï, äçëáäÞ ìå âÜóç ôïí ïñéóìü ôùí ãñáììéêÜ
áíåîÜñôçôùí óõíáñôÞóåùí, üóï êáé (ã:1) ìå ôç ÷ñÞóç ïñßæïõóáò Wronski. (ä:3) Ç ìåñéêÞ ëýóç
ðïõ áíôéóôïé÷åß óå õðïôéèÝìåíåò ãíùóôÝò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò

v(0) = v0, v′(0) = è0, v′′(0) = M0

EI
êáé v′′′(0) = Q0

EI

ìå M0 ôçí êáìðôéêÞ ñïðÞ (Þ ñïðÞ êÜìøåùò) ðïõ Þäç áíáöÝñèçêå, Q0 ôçí ôÝìíïõóá äýíáìç
(Þ äéáôìçôéêÞ äýíáìç) óôï áñéóôåñü Üêñï x = 0 ôçò äïêïý êáé EI ôç äõóêáìøßá ôçò äïêïý.

ÁÓÊÇÓÇ A22 (ÊåöÜëáéá Á1, Á2, A3, Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí: Äïêïß): Èåùñïýìå ôï ðñüâëçìá
óõíÞèïõò äïêïý óå êÜìøç. Æçôïýíôáé: (á:1) Ðüôå áêñéâþò ìéá äïêüò êáëåßôáé óõíÞèçò; (â:1) Ðïéá
åßíáé ç ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôåôÜñôçò ôÜîåùò ãéá ôï âÝëïò êÜìøåùò (ôçí åëáóôéêÞ ãñáììÞ)
v(x) ôçò äïêïý ìå ãíùóôÞ óôáèåñÞ äõóêáìøßá ôçò äïêïý EI êáé ìå åðßóçò ãíùóôÞ êÜèåôç êáôá-
íåìçìÝíç öüñôéóç p(x); (ã:2) Íá äïèïýí ëåðôïìåñåßò åðåîçãÞóåéò ãéá ôç ãñáììéêïðïßçóç ðïõ
ðñïçãÞèçêå óôçí áêñéâÝóôåñç áíôßóôïé÷ç ìç ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç, þóôå íá ðñïêýøåé ôå-
ëéêÜ ç ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôïõ ðñïçãïýìåíïõ åñùôÞìáôïò. (ä:3) Ìå âÜóç ôç äéáöïñéêÞ
åîßóùóç ôïõ åñùôÞìáôïò (â) ðïéá åßíáé ç ôåëéêÞ êáé áðëïðïéçìÝíç Ýêöñáóç ôïõ âÝëïõò êÜìøåùò
(ôçò åëáóôéêÞò ãñáììÞò) v(x) ðñïâüëïõ ìÞêïõò L êáé õðü ãíùóôÞ óôáèåñÞ êáôáíåìçìÝíç öüñôéóç
p(x) = p0; Ï ðñüâïëïò èåùñåßôáé åëåýèåñïò óôï áñéóôåñü Üêñï ôïõ x = 0 êáé ðáêôùìÝíïò óôï
äåîéü x = L. (å:1) Ðïéá åßíáé ç ìÝãéóôç ôéìÞ vmax ôïõ âÝëïõò êÜìøåùò v(x) ôïõ ðñïâüëïõ áõôïý;

ÁÓÊÇÓÇ A23 (ÊåöÜëáéá Á1, Á2, Á3, Á5, Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí: Äïêïß):Èåùñïýìå óõíÞèç áì-
öéÝñåéóôç äïêü ìÞêïõò L (ìå 0 ≤ x ≤ L) êáé óôáèåñÞò äõóêáìøßáò ÅÉ õðü ïìïéüìïñöç êáôáíåìçìÝíç
êÜèåôç öüñôéóç p(x) = p0. Æçôïýíôáé: (á:1) ÁðëÜ íá ãñáöåß ç ó÷åôéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç êáé íá
äïèïýí ïé ëåðôïìåñåßò ÷áñáêôçñéóìïß ôçò. (â:2) Íá ëõèåß ôï ó÷åôéêü ðñüâëçìá óõíïñéáêþí ôéìþí
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ìå ðñïóäéïñéóìü ôïõ âÝëïõò êÜìøåùò vp(x) ôçò ðáñïýóáò áìöéÝñåéóôçò äïêïý óå áðëïðïéçìÝíç
êáôÜ ôï äõíáôüí ìïñöÞ. Óôç óõíÝ÷åéá íá õðïëïãéóèïýí (ã:1) ç êáìðôéêÞ ñïðÞ (Þ ñïðÞ êÜìøåùò)
M(x) êáé (ä:1) ç ôÝìíïõóá äýíáìç (Þ äéáôìçôéêÞ äýíáìç) Q(x). (å:1) Åðßóçò íá ãßíåé åðáëÞèåõóç
ôùí óõíïñéáêþí óõíèçêþí áðü ôç ëýóç vp(x) ðïõ âñÝèçêå. (óô:1) ×ùñßò ôç ÷ñÞóç ïñßæïõóáò íá
áðïäåé÷èåß üôé ïé ðÝíôå óõíáñôÞóåéò vk(x) = xk (ìå k = 0, 1, 2, 3, 4) åßíáé ãñáììéêÜ áíåîÜñôçôåò.
(æ:1) Ôï ßäéï áêñéâþò åñþôçìá, ôþñá üìùò ìå ôç ÷ñÞóç êáôÜëëçëçò ïñßæïõóáò.

ÁÓÊÇÓÇ A24 (ÊåöÜëáéá Á2, Á3, Á5, Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí: Äïêïß): Èåùñïýìå ìéá óõíÞèç
ìïíüðáêôç õðåñóôáôéêÞ äïêü ìÞêïõò L êáé äõóêáìøßáò EI õðü óôáèåñÞ êÜèåôç êáôáíåìçìÝíç
öüñôéóç p0. Ç ðÜêôùóç åßíáé óôï áñéóôåñü Üêñï ôçò x = 0, åíþ ç êýëéóç óôï äåîéü Üêñï ôçò
x = L. Æçôïýíôáé: (á:1) Íá áíáöåñèåß ðëÞñùò ôï ó÷åôéêü ðñüâëçìá óõíïñéáêþí ôéìþí. (â:2) Íá
õðïëïãéóèåß ç ãåíéêÞ ëýóç vg(x) ôçò ó÷åôéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò êáé áðü áõôÞí (ã:3) Íá õðï-
ëïãéóèåß ç ëýóç vp(x) ôïõ ðéï ðÜíù ðñïâëÞìáôïò óõíïñéáêþí ôéìþí. (ä:2) Íá åðáëçèåõèåß áõôÞ
ç ëýóç vp(x) ùò ðñïò üëåò ôéò åîéóþóåéò ôïõ ðñïâëÞìáôïò óõíïñéáêþí ôéìþí: ôüóï ôç äéáöïñéêÞ
åîßóùóç üóï êáé ôéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò.

ÁÓÊÇÓÇ A25 (ÊåöÜëáéá Á1, Á2, Á3, Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí: Äïêïß): Èåùñïýìå ôï ðñüâëçìá
ôçò êÜìøåùò óõíÞèïõò äïêïý (áñ÷éêÜ åõèýãñáììçò, ïìïãåíïýò, éóüôñïðçò, ãñáììéêÜ åëáóôéêÞò
êáé óôáèåñÞò äéáôïìÞò õðü ôéò óõíÞèåéò ðáñáäï÷Ýò ôçò èåùñßáò ôùí Bernoulli--Euler) êáôÜ ìÞêïò
ôïõ Üîïíá Ox óôçí Ôå÷íéêÞ Èåùñßá ôçò ÊÜìøåùò óôçí Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí. Ç äõóêáìøßá ôçò
äïêïý åßíáé EI: ãéíüìåíï ôïõ ìÝôñïõ åëáóôéêüôçôáò E ôïõ õëéêïý ôçò åðß ôç ñïðÞ áäñáíåßáò I ôçò
äéáôïìÞò ôçò ùò ðñïò ôïí ïõäÝôåñï ÜîïíÜ ôçò óôçí êÜìøç. Ôï âÝëïò êÜìøåùò, ðïõ äçìéïõñãåß
ôçí ó÷åôéêÞ åëáóôéêÞ ãñáììÞ, äçëþíåôáé ìå v = v(x), åíþ ç êáìðôéêÞ ñïðÞ (Þ ñïðÞ êÜìøåùò) êáôÜ
ìÞêïò ôçò äïêïý ìå M = M(x). Ç ó÷åôéêÞ èåìåëéþäçò åîßóùóç ðïõ ðñïêýðôåé óôç Ìç÷áíéêÞ ôùí
Õëéêþí åßíáé M = EIê ìå ê = ê(x) ôçí êáìðõëüôçôá ôçò äïêïý óå êÜìøç, åäþ ôçí ðñïóçìáóìÝíç
êáìðõëüôçôá. Ç ðñïóçìáóìÝíç êáìðõëüôçôá ê äßíåôáé áðü ôï ãíùóôü ôýðï

ê = v′′

(1 + v′2)3/2
.

ÅðïìÝíùò ç ó÷åôéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç åßíáé ìç ãñáììéêÞ êáé Ý÷åé ôçí ìïñöÞ

v′′

(1 + v′2)3/2
= M

EI
.

Ãéá ôçí åðßëõóç ôçò ìç ãñáììéêÞò áõôÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ÷ñçóéìïðïéåßôáé ç áëëáãÞ ìåôá-
âëçôÞò v′ = tan è (v′ = v′(x)) ìå è = è(x) ôç ãùíßá êëßóåùò Þ ãùíßá óôñïöÞò (Þ áðëÜ óôñïöÞ)
êáôÜ ìÞêïò ôçò äïêïý. Æçôïýíôáé: (á:2) Ðïéá ìïñöÞ ðáßñíåé ôþñá, äçëáäÞ ìåôÜ áõôÞí ôçí áë-
ëáãÞ ìåôáâëçôÞò, ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôçò äïêïý; (â:1) Ôé ÷áñáêôçñéóìïýò ìðïñåßôå íá êÜíåôå
ãé’ áõôÞ; (ã:2) Ìå ôçí êáìðôéêÞ ñïðÞ M = M(x) ãíùóôÞ êáé ôç äïêü íá èåùñåßôáé ðáêôùìÝíç óôï
áñéóôåñü Üêñï ôçò x = 0 (ïðüôå è(0) = 0) ðïéá åßíáé ç ëýóç ôçò äéáöïñéêÞò áõôÞò åîéóþóåùò ùò
ðñïò ôç ãùíßá êëßóåùò Þ ãùíßá óôñïöÞò (Þ áðëÜ óôñïöÞ) è = è(x); (ä:2) ÐåñáðÝñá ç áíôßóôïé÷ç
Ýêöñáóç ãéá ôï âÝëïò êÜìøåùò v = v(x); (å:1) Ðïéá ìïñöÞ ðáßñíåé ç áðÜíôçóç óôï åñþôçìá (ã),
åÜí M = (L − x)P ìå ôá L (ìÞêïò) êáé P (óõãêåíôñùìÝíï öïñôßï, äýíáìç) óôáèåñÝò; (óô:1) Ðïéá
ìïñöÞ ðáßñíïõí ïé áðáíôÞóåéò óôá ðñïçãïýìåíá åñùôÞìáôá, åÜí ãßíåé (üðùò óõíÞèùò ãßíåôáé)
ãñáììéêïðïßçóç ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ôçò äïêïý; (æ:1) Åßíáé óõíÞèùò äéêáéïëïãçìÝíç áõôÞ
ç ãñáììéêïðïßçóç; Ãéáôß áêñéâþò;

ÁÓÊÇÓÇ A26 (ÊåöÜëáéá Á1, A2, A3, Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí: Äïêïß): Èåùñïýìå ôï ðñüâëçìá
óõíÞèïõò äïêïý óå êÜìøç. Æçôïýíôáé: (á:1) Ðïéá åßíáé ç ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ãéá ôï âÝëïò
êÜìøåùò (ðïõ ó÷çìáôßæåé ôçí åëáóôéêÞ ãñáììÞ) v(x) ôçò äïêïý ìå ãíùóôÞ ôç óôáèåñÞ äõóêáìøßá
ôçò äïêïý EI êáé ìå åðßóçò ãíùóôÞ ôçí êÜèåôç êáôáíåìçìÝíç öüñôéóç p(x); (â:2) Íá äïèïýí ëå-
ðôïìåñåßò åðåîçãÞóåéò ãéá ôç ãñáììéêïðïßçóç ðïõ ðñïçãÞèçêå óôçí áêñéâÝóôåñç áíôßóôïé÷ç ìç
ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç, Ýôóé þóôå íá ðñïêýøåé ôåëéêÜ ç ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôïõ
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ðñïçãïýìåíïõ åñùôÞìáôïò. (ã:3) Ìå âÜóç ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôïõ åñùôÞìáôïò (á) ðïéá åßíáé
ç ôåëéêÞ êé áðëïðïéçìÝíç Ýêöñáóç ôïõ âÝëïõò êÜìøåùò (ôçò åëáóôéêÞò ãñáììÞò) v(x) áìöéÝñåé-
óôçò äïêïý ìÞêïõò L (ìå 0 ≤ x ≤ L) êáé õðü ãíùóôÞ óôáèåñÞ êáôáíåìçìÝíç öüñôéóç p(x) = p0;
(ä:2) Íá ãßíåé ç åðáëÞèåõóç üëùí ôùí óõíïñéáêþí óõíèçêþí óôá äýï Üêñá x = 0 êáé x = L ôçò
áìöéÝñåéóôçò äïêïý ãéá ôç ëýóç v(x) ðïõ âñÝèçêå óôï ðñïçãïýìåíï åñþôçìá.

ÁÓÊÇÓÇ A27 (ÊåöÜëáéá Á2, Á10, Á11, Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí: Äïêïß): Óôçí Ôå÷íéêÞ Èåùñßá
ÊÜìøåùò óôç Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí èåùñïýìå ôï ðÜñá ðïëý áðëü, ôåôñéììÝíï óýóôçìá ôùí äýï
ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí äåõôÝñáò ôÜîåùò

EI
d2v(x)
dx2

= M(x) êáé
d2M(x)
dx2

= p(x) ìå 0 < x < L,

ìå ôá EI êáé L ãíùóôÝò èåôéêÝò óôáèåñÝò, x ôçí áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ, v(x) êáé M(x) ôéò äýï Üãíù-
óôåò óõíáñôÞóåéò êáé p(x) ãíùóôÞ áõèáßñåôç (ü÷é óõãêåêñéìÝíç, ïðïéáäÞðïôå) ôìçìáôéêÜ óõíå÷Þ
óõíÜñôçóç õðü ãíùóôÝò áñ÷éêÝò (ãéá x = 0) óõíèÞêåò: v(0) = v0, v′(0) = è0, M(0) = M0 êáé
M ′(0) = Q0. Æçôïýíôáé: (á:1) Óå ðïéï áêñéâþò âáóéêü ðñüâëçìá ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý áíôé-
óôïé÷åß ôï ðéï ðÜíù ôüóï áðëü óýóôçìá äéáöïñéêþí åîéóþóåùí; (ìå ëåðôïìÝñåéåò ãéá üëá ôá
ìåãÝèç!) (â:1) Ç áíáãùãÞ ôïõ ßäéïõ óõóôÞìáôïò ôùí äýï ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí óå
Ýíá óýóôçìá äýï ãñáììéêþí áëãåâñéêþí åîéóþóåùí ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace
ìå ÷ñÞóç êáé ôùí óõìâïëéóìþí V (s) = L{v(x)} êáé ML(s) = L{M(x)}. (ã:2) Ç åðßëõóç ôïõ óõóôÞìá-
ôïò ôùí ãñáììéêþí áëãåâñéêþí åîéóþóåùí ùò ðñïò ôïõò Üãíùóôïõò ìåôáó÷çìáôéóìïýò Laplace
V (s) êáé ML(s). (ä:2) Ìå áíôéóôñïöÞ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace ML(s) ç åýñåóç ôçò Üãíùóôçò
óõíáñôÞóåùò M(x). (å:2) Áðïëýôùò áíÜëïãá êáé ãéá ôçí Üãíùóôç óõíÜñôçóç v(x).

ÁÓÊÇÓÇ A28 (ÊåöÜëáéá Á2, Á3, Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí: Äïêïß): Åäþ èåùñïýìå óõíÞèç äïêü
ìÞêïõò L (ìå 0 ≤ x ≤ L) êáé äõóêáìøßáò ÅÉ. Ç äïêüò åßíáé ìïíüðáêôç õðåñóôáôéêÞ ìå êýëéóç óôï
áñéóôåñü Üêñï ôçò x = 0 êáé ðÜêôùóç óôï äåîéü x = L õðü ïìïéüìïñöç (óôáèåñÞ) êáôáíåìçìÝíç
êÜèåôç öüñôéóç p0 óå üëï ôï ìÞêïò ôçò. Æçôïýíôáé: (á:1) ÁðëÜ íá áíáöåñèïýí ç ó÷åôéêÞ ãñáììéêÞ
äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôåôÜñôçò ôÜîåùò ùò ðñïò ôï âÝëïò êÜìøåùò v(x) ôçò äïêïý êáé ïé óõíïñéáêÝò
óõíèÞêåò ðïõ éó÷ýïõí. (â:2) Íá âñåèåß ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò. (ã:1) Íá õðïëïãéóèïýí ïé ó÷åôéêÝò
åêöñÜóåéò ôçò óôñïöÞò è(x), ôçò ñïðÞò êÜìøåùò M(x) êáé ôçò ôÝìíïõóáò äýíáìçò Q(x). (ä:1) Íá
÷ñçóéìïðïéçèïýí ïé óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò ãéá x = 0 óôçí ðéï ðÜíù ëýóç ãéá ôïí ðñïóäéïñéóìü äýï
áðü ôéò óôáèåñÝò. (å:1) ÁíÜëïãá êáé ãéá x = L ãéá ôçí áíáãùãÞ ôïõ ðñïóäéïñéóìïý êáé ôùí Üëëùí
äýï óôáèåñþí óå Ýíá óýóôçìá äýï ãñáììéêþí áëãåâñéêþí åîéóþóåùí (÷ùñßò üìùò ôçí åðßëõóÞ
ôïõ!). (óô:3) Óåðåñßðôùóç ìçóôáèåñÞò (ìåôáâëçôÞò) äõóêáìøßáò ÅÉ = ÅÉ(x) êáôÜ ìÞêïò ôçò äïêïý
íá âñåèåß ç ó÷åôéêÞ ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôåôÜñôçò ôÜîåùò óôçí ðéï óýíôïìç ìïñöÞ ôçò.
(¼ëïé ïé ó÷åôéêïß ôýðïé ãéá ôçí åýñåóÞ ôçò, Ãåùìåôñßáò, ÓôáôéêÞò êáé Ìç÷áíéêÞò ôùí Õëéêþí,
èåùñïýíôáé ãíùóôïß.) (æ:1) ÔÝëïò íá áíáöåñèåß Ýíá ðïëý êïéíü óå óõíçèéóìÝíåò êáôáóêåõÝò ôïõ
Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý ðáñÜäåéãìá ðñïâüëïõ ìå ìç óôáèåñÞ äõóêáìøßá EI = EI(x).

ÁÓÊÇÓÇ A29 (ÊåöÜëáéá Á2, Á5, Á13, Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí: Äïêïß): Èåùñïýìå êáôáêüñõöç
áìößðáêôç äïêü ýøïõò h (ìå 0 ≤ x ≤ h) êáé äõóêáìøßáò ÅÉ. ¼ìùò ç êÜôù ðÜêôùóç (óôï óçìåßï
x = 0) Ý÷åé ïñéæüíôéá ìåôáôüðéóç d1 (êÜèåôá óôç äïêü), åíþ ç ðÜíù ðÜêôùóç (óôï óçìåßï x = h)
Ý÷åé ïñéæüíôéá ìåôáôüðéóç d2 (êáé ðÜëé êÜèåôá óôç äïêü). Æçôïýíôáé: (á:1) Êáôåõèåßáí ç ó÷åôéêÞ
äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôåôÜñôçò ôÜîåùò êáé ïé ôÝóóåñéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò. (â:1) Õðï÷ñåùôéêÜ ìå
åêèåôéêÞ áíôéêáôÜóôáóç ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò êáé (ã:1) ç áðüäåéîç ãñáììéêÞò
áíåîáñôçóßáò ôùí óõíáñôÞóåùí ïé ïðïßåò åìöáíßæïíôáé ó’ áõôÞí ôüóï ÷ùñßò ôç ÷ñÞóç ïñßæïõóáò
üóï êáé ìå ôç ÷ñÞóç ïñßæïõóáò. (ä:3) Ôï âÝëïò êÜìøåùò v(x) ôçò äïêïý (åäþ êáôÜ ôçí ïñéæüíôéá
êáôåýèõíóç) ëáìâÜíïíôáò õðüøç êáé ôéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò. (å:1) Ç ó÷åôéêÞ ôÝìíïõóá äýíáìç
(Þ äéáôìçôéêÞ äýíáìç) Q(x) êáé (óô:1) ôé ðáñáôçñåßôáé ãé’ áõôÞí; (æ:1) Ðïý áêñéâþò åßíáé ÷ñÞóéìï
ôï áðïôÝëåóìá ôçò ðáñïýóáò áóêÞóåùò ãéá ôçí ôÝìíïõóá äýíáìç Q(x) êáé (ç:1) ðþò áêñéâþò
ðñïêýðôåé ç ÷ñçóéìüôçôÜ ôïõ áõôÞ; (ìå ÷ñÞóç êáôÜëëçëïõ ó÷Þìáôïò êáé ó÷åôéêÝò åðåîçãÞóåéò).
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A4.2. Äïêïß ìå óõãêåíôñùìÝíá öïñôßá êáé ñïðÝò, óõíáñôÞóåéò Macaulay

ÁÓÊÇÓÇ A30 (ÊåöÜëáéá Á2, Á11, Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí: Äïêïß: ÓõãêåíôñùìÝíá Öïñôßá,
ÓõíáñôÞóåéò Macaulay): Èåùñïýìå ìéá óõíÞèç áìößðáêôç äïêü ìÞêïõò L (ìå 0 ≤ x ≤ L) êáé
äõóêáìøßáò ÅÉ. Æçôïýíôáé: (á:1) Íá áíáöåñèåß ç ó÷åôéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôåôÜñôçò ôÜîåùò
ìå öüñôéóç p(x) áðëÜ Ýíá ìïíáäéáßï óõãêåíôñùìÝíï öïñôßï óôç èÝóç x = î (ìå 0 ≤ î ≤ L) ìå
ãñáöÞ ôçò ôüóï ìå ôç ÷ñÞóç êëáóéêÞò ãåíéêåõìÝíçò óõíáñôÞóåùò üóï êáé ó÷åôéêÞò óõíáñôÞóåùò
Macaulay. (â:2) ÕðïèÝôïíôáò ôþñá üôé v′′(0) = A êáé v′′′(0) = B êáé ìå ôç ÷ñÞóç óõíáñôÞóåùí
Macaulay ç ëýóç v(x) ôçò ðñïçãïýìåíçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ðïõ íá ðëçñïß êáé ôéò óõíïñéáêÝò
óõíèÞêåò óôïáñéóôåñüÜêñï x = 0 ôçò áìößðáêôçò äïêïý. (ã:2)Ìå ìáèçìáôéêü ôñüðï ôï óýóôçìá
ôùí ãñáììéêþí áëãåâñéêþí åîéóþóåùí ãéá ôïí ðñïóäéïñéóìü ôùí óôáèåñþí Á êáé Â óôçí ðáñïýóá
áìößðáêôç äïêü. (ä:1)Èá ìðïñïýóáí íá âñåèïýí ïé ßäéåò óôáèåñÝò ìå êáèáñÜ óôáôéêü ôñüðï Þ ü÷é
êáé ãéáôß; (å:2) Ìå ôç ëýóç v(x) ðïõ Þäç âñÝèçêå íá äçëþíåôáé ôþñá óáí G(x, î), åðåéäÞ åîáñôÜôáé
êáé áðü ôç èÝóç î ôïõ ìïíáäéáßïõ óõãêåíôñùìÝíïõ öïñôßïõ, ç ðñáêôéêÞ (ü÷é ìáèçìáôéêÞ) áëëÜ
äéêáéïëïãçìÝíç åýñåóç ôïõ ôýðïõ ðïõ éó÷ýåé ãéá áõèáßñåôç öüñôéóç p(x) ôçò äïêïý. Óçìåéþíåôáé
üôé ç óõíÜñôçóç G(x, î) (ðïõ äåí Ý÷åé êáìßá ó÷Ýóç ìå ôç óõíÜñôçóç ìåôáöïñÜò G(s)) êáëåßôáé
óõíÞèùòóõíÜñôçóçGreen êáéðëçñïß ôüóï ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóçüóï êáé ôéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò.

ÁÓÊÇÓÇ A31 (ÊåöÜëáéá Á10, Á11, Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí: Äïêïß: ÓõãêåíôñùìÝíáÖïñôßá, Óõ-
íáñôÞóåéòMacaulay): Èåùñïýìå óõíÞèçðñüâïëï ìÞêïõò L = 2a (ìå 0 ≤ x ≤ 2a) êáé äõóêáìøßáò ÅÉ
ìå ôçí ðÜêôùóç óôï áñéóôåñü Üêñï ôïõ x = 0. Ï ðñüâïëïò êáôáðïíåßôáé áðü ïìïéüìïñöç (óôá-
èåñÞ) êáôáíåìçìÝíç öüñôéóç p0 óå üëï ôï ìÞêïò ôïõ êáé åðßóçò áðü óõãêåíôñùìÝíï öïñôßï P
óôï ìÝóïí ôïõ x = a. Æçôïýíôáé: (á:2) ÁðëÜ ç ðáñÜóôáóç ôçò óõíïëéêÞò öïñôßóåþò ôïõ p(x)
ìå ôç ÷ñÞóç óõíáñôÞóåùò Þ óõíáñôÞóåùí Macaulay (Þ óõíáñôÞóåùí éäéïìïñößáò). (â:2) Áðü
ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôåôÜñôçò ôÜîåùò ãéá ôï âÝëïò êÜìøåùò v(x) ôïõ ðñïâüëïõ êáé ìå ãíùóôÝò
ôçí áíôßäñáóç Q0 êáé ôç ñïðÞ ðáêôþóåùò Ì0 óôçí ðÜêôùóç x = 0 æçôåßôáé ï ìåôáó÷çìáôéóìüò
Laplace V (s) = L{v(x)} êáé áðü áõôüí (ã:3) ôï âÝëïò êÜìøåùò v(x) ôïõ ðñïâüëïõ. (ä:1) ÔÝëïò áðëÜ
áðü ôç öüñôéóç ôïõ ðñïâüëïõ íá õðïëïãéóèïýí ïé äýï ðïóüôçôåòQ0 êáéM0 óôçí ðÜêôùóç x = 0.

ÁÓÊÇÓÇ A32 (ÊåöÜëáéá Á2, Á10, Á11, Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí: Äïêïß: ÓõãêåíôñùìÝíáÖïñôßá,
ÓõíáñôÞóåéò Macaulay): Èåùñïýìå ôï ðñüâëçìá ôïõ ðñïâüëïõ óôçí Ôå÷íéêÞ Èåùñßá ÊÜìøåùò
óõíÞèùí äïêþí óôçÌç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí, ðéï óõãêåêñéìÝíá ðñüâïëï ìÞêïõò L = 2a êáé óôáèåñÞò
äõóêáìøßáò EI (ìå EI > 0) êáôÜ ìÞêïò ôïõ Üîïíá Ox (ìå 0 ≤ x ≤ 2a) ðáêôùìÝíï óôï áñéóôåñü
Üêñï ôïõ x = 0 êáé ìå åëåýèåñï ôï äåîéü Üêñï ôïõ x = 2a. Ôï ßäéï âÜñïò ôïõ ðñïâüëïõ áìåëåß-
ôáé. ÌïíáäéêÞ öüñôéóç ðÜíù óôïí ðñüâïëï áðïôåëåß Ýíá êÜèåôï óõãêåíôñùìÝíï öïñôßï (ìéá
äýíáìç) P óôï ìÝóïí ôïõ x = a. Õðü ôçí åðßäñáóç ôïõ óõãêåíôñùìÝíïõ áõôïý öïñôßïõ P ï ðñü-
âïëïò êÜìðôåôáé. (¸÷åé äõóêáìøßá EI, ü÷é áêáìøßá, üðùò ìÜëëïí åóöáëìÝíá ãñÜöåôáé áñêåôÜ
óõ÷íÜ óå âéâëßá åíäéáöÝñïíôïò ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý. Áõôü óõìâáßíåé, åðåéäÞ, áí ï ðñüâï-
ëïò Þôáí Üêáìðôïò, äå èá åêÜìðôåôï: åßíáé áðëÜ äýóêáìðôïò.) Åîáéôßáò ôïõ âÝëïõò êÜìøåùò
v = v(x) ðñïêáëåßôáé áðü ôçí êÜìøç (ìå 0 ≤ x ≤ 2a) äçìéïõñãåßôáé ç êáëïýìåíç åëáóôéêÞ ãñáììÞ
ôïõ ðñïâüëïõ ìåôÜ ôçí êáìðôéêÞ ðáñáìüñöùóÞ ôïõ. Ðñüêåéôáé ãéá Ýíá éäéáßôåñá óôïé÷åéþäåò
ðñüâëçìá ôïõ ÐïëéôéêïýÌç÷áíéêïý óôçí Ôå÷íéêÞ Èåùñßá ÊÜìøåùò äïêþí õðü ôéò áðëïðïéçôéêÝò
ðáñáäï÷Ýò ôçò èåùñßáò ôùí Bernoulli--Euler ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýíôáé óõíÞèùò.

Ðïëý äõóêïëüôåñá êáé ðñáêôéêÜ ÷ñçóéìüôåñá ðñïâëÞìáôá åëáóôéêÞò ãñáììÞò v = v(x) äïêþí
áóöáëþò áðïôåëïýí åíäéáöÝñïíôá êáé ðñáêôéêÜ ÷ñÞóéìá ðñïâëÞìáôá ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíé-
êïý. ÔÝôïéá ðñïâëÞìáôá ìðïñåß íá áöïñïýí óå ðïëýðëïêç êáôáíåìçìÝíç öüñôéóç p(x), ðïëëÜ
óõãêåíôñùìÝíá öïñôßá Pm êáé ðïëëÝò ñïðÝò Ìn óå äéÜöïñá óçìåßá êáôÜ ìÞêïò ôïõ ðñïâüëïõ.
ÓõíÞèùò üìùò áðáéôïýí êáé ôç ÷ñÞóç ôïõ õðïëïãéóôÞ ãéá ôçí åðßëõóÞ ôïõò åîáéôßáò ôïõ ìåãÜëïõ
üãêïõ ôùí áðáéôïýìåíùí õðïëïãéóìþí êáé ìÜëëïí äåí åßíáé êáôÜëëçëá óå ìéá áðëÞ Üóêçóç.

Óôçí ðáñïýóá Üóêçóç æçôïýíôáé:
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(á:2) Ìå ðïëëÝò ëåðôïìÝñåéåò íá åîçãçèåß ðþò ôï ðéï ðÜíù ôå÷íéêü ðñüâëçìá ôçò êÜìøåùò
ôïõ ðñïâüëïõ ðáñéóôÜíåôáé ìáèçìáôéêÜ ìÝóù ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêþí ôéìþí áðü ìßáò äéáöïñéêÞ
åîßóùóç ôåôÜñôçò ôÜîåùò óõãêåêñéìÝíá ôçí åîßóùóç

EI
d4v(x)
dx4

= Pä(x − a) ìå 0 ≤ x ≤ 2a

(ìå ä(x) ôçí ùóôéêÞ óõíÜñôçóç äÝëôá ôïõ Dirac, áí êáé ï üñïò ùóôéêÞ åßíáé ìÜëëïí Üóôï÷ïò åäþ)
êáé ôéò åîÞò ôÝóóåñéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò:

v(0) = 0,
dv
dx

(0) = 0,
d2v
dx2

(0) = P a
EI

,
d3v
dx3

(0) = − P
EI

.

Äßíïõìå Ýìöáóç óôéò äýï ôåëåõôáßåò áðü ôéò áñ÷éêÝò áõôÝò óõíèÞêåò, ïé ïðïßåò ÷ñåéÜæïíôáé áóöá-
ëþò êÜðïéá åðåîÞãçóç.

Áò óçìåéùèåß åðßóçò üôé ç óõíÜñôçóç ä(x − a) óôçí ðéï ðÜíù äéáöïñéêÞ åîßóùóç óõìðßðôåé
(óýìöùíá ìå ôçí êáèéåñùìÝíç ïñïëïãßá ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý) ìå ôçí óõíÜñôçóç Macaulay
(Þ óõíÜñôçóç éäéïìïñößáò) ôÜîåùò n = −1, äçëáäÞ

ä(x − a) ≡ 〈x − a〉−1.

Ïé óõíáñôÞóåéò Macaulay (ðïõ óõ÷íÜ êáëïýíôáé êáé óõíáñôÞóåéò éäéïìïñößáò) áðïäåéêíýïíôáé
éäéáßôåñá åý÷ñçóôåò ãéá ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü óôï Ýñãï ôïõ ôïõ óõìâïëéóìïý ðïéêßëùí öïñôßùí
ðÜíù óå äïêïýò, ðëÜêåò, êëð. óôç Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí êáé óôçí ÁíÜëõóç Êáôáóêåõþí ãåíéêü-
ôåñá. Åäþ üìùò ï éóïäýíáìïò óõìâïëéóìüò ä(x − a) ãéá ìïíáäéáßï óõãêåíôñùìÝíï öïñôßï áñêåß.

(â:2) Õðï÷ñåùôéêÜ ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace íá åöáñìüæåôáé áêñéâþò ðÜíù
óôçí ðáñáðÜíù äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôåôÜñôçò ôÜîåùò, äçëáäÞ ÷ùñßò ïëïêëÞñùóÞ ôçò, íá âñåèåß
ç ëýóç v = v(x) ôïõ ðéï ðÜíù ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêþí ôéìþí ìå ìáèçìáôéêÜ åíéáßá Ýêöñáóç ôçò
ëýóåùò áõôÞò v = v(x) óå üëï ôï ìÞêïò ôïõ ðñïâüëïõ: 0 ≤ x ≤ 2a.

(ã:1) Íá ãñáöåß áíáëõôéêüôåñá ç ßäéá ëýóç v = v(x), ôþñá üìùò ìå äéÜêñéóç ðåñéï÷þí (i) óôï
áñéóôåñü Þìéóõ ôïõ ðñïâüëïõ (0 ≤ x ≤ a) êáé (ii) óôï äåîéü Þìéóõ ôïõ ðñïâüëïõ (a ≤ x ≤ 2a) ÷ùñßò
ðéá ôç ÷ñÞóç ôçò âçìáôéêÞò óõíáñôÞóåùò ôïõ Heaviside. Ôé ðáñáôçñåßôáé óôï äåîéü Þìéóõ ôïõ
ðñïâüëïõ; ÖõóéêÜ ìéëþíôáò, ãéáôß ðáñïõóéÜæåôáé ôï öáéíüìåíï áõôü;

(ä:1) Ðñïò áðïöõãÞ õðïëïãéóôéêþí óöáëìÜôùí (êáíÝíáò äå ìðïñåß íá ôá áðïêëåßóåé, éäßùò
óå õðïëïãéóìïýò ìå ôï ÷Ýñé!) íá ãßíåé êáé ðëÞñçò åðáëÞèåõóç ôçò ëýóåùò v(x) ðïõ âñÝèçêå ôüóï
ùò ðñïò ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç üóï êáé ùò ðñïò ôéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò.

(å:2) Ðïéåò åßíáé ïé óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò óôï äåîéü Üêñï ôïõ ðñïâüëïõ; Ðëçñïýíôáé êáé áõôÝò;
ÅÜí íáé, áðëÜ êáôÜ ôý÷ç Þ ü÷é; Ãéáôß ðñïôéìÞèçêå ðáñáðÜíù ç ìáèçìáôéêÞ ìïíôåëïðïßçóç ôïõ
ðáñüíôïò ðñïâëÞìáôïò ôïõ ðñïâüëïõ óáí ðñüâëçìá áñ÷éêþí ôéìþí áíôß óáí ðñüâëçìá óõíïñéá-
êþí ôéìþí; Ðïéá áêñéâþò èá Þôáí ç äåýôåñç, åíáëëáêôéêÞ áõôÞ äõíáôüôçôá ìïíôåëïðïéÞóåùò,
äçëáäÞ óáí ðñüâëçìá óõíïñéáêþí ôéìþí; Ðïéá áðü ôéò äýï áõôÝò äõíáôüôçôåò ÷ñçóéìïðïéåß
óõíÞèùò ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò; Ãéáôß;

(óô:2) ÔÝëïò íá õðïëïãéóèïýí ôï âÝëïò êÜìøåùò v = v(x) êáèþò êáé ç ãùíßá êëßóåùò Þ ãùíßá
óôñïöÞò Þ áðëÜ óôñïöÞ è = è(x), ðïõ ðñïóåããßæåôáé áðü ôçí êëßóç v′(x), óôï ìÝóïí x = a êáèþò
êáé óôï äåîéü Üêñï x = 2a ôïõ ðñïâüëïõ. ÕðÜñ÷åé Þ ü÷é áóõíÝ÷åéá ôçò ãùíßáò êëßóåùò è(x) óôï
óçìåßï x = a; Ðïý ðáñïõóéÜæïíôáé ôï ìÝãéóôï âÝëïò êÜìøåùò vmax êáèþò êáé ç ìÝãéóôç ãùíßá
êëßóåùò èmax êáé ðïéåò åßíáé ïé ôéìÝò ôïõò; ÁñêåôÝò öïñÝò ïé ìÝãéóôåò áõôÝò ôéìÝò áðïôåëïýí
óçìáíôéêÜ êáé ðïëý ÷ñÞóéìá áðïôåëÝóìáôá ôçò ìáèçìáôéêÞò ëýóåùò ãéá ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü.

ÁÓÊÇÓÇ A33 (ÊåöÜëáéá Á2, Á10, Á11, Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí: Äïêïß: ÓõãêåíôñùìÝíáÖïñôßá,
ÓõíáñôÞóåéòMacaulay): Èåùñïýìå óõíÞèç ðñüâïëï ìÞêïõò 2L êáé äõóêáìøßáò EIðáêôùìÝíï óôï
áñéóôåñü Üêñï ôïõ x = 0 êáé åðïìÝíùò åëåýèåñï óôï äåîéü Üêñï ôïõ x = 2L ìå ìüíç åîùôåñéêÞ öüñ-
ôéóç ìéá óõãêåíôñùìÝíç äýíáìç P óôï ìÝóïí ôïõ x = L. Ãéá ôï Üãíùóôï âÝëïò êÜìøåùò v = v(x)
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ôïõ ðñïâüëïõ ðïõ ó÷çìáôßæåé ôçí åëáóôéêÞ ãñáììÞ ôïõ, æçôïýíôáé: (á:1) Ç ó÷åôéêÞ äéáöïñéêÞ
åîßóùóç, ìßá ìüíï êáé ôåôÜñôçò ôÜîåùò, êáé (â:1) ïé áíôßóôïé÷åò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò (äçëáäÞ ôï
ó÷åôéêü ðñüâëçìá óõíïñéáêþí ôéìþí) õðü ôç öüñôéóç P ðïõ ðñïáíáöÝñèçêå. (ã:2) Ï ìåôáó÷ç-
ìáôéóìüò Laplace V (s) ôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò v(x) ìå ôéò ðáñáãþãïõò ôçò v′′(0) êáé v′′′(0) (ðïõ
äåí åßíáé Üìåóá äéáèÝóéìåò) íá ðáñáìÝíïõí ó’ áõôüí. (ä:2) Óõíå÷ßæïíôáò, ìå áíôéóôñïöÞ ôïõ ìå-
ôáó÷çìáôéóìïý Laplace V (s) ç åýñåóç ôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò (ôïõ âÝëïõò êÜìøåùò) v(x) ðÜëé
óáí óõíÜñôçóç ôùí ðïóïôÞôùí v′′(0) êáé v′′′(0). (å:2) ÔÝëïò ôï îáíáãñÜøéìï ôïõ ðñïçãïýìåíïõ
áðïôåëÝóìáôïò v(x), ôþñá üìùò ìå äéÜêñéóç äýï ðåñéðôþóåùí: (i) 0 ≤ x ≤ L êáé (ii) L ≤ x ≤ 2L.

ÁÓÊÇÓÇ A34 (ÊåöÜëáéá Á2, Á10, Á11, Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí: Äïêïß: ÓõãêåíôñùìÝíáÖïñôßá,
ÓõíáñôÞóåéòMacaulay): Óõíå÷ßæïõìå ôçí ðñïçãïýìåíç Üóêçóç. Æçôïýíôáé åðßóçò: (á:1) Ïðñïó-
äéïñéóìüò ôùí ìÝ÷ñé óôéãìÞò Üãíùóôùíðáñáãþãùí v′′(0) êáé v′′′(0) áðü ôç ëýóç v(x) ðïõðñïÝêõøå
õðï÷ñåùôéêÜ ìÝóù ôùí óõíïñéáêþí óõíèçêþí óôï åëåýèåñï Üêñï x = 2L ôïõ ðñïâüëïõ êáé (â:1) ç
åðáëÞèåõóç ôùí ôéìþí áõôþí ìå óôáôéêü ôñüðï. (ã:2) Ôþñá ðéá ç ãñáöÞ ôïõ Üãíùóôïõ âÝëïõò
êÜìøåùò v(x) óôçí ôåëéêÞ ìïñöÞ ôïõ ìå åíéáßï ôñüðï óå üëï ôï ìÞêïò ôïõ ðñïâüëïõ êáèþò êáé
(ä:2) ìå äéÜêñéóç äýï ðåñéðôþóåùí: (i) 0 ≤ x ≤ L êáé (ii) L ≤ x ≤ 2L óôéò áðëïýóôåñåò ìÜëéóôá
äõíáôÝò ìïñöÝò ôçò. (å:1) Ç åðáëÞèåõóç ôçò éó÷ýïò êáé ôùí ôåóóÜñùí óõíïñéáêþí óõíèçêþí
áðü ôï âÝëïò êÜìøåùò v(x) ðïõ âñÝèçêå. (óô:1) Ïé óõãêåêñéìÝíåò ôéìÝò ôïõ âÝëïõò êÜìøåùò v(x)
ãéá x = 0, x = L êáé x = 2L êáèþò êáé ç ðñü÷åéñç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóÞ ôïõ.

ÁÓÊÇÓÇ A35 (ÊåöÜëáéá Á10, Á11, Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí: Äïêïß: ÓõãêåíôñùìÝíá Öïñôßá êáé
ÑïðÝò, ÓõíáñôÞóåéò Macaulay): Èåùñïýìå Ýíá óõíÞèç ðñüâïëï ìÞêïõò L = 5a (ìå 0 ≤ x ≤ 5a)
êáé äõóêáìøßáò EI ìå ðÜêôùóç óôï áñéóôåñü Üêñï ôïõ x = 0. Ç öüñôéóç p(x) ôïõ ðñïâüëïõ
óõíßóôáôáé: (i) Óå ïìïéüìïñöï (óôáèåñü) êáôáíåìçìÝíï öïñôßï p0 óôï äéÜóôçìá [a, 2a], (ii) óå
óõãêåíôñùìÝíï öïñôßï P óôç èÝóç x = 3a êáé (iii) óå êáìðôéêÞ ñïðÞ (Þ ñïðÞ êÜìøåùò) Mb óôç
èÝóç x = 4a. Óôçí ðÜêôùóç x = 0 ôïõ ðñïâüëïõ ç êáìðôéêÞ ñïðÞ (Þ ñïðÞ êÜìøåùò) Ì0 êáé
ç ôÝìíïõóá äýíáìç Q0 èåùñïýíôáé ðñïò ôï ðáñüí äýï ãíùóôÝò ðïóüôçôåò. Æçôïýíôáé: (á:1) Ç
ðáñÜóôáóç ôçò óõíïëéêÞò ó÷åôéêÞò öïñôßóåùò p(x) (óáí íá Þôáíå üëç êáôáíåìçìÝíç öüñôéóç)
ìå ôç ÷ñÞóç óõíáñôÞóåùí Macaulay. Ìå ôç ÷ñÞóç ôçò ó÷åôéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ôåôÜñôçò
ôÜîåùò ùò ðñïò ôï âÝëïò êÜìøåùò v(x) ôïõ ðñïâüëïõ, ôçò ìåèüäïõ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace
êáé ôçò óõíå÷ïýò ÷ñÞóåùò óõíáñôÞóåùí Macaulay (áêüìç êáé ãéá ôï ßäéï ôï Üêñï x = 0!): (â:1) o
ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace V (s) = L{v(x)}, (ã:1) ìå áíôéóôñïöÞ ôïõ ôï ßäéï ôï âÝëïò êÜìøåùò v(x),
(ä:1) ç ãùíßá êëßóåùò (Þ ãùíßá óôñïöÞò Þ áðëÜ óôñïöÞ) è(x), (å:1) ç êáìðôéêÞ ñïðÞ (Þ ñïðÞ êÜì-
øåùò) M(x) êáé (óô:1) ç ôÝìíïõóá äýíáìç Q(x). ÔÝëïò æçôïýíôáé ïé ôéìÝò ôçò êáìðôéêÞò ñïðÞò M0

êáé ôçò ôÝìíïõóáò äýíáìçò Q0 óôçí ðÜêôùóç x = 0 (æ:1) ìå ôç ÷ñÞóç ôùí åîéóþóåùí éóïññïðßáò
êáé (ç:1) ìå ôç ÷ñÞóç ôçò ðéï ðÜíù ëýóåùò v(x) êáé ôùí óõíïñéáêþí óõíèçêþí ãéá x = L.

ÁÓÊÇÓÇ A36 (ÊåöÜëáéá Á2, Á10, Á11, Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí: Äïêïß: ÓõãêåíôñùìÝíá Öïñôßá
êáé ÑïðÝò, ÓõíáñôÞóåéò Macaulay): Óå ìéá óõíÞèç äïêü ìÞêïõò L (ìå 0 ≤ x ≤ L) êáé äõóêáìøßáò EI
åßíáé ãíùóôÝò êáé ïé ôÝóóåñéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò: v0 (âÝëïò êÜìøåùò), è0 (óôñïöÞ), Ì0 (êáìðôéêÞ
ñïðÞ) êáé Q0 (ôÝìíïõóá äýíáìç) óôï áñéóôåñü Üêñï ôçò x = 0. Ç öüñôéóç p(x) ôçò äïêïý
áðïôåëåßôáé áðü (i) ìéá ïìïéüìïñöá êáôáíåìçìÝíç (óôáèåñÞ) öüñôéóç p0 óôï äéÜóôçìá [a1, a2]
ìå 0 ≤ a1 < a2 ≤ L, (ii) ìéá óõãêåíôñùìÝíç äýíáìç P1 óôç èÝóç b ìå 0 < b < L êáé (iii) ìéá ñïðÞ M1

óôç èÝóç c ìå 0 < c < L. Ìå ôç ÷ñÞóç óõíáñôÞóåùíÌacaulay (Þ óõíáñôÞóåùí éäéïìïñößáò), üðïõ
âÝâáéá ÷ñåéÜæïíôáé áõôÝò, æçôïýíôáé: (á:1) Ç Ýêöñáóç ôçò öïñôßóåùò p(x) êáé (â:1) ôïõ ìåôáó÷ç-
ìáôéóìïý Laplace ôçò P(s) = L{p(x)}. (ã:1) Áðü ôç ó÷åôéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ï ìåôáó÷çìáôéóìüò
Laplace V (s) = L{v(x)} ôïõ âÝëïõò êÜìøåùò v(x) ôçò äïêïý êáé ìå áíôéóôñïöÞ ôïõ êáôÜ Laplace
(ä:1) ôï ßäéï ôï âÝëïò êÜìøåùò v(x). ¸ðåéôá ðáñáãùãßæïíôáò (å:1) ç óôñïöÞ (Þ ãùíßá êëßóåùò)
è(x), (óô:1) ç êáìðôéêÞ ñïðÞ (Þ ñïðÞ êÜìøåùò) M(x), (æ:1) ç ôÝìíïõóá äýíáìç (Þ äéáôìçôéêÞ äý-
íáìç) Q(x) êáé óôï ôÝëïò (áðëÜ ãéá ôç ìåñéêÞ åðáëÞèåõóç ôçò ëýóåùò v(x)) (ç:1) ç öüñôéóç p(x),
ðïõ ðñÝðåé âÝâáéá íá óõìðßðôåé ìå ôçí áñ÷éêÞ ÝêöñáóÞ ôçò.
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A4.3. Äïêïß åðß åëáóôéêÞò âÜóåùò, õðüèåóç ôïõ Winkler

ÁÓÊÇÓÇ A37 (ÊåöÜëáéá Á1, Á2, Á5, Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí: Äïêïß åðß ÅëáóôéêÞò ÂÜóåùò):
Èåùñïýìå äïêü åðß åëáóôéêïý åäÜöïõò (ð.÷. ìéá ðåäéëïäïêü Þ óéäçñïôñï÷éÜ ðÜíù óôï Ýäáöïò).
Ç äïêüò áõôÞ Ý÷åé óôáèåñÞ äõóêáìøßá ÅÉ êáé ç óõíïëéêÞ óôáèåñÜ åäÜöïõò--äïêïý åßíáé k. Åäþ
æçôïýíôáé: (á:1) Ç ó÷åôéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå êáôáíåìçìÝíç êÜèåôç öüñôéóç ôçò äïêïý p(x)
êáé ïé ëåðôïìåñåßò ÷áñáêôçñéóìïß ôçò. (â:2) Ìå ôç ÷ñÞóç ôþñá ôçò âïçèçôéêÞò óôáèåñÜò â ìå
â4 = k/(4EI) ç åýñåóç ôçò ãåíéêÞò ëýóåùò vg(x) ôçò áíôßóôïé÷çò ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò
(ìå p(x) = 0) óå êáèáñÜ åêèåôéêÞ ìïñöÞ. Õðüäåéîç: Äßíåôáé ï ðñïöáíÞò áëãåâñéêüò ôýðïò:

ì4 + 4â4 = (ì2 + 2â2)2 − (2ìâ)2.

(ã:1) Ç ìåôáôñïðÞ ôçòðñïçãïýìåíçò ãåíéêÞò ëýóåùò vg(x) óå êáèáñÜðñáãìáôéêÞ ìïñöÞ (÷ùñßò ôç
öáíôáóôéêÞ ìïíÜäá i). (ä:1) Ç ðáñáðÝñá ìåôáôñïðÞ ôçò óå êáèáñÜ õðåñâïëéêÞ--ôñéãùíïìåôñéêÞ
ìïñöÞ (÷ùñßò êáèüëïõ ôçí ðáñïõóßá ôçò åêèåôéêÞò óõíáñôÞóåùò!). (å:2) Ìå ôç ÷ñÞóç êáôÜëëçëçò
ïñßæïõóáò ç áðüäåéîç üôé ïé äýï óõíáñôÞóåéò

v1(x) = coshâx cosâx êáé v2(x) = sinhâx cosâx

åßíáé ãñáììéêÜ áíåîÜñôçôåò. (óô:1) Áíôßóôñïöá ôþñá, õðïèÝôïíôáò ôéò äýï áõôÝò óõíáñôÞóåéò
v1(x) êáé v2(x) ãñáììéêÜ áíåîÜñôçôåò (üðùò êáé ðñáãìáôéêÜ åßíáé!), íá åîçãçèåß åÜí Þ ü÷é ðñÝðåé
ïðùóäÞðïôå áðü èåùñçôéêÞò áðüøåùò ç ðéï ðÜíù ïñßæïõóá íá åßíáé ìç ìçäåíéêÞ.

ÁÓÊÇÓÇ A38 (ÊåöÜëáéá Á1, Á2, Á5, Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí, Äïêïß åðß ÅëáóôéêÞò ÂÜóåùò):
Èåùñïýìå óõíÞèç äïêü äõóêáìøßáò ÅÉ åðß åëáóôéêÞò âÜóåùò (Ýóôù ìéá ðåäéëïäïêü ç ïðïßá-
óôçñßæåôáé ðÜíù óôï Ýäáöïò óå èåìåëßùóç êáôáóêåõÞò Þ ìéá óéäçñïôñï÷éÜ óôç ÓéäçñïäñïìéêÞ)
óýìöùíá ìå ôçí êëáóéêÞ õðüèåóç ôïõ Winkler (1867). Ç ó÷åôéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ãéá ôï âÝëïò
êÜìøåùò ôçò äïêïý v = v(x) ðáßñíåé ôåëéêÜ ôç ìïñöÞ

d4v
dx4

+ 4â4v = p(x)
EI

ìå p(x) ôçí êÜèåôç êáôáíåìçìÝíç öüñôéóç êáôÜ ìÞêïò ôçò äïêïý, üðïõ ôï â åßíáé ãíùóôÞ èåôéêÞ
óôáèåñÜ ðïõ åîáñôÜôáé áðü ôéò éäéüôçôåò êáé ôçò åëáóôéêÞò âÜóåùò êáé ôçò äïêïý. Æçôïýíôáé:
(á:1) ¸îé ÷áñáêôçñéóìïß ôçò ðéï ðÜíù äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò. (â:3) Ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò áíôßóôïé÷çò
ïìïãåíïýò åîéóþóåùò (ìå p(x) = 0) óå ìéãáäéêÞ åêèåôéêÞ ìïñöÞ.Èåùñåßôáé ãíùóôüò ï áðëüò ôýðïò

4√−1 = ±1 ± i√
2

.

(ã:4) Ç ìåôáôñïðÞ ôçò ãåíéêÞò áõôÞò ëýóåùò óå êáèáñÜ ðñáãìáôéêÞ ìïñöÞ (ìå íÝïõò óõíôåëåóôÝò
ôþñá!) ìå ôçí ôáõôü÷ñïíç ÷ñÞóç ôçò åêèåôéêÞò óõíáñôÞóåùò êáé ôñéãùíïìåôñéêþí óõíáñôÞóåùí.

ÁÓÊÇÓÇ A39 (ÊåöÜëáéá Á2, Á5, Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí: Äïêïß åðß ÅëáóôéêÞò ÂÜóåùò): Åäþ
èåùñïýìå ôéò äýï óõíáñôÞóåéò

v1(x) = coshâx cosâx êáé v2(x) = coshâx sinâx

ìå ôï â ãíùóôÞ èåôéêÞ óôáèåñÜ. Æçôïýíôáé: (á:1) Íá äéåñåõíçèåß (ìÝóù ôçò ó÷åôéêÞò ïñßæïõ-
óáò Wronski) åÜí Þ ü÷é ïé äýï áõôÝò óõíáñôÞóåéò åßíáé ãñáììéêÜ áíåîÜñôçôåò. (â:3) Íá âñåèåß
ç ÷áìçëüôåñçò äõíáôÞò ôÜîåùò ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç (ìå ðáñÜìåôñï ôï â) ìå óôáèåñïýò
óõíôåëåóôÝò ðïõ íá Ý÷åé (ìåôáîý êáé Üëëùí) óáí ìåñéêÝò ëýóåéò êáé ôéò ðáñáðÜíù äýï óõíáñ-
ôÞóåéò v1(x) êáé v2(x). (ã:2) Ðïéá åßíáé ç ó÷åôéêÞ ÷áñáêôçñéóôéêÞ åîßóùóç p(ì) = 0 êáé ðïéá åßíáé
ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò ðéï ðÜíù äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìÜëëïí ÷ùñßò ôçí áëãåâñéêÞ åýñåóç ôùí ñé-
æþí ìk ôçò ÷áñáêôçñéóôéêÞò åîéóþóåùò; (ÁõôÝò ìðïñïýí íá èåùñçèïýí ëßãï--ðïëý ãíùóôÝò åéäéêÜ
ìå ôç äéáôýðùóç ôçò ðáñïýóáò áóêÞóåùò.) (ä:1) Óå ðïéï áêñéâþò öõóéêü ðñüâëçìá áíôéóôïé÷åß
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ç ðéï ðÜíù äéáöïñéêÞ åîßóùóç êáé ðïý áêñéâþò ðáñïõóéÜæåôáé áõôü óôçí ÅðéóôÞìç ôïõ Ðïëéôé-
êïý Ìç÷áíéêïý; Ãéáôß èåùñåßôáé åíäéáöÝñïí ðñüâëçìá, ð.÷. óôéò ÅðéöáíåéáêÝò Èåìåëéþóåéò Þ óôç
ÓéäçñïäñïìéêÞ; (å:2) Ðþò áêñéâþò ðñïêýðôåé ìå öõóéêü ôñüðï óôç Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí ç ðéï
ðÜíù äéáöïñéêÞ åîßóùóç; Ðïéá åßíáé ç õðüèåóç ôïõ Winkler êáé ðïý ðÜó÷åé áõôÞ; ÅðéðëÝïí ðïý
Ý÷åé ãßíåé ãñáììéêïðïßçóç, þóôå íá ðñïêýðôïõí ïé ïìïëïãïõìÝíùò ìÜëëïí áðëÝò óõíáñôÞóåéò
v1(x) êáé v2(x); (óô:1) Ðþò ìðïñåß íá õðïëïãéóèåß ìå öõóéêü ôñüðï, äçëáäÞ óôçí ðñÜîç ôïõ Ðïëé-
ôéêïý Ìç÷áíéêïý, ç èåôéêÞ óôáèåñÜ â ðïõ åìöáíßæåôáé óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ðïõ Þäç âñÝèçêå
êáé óôéò ëýóåéò ôçò êáé ç ïðïßá èåùñÞèçêå ðéï ðÜíù ãíùóôÞ;

ÁÓÊÇÓÇ A40 (ÊåöÜëáéá Á5, Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí, Äïêïß åðß ÅëáóôéêÞò ÂÜóåùò): Åäþ èå-
ùñïýìå ôï ðñüâëçìá ôçò äïêïý åðß åëáóôéêÞò âÜóåùò (ð.÷. ìéá ðåäéëïäïêü Þ óéäçñïôñï÷éÜ ðïõ
óôçñßæåôáé ðÜíù óôï Ýäáöïò) ìå äõóêáìøßá ÅÉ êáé õðü êáôáíåìçìÝíç êÜèåôç öüñôéóç p(x). Ìå ôç
ãíùóôÞ õðüèåóç ôïõ Winkler (1867) ðñïêýðôåé ç åîÞò óõíÞèçò äéáöïñéêÞ åîßóùóç ãéá ôï âÝëïò
êÜìøåùò v(x) ôçò äïêïý: d4v(x)

dx4
+ 4â4v(x) = p(x)

EI
ìå ôï â ãíùóôÞ óõíïëéêÞ èåôéêÞ óôáèåñÜ. Ç áíôßóôïé÷ç ïìïãåíÞò äéáöïñéêÞ åîßóùóç Ý÷åé ôÝóóåñéò
ãñáììéêÜ áíåîÜñôçôåò ëýóåéò v1(x), v2(x), v3(x) êáé v4(x), äçëáäÞ Ýíá èåìåëéþäåò óýóôçìá Þ óýíïëï
ëýóåùí, ðïõ èåùñïýíôáé åäþ ãíùóôÝò. Ìå âÜóç ôéò ëýóåéò áõôÝò åäþ æçôåßôáé ç ÷ñÞóç ôçò ìåèü-
äïõ ôçò ìåôáâïëÞò ôùí ðáñáìÝôñùí óôç óõíçèéóìÝíç ìïñöÞ ôçò ãéá ôçí ðéï ðÜíù ìç ïìïãåíÞ
äéáöïñéêÞ åîßóùóç êáé óõãêåêñéìÝíá: (á:1) ç ìïñöÞ ôçò ëýóåùò ðïõ õðïôßèåôáé, (â:1) ç ðñþôç
ãñáììéêÞ áëãåâñéêÞ åîßóùóç ùò ðñïò ôéò ðáñáãþãïõò ôùí Üãíùóôùí ðáñáìÝôñùí, (ã:1) ç äåý-
ôåñç åîßóùóç, (ä:1) ç ôñßôç åîßóùóç êáé (å:2) ç ôÝôáñôç åîßóùóç. Óôç óõíÝ÷åéá æçôïýíôáé åðßóçò:
(óô:1) íá ãñáöåß ç ó÷åôéêÞ ïñßæïõóá ôåôÜñôçò ôÜîåùò êáé (æ:1) áðëÜ (÷ùñßò ôïí õðïëïãéóìüò ôçò)
íá åîçãçèåß ãéá ðïéï ëüãï áõôÞ åßíáé åäþ äéÜöïñç ôïõ ìçäåíüò.

ÁÓÊÇÓÇ A41 (ÊåöÜëáéo Á14, Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí: Äïêïß åðß ÅëáóôéêÞò ÂÜóåùò): Èåù-
ñïýìå ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôåôÜñôçò ôÜîåùò

v′′′′(x) + 4â4v(x) = 0 ìå ôï â ãíùóôÞ èåôéêÞ óôáèåñÜ

óôï ðñüâëçìá ôçò äïêïý åðß åëáóôéêÞò âÜóåùò ìå öüñôéóç ìüíï áðü êáìðôéêÝò ñïðÝò óôá Üêñá
ôçò x = 0 êáé x = L. Æçôïýíôáé: (á:4) Ìå ôç ìÝèïäï ôùí äõíáìïóåéñþí ãýñù áðü ôï Üêñï ôçò
x = 0 êáé õðï÷ñåùôéêÜ ìå ôç óõíå÷Þ ÷ñÞóç ôïõ óõìâüëïõ ôçò áèñïßóåùò

∑
(êáíÝíáò Üëëïò

ôñüðïò!) ç åýñåóç ôïõ ãåíéêïý áíáäñïìéêïý ôýðïõ ãéá ôïõò óõíôåëåóôÝò an ôçò äõíáìïóåéñÜò ãéá
ôç ãåíéêÞ ëýóç v(x). (â:2) Áðü ôï ãåíéêü áõôü ôýðï ïé óõíôåëåóôÝò a4, a5, a6 êáé a7 óå üóï âáèìü
åßíáé åöéêôü. (ã:1) Ðüóïé êáé ðïéïé áðü ôïõò óõíôåëåóôÝò an ðáñáìÝíïõí ôåëéêÜ áðñïóäéüñéóôïé;
(ä:1) Ðþò ó÷åôßæïíôáé áõôïß ìå ôéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò v(0), è(0), Ì(0) êáé Q(0) óôï ßäéï Üêñï x = 0;

ÁÓÊÇÓÇ A42 (ÊåöÜëáéï Á14, Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí: Äïêïß åðß ÅëáóôéêÞò ÂÜóåùò): Åäþ
èåùñïýìå ôçí êëáóéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôçò äïêïý åðß åëáóôéêÞò âÜóåùò (ð.÷. ðåäéëïäïêïý
Þ óéäçñïôñï÷éÜò ðÜíù óôï Ýäáöïò) ôçò ìïñöÞò (÷ùñßò êáôáíåìçìÝíç öüñôéóç)

d4v
dx4

+ Cv = 0

óýìöùíá ìå ôçí õðüèåóç ôïõ Winkler ìå v = v(x) ôï ó÷åôéêü âÝëïò êÜìøåùò (ôç âýèéóç) êáé ôï C
ãíùóôÞ èåôéêÞ óôáèåñÜ. Æçôïýíôáé: (á:1) Ðïéá áêñéâþò åßíáé ç âáóéêÞ õðüèåóç ôïõWinkler; Ðïéá
åðéðëÝïí õðüèåóç Ý÷åé ãßíåé Ýììåóá; (â:5) Ç åðßëõóç ôçò ìå ôç óõíçèéóìÝíç ìÝèïäï ôùí äõíáìï-
óåéñþí (ìå âÜóç ôï áñéóôåñü Üêñï ôçò äïêïý x = 0) êáé ìå ôïõò ôÝóóåñéò ðñþôïõò óõíôåëåóôÝò ak
(ìå k = 0, 1, 2, 3) ãíùóôÝò óôáèåñÝò ðïõ õðïëïãßæïíôáé áðü ôá õðïôéèÝìåíá ãíùóôÜ âÝëïò êÜì-
øåùò v0, óôñïöÞ (êëßóç) è0, êáìðôéêÞ ñïðÞ (Þ ñïðÞ êÜìøåùò) M0 êáé ôÝìíïõóá äýíáìç Q0 óôï
ßäéï Üêñï x = 0 ôçò äïêïý. Ï ó÷åôéêüò áíáäñïìéêüò ôýðïò ãéá ôïí ðñïóäéïñéóìü ôçò óôáèåñÜò ak
(ìå k ≥ 4) áñêåß. (ã:1) Ãéáôß áðáéôïýíôáé (áðü ìáèçìáôéêÞò áðüøåùò) êáé ïé ôÝóóåñéò áñ÷éêÝò
óõíèÞêåò ðïõ äüèçêáí; (ä:1) Ôé éó÷ýåé óõíÞèùò óôçí ðñÜîç ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý;
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A4.4. Óôýëïé, åëáóôéêÞ åõóôÜèåéá: ëõãéóìüò

ÁÓÊÇÓÇ A43 (ÊåöÜëáéá Á1, Á9, Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí: ÅëáóôéêÞ ÅõóôÜèåéá: Ëõãéóìüò): Åäþ
èåùñïýìå ôç óõíÜñôçóç

v(x) = A + Bx + C cos kx + D sin kx

ìå ôï k ãíùóôÞ ðáñÜìåôñï êáé ôá A, B, C êáé D ôÝóóåñéò áõèáßñåôåò óôáèåñÝò. Ç óõíÜñôçóç áõôÞ
ðáñéóôÜíåé ôï âÝëïò êÜìøåùò v(x) ñÜâäïõ (Þ óôýëïõ Þ õðïóôõëþìáôïò Þ êïëþíáò óå êáôáóêåõÞ)
õðü óõíèÞêåò áîïíéêÞò öïñôßóåùò P ðïõ Ý÷ïõí ðñïêáëÝóåé ôï áíåðéèýìçôï ãéá ôïí Ðïëéôéêü Ìç-
÷áíéêü öáéíüìåíï ôïõ ëõãéóìïý. Æçôïýíôáé: (á:2) Ï ó÷çìáôéóìüò ôçò ó÷åôéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþ-
óåùò (ìå áðáëïéöÞ ôùí ôåóóÜñùí óôáèåñþí A, B, C êáé D, ü÷é üìùò êáé ôçò ðáñáìÝôñïõ k) ÷ùñßò
ôç ÷ñÞóç ïñßæïõóáò. (â:4) Ôï ßäéï åñþôçìá ôþñá ìå ôç ÷ñÞóç êáôÜëëçëçò ïñßæïõóáò ðÝìðôçò
ôÜîåùò. (ã:2) Ìå ôç ÷ñÞóç Üëëçò êáôÜëëçëçò ïñßæïõóáò ç áðüäåéîç üôé ïé ôÝóóåñéò óõíáñôÞóåéò

v1(x) = 1, v2(x) = x, v3(x) = cos kx êáé v4(x) = sin kx

åßíáé ãñáììéêÜ áíåîÜñôçôåò. (Êáëü åßíáé íá ÷ñçóéìïðïéïýíôáé áðëÝò éäéüôçôåò ôùí ïñéæïõóþí!)

ÁÓÊÇÓÇ A44 (ÊåöÜëáéï Á9, Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí: ÅëáóôéêÞ ÅõóôÜèåéá, Ëõãéóìüò): Óôï
ðñüâëçìá ôïõ ëõãéóìïý óõíÞèïõò óôýëïõ (Þ ñÜâäïõ Þ õðïóôõëþìáôïò Þ êïëþíáò) åëÜ÷éóôçò
äõóêáìøßáò ÅÉ êáé õðü áîïíéêü èëéðôéêü öïñôßï P ðñïêýðôåé ôåëéêÜ ç ãåíéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç

v′′′′(x) + k2v′′(x) = 0 ìå ôç óôáèåñÜ k =
√

P
EI

,

ìå x ôç èÝóç êáé ìå v(x) ôçí êÜèåôç ìåôáôüðéóç ôùí óçìåßùí ôïõ óôýëïõ. Æçôïýíôáé: (á:3) Ç
ãåíéêÞ ëýóç ôçò ìå ôç ìÝèïäï ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò. (â:5) Ï Ýëåã÷ïò ôçò ãñáììéêÞò
áíåîáñôçóßáò ôùí óõíáñôÞóåùí ðïõ ðáñïõóéÜæïíôáé ó’ áõôÞí ìå ôïí õðïëïãéóìü ïñßæïõóáò.

ÁÓÊÇÓÇ A45 (ÊåöÜëáéo Á9, Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí: ÅëáóôéêÞ ÅõóôÜèåéá: Ëõãéóìüò): Óõíå÷ß-
æïõìå ôçí ðñïçãïýìåíç Üóêçóç. Åäþ æçôïýíôáé: (á:5) ÅéäéêÜ ãéá áìöéáñèñùôü óôýëï (ìå áñèñþ-
óåéò êáé óôá äýï Üêñá ôïõ x = 0 êáé x = L) ç åýñåóç ôïõ ó÷åôéêïý êñßóéìïõ öïñôßïõ ëõãéóìïý Pcr.
(â:1) Ï Ýëåã÷ïò ôïõ ôýðïõ ï ïðïßïò âñÝèçêå ìüíï áðü áðüøåùò ìïíÜäùí. (ã:2) Èåùñïýìå ôþñá
óôýëï äåäïìÝíïõ ìÞêïõò L = L0, ôåôñáãùíéêÞò äéáôïìÞò ðëåõñÜò a ìå ãíùóôÞ ñïðÞ áäñáíåßáò
I = a4/12, áðü ãíùóôü ãñáììéêÜ åëáóôéêü õëéêü ìÝôñïõ åëáóôéêüôçôáò E = E0 êáé ìå êáôáðüíçóç
áðü èëéðôéêü öïñôßï P ðïõ äåí îåðåñíÜåé ôçí ôéìÞ P0, äçëáäÞ 0 < P ≤ P0. Õð’ áõôÝò ôéò óõíèÞêåò
ðïéá áêñéâþò áíéóüôçôá ðñÝðåé íá åðáëçèåýåôáé áðü ôçí ðëåõñÜ a ôçò ôåôñáãùíéêÞò äéáôïìÞò
ôïõ óôýëïõ, Ýôóé þóôå íá ìç ìðïñåß íá ðáñïõóéáóèåß ó’ áõôüí ôï öáéíüìåíï ôïõ ëõãéóìïý;

ÁÓÊÇÓÇ A46 (ÊåöÜëáéáÁ9, Á10,Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí: ÅëáóôéêÞ ÅõóôÜèåéá: Ëõãéóìüò): Óôï
ðñüâëçìá ôïõ ëõãéóìïý óõíÞèïõò óôýëïõ (Þ ñÜâäïõ Þ õðïóôõëþìáôïò) åëÜ÷éóôçò äõóêáìøßáò ÅÉ
êáé õðü áîïíéêü èëéðôéêü öïñôßï P ðñïêýðôåé ôåëéêÜ ç ãåíéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç

v′′′′(x) + k2v′′(x) = 0 ìå ôç óôáèåñÜ k =
√

P
EI

,

ìå x ôç èÝóç êáé ìå v(x) ôçí êÜèåôç ìåôáôüðéóç ôùí óçìåßùí ôïõ óôýëïõ. Æçôïýíôáé: (á:1) ÅéäéêÜ
ãéá Üñèñùóç óôï êÜôù Üêñï x = 0 ôïõ óôýëïõ (üìùò ìå ìç êáèïñéóìÝíç ôç óôÞñéîç óôï ðÜíù
Üêñï ôïõ x = L) ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace V (s) ôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò v(x) ìå ðáñïýóåò
ó’ áõôüí ôéò äýï ìç êáèïñéóìÝíåò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò ãéá x = 0 ðïõ õðïëåßðïíôáé. (â:3) Ìå ÷ñÞóç
ôïõ áëãåâñéêïý ôýðïõ 1

s2(s2 + k2)
= 1

k2s2
− 1

k2(s2 + k2)

ç ëýóç v(x) ôçò ðéï ðÜíù äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò. (ÅðáíáëáìâÜíåôáé üôé Ý÷åé õðïôåèåß Üñèñùóç
óôï êÜôù Üêñï x = 0 ôïõ óôýëïõ.) (ã:1) Ðüóåò óôáèåñÝò ðåñéëáìâÜíåé êáé ãéáôß; (ä:1) Ç åðáëÞ-
èåõóç ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò áðü ôç ëýóç áõôÞ. (å:1) Ç åðáëÞèåõóç ôùí óõíèçêþí áñèñþ-
óåùò óôï êÜôù Üêñï x = 0 ôïõ óôýëïõ. (óô:1) ÁðëÜ ç ëåðôïìåñÞò êáôáãñáöÞ üëùí ôùí áðü
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öõóéêÞò áðüøåùò áðïäåêôþí óõíçèéóìÝíùí óõíïñéáêþí óõíèçêþí óôï ðÜíù Üêñï x = L ôïõ
óôýëïõ (äýï ðåñéðôþóåéò!).

ÁÓÊÇÓÇ A47 (ÊåöÜëáéá Á5, Á9, Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí: ÅëáóôéêÞ ÅõóôÜèåéá: Ëõãéóìüò):
Óõíå÷ßæïõìå ôçí ðñïçãïýìåíç Üóêçóç. Æçôïýíôáé åðßóçò: (á:2) Ìå ôç ìÝèïäï ôçò åêèåôéêÞò áíôé-
êáôáóôÜóåùò ç ãåíéêÞ ëýóç vg(x) ôçò ó÷åôéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò. (â:2) ÅéäéêÜ ãéá áìöéáñ-
èñùôü óôýëï ìÞêïõò L (Üñèñùóç--êýëéóç óôá äýï Üêñá ôïõ x = 0 êáé x = L) ç ïñßæïõóá ôåôÜñôçò
ôÜîåùò Dt ãéá ôéò ó÷åôéêÝò éäéïôéìÝò kn ôïõ ðáñüíôïò ðñïâëÞìáôïò óõíïñéáêþí ôéìþí. (ã:2) Ï
õðïëïãéóìüò ôùí éäéïôéìþí kn. (ä:2) ÔÝëïò ï õðïëïãéóìüò ôïõ êñßóéìïõ öïñôßïõ ëõãéóìïý Pcr.

ÁÓÊÇÓÇ A48 (ÊåöÜëáéï Á14, Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí: ÅëáóôéêÞ ÅõóôÜèåéá: Ëõãéóìüò): Óõíå÷ß-
æïõìå ôéò äýï ðñïçãïýìåíåò áóêÞóåéò. Æçôïýíôáé åðßóçò: (á:6) Ìå ôç ìÝèïäï ôùí äõíáìïóåéñþí
ãýñù óôï êÜôù Üêñï x = 0 ôïõ óôýëïõ êáé õðï÷ñåùôéêÜ ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ óõìâüëïõ ôçò áèñïß-
óåùò

∑
ç ãåíéêÞ ëýóç vg(x) ôçò ó÷åôéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (÷ùñßò áñ÷éêÝò Þ óõíïñéáêÝò

óõíèÞêåò) ìå ðëÞñç åýñåóç ôïõ áíáäñïìéêïý ôýðïõ ðïõ äßíåé ôïõò óõíôåëåóôÝò an ôçò äõíáìï-
óåéñÜò. (â:2) Ðüóïé óõíôåëåóôÝò Ý÷ïõí ðáñáìåßíåé ôåëéêÜ áðñïóäéüñéóôïé (áõèáßñåôïé), þóôå íá
ðñïóäéïñéóèïýí áðü ôéò óõíèÞêåò ôïõ ðñïâëÞìáôïò; (Íá äïèïýí êáé ëåðôïìåñåßò åðåîçãÞóåéò.)

ÁÓÊÇÓÇ A49 (ÊåöÜëáéá Á2, Á9, Á10, Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí: ÅëáóôéêÞ ÅõóôÜèåéá: Ëõãéóìüò):
Èåùñïýìå ôï êëáóéêü ðñüâëçìá ôïõ ëõãéóìïý áìöéáñèñùôïý óôýëïõ (Þ õðïóôõëþìáôïò Þ áðëÜ
ñÜâäïõ) ýøïõò L (ìå 0 ≤ x ≤ L) êáé äõóêáìøßáò EI ãéá ôï ëõãéóìü. Óôïí áìöéáñèñùôü áõôü
óôýëï åöáñìüæåôáé èëéðôéêü áîïíéêü öïñôßï P (ìå P > 0). Óôï ðñüâëçìá áõôü ëõãéóìïý éó÷ýåé
ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç

v′′(x) + k2v(x) = 0 ìå ôç óôáèåñÜ k =
√

P
EI

ãéá ôï âÝëïò êÜìøåùò (ôçí êÜèåôç ìåôáôüðéóç ôùí óçìåßùí) ôïõ óôýëïõ. Æçôïýíôáé: (á:1) Ìå
âÜóç ó÷åôéêü ó÷Þìá íá áðïäåé÷èåß ç éó÷ýò ôçò äéáöïñéêÞò áõôÞò åîéóþóåùò. (Ç ó÷åôéêÞ åîß-
óùóç ãéá ôçí êÜìøç óõíÞèïõò äïêïý èåùñåßôáé ãíùóôÞ!) (â:1) Ìå áõèáßñåôåò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò
v(0) = v0 êáé v′(0) = è0 óôï êÜôù Üêñï x = 0 ôïõ óôýëïõ êáé õðï÷ñåùôéêÜ ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ìåôá-
ó÷çìáôéóìïý Laplace íá âñåèåß ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace Vg(s) ôçò ãåíéêÞò ëýóåùò vg(x) ôçò ðéï
ðÜíù äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò êáé óôç óõíÝ÷åéá (ã:1) êáé ç ßäéá ç ãåíéêÞ áõôÞ ëýóç vg(x). (ä:1) Ìå
ôç âïÞèåéá ìüíï ôùí äýï ãåùìåôñéêþí (êéíçìáôéêþí) óõíïñéáêþí óõíèçêþí óôá äýï Üêñá ôïõ
óôýëïõ x = 0 êáé x = L íá ðñïóäéïñéóèåß ç ëýóç vp(x) ôïõ ó÷åôéêïý ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêþí ôéìþí
óå ðåñßðôùóç ëõãéóìïý ôïõ óôýëïõ. (å:1) Íá ãßíåé ç ðëÞñçò åðáëÞèåõóç ôçò ëýóåùò áõôÞò vp(x).
(óô:1) Íá ðñïóäéïñéóèïýí ôá öïñôßá ëõãéóìïý Pn (n = 1, 2, . . . ) ôïõ áìöéáñèñùôïý óôýëïõ êáé
åéäéêüôåñá ôï êñßóéìï öïñôßï ëõãéóìïý P1 = Pcr; (æ:1) Ðïéá åßíáé ôá áíôßóôïé÷á ó÷Þìáôá vn(x) ôïõ
óôýëïõ ðïõ ëýãéóå, ôá ïðïßá êáëïýíôáé êáé êáíïíéêÝò ìïñöÝò ëõãéóìïý (Þ éäéïìïñöÝò ëõãéóìïý);
(ç:1) Íáó÷åäéáóèïýíðñü÷åéñá (óå ÷ùñéóôÜ ó÷Þìáôá, áëëÜ ôï Ýíá äßðëá óôï Üëëï) ïé ôñåéò ðñþôåò
êáíïíéêÝò ìïñöÝò ëõãéóìïý (Þ éäéïìïñöÝò ëõãéóìïý).

ÁÓÊÇÓÇ A50 (ÊåöÜëáéá Á2, Á9, Á10, Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí: ÅëáóôéêÞ ÅõóôÜèåéá: Ëõãéóìüò):
Óå ìéá êáôáóêåõÞ èåùñïýìå áìöéáñèñùôü óôýëï (Þ ñÜâäï Þ õðïóôýëùìá Þ êïëþíá) ìÞêïõò L (ìå
0 ≤ x ≤ L) ôåôñáãùíéêÞò äéáôïìÞò ðëåõñÜò a êáé ôåëéêÜ äõóêáìøßáò EI. Ç öüñôéóç ôïõ óôýëïõ P
åßíáé áîïíéêÞ êáé èëéðôéêÞ. Ãéá ôçí åãêÜñóéá (ôçí êÜèåôç óôï óôýëï) ìåôáôüðéóç v(x) ôùí óçìåßùí x
ôïõ óôýëïõ ìåôÜ áðü ëõãéóìü ôïõ ðñïêýðôåé ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç

d2v(x)
dx2

+ k2v(x) = 0

ìå ôï k êáôÜëëçëç èåôéêÞ óôáèåñÜ. Æçôïýíôáé: (á:1) Ç åýñåóç ôçò äéáöïñéêÞò áõôÞò åîéóþóåùò
ìå âÜóç ôçí áíôßóôïé÷ç åîßóùóç ãéá äïêü. (â:1) Ç åýñåóç ôùí óõíïñéáêþí óõíèçêþí ðïõ éó÷ýïõí.
(ã:1) Ìå ðáñÜìåôñï (áõèáßñåôç óôáèåñÜ) ôç ãùíßá êëßóåùò (ôç óôñïöÞ) è0 óôç âÜóç x = 0 ôïõ
áìöéáñèñùôïý óôýëïõ êáé ìå ôç ÷ñÞóç ôçò ìåèüäïõ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace ç åýñåóç ôçò
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ëýóåùò v(x) ôïõ ðáñüíôïò ðñïâëÞìáôïò óõíïñéáêþí ôéìþí. (ä:1) Ç åýñåóç ôùí éäéïôéìþí kn ôçò
ðáñáìÝôñïõ k óå ðåñßðôùóç ëõãéóìïý êáé áðü áõôÝò (å:1) ç åýñåóç ôùí áíôßóôïé÷ùí öïñôßùí
ëõãéóìïý Pn ìå Ýëåã÷ï ìïíÜäùí óôï ó÷åôéêü ôýðï êáé (óô:1) ôùí ó÷åôéêþí éäéïìïñöþí vn(x) ëõ-
ãéóìïý ôïõ óôýëïõ. (æ:1) Ðïéï åßíáé ôï êñßóéìï öïñôßï ëõãéóìïý Pcr êáé ãéá ðïéï áêñéâþò ëüãï
ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò ðåñéïñßæåé óõíÞèùò ôçí ðñïóï÷Þ ôïõ ìüíï ó’ áõôü; (ç:1) ÔÝëïò óå ìéá óõ-
ãêåêñéìÝíç êáôáóêåõÞ (ð.÷. óå ìéá ìåôáëëéêÞ êáôáóêåõÞ) åßíáé ãíùóôü ôï ìÞêïò L åíüò óôýëïõ, ôï
ìÝôñï åëáóôéêüôçôáò Å ôïõ éóüôñïðïõ êáé ãñáììéêÜ åëáóôéêïý õëéêïý ôïõ êáé ôï ìÝãéóôï öïñôßï P
ìå ôï ïðïßï èá êáôáðïíçèåß. Ãéá ôç ñïðÞ áäñáíåßáò É ôçò ôåôñáãùíéêÞò äéáôïìÞò ðëåõñÜò a ôïõ
óôýëïõ éó÷ýåé ï ãíùóôüò ôýðïò: I = a4/12. ÅÜí ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò óôç ìåëÝôç ôïõ óôýëïõ
èÝëåé íá Ý÷åé óõíôåëåóôÞ áóöáëåßáò 50%, äçëáäÞ íá êÜíåé ôïí õðïëïãéóìü ôïõ ìå ôï êáôÜ ðïëý
ìåãáëýôåñï ìÝãéóôï öïñôßï P + (P/ 2) = 3P/ 2, ðüóç ðñÝðåé íá åßíáé ç ðëåõñÜ a ôçò ôåôñáãùíéêÞò
äéáôïìÞò ôïõ óôýëïõ;

ÁÓÊÇÓÇ A51 (ÊåöÜëáéá Á5, Á9, Á10, Á11, Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí: ÅëáóôéêÞ ÅõóôÜèåéá: Ëõ-
ãéóìüò): Óôç Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí èåùñïýìå ôï êëáóéêü ðñüâëçìá ôïõ ëõãéóìïý êáôáêüñõöçò
ñÜâäïõ (Þ óôýëïõ Þ õðïóôõëþìáôïò éäßùò ãéá ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü óôéò êáôáóêåõÝò Þ áðëÜ
êïëþíáò) ìÞêïõò L êáé õðü ôçí åðßäñáóç áîïíéêïý (êáé èëéðôéêïý öõóéêÜ, áóöáëþò ü÷é åöåëêõ-
óôéêïý óå öáéíüìåíï ëõãéóìïý) öïñôßïõ P êáôÜ ìÞêïò ôçò ñÜâäïõ. Ç ñÜâäïò õðïôßèåôáé üôé åßíáé
ðáêôùìÝíç óôï êÜôù Üêñï ôçò x = 0 êáé áñèñùìÝíç óôï ðÜíù Üêñï ôçò x = L. Ç Üñèñùóç üìùò
Ý÷åé ãßíåé ìå ôÝôïéïí ôñüðï ðïõ íá åðéôñÝðåé ôç ìéêñÞ êáôáêüñõöç êßíçóç ôçò ñÜâäïõ, áëëéþò äå
ìðïñåß íá õðÜñîåé ëõãéóìüò. Óôçí Üñèñùóç áõôÞ äçìéïõñãåßôáé áíôßäñáóç R êÜèåôç ðñïò ôïí
Üîïíá ôçò ñÜâäïõ ðïõ äñá åðßóçò ðÜíù óôç ñÜâäï óôï ðÜíù Üêñï ôçò x = L ðÝñá áðü ôï áîï-
íéêü öïñôßï P. Ìå ôçí õðüèåóç üôé ç ñÜâäïò Ý÷åé ëõãßóåé, Ý÷åé äçëáäÞ Þäç õðÜñîåé âÝëïò êÜìøåùò
v = v(x) êáôÜ ìÞêïò ôçò (ìå 0 ≤ x ≤ L) ç ó÷åôéêÞ êáìðôéêÞ ñïðÞ (Þ ñïðÞ êÜìøåùò) M = M(x)
äßíåôáé áðü ôï ëßãï--ðïëý êáôáíïçôü áðü ôçí Ôå÷íéêÞ Ìç÷áíéêÞ ôýðï

M(x) = Pv(x) − R(L − x)

ìå ôï ðñþôï ãéíüìåíï Pv(x) íá äçëþíåé ôçí êáìðôéêÞ ñïðÞ ðïõ ïöåßëåôáé óôï áîïíéêü èëéðôéêü
öïñôßï P êáé ôï äåýôåñï ãéíüìåíï, R(L − x) íá äçëþíåé ôçí êáìðôéêÞ ñïðÞ ðïõ ïöåßëåôáé óôï
åãêÜñóéï öïñôßï R. ËáìâÜíïõìå õðüøç üôé ôï âÝëïò êÜìøåùò v = v(x) ôçò ñÜâäïõ ðïõ ëýãéóå
ðëçñïß ôçí äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôçò êÜìøåùò

EI
d2v(x)
dx2

= −M(x) ìå 0 ≤ x ≤ L

ìå EI ôçí åëÜ÷éóôç äõóêáìøßá ôçò ñÜâäïõ (ãéíüìåíï ôïõ ìÝôñïõ åëáóôéêüôçôáò E ôïõ õëéêïý ôçò åðß
ôçí åëá÷ßóôç ñïðÞ áäñáíåßáò I ôçò äéáôïìÞò ôçò ùò ðñïò ôïí ïõäÝôåñï Üîïíá óôçí êÜìøç). ¸ôóé
äéáðéóôþíïõìå Üìåóá (ìå ÷ñÞóç ôçò åêöñÜóåùò ôçò êáìðôéêÞò ñïðÞòM(x) ðïõ ðñïáíáöÝñèçêå)
ôçí éó÷ý óôï ðáñüí ðñüâëçìá ëõãéóìïý ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò

EI
d2v(x)
dx2

= −Pv(x) + R(L − x) ìå 0 ≤ x ≤ L.

ÁõôÞ ìÜëéóôá ìå ôçí åéóáãùãÞ êáé ôùí âïçèçôéêþí óõìâüëùí (óôáèåñþí)

k =
√

P
EI

êáé r = R
P

ìðïñåß íá ãñáöåß êáé óôçí áêüìç áðëïýóôåñç ìïñöÞ

d2v(x)
dx2

+ k2v(x) = rk2(L − x) ìå 0 ≤ x ≤ L.

Õðü ôéò ðáñïýóåò óõíèÞêåò æçôïýíôáé: (á:2) Ç ãåíéêÞ ëýóç vg(x) ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò
õðï÷ñåùôéêÜ ìå ôç ìÝèïäï ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò (ðïõ ïäçãåß óôç ÷áñáêôçñéóôéêÞ åîß-
óùóç) êáé ôùí ðñïóäéïñéóôÝùí óõíôåëåóôþí (óå ðñáãìáôéêÞ ìïñöÞ öõóéêÜ). (â:1) Ìå âÜóç ôç
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ãåíéêÞ ëýóç vg(x) ôïõ ðñïçãïõìÝíïõ åñùôÞìáôïò æçôåßôáé êáé ç ìåñéêÞ ëýóç (Þ åéäéêÞ ëýóç) vp(x)
ëáìâÜíïíôáò õðüøç êáé ôéò äýï óõíèÞêåò ðáêôþóåùò (ìçäåíéêü âÝëïò êÜìøåùò êáé êëßóç) óôï
êÜôù Üêñï x = 0 ôçò ðáñïýóáò ñÜâäïõ. (ã:2) Æçôåßôáé åðßóçò êáé ç êáôåõèåßáí åýñåóç ôçò ìå-
ñéêÞò áõôÞò ëýóåùò vp(x) ôþñá ÷ùñßò ôç ÷ñÞóç ôçò ãåíéêÞò ëýóåùò vg(x) áëëÜ ìå ôç ÷ñÞóç ôçò
ìåèüäïõ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace. (ä:1) Æçôåßôáé êáé ç ðëÞñçò åðáëÞèåõóç ôçò ìåñéêÞò áõôÞò
ëýóåùò. (å:1) Óôç ìåñéêÞ ëýóç vp(x) ðïõ Þäç âñÝèçêå æçôåßôáé ôþñá íá «ðñïóôåèåß» (äåí ðñüêåé-
ôáé áóöáëþò ãéá áñéèìçôéêÞ ðñüóèåóç!) êáé ç óõíïñéáêÞ óõíèÞêç v(L) = 0 óôï ðÜíù Üêñï ôçò
ñÜâäïõ x = L ðïõ ëýãéóå. Ç óõíèÞêç áõôÞ (åðßóçò ãåùìåôñéêÞò öýóåùò, áêñéâþò üðùò êáé ïé
óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò óôï êÜôù Üêñï ôçò ñÜâäïõ x = 0) åßíáé ðñïöáíÞò åîáéôßáò ôçò áñèñþóåùò
óôï Üêñï áõôü. (óô:3) Õðïôßèåôáé ôþñá üôé äåí ðñïêýðôåé ç ôåôñéììÝíç, ç ìçäåíéêÞ ëýóç vp(x) ≡ 0
óôï ðáñüí ðñüâëçìá óõíïñéáêþí óõíèçêþí êÜôé, ôçí ôåôñéììÝíç ìçäåíéêÞ ëýóç, ðïõ åý÷åôáé íá
éó÷ýåé ðÜíôïôå ï êÜèå Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò óôá õðïóôõëþìáôá ôùí êáôáóêåõþí ôïõ. Êáé ôï
åý÷åôáé óßãïõñá, áöïý ç ëýóç áõôÞ õðïäçëþíåé üôé ç ñÜâäïò, ôï õðïóôýëùìá Üíèåîå ôï èëéðôéêü
áîïíéêü öïñôßï P ÷ùñßò íá ëõãßóåé! Ôþñá óôçí áíåðéèýìçôç ðåñßðôùóç ôïõ ëõãéóìïý æçôåßôáé íá
áðïäåé÷èåß üôé èá ðñÝðåé íá éó÷ýåé ç óôïé÷åéþäçò õðåñâáôéêÞ åîßóùóç

tan u = u ìå u = kL

ðïõ äå äéáèÝôåé áóöáëþò êëåéóôÝò åêöñÜóåéò ôùí Üðåéñùí ñéæþí ôçò. Ç ðñþôç (ç ìéêñüôåñç)
èåôéêÞ ñßæá ôçò åîéóþóåùò áõôÞò åßíáé (ðñïóåããéóôéêÜ) ç ñßæá

u1 ≈ 4.4934094579.

(óô:2) Ìå âÜóç ôç ñßæá áõôÞ u1 íá áðïäåé÷èåß üôé ôï ðñþôï (ôï ìéêñüôåñï) êñßóéìï öïñôßïõ
ëõãéóìïý Pcr ôçò ñÜâäïõ äßíåôáé áðü ôïí ðñïóåããéóôéêü ôýðï

Pcr ≈ 20.1907285564 ÅÉ
L2

≈ ð2EI
(0.6991556596 L)2

≈ ð2EI
(0.7L)2

.

ÁõôÞ åßíáé ç ìïñöÞ ôïõ ôýðïõ ôïõ Euler ãéá ôï ðñþôï (ôï ìéêñüôåñï) êñßóéìï öïñôßï ëõãéóìïý Pcr
õðü ôéò ðáñïýóåò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò óôá Üêñá ôçò ñÜâäïõ.

Áò óçìåéùèåß åðßóçò üôé ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò åíäéáöÝñåôáé ó÷åäüí ðÜíôïôå ìüíï ãéá ôï
ðñþôï êñßóéìï öïñôßï ëõãéóìïý Pcr óôç ñÜâäï ôïõ (óõíÞèùò Ýíá õðïóôýëùìá óå êáôáóêåõÞ
ðïõ ìåëåôÜåé Þ áðëÜ ôçí Ý÷åé õðáñêôÞ ìðñïóôÜ ôïõ), ãéáôß, üôáí ç ñÜâäïò ëõãßóåé ìå ôï ðñþôï
áõôü êñßóéìï öïñôßï ëõãéóìïý Pcr, äåí Ý÷åé êáíÝíá áðïëýôùò íüçìá íá ìåëåôçèåß ôï ôé èá ãßíåé
ìå ôá åðüìåíá (êáé áóöáëþò ìåãáëýôåñá) êñßóéìá öïñôßá ëõãéóìïý Pcr, j (ìå j ≥ 2). Ôïíßæåôáé
åðßóçò üôé ç ðéï ðÜíù äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôçò êÜìøåùò ñÜâäïõ åßíáé ðñïóåããéóôéêÞ ëüãù ôçò
ãñáììéêïðïéÞóåùò ðïõ Ýãéíå óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôçò êÜìøåùò ùò ðñïò ôçí õðåéóåñ÷üìåíç
êáìðõëüôçôá ê ôçò ñÜâäïõ èÝôïíôáò ó’ áõôÞ v′ 2(x) ≈ 0. ÅðïìÝíùò ç áêñßâåéÜ ôçò åßíáé ðïëý
÷áìçëÞ ãéá ëõãéóìü ìå ôá áíþôåñá (ðÝñá áðü ôï ðñþôï) êñßóéìá öïñôßá ëõãéóìïý Pcr, j (ìå j ≥ 2).
Ç áíôßóôïé÷ç ìç ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç, ðïõ äåí áöïñÜ âÝâáéá óôçí ðáñïýóá Üóêçóç,
ïäçãåß óå ðïëý áêñéâÝóôåñá áðïôåëÝóìáôá êáé ôï áêñéâÝò ó÷Þìá ôçò ñÜâäïõ ðïõ ëõãßæåé (üëï êáé
ðåñéóóüôåñï êáèþòáõîÜíåôáé ôïöïñôßï P) êáëåßôáé elastica. Ôïðñüâëçìáôçò elasticaìåëåôÞèçêå
ãéá ðñþôç öïñÜ áðü ôïí Euler êáé ìåôÜ áðü ôï Lagrange êé åßíáé êëáóéêü óôçÌç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí
êáé êÜôé ðïõ ðñÝðåé áóöáëþò íá ãíùñßæåé áðü ôéò óðïõäÝò ôïõ ï êÜèå Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò.

ÁÓÊÇÓÇ A52 (ÊåöÜëáéá Á9, A10, A11, Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí: ÅëáóôéêÞ ÅõóôÜèåéá: Ëõãé-
óìüò): Óõíå÷ßæïõìå ôçí ðñïçãïýìåíç Üóêçóç. Ç ñÜâäïò õðïôßèåôáé êáé ðÜëé ðáêôùìÝíç óôï
êÜôù Üêñï ôçò x = 0 êáé áñèñùìÝíç óôï ðÜíù Üêñï ôçò x = L êáé åðßóçò üôé Ý÷åé Þäç ëõãßóåé.
Ðáñáãùãßæïíôáò äýï öïñÝò ôçí ôåëéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç äåõôÝñáò ôÜîåùò

d2v(x)
dx2

+ k2v(x) = rk2(L − x) ìå 0 ≤ x ≤ L,
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âñßóêïõìå áìÝóùò ôçí áíôßóôïé÷ç ïìïãåíÞ åîßóùóç ôåôÜñôçò ôÜîåùò

d4v(x)
dx4

+ k2 d2v(x)
dx2

= 0 ìå 0 ≤ x ≤ L.

Õðü ôéò ðáñïýóåò óõíèÞêåò æçôïýíôáé: (á:3) Ç åí ìÝñåé (ü÷é ðëÞñùò) ìåñéêÞ ëýóç vh(x) ôçò
áìÝóùò ðéï ðÜíù äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ôåôÜñôçò ôÜîåùò ðïõ íá óõìðåñéëáìâÜíåé ìÜëéóôá ôéò
äýï óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò ðáêôþóåùò óôï êÜôù Üêñï x = 0 ôçò ðáñïýóáò ìïíüðáêôçò (ìéá ðÜ-
êôùóç ìüíï) ñÜâäïõ, åäþ õðï÷ñåùôéêÜ ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace. (Áðáéôåßôáé
êáé ìéá åýêïëç áíÜëõóç óå áðëÜ êëÜóìáôá.) Ðüóåò áõèáßñåôåò óôáèåñÝò ðåñéëáìâÜíåé ç ëýóç
áõôÞ; (â:1) Ç åðáëÞèåõóç ôçò éó÷ýïò ôçò ëýóåùò vh(x) ðïõ âñÝèçêå ùò ðñïò ôç äéáöïñéêÞ åîß-
óùóç êáé ôéò äýï óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò óôçí èÝóç ðáêôþóåùò x = 0 ôçò ìüíïðáêôçò ñÜâäïõ ðïõ
åîåôÜæïõìå. (ã:1) Óôç ëýóç vh(x) ðïõ Þäç âñÝèçêå æçôåßôáé ôþñá íá «ðñïóôåèïýí» (äåí ðñüêåéôáé
áóöáëþò ãéá áñéèìçôéêÞ ðñüóèåóç!) êáé ïé äýï óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò óôï ðÜíù Üêñï x = L ôçò
ñÜâäïõ ðïõ ëýãéóå. Ëüãù ôçò áñèñþóåùò áõôÝò áöïñïýí óôï ìçäåíéóìü ôïõ âÝëïõò êÜìøåùò
v(L) êáé ôçò áíôßóôïé÷çò êáìðôéêÞò ñïðÞò (Þ ñïðÞò êÜìøåùò) M(L). (ä:3) Åöüóïí äåí ðñïêýðôåé
ç ôåôñéììÝíç, ç ìçäåíéêÞ ëýóç vp(x) = 0, æçôåßôáé íá áðïäåé÷èåß üôé óå ðåñßðôùóç ëõãéóìïý èá
ðñÝðåé íá éó÷ýåé ç óôïé÷åéþäçò õðåñâáôéêÞ åîßóùóç

tan u = u ìå u = kL.

Ôï áðïôÝëåóìááõôü åßíáé óåðëÞñçóõìöùíßá ìå ôïáíôßóôïé÷ï áðïôÝëåóìá ôçòðñïçãïýìåíçò
áóêÞóåùò, áëë’ åäþ Ý÷åé âñåèåß ìå Ýíáí åíôåëþò äéáöïñåôéêü ôñüðï: ïìïãåíÞò äéáöïñéêÞ åîßóùóç
ôåôÜñôçò ôÜîåùò êáé ÷ñÞóç ôçò ìåèüäïõ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace.

ÁÓÊÇÓÇ A53 (ÊåöÜëáéá Á5, Á19, Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí: ÅëáóôéêÞ ÅõóôÜèåéá: Ëõãéóìüò): Óå
óõíÞèç êõêëéêü óôýëï (õðïóôýëùìá, êïëþíá Þ áðëïýóôåñá ñÜâäï) ìÞêïõò L (ìå 0 ≤ x ≤ L) êáé
äõóêáìøßáò EI ðáêôùìÝíï óôï êÜôù Üêñï ôïõ x = 0 êáé ìå åëåýèåñï ôï ðÜíù Üêñï ôïõ x = L
áóêåßôáé óôï ðÜíù, óôï åëåýèåñï Üêñï êáôÜëëçëá õøçëü èëéðôéêü öïñôßï P ðïõ ðñïêáëåß (äõ-
óôõ÷þò!) ôï ëõãéóìü ôïõ óôýëïõ. Åäþ èá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç ó÷åôéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç äåõôÝñáò
ôÜîåùò ôçò ìïñöÞò

v′′(x) + k2v(x) = Pä
EI

ìå k =
√

P
EI

ìå Üãíùóôç óõíÜñôçóç ôï âÝëïò êÜìøåùò v = v(x) (åîáéôßáò ôïõ ëõãéóìïý) êáé ä ôï âÝëïò êÜìøåùò
óôï ðÜíù Üêñï ôïõ óôýëïõ: ä = v(L), ðïõ èåùñåßôáé (ôï ä) ãíùóôÞ ðïóüôçôá. Éó÷ýïõí åðßóçò
ïé ãíùóôÝò äýï óõíèÞêåò ðáêôþóåùò: v(0) = v′(0) = 0 óôï êÜôù Üêñï ôïõ óôýëïõ x = 0,
óôï ðáêôùìÝíï Üêñï. Æçôïýíôáé: (á:2) Ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò äïèåßóáò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìáæß
ìå ôéò äýï óõíèÞêåò ðáêôþóåùò (ìüíï áõôÝò!) õðï÷ñåùôéêÜ óå ôñéãùíïìåôñéêÞ ìïñöÞ. (â:1) Ç
ðëÞñçò åðáëÞèåõóç ôçò ëýóåùò ðïõ âñÝèçêå (êáé äéáöïñéêÞ åîßóùóç êáé óõíèÞêåò ðáêôþóåùò!).
(ã:1) Áðü ôç ëýóç v(x) ðïõ âñÝèçêå ï õðïëïãéóìüò ôçò ðïóüôçôáò v(L) êáé ç åîßóùóÞ ôïõ ìå ä:
v(L) = ä, üðùò Þäç áíáöÝñèçêå. (ä:3) Ôþñá áðü ôï áðïôÝëåóìá ôïõ ðñïçãïýìåíïõ åñùôÞìáôïò
ï õðïëïãéóìüò ôïõ (âáóéêïý, ôïõ ðñþôïõ) êñßóéìïõ öïñôßïõ ëõãéóìïý Pcr ðïõ ðñïêÜëåóå ôï
ëõãéóìü ôïõ óôýëïõ ðïõ åîåôÜóáìå êáé åßíáé êáé ôï ìüíï ðïõ åíäéáöÝñåé ðñáêôéêÜ ôïí Ðïëéôéêü
Ìç÷áíéêü. (å:1) Ìå äéðëáóéáóìü ôïõ ìÞêïõò L ôïõ óôýëïõ ôé áêñéâþò èá óõìâåß ìå ôï êñßóéìï
öïñôßï ëõãéóìïý ôïõ Pcr; Ìå õðïäéðëáóéáóìü ôïõ ìÞêïõò L;

ÁÓÊÇÓÇ A54 (ÊåöÜëáéá Á2, A5, A9, Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí: ÅëáóôéêÞ ÅõóôÜèåéá: Ëõãéóìüò):
Èåùñïýìå åäþ ôï êëáóéêü ðñüâëçìá ôïõ ëõãéóìïý óôýëïõ (Þ õðïóôõëþìáôïò Þ êïëþíáò Þ áðëÜ
ñÜâäïõ) êõêëéêÞò äéáôïìÞò, ìÞêïõò L, äõóêáìøßáò ÅÉ êáé õðü èëéðôéêü öïñôßï P. Æçôïýíôáé:
(á:1) Èåùñþíôáò óõíÞèç äïêü äõóêáìøßáò ÅÉ êáé ìå êáìðôéêÞ ñïðÞ (Þ ñïðÞ êÜìøåùò) M(x), êá-
ôåõèåßáí ðïéá åßíáé ç ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç äåõôÝñáò ôÜîåùò ùò ðñïò ôï âÝëïò êÜìøåùò
v(x); Áðü áõôÞí ðïéåò åßíáé ïé áíôßóôïé÷åò åîéóþóåéò ôñßôçò êáé ôåôÜñôçò ôÜîåùò ìå ôá áíôßóôïé÷á
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ìåãÝèç óôá äåîéÜ ìÝëç; (â:1) Óôï óôýëï ôþñáðïõ èåùñïýìå üôé ëýãéóå íá áðïäåé÷èåß áðü ôáðñïç-
ãïýìåíá êé áðü ó÷åôéêü ó÷Þìá üôé éó÷ýåé ðÜíôá ç ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç äåõôÝñáò ôÜîåùò

EIv′′(x) = M0 + Rx − Pv(x).

Ôé äçëþíïõí ãåíéêÜ ôá äýï ìåãÝèç Ì0 êáé R; Ôþñá åéäéêÜ óå Ýíá óôýëï ìå ðÜêôùóç óôï êÜôù Üêñï
ôïõ x = 0 êáé ìå Üñèñùóç (áõôÞ ìå äõíáôüôçôá êáôáêüñõöçò êõëßóåùò) óôï ðÜíù Üêñï ôïõ x = L
íá áðïäåé÷èåß üôé éó÷ýåé êáé ç ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôñßôçò ôÜîåùò

v′′′(x) + k2v′(x) = R
EI

ìå êáôÜëëçëï ïñéóìü ôçò óôáèåñÜò k. (ã:1) Ìå ôç ìÝèïäï ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò íá
âñåèåß ç ãåíéêÞ ëýóç vh(x) ôçò áíôßóôïé÷çò ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ôñßôçò ôÜîåùò óå
åêèåôéêÞ ìïñöÞ êáé óôç óõíÝ÷åéá (ä:1) óå ôñéãùíïìåôñéêÞ ìïñöÞ. (å:1) Óôçí ôåëåõôáßá ìïñöÞ íá
áðïäåé÷èåß ìå ôç ÷ñÞóç êáôÜëëçëçò ïñßæïõóáò ç ãñáììéêÞ áíåîáñôçóßá ôùí ôñéþí óõíáñôÞóåùí
ðïõ åìöáíßæïíôáé ó’ áõôÞ. (óô:1) Íá âñåèïýí ìéá ìåñéêÞ ëýóç vp(x) ôçò áñ÷éêÞò ìç ïìïãåíïýò
åîéóþóåùò êáé ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò vg(x). (æ:1) Íá åðáëçèåõèåß ç ëýóç áõôÞ vg(x). (ç:1) ÔÝëïò íá
âñåèåß ç ìåñéêÞ ëýóç vs(x) (ìå ìßá ìüíï áõèáßñåôç óôáèåñÜ) ðïõ íá ëáìâÜíåé õðüøç ôçò ôéò äýï
óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò óôçí ðÜêôùóç óôï êÜôù Üêñï x = 0 ôïõ óôýëïõ.

ÁÓÊÇÓÇ A55 (ÊåöÜëáéá Á10, A11, Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí: ÅëáóôéêÞ ÅõóôÜèåéá: Ëõãéóìüò):
Óõíå÷ßæïõìå ôçí ðñïçãïýìåíç Üóêçóç. Æçôïýíôáé åðßóçò: (á:1) Íá âñåèïýí (ü÷é åðáëçèåõèïýí!)
ïé áíáëýóåéò óå áðëÜ êëÜóìáôá

1
s(s2 + k2)

= 1
k2

(
1
s

− s
s2 + k2

)
êáé

1
s2(s2 + k2)

= 1
k2

(
1
s2

− 1
s2 + k2

)
.(â:5) Ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace íá ëõèåß ç ìç ïìïãåíÞò äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôñßôçò
ôÜîåùò ôçò ðñïçãïýìåíçò áóêÞóåùò ëáìâÜíïíôáò ôáõôü÷ñïíá õðüøç êáé ôéò äýï óõíèÞêåò óôçí
ðÜêôùóç óôï êÜôù Üêñï x = 0 ôïõ óôýëïõ. ÔÝëïò íá åðáëçèåõèïýí áðü ôç ëýóç vs(x) ðïõ
âñÝèçêå (ã:1) ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç êáé (ä:1) ïé äýï áõôÝò óõíèÞêåò.

ÁÓÊÇÓÇ A56 (ÊåöÜëáéï Á9, Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí: ÅëáóôéêÞ ÅõóôÜèåéá: Ëõãéóìüò): Óõíå÷ß-
æïõìå ôéò äýï ðñïçãïýìåíåò áóêÞóåéò. Æçôïýíôáé åðßóçò: (á:3) Ìå ôç ÷ñÞóç êáé ôùí óõíïñéáêþí
óõíèçêþí óôï ðÜíù Üêñï x = L ôïõ óôýëïõ (óôçí Üñèñùóç--êýëéóç) íá âñåèåß ç ÷áñáêôçñéóôéêÞ
åîßóùóç ãéá ôéò éäéïôéìÝò (Þ ÷áñáêôçñéóôéêÝò ôéìÝò) kn ôçò óôáèåñÜò k. (â:2) Ìå ãíùóôÞ ôç ìéêñü-
ôåñç èåôéêÞ ñßæá z1 ≈ 4.49341 (ìå z21 ≈ 20.1907) ôçò õðåñâáôéêÞò åîéóþóåùò

tan z = z

íá âñåèåß ôï êñßóéìï öïñôßï ëõãéóìïý Pcr ôïõ óôýëïõ ôïí ïðïßï ìåëåôÜìå. (ã:3) Ìå ôç ÷ñÞóç ôçò
áñéèìçôéêÞò ôéìÞò z21 ðïéï åßíáé åðéðëÝïí ôï ó÷Þìá (ç ìïñöÞ, ðïëý êáëýôåñá ç éäéïìïñöÞ) vb(x)
ðïõ ðáßñíåé ï óôýëïò ðïõ ëýãéóå; (ÖõóéêÜ ðáñïõóéÜæåôáé êáé ìéá ðïëëáðëáóéáóôéêÞ óôáèåñÜ
óôï ó÷Þìá áõôü: ìéá ðïóüôçôá Á, üðùò óõìâáßíåé óå üëá ôá ðñïâëÞìáôá éäéïôéìþí.)

ÁÓÊÇÓÇ A57 (ÊåöÜëáéá Á5, Á9, Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí: ÅëáóôéêÞ ÅõóôÜèåéá: Ëõãéóìüò):
Åäþ èåùñïýìå ôï êëáóéêü ðñüâëçìá ôïõ ëõãéóìïý êáôáêüñõöïõ åíüò óôýëïõ (Þ õðïóôõëþìáôïò
Þ êïëþíáò Þ áðëÜ ñÜâäïõ) êõêëéêÞò äéáôïìÞò, ìÞêïõò L, äõóêáìøßáò ÅÉ êáé õðü èëéðôéêü öïñôßï P.
Åäþ ï óôýëïò õðïôßèåôáé ðùò Ý÷åé ðÜêôùóç óôï êÜôù Üêñï ôïõ x = 0 êáé Üñèñùóç (áëëÜ öõóéêÜ
ìå äõíáôüôçôá êáôáêüñõöçò êéíÞóåùò) óôï ðÜíù Üêñï ôïõ x = L. Ãéá ôï âÝëïò êÜìøåùò v(x)
áõôïý ôïõ óôýëïõ ðïõ ëýãéóå ðñïêýðôåé ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç

d4v(x)
dx4

+ k2 d2v(x)
dx2

= 0 ìå k :=
√

P
EI

.
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Æçôïýíôáé: (á:1) Ìå ôç ãíùóôÞ ìÝèïäï ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò vg(x).
(â:1) Ç ó÷åôéêÞ ìåñéêÞ ëýóç vp(x) ðïõ åðáëçèåýåé ôéò äýï óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò óôï êÜôù Üêñï
ôïõ óôýëïõ x = 0. (ã:2) Ç ÷áñáêôçñéóôéêÞ åîßóùóç ãéá ôéò éäéïôéìÝò k êáôÜ ôï ëõãéóìü. (ä:1) Ôï
êñßóéìï öïñôßï ëõãéóìïý Pcr (ìå áñéèìçôéêü óõíôåëåóôÞ) ìå ãíùóôÞ ôç ìéêñüôåñç èåôéêÞ ñßæá

z1 ≈ 4.49341 ≈ √
20.1907

ôçò õðåñâáôéêÞò åîéóþóåùò tan z = z. (å:3) Ç ðñáãìáôéêÞ åýñåóç (ü÷é ç åðáëÞèåõóç!) ôïõ ôýðïõ

vcr(x) = Á[sin kx − kx − z1(cos kx − 1)]

ãéá ôï ðñþôï ó÷Þìá, ôçí ðñþôç éäéïìïñöÞ ôïõ óôýëïõ ðïõ ëýãéóå ìå ôï Á ìéá áõèáßñåôç óôáèåñÜ.

ÁÓÊÇÓÇ A58 (ÊåöÜëáéá Á9, Á14, Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí: ÅëáóôéêÞ ÅõóôÜèåéá: Ëõãéóìüò):
Èåùñïýìå ôçí ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôåôÜñôçò ôÜîåùò ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò

v′′′′(x) + k2v′′(x) = 0 ìå ôï k ãíùóôÞ èåôéêÞ óôáèåñÜ

óôï êëáóéêü ðñüâëçìá ôïõ ëõãéóìïý óôýëïõ (Þ ñÜâäïõ Þ õðïóôõëþìáôïò óôéò êáôáóêåõÝò ôïõ
Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý Þ áðëÜ êïëþíáò) ìå 0 ≤ x ≤ L. Åäþ æçôïýíôáé: (á:4) Ìå ôç ìÝèïäï ôùí
äõíáìïóåéñþí ãýñù áðü ôï êÜôù Üêñï x = 0 ôïõ óôýëïõ êáé õðï÷ñåùôéêÜ ìå ôç óõíå÷Þ ÷ñÞóç
ôïõ óõìâüëïõ ôçò áèñïßóåùò

∑
ç åýñåóç ôïõ ãåíéêïý áíáäñïìéêïý (Þ åðáíáëçðôéêïý) ôýðïõ ãéá

ôïõò óõíôåëåóôÝò an ôçò äõíáìïóåéñÜò ãéá ôç ãåíéêÞ ëýóç v(x). (â:1) Áðü ôï ãåíéêü áõôü ôýðï
ïé óõíôåëåóôÝò a4 êáé a6 êáé åðßóçò ïé óõíôåëåóôÝò a5 êáé a7 óå üóï âáèìü áõôü åßíáé åöéêôü.
(ã:1) Ðüóïé êáé ðïéïé áðü ôïõò óõíôåëåóôÝò an ðáñáìÝíïõí ôåëéêÜ áðñïóäéüñéóôïé; (ä:1) Ðþò
ó÷åôßæïíôáé áõôïß ìå ôéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò

v(0), v′(0), v′′(0) êáé v′′′(0)

óôï êÜôù Üêñï x = 0 ôïõ óôýëïõ; (å:1) Ðïéá åßíáé ç ðñïóåããéóôéêÞ Ýêöñáóç ôçò äõíáìïóåéñÜò
óáí ðïëõþíõìï Ýâäïìïõ âáèìïý, v(x) ≈ v7(x), ìå üñïõò ìÝ÷ñé êáé x7 êáé ÷ñçóéìïðïéþíôáò óáí
óôáèåñÝò ìüíï ôéò ðéï ðÜíù áñ÷éêÝò óõíèÞêåò;

ÁÓÊÇÓÇ A59 (ÊåöÜëáéá Á2, Á5, Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí: ÅëáóôéêÞ ÅõóôÜèåéá: Ëõãéóìüò): Åäþ
èåùñïýìå ôï ãåíéêü ðñüâëçìá ôïõ ëõãéóìïý êáôáêüñõöïõ óôýëïõ (Þ ñÜâäïõ Þ õðïóôõëþìáôïò)
ìå 0 ≤ x ≤ L êáé ãåíéêÜ ðáêôùìÝíï ôï êÜôù Üêñï ôïõ x = 0. Óôï óôýëï áóêåßôáé Ýíá áîïíéêü
èëéðôéêüöïñôßï Pðïõ Ý÷åé ÞäçðñïêáëÝóåé ôï ëõãéóìü ôïõ. Æçôïýíôáé: (á:2)ÌåâÜóç ôç äéáöïñéêÞ
åîßóùóç äåõôÝñáò ôÜîåùò ôçò óõíÞèïõò äïêïý ùò ðñïò ôï âÝëïò êÜìøåþò ôçò v(x) (áõôÞ ìå ôç
ñïðÞ êÜìøåùò M(x) äåîéÜ) êáé ìå ôç ÷ñÞóç êáôÜëëçëïõ ó÷Þìáôïò ï ó÷çìáôéóìüò ôçò ó÷åôéêÞò
äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò

EIv′′(x) + Pv(x) = M0 + Rx

ìå ÅÉ ôçí åëÜ÷éóôç äõóêáìøßá ôçò äéáôïìÞò ôïõ óôýëïõ. (â:1) Ôé ðáñéóôÜíïõí áðü öõóéêÞò áðü-
øåùò ïé äýï óôáèåñÝò ðïóüôçôåò Ì0 êáé R óôï äåîéü ìÝëïò; (ã:2) Ìå ôç ìÝèïäï ôçò åêèåôéêÞò
áíôéêáôáóôÜóåùò êáé ôçí õðï÷ñåùôéêÞ ÷ñÞóç êáé ôïõ âïçèçôéêïý óõìâüëïõ k = √

P/(EI) ç ãåíéêÞ
ëýóç vh(x) ôçò áíôßóôïé÷çò ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò êáé (ä:2) ìå ôç ÷ñÞóç êáôÜëëçëçò ïñß-
æïõóáò ï áðüäåéîç ôçò ãñáììéêÞò áíåîáñôçóßáò ôùí äýï ó÷åôéêþí óõíáñôÞóåùí. (å:1) Ç åýñåóç
ìéáò ìåñéêÞò ëýóåùò vp(x) ôçò áñ÷éêÞò (ôçò ìç ïìïãåíïýò) äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò êáé (óô:2) ôÝëïò
êáé ôçò ãåíéêÞò ëýóåùò vg(x) ðÜëé ôçò áñ÷éêÞò (ôçò ìç ïìïãåíïýò) äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò.

A4.5. Óôýëïé, åëáóôéêÞ åõóôÜèåéá: ëõãéóìüò õðü ôï ßäéï âÜñïò

ÁÓÊÇÓÇ A60 (ÊåöÜëáéá Á9, Á14, Á15, Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí: ÅëáóôéêÞ ÅõóôÜèåéá: Ëõãéóìüò
õðü ôï ºäéï ÂÜñïò): Èåùñïýìå ôï ðñüâëçìá êáôáêüñõöçò ñÜâäïõ ìÞêïõò L ðáêôùìÝíçò óôï
êÜôù Üêñï ôçò x = 0 êáé åëåýèåñçò óôï ðÜíù Üêñï ôçò x = L ðïõ ëõãßæåé õðü ôçí åðßäñáóç ôïõ
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éäßïõ âÜñïõò ôçò q (óå kN/m êáé óôáèåñïý êáôÜ ìÞêïò ôçò ñÜâäïõ). Áõôü áóêåßôáé áîïíéêÜ (êáé
èëéðôéêÜ áóöáëþò) ðÜíùóôç ñÜâäï. Ôï âÜñïò áõôü ìðïñåß íáðñïêáëÝóåé ôï ëõãéóìü ôçò ñÜâäïõ
êáé ôïýôï èåùñåßôáé üôé Ý÷åé Þäç óõìâåß. ¼ðùò áíáöÝñïõí ïé Timoshenko êáé Gere, ôï ðñüâëçìá
áõôü ìåëåôÞèçêå êáô’ áñ÷Þí áðü ôïí Euler (÷ùñßò üìùò éêáíïðïéçôéêÞ ëýóç) êáé ôåëéêÜ ëýèçêå áðü
ôïí Greenhill óôï ðåñéïäéêü Proceedings of the Cambridge Philosophical Society, Ôüìïò 4, 1881. Óôç
ó÷åôéêÞ åñãáóßá ôïõ ï Greenhill áíáöÝñåé êáé ìéá óåéñÜ Üëëùí ðñïâëçìÜôùí ëõãéóìïý (üðùò êáé
ôï ðáñüí) ôá ïðïßá ìðïñïýí íá ëõèïýí ìå ôç ÷ñÞóç óõíáñôÞóåùí Bessel. Ðéï óõãêåêñéìÝíá ìåôÜ
áðü êáôÜëëçëåò áëëáãÝò ìåôáâëçôþí (áíåîÜñôçôçò êáé åîáñôçìÝíçò) ôï ðéï ðÜíù ðñüâëçìá
áíÜãåôáé ôåëéêÜ óôçí áêüëïõèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç Bessel:

d2u
dz2

+ 1
z
du
dz

+
(
1 − 1

9 z2

)
u = 0

ìå u = u(z) ôçí Üãíùóôç óõíÜñôçóç. Æçôïýíôáé: (á:2) Íá áíáöåñèåß (÷ùñßò õðïëïãéóìïýò) ç ãå-
íéêÞ ëýóç ôçò ðéï ðÜíù äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò Bessel ìå äýï ôñüðïõò êáé ìå ôç ÷ñÞóç êáôÜëëçëùí
óõíáñôÞóåùí Bessel. Ëçóìïíþíôáò ôþñá ðëÞñùò ôéò óõíáñôÞóåéò Bessel, æçôåßôáé ç êáôåõèåßáí
ðñïóåããéóôéêÞ åðßëõóç ôçò ðáñáðÜíù äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò õðï÷ñåùôéêÜ ìå ôïí ðáñüíôá óõì-
âïëéóìü êáé ìå ôç ìÝèïäï ôùí ãåíéêåõìÝíùí äõíáìïóåéñþí ôçò ìïñöÞò

u(z) = zm( a0 + a1 z + a2 z2 + a3 z3 + a4 z4 + · · · + an zn + · · · ).
Åäþ ôï óýìâïëï m äçëþíåé ìéá êáôÜëëçëç óôáèåñÜ ðïõ ðñÝðåé íá ðñïóäéïñéóèåß áðü ó÷åôéêÞ
÷áñáêôçñéóôéêÞ åîßóùóç. Ðéï áíáëõôéêÜ æçôïýíôáé: (â:1) Ïé äõíáôÝò ôéìÝò m1, 2 ôçò óôáèåñÜò m.
(ã:1) Ï ãåíéêüò áíáäñïìéêüò ôýðïò ðñïóäéïñéóìïý ôïõ óõíôåëåóôÞ ak óáí óõíÜñôçóç ôïõ ak−2.
(ä:1) Ïé åêöñÜóåéò ôùí äýï ãñáììéêþò áíåîÜñôçôùí ëýóåùí u1(z) êáé u2(z) ôçò ðéï ðÜíù äéáöï-
ñéêÞò åîéóþóåùò óå ìïñöÞ äõíáìïóåéñþí (áêñéâþò üðùò ç ðéï ðÜíù) êáé ìå üñïõò ìÝ÷ñé êáé z4.
(å:1) Ðïéá åßíáé ç ãåíéêÞ ëýóç ug(z) ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò; (óô:1) ÔåëéêÜ áò óçìåéùèåß üôé ìå
âÜóç ôçí ðéï ðÜíù ëýóç êáé ôéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò ìðïñåß íá ðñïóäéïñéóèåß ôï êñßóéìï âÜñïò
ôçò ñÜâäïõ Wcr = (q L)cr ôï ïðïßï èá ðñïêáëÝóåé ôï ëõãéóìü ôçò êáé ðïõ äßäåôáé áðü ôïí ôýðï

Wcr = (qL)cr ≈ 7.837 EI
L2

ìå EI ôçí åëÜ÷éóôç ñïðÞ áäñáíåßáò ôçò äéáôïìÞò ôçò ñÜâäïõ. (æ:1) Ðïéï èåùñåßôå ôïí êýñéï
ëüãï ðïõ ôï ðáñüí êñßóéìï âÜñïò Wcr åßíáé ìéêñüôåñï áðü ôï êñßóéìï öïñôßï ëõãéóìïý Pcr ôçò
ðñïçãïýìåíçò áóêÞóåùò õðü ôçí ßäéá ãåùìåôñßá êáé ôï ßäéï õëéêü ôùí äýï ñÜâäùí;

A4.6. Äïêïß--óôýëïé, åëáóôéêÞ åõóôÜèåéá: ëõãéóìüò

ÁÓÊÇÓÇ A61 (ÊåöÜëáéáÁ2, Á5,Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí: Óýíèåôç Êáôáðüíçóç: Äïêïß--Óôýëïé):
Èåùñïýìå ôç óýíèåôç êáôáðüíçóç ìéáò óõíÞèïõò äïêïý--óôýëïõ (Þ äïêïý--ñÜâäïõ) äõóêáìøßáò EI
ìå áîïíéêü èëéðôéêü öïñôßï P (ìå P > 0) êáé ìå ïìïéüìïñöá êáôáíåìçìÝíç êÜèåôç êáìðôéêÞ öüñ-
ôéóç p0 ðïõ ðñïêáëåß êáé êÜìøç ôçò äïêïý--ñÜâäïõ. Ç ó÷åôéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç Ý÷åé ôç ìïñöÞ

EI
d4v
dx4

+ P
d2v
dx2

= p0 ìå 0 < x < L êáé v = v(x)

ôï âÝëïò êÜìøåùò. Åäþ æçôïýíôáé: (á:1) Ç åýñåóç ôçò äéáöïñéêÞò áõôÞò åîéóþóåùò ìå âÜóç
ôçí áíôßóôïé÷ç åîßóùóç ãéá áðëÞ êÜìøç. (â:1) Ç åýñåóç ôçò ãåíéêÞò ëýóåùò vh(x) ôçò áíôßóôïé÷çò
ïìïãåíïýò åîéóþóåùò ìå ôç ìÝèïäï ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò êáé ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ óõìâüëïõ
k = √

P/(EI) êáé (ã:1) ç ìåôáôñïðÞ ôçò ìå ôç ÷ñÞóç ôñéãùíïìåôñéêþí óõíáñôÞóåùí. (ä:3) Ìå ôç
÷ñÞóç ïñßæïõóáò ç áðüäåéîç üôé ïé ìåñéêÝò ëýóåéò óôç ëýóç vh(x) åßíáé ãñáììéêÜ áíåîÜñôçôåò.
(å:1) Ç åýñåóç ìéáò ìåñéêÞò ëýóåùò vp(x) ôçò ìç ïìïãåíïýò åîéóþóåùò êáé (óô:1) ôçò áíôßóôïé÷çò
ãåíéêÞò ëýóåùò vg(x).
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ÁÓÊÇÓÇ A62 (ÊåöÜëáéï Á9, Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí: Óýíèåôç Êáôáðüíçóç: Äïêïß--Óôýëïé:
ÅëáóôéêÞ ÅõóôÜèåéá: Ëõãéóìüò): Óõíå÷ßæïõìå ôçí ðñïçãïýìåíç Üóêçóç. Èåùñïýìå ôçí ßäéá
äïêü--óôýëï (Þ äïêü--ñÜâäï) ÷ùñßò üìùò ôçí êáìðôéêÞ öüñôéóç (ìå p0 = 0) êáé ìüíï ìå ôï áîïíéêü
èëéðôéêü öïñôßï P (ìå P > 0). (Ôþñá Ý÷ïõìå áðëÜ Ýíá óôýëï Þ ìéá ñÜâäï!) Ôï ìÞêïò ôïýôïõ ôïõ
óôýëïõ åßíáé L (ìå 0 ≤ x ≤ L). Ôï Üêñï x = 0 ôïõ óôýëïõ åßíáé áñèñùìÝíï, åíþ ôï Üêñï x = L åß-
íáé ðáêôùìÝíï. ×ùñßò áëëáãÞ áíåîÜñôçôçò ìåôáâëçôÞò æçôïýíôáé: (á:1) Ïé ó÷åôéêÝò óõíïñéáêÝò
óõíèÞêåò. (â:4) Ìå ôçí õðüèåóç ëõãéóìïý ôïõ óôýëïõ ç åýñåóç ôçò ó÷åôéêÞò ÷áñáêôçñéóôéêÞò åîé-
óþóåùò. (ã:3) Ìå ãíùóôÞ ôç ìéêñüôåñç èåôéêÞ ñßæá zmin ôçò åîéóþóåùò tan z = z ï ðñïóäéïñéóìüò
ôïõ êñßóéìïõ öïñôßïõ ëõãéóìïý Pcr ôïõ óôýëïõ.

ÁÓÊÇÓÇ A63 (ÊåöÜëáéá Á5, Á9, Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí: Óýíèåôç Êáôáðüíçóç: Äïêïß-- Óôýëïé:
ÅëáóôéêÞ ÅõóôÜèåéá: Ëõãéóìüò): Èåùñïýìå ôï êëáóéêü ðñüâëçìá ôçò óýíèåôçò êáôáðüíçóçò
óõíÞèïõò äïêïý ìÞêïõò L (ìå 0 ≤ x ≤ L) êáé äõóêáìøßáò EI (èåôéêÞò êáé õðïôéèÝìåíçò óôáèåñÞò
êáôÜ ìÞêïò ôçò äïêïý). Ç óýíèåôç êáôáðüíçóç óôï óõãêåêñéìÝíï ðñüâëçìá äïêïý óõíßóôáôáé
óôçí åöáñìïãÞ ôüóï êÜèåôïõ êáôáíåìçìÝíïõ öïñôßïõ p0 (óôáèåñïý êáôÜ ìÞêïò ôçò äïêïý) üóï
êáé áîïíéêïý èëéðôéêïý (ü÷é åöåëêõóôéêïý) óõãêåíôñùìÝíïõ öïñôßïõ P (ìÝóù äýï äõíÜìåùí P
ðïõ åöáñìüæïíôáé óôá äýï Üêñá ôçò äïêïý êáé êáôÜ ìÞêïò ôçò, äçëáäÞ áîïíéêÜ, ü÷é åãêÜñóéá).
Óçìåéþíåôáé ðáñåíèåôéêÜ üôé ìéá ôÝôïéá äüêïò êáëåßôáé ìåñéêÝò öïñÝò êáé äïêüò--óôýëïò. ¼ðùò
èá õðïäåé÷èåß ðáñáêÜôù, ç óýíèåôç áõôÞ öüñôéóç ìðïñåß íá ðñïêáëÝóåé áêüìç êáé ôï ëõãéóìü
ôçò äïêïý. Êáô’ áñ÷Þí ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç óôçí ðáñïýóá äïêü ùò ðñïò ôï âÝëïò êÜìøåþò ôçò
v = v(x) öõóéêÜ, ðïõ äçìéïõñãåß ôçí åëáóôéêÞ ãñáììÞ ôçò äïêïý, åßíáé ôåôÜñôçò ôÜîåùò êáé Ý÷åé
ôçí åîÞò ìïñöÞ:

EI
d4v
dx4

+ P
d2v
dx2

= p0 ìå 0 < x < L.

Ìå ôç äïêü íá èåùñåßôáé áìöéÝñåéóôç, äçëáäÞ ìå Üñèñùóç--êýëéóç Þ áíôßóôñïöá óôá äýï Üêñá ôçò
x = 0 êáé x = L, ôüóï ôï âÝëïò êÜìøåùò v = v(x) üóï êáé ç ñïðÞ êÜìøåùò M = M(x) = EI d2v/dx2

ìçäåíßæïíôáé êáé óôá äýï Üêñá ôçò äïêïý x = 0 êáé x = L. ÁõôÝò åßíáé ïé óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò
ôïõ ðñïâëÞìáôïò. Æçôïýíôáé: (á:1) Ôï óýíïëï ôùí èåìåëéùäþí ëýóåùí ôçò ïìïãåíïýò äéáöïñé-
êÞò åîéóþóåùò ðïõ áíôéóôïé÷åß óôçí ðáñáðÜíù ìç ïìïãåíÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ôç ÷ñÞóç êáé
ôïõ ìÜëëïí ÷ñÞóéìïõ óõìâüëïõ k = √

P/(EI). (â:1) Ç áðüäåéîç (õðï÷ñåùôéêÜ ìÝóù ïñßæïõóáò
Wronski) üôé ðñÜãìáôé ðñüêåéôáé ãéá ãñáììéêÜ áíåîÜñôçôåò ëýóåéò. (ã:2) Ç ãåíéêÞ ëýóç êáé ôçò
ìç ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò. (ä:2) Ç ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò óõíïñéáêþí ôéìþí ðïõ Ý÷åé
ðåñéãñáöåß ðéï ðÜíù. (å:4) Ç åýñåóç ôïõ ðñþôïõ êñßóéìïõ (critical) öïñôßïõ ëõãéóìïý Pcr, äçëáäÞ
ôçò åëÜ÷éóôçò (èåôéêÞò åííïåßôáé) ôéìÞò ôïõ èëéðôéêïý áîïíéêïý öïñôßïõ P êáôÜ ìÞêïò ôçò äïêïý
ðïõ èá ðñïêáëÝóåé Üðåéñï âÝëïò êÜìøåùò óôç äïêü áõôÞ (ëüãù êáé ôçò ôáõôü÷ñïíçò åãêÜñóéáò
öïñôßóåùò p0 åííïåßôáé) óå üëï ôï ìÞêïò ôçò öõóéêÜ åêôüò áðü ôá Üêñá ôçò x = 0 êáé x = L, üðïõ
õðÜñ÷ïõí óôçñßîåéò: áìöéÝñåéóôç äïêüò.

ÁÓÊÇÓÇ A64 (ÊåöÜëáéá Á1, Á2, Á5, Á10, Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí: Óýíèåôç Êáôáðüíçóç:
Äïêïß--Óôýëïé: ÅëáóôéêÞ ÅõóôÜèåéá: Ëõãéóìüò): Åäþ èåùñïýìå ôï ðñüâëçìá ôçò óýíèåôçò êáôá-
ðïíÞóåùò (ôáõôü÷ñïíç èëßøç êáé êÜìøç) äïêïý--óôýëïõ (Þ äïêïý--ñÜâäïõ) áðü åëáóôéêü õëéêü
ìÝôñïõ åëáóôéêüôçôáò E êáé ìå ìåôáâëçôÞ ñïðÞ áäñáíåßáò I(x) ôçò äéáôïìÞò ôçò (ìåôáâëçôÞ äéá-
ôïìÞ êáôÜ ìÞêïò ôçò äïêïý--óôýëïõ) (i) õðü áîïíéêü èëéðôéêü öïñôßï P êáé (ii) åðéðëÝïí êáé õðü
êáôáíåìçìÝíç êÜèåôç öüñôéóç p(x), ðïõ ðñïêáëåß (áõôÞ ç öüñôéóç p(x)) ãíùóôÞ ðñüóèåôç êá-
ìðôéêÞ ñïðÞ Mb(x). Åäþ æçôïýíôáé: (á:1) Ç åýñåóç ôçò ó÷åôéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò

EI(x)v′′(x) = −Pv(x) + Mb(x)

ìå v(x) ôçí êÜèåôç (åãêÜñóéá) ìåôáôüðéóç ôùí óçìåßùí ôïõ óôýëïõ. (â:1) Ïé ëåðôïìåñåßò ÷á-
ñáêôçñéóìïß ôçò ßäéáò åîéóþóåùò. (ã:1) Íá åîçãçèåß åðßóçò ëåðôïìåñþò åÜí Þ ü÷é ïé ìÝèïäïé
(i) ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò êáé (ii) ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace åßíáé åöáñìüóéìåò ãéá
ôçí åðßëõóç ôçò ßäéáò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò. (ä:4) ÕðïèÝôïíôáò ôþñá ãíùóôÞ ìßá ëýóç v1(x) ôçò
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áíôßóôïé÷çò ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò, æçôåßôáé ç áíáãùãÞ ôçò ðéï ðÜíù äéáöïñéêÞò åîé-
óþóåùò óå ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ðñþôçò ôÜîåùò. (å:1) Ôþñá ìå ãíùóôÞ ôç ãåíéêÞ ëýóç
ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ðñþôçò ôÜîåùò æçôåßôáé êáé ç ãåíéêÞ ëýóç v(x) ôçò áñ÷éêÞò åîéóþóåùò.

ÁÓÊÇÓÇ A65 (ÊåöÜëáéá Á2, A5, A9, Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí: Óýíèåôç Êáôáðüíçóç: Äïêïß--
Óôýëïé, ÅëáóôéêÞ ÅõóôÜèåéá: Ëõãéóìüò): Ç ðáñïýóá Üóêçóç êáèþò êáé ïé åðüìåíåò ðÝíôå áóêÞ-
óåéò áöïñïýí óå Ýíá êáé ìüíï ôå÷íéêü ðñüâëçìá ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý. Ôï ðñüâëçìá áõôü
åßíáé ôï ðñüâëçìá ôçò óýíèåôçò êáôáðïíÞóåùò ìéáò äïêïý ìÞêïõò L (ìå 0 ≤ x ≤ L) ôüóï ìå êá-
ôáíåìçìÝíç êÜèåôç öüñôéóç p(x) üóï êáé ìå èëéðôéêü áîïíéêü öïñôßï P (ìå P > 0 ãéá ôï èëéðôéêü
áõôü öïñôßï). Ìéá ôÝôïéá äïêüò óå óýíèåôç êáôáðüíçóç êáëåßôáé ìåñéêÝò öïñÝò äïêüò--óôýëïò
(Þ äïêüò--ñÜâäïò). H ó÷åôéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç äåõôÝñáò ôÜîåùò Ý÷åé ôç ìïñöÞ

v′′(x) + k2v(x) = M(x)
EI

ìå 0 ≤ x ≤ L. (1)

Óôç äéáöïñéêÞ áõôÞ åîßóùóç v(x) åßíáé ç Üãíùóôç óõíÜñôçóç ðïõ ðáñéóôÜíåé ôï âÝëïò êÜìøåùò
(ôçí êÜèåôç ìåôáôüðéóç ôùí óçìåßùí) ôçò äïêïý--óôýëïõ,M(x) ç êáìðôéêÞ ñïðÞ (Þ ñïðÞ êÜìøåùò)
óôï ìÝñïò ôçò ðïõ ïöåßëåôáé ìüíï (áðïêëåéóôéêÜ) óôçí êáôáíåìçìÝíç êÜèåôç öüñôéóç p(x), ÅÉ
ç äõóêáìøßá ôçò äïêïý--óôýëïõ êáé k ç âïçèçôéêÞ óôáèåñÜ

k =
√

P
EI

. (2)

Óôï ðáñüí ðñüâëçìá õðïèÝôïõìå åðßóçò üôé ç äïêüò--óôýëïò ðïõ åîåôÜæïõìå åßíáé áìöéÝñåéóôç,
äçëáäÞ Ý÷åé áðëÝò óôçñßîåéò (Üñèñùóç--êýëéóç, ü÷é ðáêôþóåéò!) óôá äýï Üêñá ôçò x = 0 êáé x = L.
Óå ïñéóìÝíåò áóêÞóåéò ðéï êÜôù õðïèÝôïõìå åðßóçò üôé ç êáôáíåìçìÝíç êÜèåôç öüñôéóç p(x) åßíáé
óôáèåñÞ: p(x) = p0. Óôçí åéäéêÞ áõôÞ ðåñßðôùóç ç êáìðôéêÞ ñïðÞM(x) óôçí ðéï ðÜíù äéáöïñéêÞ
åîßóùóç ôçò äïêïý--óôýëïõ äßíåôáé áðü ôïí ôýðï

M(x) = p0

2
x (L − x). (3)

Óôï åíäéáöÝñïí êáé ôüóï êëáóéêü ôå÷íéêü áõôü ðñüâëçìá ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý èÝôïõìå ìéá
óåéñÜ áðü åñùôÞìáôá óôçí ðáñïýóá Üóêçóç êáé óôéò åðüìåíåò ðÝíôå ó÷åôéêÝò áóêÞóåéò.

Åäþ æçôïýíôáé: (á:1) ÅðôÜ ÷áñáêôçñéóìïß ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (1). (â:1) Ôï ó÷åôéêü
ëåðôïìåñÝò ó÷Þìá ãéá p(x) = p0. (ã:1) Ç áðüäåéîç ôçò ßäéáò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (1) ìå âÜóç ôç
äéáöïñéêÞ åîßóùóç äåõôÝñáò ôÜîåùò ç ïðïßá éó÷ýåé ãéá ôï âÝëïò êÜìøåùò v(x) óå ìéá óõíÞèç äïêü.
Ç åîßóùóç áõôÞ èåùñåßôáé ãíùóôÞ. (ä:2) Ç áðüäåéîç ôïõ ôýðïõ (3) ãéá ôçí ðáñïýóá áìöéÝñåéóôç
äïêü--óôýëï. (å:1) Ìå ôç ìÝèïäï ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò ç åðßëõóç (ç åýñåóç ôçò ãåíéêÞò
ëýóåùò) ôçò ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ðïõ áíôéóôïé÷åß óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç äåõôÝñáò
ôÜîåùò (1). (óô:1) Ç ëåðôïìåñÞò ìåôáôñïðÞ ôçò ãåíéêÞò ëýóåùò ôïõ ðñïçãïýìåíïõ åñùôÞìáôïò
óå ôñéãùíïìåôñéêÞ ìïñöÞ. (æ:1) Ç åðáëÞèåõóç ôçò ãåíéêÞò ëýóåùò óå ôñéãùíïìåôñéêÞ ìïñöÞ.

ÁÓÊÇÓÇ A66 (ÊåöÜëáéá A5, A9, Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí: Óýíèåôç Êáôáðüíçóç: Äïêïß--Óôý-
ëïé, ÅëáóôéêÞ ÅõóôÜèåéá: Ëõãéóìüò): Óõíå÷ßæïõìå ôçí ðñïçãïýìåíç Üóêçóç. Åäþ æçôïýíôáé:
(á:3) Ìéá ìåñéêÞ ëýóç ôçò áñ÷éêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (1) ãéá óôáèåñÞ êÜèåôç êáôáíåìçìÝíç
öüñôéóç p(x) = p0. (â:1) Ç åðáëÞèåõóÞ ôçò. (ã:1) Ç áíôßóôïé÷ç ãåíéêÞ ëýóç. (ä:1) Ïé äýï óõíï-
ñéáêÝò óõíèÞêåò óôá Üêñá x = 0 êáé x = L ôçò äïêïý--óôýëïõ. Ãéáôß ðñÝðåé íá åßíáé ìüíï äýï óôçí
åîßóùóç (1); (å:2) Ç åðßëõóç ôïõ ó÷åôéêïý ðñïâëÞìáôïò óõíïñéáêþí ôéìþí.

ÁÓÊÇÓÇ A67 (ÊåöÜëáéá A9, Á10, Á11, Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí: Óýíèåôç Êáôáðüíçóç: Äïêïß--
Óôýëïé, ÅëáóôéêÞ ÅõóôÜèåéá: Ëõãéóìüò): Óõíå÷ßæïõìå ôéò äõï ðñïçãïýìåíåò áóêÞóåéò. Åäþ æç-
ôïýíôáé: (á:2) Ìå ãíùóôÞ ôç ãùíßá óôñïöÞò è(0) = è0 óôï áñéóôåñü Üêñï x = 0 ôçò ðáñïýóáò
áìöéÝñåéóôçò äïêïý--óôýëïõ ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace V (s) ôïõ Üãíùóôïõ âÝëïõò êÜìøåùò v(x)
óôçí ßäéá äïêü--óôýëï ìå ôéò äýï áñ÷éêÝò óõíèÞêåò (ç ìßá üìùò åßíáé ìçäåíéêÞ) íá èåùñïýíôáé åäþ
ìüíï óôï Üêñï áõôü x = 0 êáé ìå p(x) = p0, áêñéâþò üðùò êáé óôçí ðñïçãïýìåíç Üóêçóç. (â:4) Ìå
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ôç ÷ñÞóç êáé ôùí áíáëýóåùí óå áðëÜ êëÜóìáôá
1

s2(s2 + k2)
= 1

k2s2
− 1

k2(s2 + k2)
êáé

1
s4(s2 + k2)

= 1
k2s4

− 1
k4s2

+ 1
k4(s2 + k2)

(4)

æçôåßôáé ç áíôéóôñïöÞ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace V (s) ðïõ âñÝèçêå óôï ðñïçãïýìåíï åñþôçìá
êáé ç åýñåóç ôïõ Üãíùóôïõ âÝëïõò êÜìøåùò v(x) óôçí áìöéÝñåéóôç äïêü--óôýëï óáí óõíÜñôçóç
ôçò ãùíßáò óôñïöÞò è(0) = è0. (ã:1) Íá åðáëçèåõèåß ç ëýóç áõôÞ ùò ðñïò ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç
êáé (ä:1) ùò ðñïò ôç óõíïñéáêÞ óõíèÞêç óôï áñéóôåñü Üêñï x = 0 ôçò äïêïý--óôýëïõ.

ÁÓÊÇÓÇ A68 (ÊåöÜëáéá A5, A9, Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí: Óýíèåôç Êáôáðüíçóç: Äïêïß--Óôý-
ëïé, ÅëáóôéêÞ ÅõóôÜèåéá: Ëõãéóìüò): Óõíå÷ßæïõìå ôéò ôñåéò ðñïçãïýìåíåò áóêÞóåéò. Æçôïýíôáé:
(á:1) Ãéá ôç ãåíéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç (1) íá åðáëçèåõèåß üôé ç óõíÜñôçóç v1(x) = cos kx áðïôåëåß
ìåñéêÞ ëýóç ôçò áíôßóôïé÷çò ïìïãåíïýò åîéóþóåùò. (â:4) Ìå âÜóç áõôÞí ôç ìåñéêÞ ëýóç æçôåßôáé
ï õðïâéâáóìüò ôçò ôÜîåùò ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (1) áðü äåõôÝñáò ôÜîåùò óå ðñþôçò ùò
ðñïò ìßá êáôÜëëçëç Üãíùóôç óõíÜñôçóç. (ã:3) Ìå ôç ëýóç ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ðñþôçò
ôÜîåùò, ð.÷. ôçí Âg(x, E1) (ìå ôï Å1 áõèáßñåôç óôáèåñÜ) íá õðïôßèåôáé üôé åßíáé Þäç ãíùóôÞ (íá ìç
âñåèåß óô’ áëÞèåéá!), ðïéá åßíáé ç áíôßóôïé÷ç ãåíéêÞ ëýóç vg(x) ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (1);

ÁÓÊÇÓÇ A69 (ÊåöÜëáéá A5, A9, Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí: Óýíèåôç Êáôáðüíçóç: Äïêïß--Óôý-
ëïé, ÅëáóôéêÞ ÅõóôÜèåéá: Ëõãéóìüò): Óõíå÷ßæïõìå ôéò ôÝóóåñéò ðñïçãïýìåíåò áóêÞóåéò. Åäþ
æçôïýíôáé: (á:1) Ìå ôç ÷ñÞóç êáôÜëëçëçò ïñßæïõóáò íá áðïäåé÷èåß üôé ïé óõíáñôÞóåéò cos kx êáé
sin kx (ìå ôï k íá äßíåôáé áðü ôïí ôýðï ïñéóìïý ôïõ (2))) åßíáé ãñáììéêÜ áíåîÜñôçôåò. (â:4) Ãéá ôç
äéáöïñéêÞ åîßóùóç (1) óôç ãåíéêÞ ôçò ìïñöÞ ìå áõèáßñåôç óõíÜñôçóç M(x) óôï äåîéü ìÝëïò êáé
ðáßñíïíôáò õðüøç ôç ãåíéêÞ ëýóç vh(x) ôçò áíôßóôïé÷çò ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ðïõ
Þäç âñÝèçêå, ðïéá åßíáé ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò ìç ïìïãåíïýò åîéóþóåùò ìå ôç ìÝèïäï ôçò ìåôáâïëÞò
ôùí ðáñáìÝôñùí íá åöáñìüæåôáé êáôåõèåßáí óôçí ðáñïýóá äéáöïñéêÞ åîßóùóç êáé ìå üëïõò
ôïõò ó÷åôéêïýò ôýðïõò íá ìç èåùñïýíôáé ãíùóôïß! (ã:3) Íá ðñïóäéïñéóèïýí ïé äýï áõèáßñåôåò
óôáèåñÝò óôç ãåíéêÞ áõôÞ ëýóç, Ýôóé þóôå íá ðëçñïýíôáé êáé ïé äýï óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò.

ÁÓÊÇÓÇ A70 (ÊåöÜëáéá Á9, A10, A11, Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí: Óýíèåôç Êáôáðüíçóç: Äïêïß--
Óôýëïé, ÅëáóôéêÞ ÅõóôÜèåéá: Ëõãéóìüò): Óõíå÷ßæïõìå ôéò ðÝíôå ðñïçãïýìåíåò áóêÞóåéò. Åäþ
æçôïýíôáé: (á:1) Êáé ðÜëé óôç ãåíéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç (1): ìå áõèáßñåôç, ïðïéáäÞðïôå, áëëÜ
ôìçìáôéêÜ óõíå÷Þ êáìðôéêÞ ñïðÞ M(x) óôï äåîéü ìÝëïò æçôåßôáé ðÜëé ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace
V (s) ôïõ Üãíùóôïõ âÝëïõò êÜìøåùò v(x), åéäéêÜ åäþ ìå ôç ÷ñÞóç äýï áõèáßñåôùí óôáèåñþí:
v(0) = v0 êáé v′(0) ≡ è(0) = è0. ÁõôÝò õðïôßèåôáé üôé áöïñïýí óôéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò óôï áñéóôåñü
Üêñï x = 0 ôçò äïêïý--óôýëïõðïõ ìåëåôÜìå. (â:2) ÁíôéóôñÝöïíôáò ôþñá ôï ìåôáó÷çìáôéóìü áõôü
Laplace æçôåßôáé ç áíôßóôïé÷ç ëýóç v(x) ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (1). (ã:2) Íá ðñïóäéïñéóèïýí
ïé äýï áõôÝò óôáèåñÝò v0 êáé è0 ìå âÜóç êáé ôéò äýï óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò óôá äýï Üêñá x = 0 êáé
x = L ôçò ðáñïýóáò äïêïý--óôýëïõ. (ä:2) Åßíáé ðñïöáíÝò üôé üôáí áðåéñéóèåß Ýóôù êáé ìßá áðü ôéò
äýï áõôÝò óôáèåñÝò v0 êáé è0, ðñïêýðôåé Üðåéñï âÝëïò êÜìøåùò óôç äïêü--óôýëï ðïõ åîåôÜæïõìå.
(¸íáò ôÝôïéïò áðåéñéóìüò ìðïñåß íá óõìâåß ðéèáíþò ìå ôï ìçäåíéóìü ôïõ ó÷åôéêïý ðáñïíïìáóôÞ.)
¢ñá Ý÷åé åðÝëèåé (äõóôõ÷þò!) ôï öáéíüìåíï ôïõ ëõãéóìïý ôçò äïêïý--óôýëïõ ìáò. Ðüôå áêñéâþò
óõìâáßíåé áõôü êáé ðïéá åßíáé ôá öïñôßá ëõãéóìïý Pn; (å:1) Ðïéï åßíáé ôï ðñþôï, ôï êñßóéìï öïñôßï
ëõãéóìïý P1 = Pcr óõíáñôÞóåé ôçò äõóêáìøßáò EI ôçò áìöéÝñåéóôçò äïêïý--óôýëïõ ðïõ ìåëåôÜìå
êáé ôïõ ìÞêïõò ôçò L; Õðüäåéîç: Ðéèáíþò èá ðñïêýøåé ôï åîÞò êñßóéìï öïñôßï ëõãéóìïý:

Pcr = ð2EI
L2

≈ 9.86960 44010 89358 EI
L2

≈ 10 EI
L2

(5)

áíåîÜñôçôá áðü ôç ìïñöÞ ôçò êáôáíåìçìÝíçò êÜèåôçò öïñôßóåùò p(x). Åðßóçò ôï êñßóéìï áõôü
öïñôßï ëõãéóìïý Pcr óõìðßðôåé ìå ôï áíôßóôïé÷ï öïñôßï ëõãéóìïý ãéá áìöéáñèñùôü óôýëï õðü
èëéðôéêÞ öüñôéóç P (êáé ÷ùñßò êáèüëïõ êÜèåôç öüñôéóç) ðïõ äßíåôáé áðü ôïí ßäéï ôýðï: ôïí ôýðï
ôïõ Euler (5). (óô:1) Áí äéðëáóéáóèåß ôï ìÞêïò L ôçò ðáñïýóáò äïêïý--óôýëïõ, íá äéåñåõíçèåß ôé
áêñéâþò èá óõìâåß ìå ôï êñßóéìï áõôü öïñôßï ëõãéóìïý ôçò P1 = Pcr.
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A4.7. Åðßðåäç åëáóôéêüôçôá ìå êõêëéêÞ óõììåôñßá, ôáóéêÞ óõíÜñôçóç ôïõ Airy

ÁÓÊÇÓÇ A71 (ÊåöÜëáéá Á1, Á5, Á8, Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí: Åðßðåäç Åëáóôéêüôçôá: ÊõêëéêÞ
Óõììåôñßá, ÔáóéêÞ ÓõíÜñôçóç ôïõ Airy): Èåùñïýìå åäþ ôï åðßðåäï ðñüâëçìá ôçò ãñáììéêÞò
Èåùñßáò ôçò Åëáóôéêüôçôáò óå ðïëéêÝò óõíôåôáãìÝíåò (r, è) êáé õðü êõêëéêÞ óõììåôñßá ùò ðñïò
ôï êÝíôñï ôùí óõíôåôáãìÝíùíÏ. ÅðïìÝíùò ïé óõíéóôþóåò ôùí ìåôáôïðßóåùí, ôùí ðáñáìïñöþ-
óåùí êáé ôùí ôÜóåùí åîáñôþíôáé (ëüãù ôçò êõêëéêÞò óõììåôñßáò ãýñù áðü ôï óçìåßïO ìüíï áðü
ôçí ðïëéêÞ áêôßíá r, åíþ åßíáé áíåîÜñôçôåò áðü ôçí ðïëéêÞ ãùíßá è. ¼ëåò áõôÝò ïé óõíéóôþóåò
êáé åéäéêüôåñá ïé ôÜóåéò (Þ óõíéóôþóåò ôïõ ôáíõóôÞ ôùí ôÜóåùí), ðïõ åßíáé êáé áõôÝò ðïõ êõñßùò
åíäéáöÝñïõí ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü ìðïñïýí íá ðñïóäéïñéóèïýí åýêïëá, åÜí åßíáé ãíùóôÞ ç ôá-
óéêÞ óõíÜñôçóç ôïõ Airy Á(r) óå ðïëéêÝò óõíôåôáãìÝíåò. (Óôï óçìåßï áõôü óçìåéþíåôáé üôé öõóéêÜ
ïé õøçëÝò ôÜóåéò ëüãù áíåðÜñêåéáò ôïõ õëéêïý, áíåðéôõ÷ïýò Þ/êáé åóöáëìÝíçò óôáôéêÞò ìåëÝôçò
ôçò êáôáóêåõÞò, õøçëÞò öïñôßóåùò Þ óõíäõáóìïý ôùí ðáñáãüíôùí áõôþí åßíáé åêåßíåò ðïõ
ðñïêáëïýí ôçí áóôï÷ßá êáé ôç èñáýóç ôïõ õëéêïý óå ìéá êáôáóêåõÞ.) Ôþñá ëüãù ôçò óõíèÞêçò
óõìâéâáóôïý ôùí ðáñáìïñöþóåùí áðïäåéêíýåôáé üôé ç ôáóéêÞ óõíÜñôçóç ôïõ Airy ðëçñïß õðü
ôéò ðáñïýóåò óõíèÞêåò óõììåôñßáò ùò ðñïò ôï êÝíôñï Ï ôçí åîÞò ïìïãåíÞ éóïäéÜóôáôç ãñáììéêÞ
äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôåôÜñôçò ôÜîåùò:

d4A
dr4

+ 2
r
d3A
dr3

− 1
r2

d2A
dr2

+ 1
r3

dA
dr

= 0.

Êáô’ áñ÷Þí æçôïýíôáé: (á:1) Ïé ëåðôïìåñåßò ÷áñáêôçñéóìïß ôçò ðáñáðÜíù äéáöïñéêÞò åîéóþ-
óåùò, äçëáäÞ ôé ôýðùí åßíáé. (â:2) Áí êáé ç åîßóùóç áõôÞ åìöáíßæåôáé óáí äéáöïñéêÞ åîßóùóç
ôåôÜñôçò ôÜîåùò, åíôïýôïéò ðñïöáíþò ïõóéáóôéêÜ ðñüêåéôáé ãéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôñßôçò ôÜ-
îåùò. Ãéáôß éó÷ýåé ï éó÷õñéóìüò áõôüò; Ðïéá åßíáé ç ó÷åäüí éóïäýíáìç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôñßôçò
ôÜîåùò ìå ôç íÝá Üãíùóôç óõíÜñôçóç íá äçëþíåôáé óáí u(r); (ã:3) ÐÝñá áðü ôçí ðñïöáíÞ óôá-
èåñÞ ìåñéêÞ ëýóç Á1(r) = 1, ç ðéï ðÜíù äéáöïñéêÞ åîßóùóç Ý÷åé êáé äåýôåñç áðëÞ ìåñéêÞ ëýóç,
ôçí Á2(r) = r2, ïðüôå u2(r) := dÁ2(r)/dr = 2r. Ìå âÜóç ôç óõíÜñôçóç u2(r) êáé õðï÷ñåùôéêÜ ìå ôç
ìÝèïäï ôïõ õðïâéâáóìïý ôçò ôÜîåùò æçôåßôáé íá áíá÷èåß ç ó÷åäüí éóïäýíáìç äéáöïñéêÞ åîßóùóç
ôñßôçò ôÜîåùò ôïõ åñùôÞìáôïò (â) ðïõ ðñïáíáöÝñèçêå óå äéáöïñéêÞ åîßóùóç äåõôÝñáò ôÜîåùò.
(ä:2) ËáìâÜíïíïõìå ôÝëïò õðüøç üôé Ýíá óôïé÷åéþäåò óýóôçìá (Þ óýíïëï) èåìåëéùäþí ëýóåùí
ôçò áñ÷éêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ôåôÜñôçò ôÜîåùò åßíáé ôï áêüëïõèï óýóôçìá (Þ óýíïëï):

A1(r) = 1, A2(r) = r2, A3(r) = ln r, A4(r) = r2 ln r.

Æçôåßôáé åäþ áðëÜ (ìüíï) ç åðáëÞèåõóç ÷Üñéí åõêïëßáò ãéá ôéò ôñåéò ðñþôåò ìüíï, äçëáäÞ ôéò
A1(r), A2(r) êáé A3(r) áðü ôéò ðéï ðÜíù óõíáñôÞóåéò, ü÷é êáé ôçí ôÝôáñôç, ôçí A4(r), üôé ðñáãìáôéêÜ
ðñüêåéôáé ãéá ãñáììéêÜ áíåîÜñôçôåò óõíáñôÞóåéò ìÝóù ôïõ õðïëïãéóìïý ôçò ó÷åôéêÞò ïñßæïõóáò
Wronski. (Äå æçôåßôáé üìùò êáé ç åðáëÞèåõóç üôé ðñüêåéôáé ãéá ëýóåéò ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò).

Óôç óõíÝ÷åéá æçôïýíôáé: (å:4) Ç ãåíéêÞ ëýóç Á = Á(r) ôçò ðéï ðÜíù äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò
õðï÷ñåùôéêÜ ìå ôç ÷ñÞóç êáôÜëëçëçò ÷áñáêôçñéóôéêÞò åîéóþóåùò. (óô:2) ¸ðåéôá ìå âÜóç ôç
ãåíéêÞ áõôÞ ëýóç Á(r) ðïõ âñÝèçêå ï õðïëïãéóìüò ôùí óõíéóôùóþí ôùí ïñèþí ôÜóåùí ór êáé óè

(ç äéáôìçôéêÞ ôÜóç ôr è = ôè r åßíáé ðñïöáíþò ìçäåíéêÞ ëüãù ôçò óõììåôñßáò) ìå ÷ñÞóç ôùí ôýðùí

ór = 1
r
dA
dr

ìå óè = d2A
dr2

.

(æ:2) ÔÝëïò æçôåßôáé íá åðáëçèåõèåß üôé éó÷ýåé ç åîÞò åîßóùóç éóïññïðßáò (öõóéêÜ ÷ùñßò ôçí
ýðáñîç äõíÜìåùí ìÜæáò êáé ãåíéêüôåñá êáèïëéêþí äõíÜìåùí):

dór

dr
+ ór − óè

r
= 0.

ÁõôÞ åßíáé êáé ç ìüíç ìç ôåôñéììÝíç åîßóùóç éóïññïðßáò óôï ðáñüí ðñüâëçìá. Äõóôõ÷þò
üìùò ç éó÷ýò ôçò åîéóþóåùò éóïññïðßáò áõôÞò äåí áðïôåëåß Ýíäåéîç ðùò ç ôáóéêÞ óõíÜñôçóç ôïõ
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Airy Á = Á(r) ðïõ ðñïóäéïñßóèçêå ðáñáðÜíù åßíáé óùóôÞ. Áõôü óõìâáßíåé, åðåéäÞ ç ðéï ðÜíù
äéáöïñéêÞ åîßóùóç âñÝèçêå ìå âÜóç ôç óõíèÞêç ôïõ óõìâéâáóôïý ôùí ðáñáìïñöþóåùí (äçëáäÞ
«åêöñÜæåé» ôçí óõíèÞêç áõôÞ) êáé ü÷é ìå âÜóç êÜðïéá åîßóùóç éóïññïðßáò. ¢ñá ç ðáñáðÜíù
åîßóùóç éóïññïðßáò ðñÝðåé íá éó÷ýåé ðÜíôïôå ìå âÜóç ôïõò ðñïáíáöåñèÝíôåò ôýðïõò ðñïóäéï-
ñéóìïý ôùí ïñèþí ôÜóåùí ór êáé óè (ðïõ õðïôßèåíôáé üôé åßíáé óùóôïß), åöüóïí âÝâáéá ç ôáóéêÞ
óõíÜñôçóç Á = Á(r) äéáèÝôåé ôñßôç ðáñÜãùãï. Íá åðáëçèåõèåß ìáèçìáôéêÜ ï éó÷õñéóìüò áõôüò.

A5. ÁÓÊÇÓÅÉÓ ÐËÁÊÙÍ

A5.1. ÐëÜêåò ìå êõêëéêÞ óõììåôñßá

ÁÓÊÇÓÇ A72 (ÊåöÜëáéá Á5, Á8, ÐëÜêåò: ÊõêëéêÞ Óõììåôñßá): Óå óõíÞèç ðëÜêá õðü áîïíéêÞ
(Þ êõêëéêÞ) óõììåôñßá ôüóï óôç ãåùìåôñßá (êõêëéêÞ Þ äáêôõëéïåéäÞò ðëÜêá) üóï êáé óôçí êÜèåôç
êáôáíåìçìÝíç öüñôéóç p(r) ôï âÝëïò êÜìøåùò (ç âýèéóç) w(r) ôçò ðëÜêáò, ðïõ ó÷çìáôßæåé ôçí
åëáóôéêÞ åðéöÜíåéÜ ôçò, åðáëçèåýåé ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç

d2w(r)
dr2

+ í
r
dw(r)
dr

= − Mr(r)
D

ìå r ôçí ðïëéêÞ áêôßíá áðü ôï êÝíôñï Ï ôïõ êýêëïõ Þ ôïõ äáêôõëßïõ. Óôçí äéáöïñéêÞ áõôÞ
åîßóùóç ç óõíÜñôçóç Mr(r) åßíáé ç ó÷åôéêÞ êáìðôéêÞ ñïðÞ óôçí ðëÜêá (ç ðñþôç áðü ôéò äýï
êáìðôéêÝò ñïðÝòMr êáéMè, ü÷é ç ñïðÞ óõóôñïöÞòÌrè), í ï ëüãïò ôïõ Poisson ôïõ õëéêïý ôçò êáéD
ç äõóêáìøßá ôçò. Æçôïýíôáé: (á:2) Ç ãåíéêÞ ëýóç wh(r) ôçò áíôßóôïé÷çò ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò
åîéóþóåùò êáé (â:1) ç åðáëÞèåõóÞ ôçò. (ã:3) Ìßá ìåñéêÞ ëýóç wp(r) ôçò ìç ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò
åîéóþóåùò, åÜí åßíáé ãíùóôü üôé

Mr(r) = M∗
0 r

2

ìå ôï Ì∗
0 ãíùóôÞ óôáèåñÜ êáé (ä:1) ç åðáëÞèåõóÞ ôçò. (å:1) Ç ãåíéêÞ ëýóç wg(r) ôçò ìç ïìïãåíïýò

äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò.

ÁÓÊÇÓÇ A73 (ÊåöÜëáéá Á5, Á8, ÐëÜêåò: ÊõêëéêÞ Óõììåôñßá): Óå ìéá äáêôõëéïåéäÞ Þ êõêëéêÞ
ðëÜêá õðü óõììåôñéêÞ öüñôéóç ðáñïõóéÜæåôáé ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç

d3w(r)
dr3

+ 1
r
d2w(r)
dr2

− 1
r2

dw(r)
dr

= Q(r)
D

ìå w(r) ôï âÝëïò êÜìøåùò, Q(r) ôçí ôÝìíïõóá (Þ äéáôìçôéêÞ) äýíáìç êáé D ôç äõóêáìøßá ôçò
ðëÜêáò. Æçôïýíôáé: (á:1) Ï ôýðïò ðïõ äßíåé ôç äõóêáìøßá D ôçò ðëÜêáò êáé áðü áõôüí ïé
ìïíÜäåò ôçò. (â:1) Ìå ðïéá ìÝèïäï Þ ðïéåò ìåèüäïõò ìðïñåß íá âñåèåß ç ãåíéêÞ ëýóç wh(r) ôçò
áíôßóôïé÷çò ïìïãåíïýò åîéóþóåùò êáé ãéáôß; (ã:4) Ç ãåíéêÞ áõôÞ ëýóç wh(r). (ä:2) Ç ìåñéêüôåñç
ëýóçwc(r) ðïõ áíôéóôïé÷åß ìüíï óôçí êõêëéêÞ ðëÜêá ìå ëåðôïìåñÞ åîÞãçóç ãéá ôï ðþò ðñïÝêõøå.

ÁÓÊÇÓÇ A74 (ÊåöÜëáéá Á3, Á5, Á8, ÐëÜêåò: ÊõêëéêÞ Óõììåôñßá): Ïé ðëÜêåò áðïôåëïýí Ýíáí
éäéáßôåñá ÷ñÞóéìï åðéöáíåéáêü öïñÝá óôçí ÅðéóôÞìç ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý êáé ðáñïõóéÜæï-
íôáé ðÜñá ðïëý óõ÷íÜ óáí óôïé÷åßï ôùí êáôáóêåõþí ôïõ. Óôç óõãêåêñéìÝíç Üóêçóç èåùñïýìå
áðëÜ ìéá óõíÞèç êõêëéêÞ ðëÜêá (ëåðôÞ, óôáèåñïý ðÜ÷ïõò, éóüôñïðç êáé ãñáììéêÜ åëáóôéêÞ, ïìï-
ãåíÞ êáé ìå üëåò ôéò óõíÞèåéò ðáñáäï÷Ýò ôçò èåùñßáò ôùí ëåðôþí ðëáêþí) áêôßíáò a. Èåùñïýìå
åðßóçò ôï ðñüâëçìá ôçò áîïíéêÞò óõììåôñßáò óå ðïëéêÝò óõíôåôáãìÝíåò (r, è), äçëáäÞ ìå áðü-
ëõôá óõììåôñéêÞ ãåùìåôñßá, óôçñßîåéò êáé öüñôéóç ùò ðñïò ôçí áñ÷Þ Ï ôùí óõíôåôáãìÝíùí. Óôï
ðáñüí ðñüâëçìá ôï âÝëïò êÜìøåùò (Þ âýèéóç Þ åãêÜñóéá ìåôáôüðéóç) w = w(r) ôçò êõêëéêÞò
ðëÜêáò, ðïõ äçìéïõñãåß ôçí åëáóôéêÞ åðéöÜíåéá ôçò ðëÜêáò, åîáñôÜôáé âÝâáéá ìüíï áðü ôçí
ðïëéêÞ áêôßíá r ü÷é êáé áðü ôçí ðïëéêÞ ãùíßá è ëüãù ôçò ðëÞñïõò êõêëéêÞò óõììåôñßáò ðïõ Þäç
õðïèÝóáìå. Áðïäåéêíýåôáé ðùò ôï âÝëïò êÜìøåùò w = w(r) åðáëçèåýåé ôçí äéáöïñéêÞ åîßóùóç

1
r

d
dr

{
r
d
dr

[
1
r

d
dr

(
r
dw
dr

)]}
= p(r)

D
ìå 0 ≤ r ≤ a,
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ìå p = p(r) ôçí áîïíïóõììåôñéêÞ êÜèåôç êáôáíåìçìÝíç öüñôéóç ðïõ áóêåßôáé ðÜíù óôçí ðá-
ñïýóá êõêëéêÞò ðëÜêáò êáé D ôç äõóêáìøßá ôçò ðïõ èåùñåßôáé óôáèåñÞ. Ðñüêåéôáé ïõóéáóôéêÜ
ãéá ìéá ìç ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôåôÜñôçò ôÜîåùò ìå ìç óôáèåñïýò (ìåôáâëçôïýò)
óõíôåëåóôÝò, üðùò åýêïëá ìðïñåß íá áðïäåé÷èåß ìå ôçí åêôÝëåóç ôùí ðáñáãùãßóåùí. Æçôïý-
íôáé: (á:2) Ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò ðéï ðÜíù äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ãéá óôáèåñÞ öüñôéóç p(r) = p0

ó’ ïëüêëçñç ôçí êõêëéêÞ ðëÜêá. (â:1) Ðïéï åßíáé ôï óýóôçìá èåìåëéùäþí ëýóåùí ôçò ïìïãåíïýò
äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ôçò ðéï ðÜíù ìç ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò; (ã:2) Ìéëþíôáò áðü
öõóéêÞò áðüøåùò, ôï âÝëïò êÜìøåùò w = w(r) äåí åßíáé äõíáôüí íá áðåéñßæåôáé óôï êÝíôñï
r = 0 ôçò êõêëéêÞò ðëÜêáò. ¢ñá ï ëïãáñéèìéêüò üñïò C1 ln r ðñÝðåé íá ìçäåíßæåôáé óôç ëýóç ðïõ
Þäç âñÝèçêå: åðïìÝíùò C1 = 0. Ãéá áíÜëïãï öõóéêü ëüãï (ðïõ Ý÷åé üìùò ôþñá ó÷Ýóç ìå ôéò
êáìðôéêÝò ñïðÝò Mr, è ðïõ áíáðôýóóïíôáé óôçí ðëÜêá åîáéôßáò ôçò öïñôßóåþò ôçò p(r) = p0)
ðñÝðåé êáé ï äåýôåñïò (êáé ðéï «Þðéïò», ãéáôß ï ÷áñáêôçñéóìüò áõôüò;) ëïãáñéèìéêüò üñïò C2r2 ln r
íá ìçäåíßæåôáé êé áõôüò. Ðïéá åßíáé åðïìÝíùò ôþñá ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò ðéï ðÜíù ìç ïìïãåíïýò
äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò, üðïõ Ý÷ïõí Þäç ëçöèåß õðüøç ïé óõíèÞêåò óôï êÝíôñï r = 0 ôçò ðëÜ-
êáò; (ä:2) Óôï óýíïñï ôçò ðëÜêáò ôþñá (óôçí ðåñéöÝñåéá ôçò êõêëéêÞò ðëÜêáò) r = a èåùñïýìå
üôé õðÜñ÷åé ðÜêôùóç. Ôüôå ôüóï ôï âÝëïò êÜìøåùò w üóï êáé ç ðñþôç ðáñÜãùãüò ôïõ dw/dr
ðñÝðåé íá ìçäåíßæïíôáé ôáõôü÷ñïíá ãéá r = a. Õð’ áõôÝò ôéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò ðïéá åßíáé
ç ôåëéêÞ Ýêöñáóç ôïõ âÝëïõò êÜìøåùò w(r) óôçí êõêëéêÞ ðëÜêá ôçí ïðïßá åîåôÜæïõìå õðü óôá-
èåñÞ öüñôéóç p(r) = p0; (å:1) Ðïý ðáñïõóéÜæåôáé ôï ìÝãéóôï âÝëïò êÜìøåùò wmax êáé ðüóï åßíáé
áõôü; (Áò óçìåéùèåß åðßóçò, ðáñåíèåôéêÜ áóöáëþò, üôé ç ìÝãéóôç ôéìÞ ôçò êáìðôéêÞò ñïðÞò Mr

ðáñïõóéÜæåôáé óôï óýíïñï, óôçí ðåñéöÝñåéá ôçò êõêëéêÞò ðëÜêáò êáé ü÷é óôï êÝíôñï ôçò Ï.)

ÁÓÊÇÓÇ A75 (ÊåöÜëáéá Á3, Á5, Á8, ÐëÜêåò: ÊõêëéêÞ Óõììåôñßá): èåùñïýìå ôï ðñüâëçìá
ôçò óõíÞèïõò ðëÜêáò óå ðïëéêÝò óõíôåôáãìÝíåò (r, è) õðü óõíèÞêåò êõêëéêÞò óõììåôñßáò ãýñù
áðü ôçí áñ÷Þ ôùí óõíôåôáãìÝíùí O. Ëüãù ôçò óõììåôñßáò áõôÞò üëåò ïé óõíéóôþóåò ôùí åíôá-
ôéêþí ìåãåèþí (üðùò ïé êáìðôéêÝò ñïðÝò Þ ñïðÝò êÜìøåùò), áëëÜ êáé ôùí ãåùìåôñéêþí ìåãåèþí
(üðùò ôï âÝëïò êÜìøåùò Þ âýèéóç ôùí óçìåßùí ôçò ðëÜêáò, ðïõ äçìéïõñãåß ôçí åëáóôéêÞ åðéöÜ-
íåéÜ ôçò) åîáñôþíôáé áðïêëåéóôéêÜ áðü ôçí ðïëéêÞ áêôßíá r. ÓçìáíôéêÞ ãéá ôïí ÐïëéôéêüÌç÷áíéêü
åßíáé êáé ç ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ðïõ óõíäÝåé ôï âÝëïò êÜìøåùò w = w(r) ìå ìéá êáôÜëëçëá
åðéëåãüìåíç âïçèçôéêÞ êáìðôéêÞ ñïðÞ M = M(r). Ç åîßóùóç áõôÞ Ý÷åé ôç ìïñöÞ

d2w(r)
dr2

+ í
r
dw(r)
dr

= − M(r)
D

ìå D ôçí äõóêáìøßá ôçò ðëÜêáò, ç ïðïßá åßíáé ìéá èåôéêÞ óôáèåñÜ ðïóüôçôá. Óôçí Üóêçóç áõôÞ
ðåñéïñéæüìáóôå óôçí áíôßóôïé÷ç ïìïãåíÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç, äçëáäÞ ìå M(r) = 0, ïðüôå

d2w(r)
dr2

+ í
r
dw(r)
dr

= 0

Æçôïýíôáé: (á:2) Ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò ðéï ðÜíù ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò õðï÷ñåùôéêÜ
ìå ôç ÷ñÞóç êáôÜëëçëçò ÷áñáêôçñéóôéêÞò åîéóþóåùò. (â:1) Ç åðáëÞèåõóç ôçò ëýóåùò áõôÞò.
(ã:3) Ç áíáãùãÞ ôçò ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò óå ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ðñþôçò
ôÜîåùò (ìå ôïí áðëïýóôåñï äõíáôü ôñüðï), ç åýñåóç ôçò ëýóåùò ôçò äéáöïñéêÞò áõôÞò åîéóþ-
óåùò ðñþôçò ôÜîåùò êáé óôç óõíÝ÷åéá ìå âÜóç áõôÞí ôç ëýóç ç åýñåóç êáé ôçò ãåíéêÞò ëýóåùò
ôçò ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò äåõôÝñáò ôÜîåùò ðïõ áíôéóôïé÷åß óôçí áñ÷éêÞ äéáöïñéêÞ
åîßóùóç. Óõìöùíïýí ïé ãåíéêÝò ëýóåéò ðïõ âñÝèçêáí óôï åñþôçìá (á) êáé óôï ðáñüí åñþôçìá;
(ä:2) Ç áíáãùãÞ ôçò ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò äåõôÝñáò ôÜîåùò, ðïõ åßíáé
ðñïöáíþò äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìç óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò, óå áíôßóôïé÷ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç
ìå óôáèåñïýò üìùò óõíôåëåóôÝò ìÝóù êáôÜëëçëçò áëëáãÞò ôçò åîáñôçìÝíçò ìåôáâëçôÞò áðü r
óå t. (Ïé ó÷åôéêïß ôýðïé äå èåùñïýíôáé åäþ ãíùóôïß.) (å:2) Ç åðßëõóç ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò
ðïõ âñÝèçêå óôï ðñïçãïýìåíï åñþôçìá (ãåíéêÞ ëýóç êáé ðÜëé!). Óõìöùíïýí ôá áðïôåëÝóìáôá
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ôùí åñùôçìÜôùí (á), (ã) êáé (å) ãéá ôçí ïìïãåíÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ðïõ åîåôÜæïõìå; ÅðïìÝíùò
åßíáé äéáèÝóéìïé ôñåéò ôñüðïé åðéëýóåùò: ðïéïò åßíáé ï áðëïýóôåñïò;

ÁÓÊÇÓÇ A76 (ÊåöÜëáéá Á5, Á8, ÐëÜêåò: ÊõêëéêÞ Óõììåôñßá): Óõíå÷ßæïõìå ôçí ðñïçãïýìåíç
Üóêçóç. Æçôïýíôáé åðßóçò: (á:5) Ìéá ìåñéêÞ ëýóç êáèþò êáé ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò áñ÷éêÞò ìç ïìïãå-
íïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò, äçëáäÞ ôþñá ìå M(r) �≡ 0. (â:3) Ìå éäéáßôåñá ðñïóåêôéêü ôñüðï ùò
ðñïò ôéò ðáñáãùãßóåéò ç ëåðôïìåñÞò åðáëÞèåõóç ôçò ãåíéêÞò ëýóåùò ôïõ ðñïçãïõìÝíïõ åñùôÞ-
ìáôïò. Áò óçìåéùèåß ôÝëïò üôé ìå ãíùóôü ôï âÝëïò êÜìøåùò (Þ ôç âýèéóç) w(r) ôùí óçìåßùí ôçò
ðëÜêáò ïé ó÷åôéêÝò ñïðÝò êÜìøåùò Mr êáé Mè ðñïóäéïñßæïíôáé ìå âÜóç ôïõò äýï ôýðïõò

Mr = −D
[
d2w(r)
dr2

+ í
r
dw(r)
dr

]
êáé Mè = −D

[
í
d2w(r)
dr2

+ 1
r
dw(r)
dr

]

ìå í ôï ëüãï ôïõ Poisson ôïõ ãñáììéêÜ åëáóôéêïý õëéêïý ôçò ðëÜêáò. Ãéá ôï öïéôçôÞ/ôç öïéôÞôñéá
Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü ðïõ ßóùò ôý÷åé íá äéáâÜóåé ôéò áóêÞóåéò áõôÝò êáé áóöáëþò äßêáéá ðáñá-
ðïíåßôáé áò óçìåéùèåß üôé äõóôõ÷þò ç ìåëÝôç ôçò áíôßóôïé÷çò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ôåôÜñôçò
ôÜîåùò (ðïõ óõíäÝåé ôï âÝëïò êÜìøåùò w(r) ìå ôçí êáôáíåìçìÝíç öüñôéóç q(r)) Þ Ýóôù ôñßôçò
ôÜîåùò (ðïõ óõíäÝåé ôï âÝëïò êÜìøåùò w(r) ìå ôçí ôÝìíïõóá äýíáìç Q(r)) áðáéôåß ðïëý ðåñéó-
óüôåñïõò õðïëïãéóìïýò. ÅðïìÝíùò ìÜëëïí åýëïãá äå æçôÞèçêå óôçí ðáñïýóá Üóêçóç êáé óôçí
ðñïçãïýìåíç Üóêçóç. Êáëü åßíáé óå ïñéóìÝíåò ðåñéðôþóåéò ïé õðïëïãéóìïß íá ãßíïíôáé ìÝóù ôïõ
õðïëïãéóôÞ âÝâáéá ìåôÜ áðü ðñïçãïýìåíç êáôáíüçóç êáé ôùí öõóéêþí áëëÜ êáé ôùí ìáèçìáôé-
êþí åííïéþí ðïõ õðåéóÝñ÷ïíôáé ó’ áõôïýò. Èá Þôáí üìùò ìÜëëïí èñáóý íá æçôçèåß åðéðëÝïí êáé
ç êáôáíüçóç ôùí ôå÷íéêþí ôçò õðïëïãéóôéêÞò Üëãåâñáò óôïí õðïëïãéóôÞ. Ïé ôåëåõôáßåò óõíÞèùò
áðáéôïýí áñêåôÞ åîåéäßêåõóç áðü ôï ÷ñÞóôç ôïõò/ôç ÷ñÞóôñéÜ ôïõò êáé äåí åßíáé ðïëý ãíùóôÝò.

A5.2. Ëõãéóìüò ðëáêþí ìå êõêëéêÞ óõììåôñßá

ÁÓÊÇÓÇ A77 (ÊåöÜëáéá Á14, Á15, ÐëÜêåò: ÊõêëéêÞ Óõììåôñßá, Ëõãéóìüò): Óå ðñüâëçìá
ëõãéóìïý óõíÞèùí ëåðôþí êõêëéêþí ðëáêþí ðñïêýðôåé ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç

r2
d2ö
dr2

+ r
dö
dr

+ (r2 − 1)ö = 0

ìåö = ö(r) ôçí ó÷åôéêÞ Üãíùóôç óõíÜñôçóç (ðïõ åßíáé ìéá ãùíßá). Æçôïýíôáé: (á:6) Õðï÷ñåùôéêÜ
ìå ôç ìÝèïäï ôùí äõíáìïóåéñþí ç áíáëõôéêÞ åýñåóç ëýóåùò ö = ö(r) ôçò ðéï ðÜíù äéáöïñéêÞò
åîéóþóåùò ðïõ íá åßíáé öñáãìÝíç óôï óçìåßï r = 0 ðïõ åßíáé êáé ôï êÝíôñï ôçò êõêëéêÞò ðëÜêáò.
(â:2) Ìå ðïéá óõíÜñôçóç Bessel ó÷åôßæåôáé (Þ êáé óõìðßðôåé) ç äõíáìïóåéñÜ ðïõ âñÝèçêå óôï
ðñïçãïýìåíï åñþôçìá;

A5.3. Ôáëáíôþóåéò ðëáêþí ìå êõêëéêÞ óõììåôñßá

ÁÓÊÇÓÇ A78 (ÊåöÜëáéá Á8, Á15, ÐëÜêåò: ÊõêëéêÞ Óõììåôñßá, Ôáëáíôþóåéò): Óå ôáëáíôþ-
óåéò óõíÞèïõò äáêôõëéïåéäïýò ðëÜêáò Þ êõêëéêÞò ðëÜêáò ðñïêýðôåé ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç(

d2

dr2
+ 1

r
d
dr

− â2

)(
d2

dr2
+ 1

r
d
dr

+ â2

)
R(r) = 0

ìå Üãíùóôç óõíÜñôçóç ôçí R(r) êáé ôï â ãíùóôÞ èåôéêÞ óôáèåñÜ. ÓõãêåêñéìÝíá éó÷ýåé ï ôýðïò

â = 4
√

ñhù2

D

ìå ñh ôçí åðéöáíåéáêÞ ðõêíüôçôá ôçò ðëÜêáò (ðõêíüôçôá ñ ôïõ õëéêïý ôçò åðß ôï ðÜ÷ïò ôçò h),
ù ôçí êõêëéêÞ óõ÷íüôçôá ôùí ôáëáíôþóåþí ôçò êáé D ôç äõóêáìøßá ôçò. Æçôïýíôáé: (á:1) Äçëþ-
íïíôáò ìå S(r) ôç óõíÜñôçóç ðïõ ðñïêýðôåé ìå åöáñìïãÞ ôïõ äéáöïñéêïý ôåëåóôÞ óôéò äåýôåñåò
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ðáñåíèÝóåéò ðÜíù óôç óõíÜñôçóç R(r), íá îáíáãñáöåß ç ßäéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôþñá óáí äéá-
öïñéêÞ åîßóùóç äåõôÝñáò ôÜîåùò. (â:1) Ìå ãíùóôÝò ôçí åîßóùóç Bessel êáé ôçí ôñïðïðïéçìÝíç
åîßóùóç Bessel

x2
d2y
dx2

+ x
dy
dx

+ (x2 − í2)y = 0 êáé x2
d2y
dx2

+ x
dy
dx

− (x2 + í2)y = 0 ìå y = y(x)

áíôßóôïé÷á æçôåßôáé áðëÜ íá ãñáöïýí (ü÷é êáé íá âñåèïýí!) ïé ãåíéêÝò ëýóåéò ôïõò ìå ôç ÷ñÞóç
óõíáñôÞóåùí Bessel. (ã:3) Ìå ôçí áëëáãÞ ìåôáâëçôÞò x = âr íá ìåôáôñáðåß ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç
ôïõ åñùôÞìáôïò (á) óå ìéá ôñïðïðïéçìÝíç åîßóùóç Bessel. Ðïéåò áêñéâþò åßíáé (ä:2) ç ãåíéêÞ ëýóç
ôçò Sä(r) ãéá äáêôõëéïåéäÞ ðëÜêá êáé (å:1) ç ëýóç ôçò Sê(r) ãéá êõêëéêÞ ðëÜêá êáé ãéáôß üóïí áöïñÜ
óôç äåýôåñç ðåñßðôùóç;

A5.4. ÅðéìÞêåéò ðëÜêåò, ðëáêïôáéíßåò

ÁÓÊÇÓÇ A79 (ÊåöÜëáéá Á2, Á10, Á11, ÅðéìÞêåéò ÐëÜêåò, Ðëáêïôáéíßåò): Èåùñïýìå ôï ðñü-
âëçìá ôçò êõëéíäñéêÞò êÜìøåùò ïìïéüìïñöá öïñôéæüìåíçò åðéìÞêïõò êáé áìöéÝñåéóôçò óôá Üêñá
ôçò x = 0 êáé x = L ïñèïãùíéêÞò ðëÜêáò ìÞêïõò L. Ìéá ôÝôïéá åðéìÞêçò ðëÜêá, ðïõ óõíäõÜæåé
ðëÜêá êáé ëùñßäá ëüãù ôçò åðéìÞêïõò ãåùìåôñßáò ôçò êáé ìåñéêÝò öïñÝò êáëåßôáé ðëáêïôáéíßá,
õðïôßèåôáé üôé Ý÷åé âÝëïò êÜìøåùò (Þ âýèéóç) w åîáñôþìåíï áðïêëåéóôéêÜ áðü ôç èÝóç x êáôÜ
ìÞêïò ôçò ðëÜêáò, éó÷ýåé äçëáäÞ üôé w = w(x). (Áõôü ôï âÝëïò êÜìøåùò äçìéïõñãåß ôçí åëáóôéêÞ
åðéöÜíåéá ôçò ðëÜêáò, ðïõ åßíáé õðü ôéò ðáñïýóåò ðáñáäï÷Ýò êõëéíäñéêÞ, ü÷é êõêëéêÞ êõëéíäñéêÞ
âÝâáéá.) Ç ó÷åôéêÞ ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç åßíáé äåõôÝñáò ôÜîåùò êáé Ý÷åé ôç ìïñöÞ

d2w(x)
dx2

− k2

L2
w(x) = − p0 x(L − x)

2D
ìå 0 ≤ x ≤ L,

ìå D ôçí äõóêáìøßá ôçò ðëÜêáò (ðïõ åîáñôÜôáé áðü ôï ìÝôñï åëáóôéêüôçôáò E êáé ôï ëüãï ôïõ
Poisson í ôïõ õëéêïý ôçò êáèþò êáé ôï ðÜ÷ïò h ôçò ðëÜêáò) êáé k èåôéêÞ óôáèåñÜ ðïõ åîáñ-
ôÜôáé áîïíéêÞ äýíáìç S ðïõ áíáðôýóóåôáé ìÞêïò ôçò ðëÜêáò (áò ìç ëçóìïíåßôáé üôé ðñüêåéôáé
ãéá áìöéÝñåéóôç ðëÜêá!), ôï ìÞêïò L ôçò ðëÜêáò êáé ôç äõóêáìøßá ôçò D. ÔÝëïò ç óôáèåñÜ p0

äçëþíåé ôçí êÜèåôç êáôáíåìçìÝíç öüñôéóç êáôÜ ìÞêïò ôçò ðëÜêáò, ðïõ õðïôßèåôáé ïìïéüìïñöç,
óôáèåñÞ. Zçôïýíôáé: (á:4) Ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò ðéï ðÜíù äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò õðï÷ñåùôéêÜ ìå ôç
ìÝèïäï ôçò ÷áñáêôçñéóôéêÞò åîéóþóåùò (ãéá ôçí ïìïãåíÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç) êáé ðáñáðÝñá ôùí
ôç ìÝèïäï ôùí ðñïóäéïñéóôÝùí óõíôåëåóôþí (ãéá ôçí ìç ïìïãåíÞ, ôçí ðëÞñç äéáöïñéêÞ åîßóùóç).
Ç ëýóç áõôÞ íá ãñáöåß ôåëéêÜ ìå ôç ÷ñÞóç êáôÜëëçëùí õðåñâïëéêþí óõíáñôÞóåùí. (â:4) Ç ëýóç
ôïõ ðñïâëÞìáôïò óõíïñéáêþí ôéìþí ãéá ôçí åðéìÞêç ðëÜêá ðïõ ðåñéãñÜöçêå ðïõ íá ëáìâÜíåé
õðüøç ðÝñá áðü ôçí ðéï ðÜíù äéáöïñéêÞ åîßóùóç êáé ôéò óôçñßîåéò ôçò ðëÜêáò óôá äýï Üêñá
ôçò x = 0 êáé x = L. (¸÷åé õðïôåèåß Þäç áìöéÝñåéóôç óôÞñéîç, äçëáäÞ âÝëïò êÜìøåùò Þ âýèéóç w
ìçäÝí óôá Üêñá ôçò ðëÜêáò). Ãéá ôï óêïðü áõôü ï ðñïóäéïñéóìüò ôùí åêöñÜóåùí ôùí óôáèåñþí
óôçí ãåíéêÞ ëýóç áñêåß.

A5.5. ÏñèïãùíéêÝò ðëÜêåò

ÁÓÊÇÓÇ A80 (ÊåöÜëáéá Á1, Á5, ÏñèïãùíéêÝò ÐëÜêåò): Óôéò ïñèïãùíéêÝò ðëÜêåò ìå áðëÞ
óôÞñéîç ìå ôç ìÝèïäï åðéëýóåùò ôïõ L ’evy ðñïêýðôåé ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç

d4Y (y)
dx4

− 2â2 d
2Y (y)
dx2

+ â4Y (y) = 0

ìå ôï â ãíùóôÞ èåôéêÞ óôáèåñÜ. Æçôïýíôáé: (á:1)Ïé ëåðôïìåñåßò ÷áñáêôçñéóìïß ôçò. (â:4) Ç ãåíéêÞ
ëýóç ôçò Yg(y) ìå ôç ìÝèïäï ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò êáé (ã:1) ç ëåðôïìåñÞò ìåôáôñïðÞ
ôçò óå õðåñâïëéêÞ ìïñöÞ ìå ôçí (ä:1) êáôÜ ôï äõíáôüí óôïé÷åéþäç áðëïðïßçóÞ ôçò. (å:1) Ðïéá
Üëëç ìÝèïäïò èá ìðïñïýóå íá åß÷å ÷ñçóéìïðïéçèåß ãéá ôçí åýñåóç ôçò ßäéáò ãåíéêÞò ëýóåùò Yg(y);
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A6. ÁÓÊÇÓÅÉÓ ÄÕÍÁÌÉÊÇÓ

A6.1. ÅîáíáãêáóìÝíç åõèýãñáììç êßíçóç

ÁÓÊÇÓÇ A81 (ÊåöÜëáéá Á1, Á3, ÄõíáìéêÞ: ÅîáíáãêáóìÝíç Åõèýãñáììç Êßíçóç): Õëéêü óç-
ìåßï M ìÜæáò m áñ÷éêÜ óå êáôÜóôáóç çñåìßáò (ìå v0 = 0 üðïõ v åßíáé ç ôá÷ýôçôá ôïõ õëéêïý
óçìåßïõ) êáé óôç èÝóç x0 = a ìå ôï a èåôéêÞ óôáèåñÜ (äýï áñ÷éêÝò óõíèÞêåò ùò ðñïò ôï ÷ñüíï t)
êéíåßôáé åõèýãñáììá êáôÜ ìÞêïò ôïõ Üîïíá Ox õðü ôçí åðßäñáóç åëêôéêÞò (ü÷é áðùóôéêÞò) äõ-
íÜìåùò ðïõ ìåôáâÜëëåôáé áíôéóôñüöùò áíÜëïãá (ìå èåôéêÞ óôáèåñÜ áíáëïãßáò mk2) ìå ôï ôå-
ôñÜãùíï ôçò èÝóåùò x ôïõ õëéêïý áõôïý óçìåßïõ M áðü ôçí áñ÷Þ O ôïõ Üîïíá Ox. Æçôïýíôáé:
(á:1) Íá áðïäåé÷èåß üôé éó÷ýåé ç áêüëïõèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç:

v
dv
dx

= − k2

x2
ìå v = v(x)

ðïõ óõíäÝåé ôçí ôá÷ýôçôá v ìå ôç èÝóç x ôïõ õëéêïý óçìåßïõ M. (â:3) Ìå âÜóç ôç äéáöïñéêÞ
áõôÞ åîßóùóç (áóöáëþò ÷ùñßò íá áìåëçèïýí êáé ïé áñ÷éêÝò óõíèÞêåò) íá âñåèåß åðßóçò ôýðïò
óôç ìïñöÞ v = v(x) ãéá ôçí ôá÷ýôçôá v ôïõ õëéêïý óçìåßïõ óáí óõíÜñôçóç ôçò èÝóåþò ôïõ x.
(ã:3) Ìå âÜóç ôïí ôýðï ôïõ ðñïçãïõìÝíïõ åñùôÞìáôïò íá âñåèåß åðéðëÝïí êáé ôýðïò ï ïðïßïò
íá óõíäÝåé ôï ÷ñüíï t ìå ôçí áíôßóôïé÷ç èÝóç x ôïõ õëéêïý óçìåßïõ M. (Õðüäåéîç: ÅíäéÜìåóá
íá ÷ñçóéìïðïéçèåß, åöüóïí ÷ñåéáóèåß, êáé ç áëëáãÞ ìåôáâëçôÞò x = a cos2 è.) (ä:1) Åßíáé äõíáôüí
íá âñåèåß êáé ðéï ÷ñÞóéìïò ôýðïò ôçò ìïñöÞò x = x(t) Þ ü÷é; Ãéáôß áêñéâþò;

ÁÓÊÇÓÇ A82 (ÊåöÜëáéá Á1, Á5, Á10, Á11, ÄõíáìéêÞ: ÅîáíáãêáóìÝíç Åõèýãñáììç Êßíçóç):
Õëéêü óçìåßï Ì ìÜæáò m êéíåßôáé êáôÜ ìÞêïò ôïõ ïñéæüíôéïõ Üîïíá Ox. Ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t = 0
(ìå t ôï ÷ñüíï) ôï óçìåßï âñßóêåôáé óôç èÝóç x(0) = x0 êáé Ý÷åé ôá÷ýôçôá ẋ(0) = v0. Ç êßíçóç ôïõ
õëéêïý áõôïý óçìåßïõ ðñáãìáôïðïéåßôáé õðü ôçí åðßäñáóç ìéáò áðùóôéêÞò äýíáìçò F(t) = kx(t)
(ùò ðñïò ôçí áñ÷ÞO ôùí óõíôåôáãìÝíùí) ìå x(t) ôç èÝóç ôïõ õëéêïý óçìåßïõÌ ðÜíù óôïí Üîïíá
Ox êáé k èåôéêÞ óôáèåñÜ. ÅðïìÝíùò ìå âÜóç ôï äåýôåñï íüìï ôïõ Íåýôùíá óôçí êëáóéêÞÌç÷áíéêÞ
ðñïêýðôåé ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç

m
d2x(t)
dt2

= kx(t) ìå t ≥ 0.

ÁõôÞ óõíïäåýåôáé âÝâáéá áðü ôéò äýï áñ÷éêÝò óõíèÞêåò ðïõ Þäç áíáöÝñèçêáí. Ìå ôç ÷ñÞóç êáé
ôïõ âïçèçôéêïý óõìâüëïõ a = √

k/m æçôåßôáé ç ëýóç ôïõ ðéï ðÜíù ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêþí ôéìþí
ôåëéêÜ ìå ôçí ÝêöñáóÞ ôçò ìå ôç âïÞèåéá ôùí êáôÜëëçëùí õðåñâïëéêþí óõíáñôÞóåùí. Ç ëýóç
áõôÞ æçôåßôáé íá âñåèåß õðï÷ñåùôéêÜ ìå äýï äéáöïñåôéêïýò ôñüðïõò óõãêåêñéìÝíá: (á:4) ÷ùñßò ôç
÷ñÞóç ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace êáé (â:4) ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace. (ã:1) Óõì-
öùíïýí ôá áðïôåëÝóìáôá ôùí åñùôçìÜôùí (á) êáé (â); ÅÜí ü÷é, ðïéï áðü áõôÜ åßíáé ôï óùóôü;

A6.2. Åõèýãñáììç êßíçóç ìå áíôßóôáóç

ÁÓÊÇÓÇ A83 (ÊåöÜëáéá Á1, Á5, ÄõíáìéêÞ: Åõèýãñáììç Êßíçóç ìå Áíôßóôáóç): ¸íá õëéêü
óçìåßï Ì êéíåßôáé ðñïò ôá äåîéÜ óå ïñéæüíôéï Üîïíá õðü ôçí åðßäñáóç ìéáò áõèáßñåôçò (ü÷é óõ-
ãêåêñéìÝíçò) öïñôßóåùò (åîùôåñéêÞò äõíÜìåùò) p0(t) ìå t ôï ÷ñüíï. Õößóôáôáé åðßóçò êáé äýíáìç
áíôßóôáóçò R(t) óôçí êßíçóç (áðü ôñéâÝò) ôçò ìïñöÞò

R(t) = −c0v(t)

ìå v(t) ôçí Üãíùóôç ôá÷ýôçôá ôïõ õëéêïý óçìåßïõÌ êáé ôï c0 ãíùóôÞ èåôéêÞ óôáèåñÜ. Æçôïýíôáé:
(á:1) Ï ó÷çìáôéóìüò ôçò ó÷åôéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ùò ðñïò ôçí ôá÷ýôçôá v(t) ôïõ õëéêïý
óçìåßïõ Ì ìå ôç ÷ñÞóç ôùí áíçãìÝíùí óôç ìÜæá m óôáèåñÜò c êáé öïñôßóåùò p(t):

c := c0
m

êáé p(t) := p0(t)
m
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êáé (â:1) ïé ëåðôïìåñåßò ÷áñáêôçñéóìïß ôçò. (ã:2) Ìå ôç ìÝèïäï ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò
ç ãåíéêÞ ëýóç vh(t) ôçò áíôßóôïé÷çò ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò. (ä:3) Må ôç ìÝèïäï ôçò
ìåôáâïëÞò ôçò ðáñáìÝôñïõ (êáíÝíáò ó÷åôéêüò ôýðïò äå èåùñåßôáé ãíùóôüò!) êáé ìå âÜóç ôç ëýóç
áõôÞ vh(t) ç åýñåóç ôçò ëýóåùò vp(x) ôïõ ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêÞò ôéìÞò ðïõ áðïôåëåßôáé áðü ôç ìç
ïìïãåíÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ðïõ ðñïáíáöÝñèçêå êáé ôçí áñ÷éêÞ óõíèÞêç

v(0) = v0.

(å:1) ÔÝëïò ç åðáëÞèåõóç ôçò ëýóåùò vp(t) ðïõ âñÝèçêå ôüóï ùò ðñïò ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç üóï
êáé ùò ðñïò ôçí áñ÷éêÞ óõíèÞêç.

ÁÓÊÇÓÇ A84 (ÊåöÜëáéá Á1, Á3, ÄõíáìéêÞ: Åõèýãñáììç Êßíçóç ìå Áíôßóôáóç): Óå åõèý-
ãñáììç êßíçóç õëéêïý óçìåßïõ M ìÜæáò m áóêïýíôáé: (i) åîùôåñéêÞ äýíáìç (Þ öüñôéóç) p(t) êáé
(ii) áíôßóôáóç óôçí êßíçóç R(t) = −cv(t) áíÜëïãç ôçò ôá÷ýôçôáò v = v(t) ôïõ õëéêïý óçìåßïõ ìå
ãíùóôÞ ôç èåôéêÞ óôáèåñÜ c. Æçôïýíôáé: (á:1) Íá áðïäåé÷èåß ç éó÷ýò ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò

m
dv
dt

+ cv = p(t) ìå v = v(t).

(â:2) Íá ëõèåß ç áíôßóôïé÷ç ïìïãåíÞò äéáöïñéêÞ åîßóùóç (ìå p(t) = 0) óáí åîßóùóç ÷ùñéæüìåíùí
ìåôáâëçôþí. (ã:2) Íá ëõèåß êáé ðÜëé ç ßäéá ïìïãåíÞò äéáöïñéêÞ åîßóùóç, ôþñá üìùò ìå ôç ìÝèïäï
ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò. (ä:3) Íá ëõèåß ôÝëïò êáé ç ìç ïìïãåíÞò (ìå p(t) �≡ 0) ðéï ðÜíù
äéáöïñéêÞ åîßóùóç õðï÷ñåùôéêÜ ìå ôç ìÝèïäï ôçò ìåôáâïëÞò ôçò ðáñáìÝôñïõ. Ç åñãáóßá áõôÞ
ðñÝðåé íá ãßíåé âÞìá--âÞìá ãéá ôçí ßäéá ôçí ðáñáðÜíù äéáöïñéêÞ åîßóùóç îåêéíþíôáò áðü ôçí
áñ÷Þ ôçò ìåèüäïõ ôçò ìåôáâïëÞò ôçò ðáñáìÝôñïõ (÷ùñßò ôç ÷ñÞóç ôïõ ó÷åôéêïý ôåëéêïý ôýðïõ!).

ÁÓÊÇÓÇ A85 (ÊåöÜëáéá Á1, Á3, ÄõíáìéêÞ: ÅõèýãñáììçÊßíçóç ìå Áíôßóôáóç): Õëéêü óçìåßïÌ
ìÜæáò m êéíåßôáé êáôÜ ôç èåôéêÞ êáôåýèõíóç ôïõ ïñéæüíôéïõ Üîïíá Ox, äçëáäÞ ðñïò ôá äåîéÜ, ìå
ôá÷ýôçôá v(t) (ìå t ôï ÷ñüíï, åäþ t ≥ 0). Ç áñ÷éêÞ ôá÷ýôçôá ôïõ õëéêïý óçìåßïõ Ì èåùñåßôáé
ãíùóôÞ: v(0) = v0 (ìå v0 > 0). Óôçí êßíçóç áõôÞ õðÜñ÷åé ìüíï áíôßäñáóç ôñéâÞò (ðñïöáíþò ðñïò
ôá áñéóôåñÜ) ôçò ìïñöÞò

R(t) = −av(t) − bv2(t)

ìå ôá a êáé b ãíùóôÝò èåôéêÝò óôáèåñÝò. Æçôïýíôáé: (á:1) Ç ó÷åôéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå Üãíùóôç
óõíÜñôçóç ôçí ôá÷ýôçôá v(t) (t > 0). (â:4) Ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò äéáöïñéêÞò áõôÞò åîéóþóåùò ìå
ôç èåþñçóÞ ôçò óáí åîéóþóåùò Bernoulli. (ã:2) Ç áíôßóôïé÷ç ìåñéêÞ ëýóç (Þ åéäéêÞ ëýóç) ôçò
ßäéáò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìáæß ìå ôçí áñ÷éêÞ óõíèÞêç ôçò, ç ïðïßá Þäç áíáöÝñèçêå. (ä:1) Ç
ïñéáêÞ ôéìÞ v∞ ôçò ôá÷ýôçôáò v(t) ãéá t → ∞. (å:5) Ç ãåíéêÞ ëýóç v = vg(t) ôçò ßäéáò äéáöïñéêÞò
åîéóþóåùò ðïõ ôç èåùñïýìå õðï÷ñåùôéêÜ óáí åîßóùóç ÷ùñéæïìÝíùí ìåôáâëçôþí. (óô:3) Ç
áíôßóôïé÷ç ìåñéêÞ ëýóç (Þ åéäéêÞ ëýóç) v = vp(t) ôçò ßäéáò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìáæß ìå ôçí
áñ÷éêÞ óõíèÞêç ðïõ ðñïáíáöÝñèçêå.

ÁÓÊÇÓÇ A86 (ÊåöÜëáéá Á1, Á3, ÄõíáìéêÞ: ÅõèýãñáììçÊßíçóç ìå Áíôßóôáóç): Õëéêü óçìåßïÌ
ìÜæáò m êéíåßôáé åõèýãñáììá (êáôÜ ìÞêïò ôïõ Üîïíá Ox) óå ïñéæüíôéï åðßðåäï õðü ôçí åðßäñáóç
äõíÜìåùò ôñéâÞò R = R(t) ôçò ìïñöÞò

R(t) = bv(t) + cv3(t) ìå t ≥ 0,

ìå t ôï ÷ñüíï, v = v(t) ôçí ôá÷ýôçôá ôïõ õëéêïý óçìåßïõ êáé b êáé c ãíùóôÝò êáé (ìÜëëïí ðñïöá-
íþò) áñíçôéêÝò óôáèåñÝò. Æçôïýíôáé: (á:2) Ç êáôáóêåõÞ ôçò ó÷åôéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ãéá
ôçí ôá÷ýôçôá v(t) ôïõ õëéêïý óçìåßïõ M. (â:6) Ç áíáãùãÞ ôçò äéáöïñéêÞò áõôÞò åîéóþóåùò óå
ãñáììéêÞ ìå êáôÜëëçëç íÝá Üãíùóôç óõíÜñôçóç (åîáñôçìÝíç ìåôáâëçôÞ) w = w(t).

ÁÓÊÇÓÇ A87 (ÊåöÜëáéá Á1, Á3, ÄõíáìéêÞ: Åõèýãñáììç Êßíçóç ìå Áíôßóôáóç): Óõíå÷ßæïõìå
ôçí ðñïçãïýìåíç Üóêçóç. Ãéá ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç

dw(t)
dt

+ 2b
m

w(t) = − 2c
m
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ìå ôéò ðïóüôçôåò m, b êáé c ãíùóôÝò óôáèåñÝò, áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ ôï ÷ñüíï t êáé åîáñôçìÝíç
ìåôáâëçôÞ (Üãíùóôç óõíÜñôçóç) ôçíw = w(t) æçôïýíôáé: (á:1) ¸îé ÷áñáêôçñéóìïß ôçò äéáöïñéêÞò
áõôÞò åîéóþóåùò. (â:2) Ç åðßëõóç ôçò áíôßóôïé÷çò ïìïãåíïýò (ìå c = 0) äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò
õðï÷ñåùôéêÜ ìå ôç ìÝèïäï ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò ðïõ ïäçãåß ôåëéêÜ óôç ÷áñáêôçñé-
óôéêÞ åîßóùóç. (ã:1) Ï Ýëåã÷ïò åÜí Þ ü÷é ç ðéï ðÜíù ìç ïìïãåíÞò äéáöïñéêÞ åîßóùóç (ìå c �= 0)
åßíáé ðëÞñçò (Þ áêñéâÞò) Þ ü÷é. (ä:1) ÁíÜëïãïò Ýëåã÷ïò ìåôÜ áðü ðïëëáðëáóéáóìü ôçò áñ÷éêÞò
äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (ìå c �= 0) åðß ôç óõíÜñôçóç (ðéèáíü ïëïêëçñùôéêü ðáñÜãïíôá)

ì(t) = e(2b/m) t.

(å:2) Ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò áñ÷éêÞò (ìå c �= 0) äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìå âÜóç ôï ðñïçãïýìåíï åñþ-
ôçìá. (Ï ó÷åôéêüò ôåëéêüò ôýðïò äå èåùñåßôáé åäþ ãíùóôüò!) (óô:1) Ç ëåðôïìåñÞò óýãêñéóç ôùí
áðïôåëåóìÜôùí ôùí åñùôçìÜôùí (â) êáé (å). Ðïéá åßíáé ìéá ðñïöáíÞò ìåñéêÞ ëýóç ôçò áñ÷éêÞò
(ìå c �= 0) äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò;

ÁÓÊÇÓÇ A88 (ÊåöÜëáéá Á1, Á3, ÄõíáìéêÞ: Åõèýãñáììç Êßíçóç ìå Áíôßóôáóç): Èåùñïýìå
ôçí ïñéæüíôéá åõèýãñáììç êßíçóç õëéêïý óçìåßïõ ìÜæáò m ìå áñ÷éêÞ ôá÷ýôçôá (ãéá t = 0) ßóç
ìå v0 > 0 (ðñïò ôá äåîéÜ) êáé õðü ôçí åðßäñáóç áíôßóôáóçò óôçí êßíçóç

R(t) = −bv(t) − cv4(t)

ìå ôá b êáé c èåôéêÝò óôáèåñÝò. ¢ñá ïõóéáóôéêÜ ç äýíáìç R(t) åßíáé ôåëéêÜ ðñïò ôá áñéóôåñÜ.
Æçôïýíôáé: (á:1) Ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôçò êéíÞóåùò ôïõ õëéêïý óçìåßïõùòðñïò ôçí ôá÷ýôçôÜ ôïõ
v(t). (â:1) Ïé ëåðôïìåñåßò ÷áñáêôçñéóìïß ôçò (÷ùñßò åðåîçãÞóåéò). (ã:2) Ç áíáãùãÞ ôçò äéáöïñéêÞò
áõôÞò åîéóþóåùò óå ìéá ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç êáé (ä:2) ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò ôåëåõôáßáò.
(å:2) Áðü ôçí ôåëåõôáßá ëýóç ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò áñ÷éêÞò (ôçò ìç ãñáììéêÞò) äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò
êáé ôÝëïò (óô:2) ç áíôßóôïé÷ç ìåñéêÞ ëýóç ìå áñ÷éêÞ óõíèÞêç ôç v(0) = v0 (ôçí áñ÷éêÞ ôá÷ýôçôá).

ÁÓÊÇÓÇ A89 (ÊåöÜëáéá Á1, Á3, ÄõíáìéêÞ: Åõèýãñáììç Êßíçóç ìå Áíôßóôáóç): Èåùñïýìå
ôçí åõèýãñáììç êßíçóç åíüò õëéêïý óçìåßïõ Ì ìÜæáò m ðÜíù óôïí Üîïíá Ox ðñïò ôá äåîéÜ ìå
ôá÷ýôçôá v(t). Óôçí êßíçóç áõôÞ õðÜñ÷åé áíôßóôáóç

R(t) = −bv(t) − cvá(t)

ìå ôá b, c êáé á èåôéêÝò óôáèåñÝò êáé ìÜëéóôá ìå á > 1. Æçôïýíôáé: (á:1) Ìå âÜóç ôï äåýôåñï
íüìï ôïõ Íåýôùíá íá ãñáöåß ç ó÷åôéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ùò ðñïò ôçí ôá÷ýôçôá v(t) ôïõ õëéêïý
óçìåßïõ êáé íá ãßíïõí ïé ëåðôïìåñåßò ÷áñáêôçñéóìïß ôçò. (â:1) Ìå êáôÜëëçëç áëëáãÞ Üãíùóôçò
óõíáñôÞóåùò (áðü v(t) óå z(t)) êáé ìå ÷ñÞóç íÝùí óôáèåñþí b∗ = (1 − á)b/m êáé áíÜëïãá c∗

íá ìåôáôñáðåß ç áñ÷éêÞ ìç ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç óå ãñáììéêÞ. (ã:2) Íá âñåèåß ç ãåíéêÞ
ëýóç zh(t) ôçò áíôßóôïé÷çò ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò. (ä:2) Ìå ôç ìÝèïäï ôçò
ìåôáâïëÞò ôçò ðáñáìÝôñïõ íá ðñïóäéïñéóèåß êáé ç ãåíéêÞ ëýóç zg(t) ôçò ìç ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò
äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò. (å:1) Íá ðñïóäéïñéóèïýí ç ëýóç zp(t) ôïõ ó÷åôéêïý ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêÞò
ôéìÞò ìå áñ÷éêÞ ôá÷ýôçôá ôïõ õëéêïý óçìåßïõ v(0) = v0 > 0 êáé ôÝëïò (óô:1) ç ôá÷ýôçôá vp(t) ôïõ
õëéêïý óçìåßïõ ðïõ áíôéóôïé÷åß óôç ëýóç zp(t).

A6.3. Êáôáêüñõöç êßíçóç ìå áíôßóôáóç

ÁÓÊÇÓÇ A90 (ÊåöÜëáéá Á1, Á3, Á4, ÄõíáìéêÞ: Êáôáêüñõöç Êßíçóç ìå Áíôßóôáóç) : Åäþ
èåùñïýìå ôç ìç ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ðñþôçò ôÜîåùò

mv̇(t) = −mg − cv(t) ìå v(0) = v0 > 0.

Æçôïýíôáé: (á:1) Óå ðïéï áêñéâþò ðñüâëçìá áíáöÝñåôáé; (â:1) Ç ëåðôïìåñÞò åýñåóÞ ôçò. (ã:1) Ïé
ðëÞñåéò ÷áñáêôçñéóìïß ôçò (÷ùñßò üìùò åðåîçãÞóåéò). (ä:2) Ç ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò áõôïý ìå
ôç ìÝèïäï ôçò ìåôáâïëÞò ôçò ðáñáìÝôñïõ. (å:2) Ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ïëïêëçñùôéêïý ðáñÜãïíôá

ì(t) = ect/m.
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(óô:2) ÔÝëïò ìå ôç ìÝèïäï ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò óå óõíäõáóìü ìå ôç ìÝèïäï ôùí ðñïó-
äéïñéóôÝùí óõíôåëåóôþí. (æ:1) Ï ÷ñüíïò th ðïõ áðáéôåßôáé, þóôå íá óõìâåß v(th) = 0.

ÁÓÊÇÓÇ A91 (ÊåöÜëáéá Á1, Á3, Á4, ÄõíáìéêÞ: Êáôáêüñõöç Êßíçóç ìå Áíôßóôáóç): Èåù-
ñïýìå ôï ðñüâëçìá ôçò êáôáêüñõöçò ðñïò ôá êÜôù êéíÞóåùò õëéêïý óçìåßïõ Ì ìÜæáò m õðü
ôçí åðßäñáóç ôçò âáñýôçôáò (ìå åðéôÜ÷õíóç g åðßóçò ðñïò ôá êÜôù, ðñïò ôç ãç) êáé áíôéóôÜ-
óåùò R(t) óôçí êßíçóç áíÜëïãçò ôïõ ôåôñáãþíïõ v2(t) ôçò ôá÷ýôçôáò v = v(t) ìå ãíùóôÞ èåôéêÞ
óôáèåñÜ áíáëïãßáò c. Ìå ôç öïñÜ ôçò ôá÷ýôçôáò v = v(t) ôïõ õëéêïý óçìåßïõ Ì íá èåùñåßôáé
èåôéêÞ ðñïò ôá ðÜíù æçôïýíôáé: (á:1) Íá åîçãçèåß ëåðôïìåñþò ãéáôß éó÷ýåé ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç

mv̇(t) = −mg + cv2(t),

åíþ äåí éó÷ýåé ç ðáñüìïéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç

mv̇(t) = −mg − cv2(t).

(â:2) Íá áðïäåé÷èåß ëåðôïìåñþò ï ôýðïò

tanh−1 x = 1
2
ln

1 + x
1 − x

.

(ã:1) Íá áðïäåé÷èåß ëåðôïìåñþò ï ôýðïò∫
dx

x2 − a2
= − 1

a
tanh−1 x

a
.

(ä:3) Íá ëõèåß ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôïõ åñùôÞìáôïò (á) ìå áñ÷éêÞ óõíèÞêç ôç v(0) = 0 (äçëáäÞ ìå
Ýíáñîç ôçò êéíÞóåùò áðü ôçí çñåìßá) õðï÷ñåùôéêÜ ìå ôç ÷ñÞóç êáé ôùí äýï âïçèçôéêþí óõìâüëùí

v∞ =
√

mg
c

êáé ô0 =
√

m
cg

.

(å:1) ÔÝëïò íá õðïëïãéóèåß ç ôá÷ýôçôá v(t) ãéá t → ∞.

ÁÓÊÇÓÇ A92 (ÊåöÜëáéá Á1, Á3, Á4, ÄõíáìéêÞ: Êáôáêüñõöç Êßíçóç ìå Áíôßóôáóç): Óå ðôþóç
õëéêïý óçìåßïõÌ êáôÜ ìÞêïò ôïõ êáôáêüñõöïõÜîïíáOy õðÜñ÷åé ðÝñááðü ôç ãÞéíç âáñýôçôá ìå
åðéôÜ÷õíóç g (ðñïò ôá êÜôù) êáé áíôßóôáóç ôïõ áÝñá F(t) óôçí åõèýãñáììç áõôÞ êßíçóç áíÜëïãç
ôïõ ôåôñáãþíïõ ôçò ôá÷ýôçôáò v(t) ôçò ìïñöÞò

R(t) = cv2(t)

ìå ôï c èåôéêÞ óôáèåñÜ êáé ìå èåôéêÞ öïñÜ ðñïò ôá ðÜíù. Ç êßíçóç Ý÷åé õðïôåèåß ðñïò ôá êÜôù.
¢ñá ç áíôßóôáóç ôïõ áÝñá R(t) > 0 Ý÷åé äéåýèõíóç ðñïò ôá ðÜíù, åíþ ôo âÜñïò W = −mg < 0
ðñïò ôá êÜôù ðñïöáíþò! Æçôïýíôáé: (á:2) Ç êáôáóêåõÞ ôçò ó÷åôéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ãéá
ôçí ôá÷ýôçôá v(t) ôïõ õëéêïý óçìåßïõ ìå èåôéêÞ öïñÜ åðßóçò ðñïò ôá ðÜíù. (â:1) ÔÝóóåñéò ÷áñá-
êôçñéóìïß ôçò äéáöïñéêÞò áõôÞò åîéóþóåùò. (ã:5) Ç ìåñéêÞ ëýóç ôçò ßäéáò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò
ìå îåêßíçìá ôïõ õëéêïý óçìåßïõ M áðü ôçí çñåìßá. Èåùñåßôáé ãíùóôü ôï áüñéóôï ïëïêëÞñùìá∫

dx
a − bx2

= 1√
ab

tanh−1
(√b

a
x
)

ìå a, b > 0.

(ÖõóéêÜ ï åêèÝôçò−1 äçëþíåé åäþáðëÜáíôßóôñïöç óõíÜñôçóç, áóöáëþò ü÷é ýøùóçóå äýíáìç.)

ÁÓÊÇÓÇ A93 (ÊåöÜëáéï Á4, ÄõíáìéêÞ: Êáôáêüñõöç Êßíçóç ìå Áíôßóôáóç): Óõíå÷ßæïõìå ôçí
ðñïçãïýìåíç Üóêçóç. Æçôïýíôáé: (á:3) ÇðéïðÜíùìåñéêÞ ëýóç óå ëõìÝíç ìïñöÞ v = v(t) ùòðñïò
ôçí ôá÷ýôçôá v(t) ôïõ õëéêïý óçìåßïõ Ì õðï÷ñåùôéêÜ ìå ÷ñÞóç êáé ôùí âïçèçôéêþí óõìâüëùí

v0 =
√

mg
c

ìå ô0 =
√

m
cg
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(÷áñáêôçñéóôéêÞò ôá÷ýôçôáò v0 êáé ÷áñáêôçñéóôéêïý ÷ñüíïõ ô0 áíôßóôïé÷á) (â:3) Ç ïñéáêÞ ôá÷ý-
ôçôá v∞ (ãéá t → ∞) ôïõ õëéêïý óçìåßïõ Ì áðü ôçí ßäéá ôç ëýóç ôïõ ðñïçãïýìåíïõ åñùôÞìáôïò.
(ã:2) Ç ßäéá ïñéáêÞ ôá÷ýôçôá v∞ êáôåõèåßáí ìÝóù ôçò áñ÷éêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò.

ÁÓÊÇÓÇ A94 (ÊåöÜëáéá Á1, Á3, Á4, ÄõíáìéêÞ: Êáôáêüñõöç Êßíçóç ìå Áíôßóôáóç) : Åäþ
èåùñïýìå ôçí ðñïò ôá ðÜíù êßíçóç õëéêïý óçìåßïõ ìÜæáò m óôï ãÞéíï ðåäßï âáñýôçôáò ìå
åðéôÜ÷õíóç −g (ðñïò ôá êÜôù). ÈåôéêÞ êáôåýèõíóç åðéëÝãïõìå ôçí ðñïò ôá åðÜíù. Ç áñ÷éêÞ
ôá÷ýôçôá ôïõ õëéêïý óçìåßïõ åßíáé v0 (ìå v0 > 0: ðñïò ôá ðÜíù). Óôçí êßíçóç áõôÞ õðÜñ÷åé
áíôßóôáóç ôïõ áÝñá R(t) (ðñïò ôá êÜôù: R(t) < 0) áíÜëïãç ôïõ ôåôñáãþãïõ ôçò ôá÷ýôçôáò v(t)
ìå óôáèåñÜ áíáëïãßáò −c (ìå c > 0). Åäþ æçôïýíôáé: (á:1) Ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôçò êéíÞóåùò ôïõ
õëéêïý óçìåßïõ ìå Üãíùóôç óõíÜñôçóç ôçí ôá÷ýôçôá v(t). (â:1) Ìå ÷ñÞóç êáé ôïõ ãíùóôïý ôýðïõ

d
dx

tan−1 x = 1
1 + x2

ìå tan−1 x ≡ arctan x

ç ãåíéêÞ ëýóç t = t(v) áõôÞò ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò. (ã:1) Ìå ôç ÷ñÞóç êáé ôçò ôá÷ýôçôáò

vr =
√

mg
c

ç ßäéá ãåíéêÞ ëýóç ôþñá óôç ëõìÝíç ìïñöÞ v = v(t) ÷ùñßò êáìßá ôåôñáãùíéêÞ ñßæá. (ä:2) Ç ìåñéêÞ
ëýóç ðïõ áíôéóôïé÷åß óôçí áñ÷éêÞ óõíèÞêç v(0) = v0. (å:2) Ï ÷ñüíïò th ãéá íá öèÜóåé ôï õëéêü
óçìåßï ôï ìÝãéóôï ýøïò ôïõ ðñéí íá áñ÷ßóåé ç åðéóôñïöÞ ôïõ óôç ãç. (óô:1) Ðïéá äéáöïñéêÞ
åîßóùóç èá éó÷ýåé êáôÜ ôçí åðéóôñïöÞ áõôÞ êáé ãéáôß; (÷ùñßò üìùò ôçí åðßëõóÞ ôçò).

ÁÓÊÇÓÇ A95 (ÊåöÜëáéá Á3, Á4, ÄõíáìéêÞ: Êáôáêüñõöç Êßíçóç ìå Áíôßóôáóç): Óôçí êáôá-
êüñõöç ðñïò ôá ðÜíù êßíçóç õëéêïý óçìåßïõ ìÜæáò m ìå ôá÷ýôçôá v(t) (ìå t ôï ÷ñüíï) êáé ìå
áíôßóôáóç R = cv2(t) (ìå c > 0) ðñïêýðôåé ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç

m
dv
dt

= −mg − cv2 ìå v = v(t)

êáé ìå g ôçí åðéôÜ÷õíóç ôçò âáñýôçôáò. Æçôïýíôáé: (á:2) Ìå ÷ñÞóç êáé ôïõ âïçèçôéêïý óõìâüëïõ
a = √

c /(mg) áíôß ãéá ôç óôáèåñÜ c ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò vg(t) óå ëõìÝíç ìïñöÞ. Õðüäåéîç: Åßíáé ãíùóôÞ
ç ðáñÜãùãïò d

dt
tan−1 at ≡ d

dt
arctan at = a

1 + a2t2
.

(â:2) ÁíÜëïãá êáé ç ìåñéêÞ ëýóç ôçò vp(t) ç ïðïßá áíôéóôïé÷åß óôçí áñ÷éêÞ óõíèÞêç v(0) = v0
(ìå v0 > 0) ðÜëé óå ëõìÝíç ìïñöÞ. (ã:4) Ï ÷ñüíïò tcr ðïõ áðáéôåßôáé ãéá íá öèÜóåé ôï õëéêü óçìåßï
óôï øçëüôåñï óçìåßï ôçò åõèýãñáììçò ôñï÷éÜò ôïõ.

ÁÓÊÇÓÇ A96 (ÊåöÜëáéá Á3, Á20, ÄõíáìéêÞ: Êáôáêüñõöç Êßíçóç ìå Áíôßóôáóç): Óõíå÷ßæïõìå
ôçí ðñïçãïýìåíç Üóêçóç. Ãéá ôï ðñüâëçìá áñ÷éêÞò ôéìÞò åêåß êáé ìå c∗ = c /m æçôïýíôáé: (á:2) Ìå
ôç ìÝèïäï ôùí äéáäï÷éêþí ðñïóåããßóåùí ôïõ Picard êáé ìå áñ÷éêÞ ðñïóÝããéóç ôçò ôá÷ýôçôáò v(t)
ôç v1(t) = v0 ç åðüìåíç ðñïóÝããéóç v2(t). (â:6) Ôþñá ìå ôçí åðßóçò ðñïóåããéóôéêÞ ìÝèïäï ôçò
óåéñÜò Taylor ç óåéñÜ Taylor--Maclaurin (ìå âÜóç ôï óçìåßï t0 = 0) ç áíôßóôïé÷ç ðñïóÝããéóç ìå
üñïõò ìÝ÷ñé êáé t3.

ÁÓÊÇÓÇ A97 (ÊåöÜëáéáÁ1, Á3, Á4, ÄõíáìéêÞ: ÊáôáêüñõöçÊßíçóçìåÁíôßóôáóç): Èåùñïýìå
ôçí êáôáêüñõöç êßíçóç õëéêïý óçìåßïõ M ìÜæáò m ìå áñ÷éêÞ ôá÷ýôçôá v(0) = v0. ÈåôéêÞ öïñÜ
åðéëÝãåôáé ç ðñïò ôá ðÜíù. Óôçí êßíçóç áõôÞ åíåñãåß ç åðéôÜ÷õíóç ôçò âáñýôçôáò −g (ðñïò ôá
êÜôù) êáèþò êáé áíôßóôáóç R(t) = −bv(t) ìå ôï b ãíùóôÞ èåôéêÞ óôáèåñÜ. Æçôïýíôáé: (á:1) Ï
ó÷çìáôéóìüò ôçò ó÷åôéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìå Ýëåã÷ï åÜí áõôÞ éó÷ýåé, üôáí ôï õëéêü óçìåßï
êéíåßôáé åßôå (i) ðñïò ôáðÜíù (v > 0) åßôå (ii) ðñïò ôá êÜôù (v < 0). (â:1) Ç ìåôáôñïðÞ ôçò äéáöïñé-
êÞò åîéóþóåùò êáé ôçò áñ÷éêÞò óõíèÞêçò óå ïëïêëçñùôéêÞ åîßóùóç. (ã:1)Ï ãåíéêüò åðáíáëçðôéêüò
(Þ áíáäñïìéêüò) ôýðïò ãéá ôçí ðñïóåããéóôéêÞ åðßëõóç ôçò ïëïêëçñùôéêÞò áõôÞò åîéóþóåùò ìå ôç
ìÝèïäï ôùí äéáäï÷éêþí ðñïóåããßóåùí ôïõ Picard. Óôç óõíÝ÷åéá ìå áñ÷éêÞ ðñïóÝããéóç ôç v0(t) = 0
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ç åýñåóç ôùí ôñéþí åðüìåíùí ðñïóåããßóåùí (ä:1) v1(t), (å:1) v2(t) êáé (óô:1) v3(t). (æ:1) Ç êëåéóôÞ
ëýóç vp(t) ôïõ ßäéïõ ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêÞò ôéìÞò (ôþñá ÷ùñßò ðñïóåããßóåéò!) ìå ôç ìÝèïäï ôçò
åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò óõí Ýíáí ðñïóäéïñéóôÝï óõíôåëåóôÞ Á. (ç:1) Ç ðñïóÝããéóç ṽp(t) ôçò
êëåéóôÞò áõôÞò ëýóåùò vp(t) áðü ôç óåéñÜ Maclaurin ôçò ìå üñïõò ìÝ÷ñé êáé t êáé ç óýãêñéóÞ ôçò
ìå ôçí ðñïóÝããéóç v3(t) ôçò ìåèüäïõ ôùí äéáäï÷éêþí ðñïóåããßóåùí ôïõ Picard.

ÁÓÊÇÓÇ A98 (ÊåöÜëáéá Á1, Á3, ÄõíáìéêÞ: Êáôáêüñõöç Êßíçóç ìå Áíôßóôáóç): Óõíå÷ßæïõìå
ôçí ðñïçãïýìåíç Üóêçóç. Æçôïýíôáé åðßóçò: (á:1) Ï Ýëåã÷ïò åÜí Þ ü÷é ç ó÷åôéêÞ äéáöïñéêÞ
åîßóùóç åßíáé ðëÞñçò (Þ áêñéâÞò). (â:2) ÅÜí äåí åßíáé ðëÞñçò, ï ðñïóäéïñéóìüò ó÷åôéêïý ïëïêëç-
ñùôéêïý ðáñÜãïíôá ì(t). (Ïé ó÷åôéêïß ôýðïé äå èåùñïýíôáé ãíùóôïß!) Óôç óõíÝ÷åéá ìå ôç ÷ñÞóç
ôïõ ïëïêëçñùôéêïý áõôïý ðáñÜãïíôá ì(t) (ã:1) ç ãåíéêÞ ëýóç vg(t) ôçò áñ÷éêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþ-
óåùò ìå ôçí ðáñïýóá ìÝèïäï ôïõ ïëïêëçñùôéêïý ðáñÜãïíôá ì(t) (ï ôåëéêüò ôýðïò äå èåùñåßôáé
ãíùóôüò!) êáé (ä:1) ç ëýóç vp(t) ôïõ ó÷åôéêïý ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêÞò ôéìÞò ìå v(0) = v0. (å:2) Áðü ôç
ëýóç áõôÞ vp(t) ç áðáëïéöÞ ôùí ðïóïôÞôùím, b, g êáé v0 ìå ôï ó÷çìáôéóìü ó÷åôéêÞò ìç ãñáììéêÞò
äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ôñßôçò ôÜîåùò. (óô:1) Ï Ýëåã÷ïò ôçò ôåëåõôáßáò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ùò
ðñïò ôçí ïñèüôçôÜ ôçò ìÝóù ôçò åðáëçèåýóåþò ôçò áðü ôçí ßäéá ôç ëýóç vp(t).

ÁÓÊÇÓÇ A99 (ÊåöÜëáéá Á2, Á3, ÄõíáìéêÞ: Êáôáêüñõöç Êßíçóç ìå Áíôßóôáóç): Èåùñïýìå
åäþ ôçí ðñïò ôá ðÜíù êßíçóç õëéêïý óçìåßïõ ìÜæáò m (óå êáôáêüñõöç åõèåßá) ìå ôá÷ýôçôá
v = v(t) (ìå t ôï ÷ñüíï) õðü ôçí åðßäñáóç ôïõ âÜñïõò ôïõ W = mg (ìå g ôçí åðéôÜ÷õíóç ôçò
âáñýôçôáò) êáèþò êáé áíôéäñÜóåùò ôñéâÞò áðü ôçí áôìüóöáéñá ôçò ìïñöÞò R = k1v + k2v2 ìå
ôïõò óõíôåëåóôÝò k1, 2 ãíùóôïýò èåôéêïýò áñéèìïýò. Ìå âÜóç ôï äåýôåñï íüìï ôïõ Íåýôùíá óôç
Ìç÷áíéêÞ ðñïêýðôåé ôüôå åýêïëá ç åîÞò äéáöïñéêÞ åîßóùóç:

m
dv
dt

= −mg − k1v − k2v2 ìå v = v(t) êáé t ≥ 0.

Óôç óõãêåêñéìÝíç Üóêçóç ìüíï ÷Üñéí ôçò áðëïðïéÞóåùò óôïõò ìáèçìáôéêïýò õðïëïãéóìïýò ìáò
(êáé ü÷é ãéá êÜðïéï óõãêåêñéìÝíï öõóéêü ëüãï) ïé ðéï ðÜíù óôáèåñÝò k1, 2 åðéëÝãïíôáé óáí

k1 = 2mgc êáé k2 = mgc2

ìå ôï c åðßóçò ãíùóôÞ èåôéêÞ óôáèåñÜ. Ôüôå ç ðéï ðÜíù äéáöïñéêÞ åîßóùóç áðëïðïéåßôáé ùò åîÞò:

dv
dt

= −g(1 + 2cv + c2v2) ìå v = v(t) êáé t ≥ 0.

Åäþ æçôïýíôáé: (á:3) Ç åðßëõóç ôçò ðéï ðÜíù äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìáæß ìå ôçí áñ÷éêÞ óõíèÞêç
v(0) = v0 ìå v0 > 0 (ðñüâëçìá áñ÷éêÞò ôéìÞò) êáé ìå êßíçóç ðñïò ôá ðÜíù. (â:1) Íá åðáëçèåõèåß
ç éó÷ýò ôçò áñ÷éêÞò óõíèÞêçò ðïõ ðñïáíáöÝñèçêå óôç ëýóç ðïõ âñÝèçêå. (ã:2) Ðïéá ÷ñïíéêÞ
óôéãìÞ t = t0 ìçäåíßæåôáé ç ôá÷ýôçôá v(t) ôïõ õëéêïý óçìåßïõ; (ä:2) Óå ðïéï ÷ñïíéêü äéÜóôçìá [t1, t2]
éó÷ýåé ç ëýóç ç ïðïßá âñÝèçêå ðáñáðÜíù; (å:2) Ôé áêñéâþò èá ìðïñïýóå íá ãßíåé ãéá ÷ñïíéêÝò
óôéãìÝò t ðÝñá áðü ôï ÷ñïíéêü áõôü äéÜóôçìá; (Äå æçôïýíôáé üìùò ïé ó÷åôéêïß õðïëïãéóìïß.)

A6.4. Êßíçóç óå ðåñéóôñåöüìåíï óùëÞíá

ÁÓÊÇÓÇ A100 (ÊåöÜëáéá Á1, Á5, ÄõíáìéêÞ: Êßíçóç óå Ðåñéóôñåöüìåíï ÓùëÞíá): ÌåëåôÜìå
ôç èÝóç u(t) (ìå t ôï ÷ñüíï) õëéêïý óçìåßïõÌ ðïõ êéíåßôáé ìÝóá óå ëåðôü åõèýãñáììï óùëÞíá ðïõ
ðåñéóôñÝöåôáé ìå óôáèåñÞ ãùíéáêÞ ôá÷ýôçôá ù0 êáé Ý÷åé óôáèåñü (áêßíçôï) ôï Üêñï ôïõ u = 0.
Äåí õðÜñ÷åé åîùôåñéêÞ äýíáìç p(t) ðïõ íá áóêåßôáé ðÜíù óôï õëéêü óçìåßï Ì. Ôüôå ãéá ôç èÝóç
áõôÞ u(t) éó÷ýåé ç åîÞò äéáöïñéêÞ åîßóùóç, üðïõ Ý÷åé ëçöèåß õðüøç êáé ç öõãüêåíôñïò äýíáìç:

ü(t) − ù2
0u(t) = 0 ìå t > 0.

Æçôïýíôáé: (á:1) ¸îé ÷áñáêôçñéóìïß ôçò äéáöïñéêÞò áõôÞò åîéóþóåùò. (â:2) Ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò ug(t)
óå åêèåôéêÞ ìïñöÞ. (ã:2) Ç ìåôáôñïðÞ ôçò ðñïçãïýìåíçò ãåíéêÞò ëýóåùò óå õðåñâïëéêÞ ìïñöÞ.
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(ä:3) Ç ìåñéêÞ ëýóç ðïõ áíôéóôïé÷åß óôéò äýï áñ÷éêÝò óõíèÞêåò

u(0) = u0 êáé u̇(0) = v0

(áñ÷éêÞ èÝóç êáé áñ÷éêÞ ôá÷ýôçôá áíôßóôïé÷á) åðßóçò óå õðåñâïëéêÞ ìïñöÞ. (å:3) Ç åðáëÞèåõóç
ôçò ìåñéêÞò ëýóåùò ðïõ âñÝèçêå. (óô:2) Õðï÷ñåùôéêÜ ìå ôç ÷ñÞóç ïñßæïõóáò Wronski ç áðüäåéîç
üôé ïé èåìåëéþäåéò ëýóåéò ðïõðñïÝêõøáí óôç ãåíéêÞ ëýóç (óôçí åêèåôéêÞ ôçò ìïñöÞ) åßíáé ãñáììéêÜ
áíåîÜñôçôåò. (æ:3) Ôï ßäéï áêñéâþò åñþôçìá êáé ãéá ôçí õðåñâïëéêÞ ìïñöÞ ôçò ãåíéêÞò ëýóåùò.

ÁÓÊÇÓÇ A101 (ÊåöÜëáéá Á1, Á5, ÄõíáìéêÞ: Êßíçóç óå Ðåñéóôñåöüìåíï ÓùëÞíá): Èåùñïýìå
ôçí êßíçóç õëéêïý óçìåßïõ ìÜæáò m ìÝóá óå åõèýãñáììï óùëÞíá ðïõ ðåñéóôñÝöåôáé ãýñù áðü
ôï Ýíá óôáèåñü Üêñï ôïõ u = 0 ìå óôáèåñÞ ãùíéáêÞ ôá÷ýôçôá ù0. ¢ãíùóôç åßíáé ç èÝóç u(t) ôïõ
óçìåßïõ (ìå t ôï ÷ñüío). ÕðÜñ÷åé åðßóçò êáé áíôßóôáóç cv(t) áíÜëïãç ôçò ôá÷ýôçôáò v(t) = u̇(t)
ôïõ óçìåßïõ. Æçôïýíôáé: (á:1) Íá âñåèåß ç ó÷åôéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç

ü(t) + 2îù0 u̇(t) − ù2
0u(t) = p(t)

m
ìå ôï î êáôÜëëçëç èåôéêÞ óôáèåñÜ êáé p(t) ôç öüñôéóç (åîùôåñéêÞ äýíáìç) ðïõ áóêåßôáé ðÜíù
óôï õëéêü óçìåßï. (â:2) Ìå ôç ãíùóôÞ ìÝèïäï ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò êáé ìå ôç ÷ñÞóç
êáé ôïõ âïçèçôéêïý óõìâüëïõ a = √

1 + î2ù0 íá âñåèåß ç ãåíéêÞ ëýóç uh(t) ôçò áíôßóôïé÷çò ïìï-
ãåíïýò åîéóþóåùò (ìå p(t) = 0) óå åêèåôéêÞ ìïñöÞ êáé ôåëéêÜ (ã:2) óôç óõíçèéóìÝíç êáé êÜðùò
áðëïðïéçìÝíç åêèåôéêÞ--õðåñâïëéêÞ ìïñöÞ. (ä:1) Ðïéá ìïñöÞ uh0(t) ðáßñíåé ç ëýóç áõôÞ uh(t) ãéá
î = 0 óå õðåñâïëéêÞ ìïñöÞ; (å:2) ÔÝëïò ìå ôç ÷ñÞóç êáôÜëëçëçò ïñßæïõóáò íá áðïäåé÷èåß ç ãñáì-
ìéêÞ áíåîáñôçóßá ôùí äýï õðåñâïëéêþí ëýóåùí ðïõ óõíéóôïýí ôï ó÷åôéêü èåìåëéþäåò óýíïëï
(Þ èåìåëéþäåò óýóôçìá) ëýóåùí óôç ëýóç uh0(t).

ÁÓÊÇÓÇ A102 (ÊåöÜëáéï Á5, ÄõíáìéêÞ: Êßíçóç óå Ðåñéóôñåöüìåíï ÓùëÞíá): Óõíå÷ßæïõìå
ôçí ðñïçãïýìåíç Üóêçóç ìå î = 0 êáé öüñôéóç

p(t) = p0 coshù0t.

Æçôïýíôáé: (á:4)Ìå ôç ìÝèïäï ôùíðñïóäéïñéóôÝùí óõíôåëåóôþí ç ãåíéêÞ ëýóç ug(t) ôçò ìç ïìïãå-
íïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò. (â:4) Ç ìåñéêÞ ëýóç up(t) ìå áñ÷éêÝò óõíèÞêåò u(0) = u0 êáé u̇(0) = v0.

ÁÓÊÇÓÇ A103 (ÊåöÜëáéá Á10, Á11, ÄõíáìéêÞ: Êßíçóç óå Ðåñéóôñåöüìåíï ÓùëÞíá): Óõíå÷ß-
æïõìå ôéò äýï ðñïçãïýìåíåò áóêÞóåéò êáé åäþ ìå î = 0. Æçôïýíôáé: (á:2) Ç óõíÜñôçóç ìåôáöïñÜò
G(s) (Þ H(s)) êáé (â:2) ç ó÷åôéêÞ ùóôéêÞ (Þ êñïõóôéêÞ) áðüêñéóç g(t) (Þ h(t)). (ã:2) Ìå ÷ñÞóç ôïõò
ç áðüêñéóç u(t) óå áõèáßñåôç (áëëÜ ôìçìáôéêÜ óõíå÷Þ)öüñôéóç p(t) ìå ìçäåíéêÝò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò:
u(0) = u̇(0) = 0 êáé (ä:2) ç åìðåéñéêÞ (ãñáöéêÞ) ðëÞñçò äéêáéïëüãçóç ôïõ ó÷åôéêïý ôýðïõ.

ÁÓÊÇÓÇ A104 (ÊåöÜëáéá Á17, Á19, ÄõíáìéêÞ: Êßíçóç óå Ðåñéóôñåöüìåíï ÓùëÞíá): Óõíå÷ß-
æïõìå ôéò ôñåéò ðñïçãïýìåíåò áóêÞóåéò êáé åäþ îáíÜ ìå î = 0. Ãéá áõèáßñåôç ðåñéïäéêÞ öüñôéóç
p(t) ìå ðåñßïäï T êáé ìå ãíùóôÞ ôç ó÷åôéêÞ ìéãáäéêÞ (Þ åêèåôéêÞ) óåéñÜ Fourier æçôåßôáé (á:7) ç
áíôßóôïé÷ç (ðÜëé ìéãáäéêÞ Þ åêèåôéêÞ) óåéñÜ Fourier ôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò u(t) ðïõ áöïñÜ
áðëÜ óå ìéá ìåñéêÞ ëýóç (ìå ôç öüñôéóç p(t)) ôçò ðáñïýóáò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò. (â:1) ÕðÜñ÷åé
Þ ü÷é êÜðïéá õðïëïãéóôéêÞ óõó÷Ýôéóç ìåôáîý ôïõ äéáêñéôïý ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier (ôïõ DFT)
êáé ôçò ìéãáäéêÞò (Þ åêèåôéêÞò) óåéñÜò Fourier êáé ðïéá áêñéâþò;

ÁÓÊÇÓÇ A105 (ÊåöÜëáéá Á18, Á19, ÄõíáìéêÞ: Êßíçóç óå Ðåñéóôñåöüìåíï ÓùëÞíá): Óõíå÷ß-
æïõìå ôéò ôÝóóåñéò ðñïçãïýìåíåò áóêÞóåéò êáé åäþ ìå î = 0. Ãéá áõèáßñåôç áëëÜ åäþ ìç ðåñéïäéêÞ
öüñôéóç p(t) êáé ìå ãíùóôü ôï ó÷åôéêü ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier P(ù) æçôïýíôáé ìå ôç ìÝèïäï ôïõ
ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier: (á:3)Ï ìåôáó÷çìáôéóìüò FourierU(ù) ôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò u(t).
(â:2) Ç ó÷åôéêÞ ìéãáäéêÞ óõíÜñôçóç áðïêñßóåùò G(ù) (Þ H(ù)) óôï ðåäßï ôçò óõ÷íüôçôáò ù (ðïõ
åäþ üìùò äåí áðïêëåßåôáé íá åßíáé êáé ðñáãìáôéêÞ!). (ã:3) Ìå ãíùóôÞ ôçí ùóôéêÞ (Þ êñïõóôéêÞ)
áðüêñéóç g(t) = F−1{G(ù)} (ìå g(t) = 0 ãéá t ≤ 0) ç áðüêñéóç u(t) óôçí ðéï áðëÞ ìïñöÞ ôçò.
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ÁÓÊÇÓÇ A106 (ÊåöÜëáéá Á1, Á5, ÄõíáìéêÞ: Êßíçóç óå Ðåñéóôñåöüìåíï ÓùëÞíá): Èåùñïýìå
ôçí åîÞò äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå Üãíùóôç óõíÜñôçóç ôç èÝóç u = u(t):

ü(t) − ù2
0u(t) = 0 ìå t ≥ 0,

ìå ôï ù0 ãíùóôÞ èåôéêÞ óôáèåñÜ. Ç äéáöïñéêÞ áõôÞ åîßóùóç ðáñïõóéÜæåôáé êáôÜ ôçí êßíçóç
åíüò õëéêïý óçìåßïõ Ì ìÜæáò m ìÝóá óå åõèýãñáììï óùëÞíá ðïõ ðåñéóôñÝöåôáé ãýñù áðü ôï
óôáèåñü Üêñï ôïõ u = 0 ìå óôáèåñÞ ãùíéáêÞ ôá÷ýôçôá ù0. ÏõóéáóôéêÜ ç êßíçóç áõôÞ ïöåßëåôáé
óôç öõãüêåíôño äýíáìç mù2

0u(t) ðïõ áóêåßôáé ðÜíù óôï õëéêü óçìåßï. Æçôïýíôáé: (á:1) Ïé
ëåðôïìåñåßò ÷áñáêôçñéóìïß ôçò äéáöïñéêÞò áõôÞò åîéóþóåùò: åßäïò, ôÜîç, âáèìüò, ôýðïò, êëð.
(â:1) Ç áðüäåéîç ôùí ôýðùí ãéá ôéò ðñþôåò ðáñáãþãïõò ùò ðñïò t ôùí óõíáñôÞóåùí coshù0t
êáé sinhù0t ìå ôï ù0 óôáèåñÜ. (Ç ðáñÜãùãïò ôçò åêèåôéêÞò óõíáñôÞóåùò èåùñåßôáé ãíùóôÞ!)
(ã:2) Ç åðáëÞèåõóç üôé ç óõíÜñôçóç

ug(t) = C1 coshù0t + C2 sinhù0t

ìå ôá C1 êáé C2 äýï áõèáßñåôåò óôáèåñÝò åßíáé ëýóç ôçò ðáñáðÜíù äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò.
(ä:1) Ç áðüäåéîç ôïõ ôýðïõ

cosh2 x − sinh2 x = 1.

(å:3) Ç áðüäåéîç üôé ç ðáñáðÜíù ëýóç ug(t) ìðïñåß íá áðïôåëÝóåé ëýóç ïðïéïõäÞðïôå ðñïâëÞ-
ìáôïò áñ÷éêþí ôéìþí ðïõ áðïôåëåßôáé áðü ôçí ðéï ðÜíù äéáöïñéêÞ åîßóùóç êáé ôéò äýï áñ÷éêÝò
óõíèÞêåò u(t0) = u0 êáé u̇(t0) = v0 ôçí áñ÷éêÞ ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t0 ìå ôá u0 êáé v0 ãíùóôÝò óôáèåñÝò.
Áñêåß âÝâáéá íá ãßíåé êáôÜëëçëïò êáèïñéóìüò ôùí äýï óôáèåñþí C1 êáé C2. ¢ñá ç ëýóç ug(t) åßíáé
ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò ðéï ðÜíù äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ü(t) − ù2

0u(t) = 0.

ÁÓÊÇÓÇ A107 (ÊåöÜëáéï Á5, ÄõíáìéêÞ: Êßíçóç óå Ðåñéóôñåöüìåíï ÓùëÞíá): Óå êßíçóç õëé-
êïý óçìåßïõ ìÜæáò m óôåñåùìÝíïõ óôï Üêñï åëáôçñßïõ óôáèåñÜò k ìÝóá óå ðåñéóôñåöüìåíï
óùëÞíá ìå óôáèåñÞ ãùíéáêÞ ôá÷ýôçôá ù0 ðñïêýðôåé ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç

d2u
dt2

− ù2
0u = p0

m
te−ù0t ìå u = u(t)

ôç èÝóç ôïõõëéêïýóçìåßïõ, t ôï ÷ñüíï êáép0 óôáèåñÜó÷åôéêÞ ìå ôçí åîùôåñéêÞöüñôéóçðïõáóêåß-
ôáé ðÜíù óôï õëéêü óçìåßï. Æçôïýíôáé: (á:4) Ìå ôç ìÝèïäï ôùí ðñïóäéïñéóôÝùí óõíôåëåóôþí
ìéá ìåñéêÞ ëýóç up(t) áõôÞò ôçò ìç ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò. (â:4) Ç åðáëÞèåõóÞ ôçò.

ÁÓÊÇÓÇ A108 (ÊåöÜëáéá Á1, Á5, Á10, ÄõíáìéêÞ: Êßíçóç óå Ðåñéóôñåöüìåíï ÓùëÞíá): Åäþ
èåùñïýìå Ýíá õëéêü óçìåßï ìÜæáò m ðïõ êéíåßôáé ìÝóá óå Ýíáí åõèýãñáììï óùëÞíá. Ï óùëÞíáò
ðåñéóôñÝöåôáé óôï ïñéæüíôéï åðßðåäï Oxy ìå óôáèåñÞ ãùíéáêÞ ôá÷ýôçôá ù0. ÐÜíù óôï õëéêü
óçìåßï áóêåßôáé ìéá áõèáßñåôç åîùôåñéêÞ äýíáìç p(t). Ïé áñ÷éêÝò óõíèÞêåò ãéá ôç èÝóç r(t) ôïõ
õëéêïý óçìåßïõ (ìå t ôï ÷ñüíï) åßíáé r(0) = r0 êáé ṙ(0) = v0. Éó÷ýåé ç áêüëïõèç ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ
åîßóùóç äåõôÝñáò ôÜîåùò: d2r(t)

dt2
− ù2

0 r(t) = p(t)
m

.

Æçôïýíôáé: (á:1) Ï ó÷çìáôéóìüò ôçò äéáöïñéêÞò áõôÞò åîéóþóåùò. (â:1) Ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò áíôß-
óôïé÷çò ïìïãåíïýò åîéóþóåùò ìå ôç ÷ñÞóç õðåñâïëéêþí óõíáñôÞóåùí. Óôç óõíÝ÷åéá æçôåßôáé
ç åðßëõóç êáé ôçò ìç ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìå äýï äéáöïñåôéêïýò ôñüðïõò: (ã:3) ìå
ôç ìÝèïäï ôçò ìåôáâïëÞò ôùí ðáñáìÝôñùí êáé (ä:3) ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace.

ÁÓÊÇÓÇ A109 (ÊåöÜëáéá Á1, Á5, ÄõíáìéêÞ: Êßíçóç óå Ðåñéóôñåöüìåíï ÓùëÞíá): Ãéá ôç èÝóç
u(t) (ìå t ôï ÷ñüíï) õëéêïý óçìåßïõ Ì (ìÜæáò m) ðïõ êéíåßôáé ìÝóá óå ðåñéóôñåöüìåíï ìå óôáèåñÞ
ãùíéáêÞ ôá÷ýôçôá ù0 ëåðôü åõèýãñáììï óùëÞíá ìå óôáèåñü ôü Üêñï ôïõ u = 0 éó÷ýåé ç åîÞò
äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôçò êéíÞóåùò, üðïõ Ý÷åé ëçöèåß õðüøç êáé ç öõãüêåíôñïò äýíáìç mù2u(t):

ü(t) − ù2
0u(t) = p(t) ìå t > 0.
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Ç óõíÜñôçóç p(t) óôï äåîéü ìÝëïò èåùñåßôáé ôìçìáôéêÜ óõíå÷Þò óõíÜñôçóç êáé äçëþíåé ôçí áíçã-
ìÝíç (óôç ìÜæá m) åîùôåñéêÞ äýíáìç p0(t). Æçôïýíôáé: (á:1) ¸îé ÷áñáêôçñéóìïß ôçò äéáöïñéêÞò
áõôÞò åîéóþóåùò. (â:1) Ç ãåíéêÞ ëýóç uh(t) ôçò áíôßóôïé÷çò ïìïãåíïýò åîéóþóåùò óå åêèåôéêÞ
ìïñöÞ. (ã:1) Ç ìåôáôñïðÞ ôçò ðñïçãïýìåíçò ãåíéêÞò ëýóåùò ôçò ïìïãåíïýò åîéóþóåùò óå õðåñ-
âïëéêÞ ìïñöÞ. (ä:5) Ìéá ìåñéêÞ ëýóç up(t) ôçò ìç ïìïãåíïýò (ôçò ðëÞñïõò) äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò
õðï÷ñåùôéêÜ ìå ôç ìÝèïäï ôçò ìåôáâïëÞò ôùí ðáñáìÝôñùí ëáìâÜíïíôáò ìÜëéóôá õðüøç êáé
ôéò äýï áñ÷éêÝò óõíèÞêåò u(0) = u0 êáé u̇(0) = v0 (áñ÷éêÞ èÝóç êáé áñ÷éêÞ ôá÷ýôçôá ôïõ õëéêïý
óçìåßïõ Ì áíôßóôïé÷á) êáé åðßóçò óå õðåñâïëéêÞ ìïñöÞ.

ÁÓÊÇÓÇ A110 (ÊåöÜëáéá Á10, Á11, ÄõíáìéêÞ: Êßíçóç óå Ðåñéóôñåöüìåíï ÓùëÞíá): Óõíå÷ß-
æïõìå ôçí ðñïçãïýìåíç Üóêçóç. Æçôoýíôáé åðßóçò (á:7) Ç ìåñéêÞ ëýóç up(t) ôïõ åñùôÞìáôïò (ä)
åêåß, ôþñá üìùò õðï÷ñåùôéêÜ áðü ôçí áñ÷éêÞ, ôç ìç ïìïãåíÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç êéíÞóåùò ôïõ
õëéêïý óçìåßïõ Ì ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace êáé ìÜëéóôá óôçí áðëïýóôåñç äõ-
íáôÞ ìïñöÞ ôçò êáé ðÜëé ìå ôç ÷ñÞóç õðåñâïëéêþí óõíáñôÞóåùí. (â:1) Óõìöùíåß ôï áðïôÝëåóìá
áõôü ìå ôï áíôßóôïé÷ï ôçò ðñïçãïýìåíçò áóêÞóåùò;

ÁÓÊÇÓÇ A111 (ÊåöÜëáéá Á1, Á5, ÄõíáìéêÞ: Êßíçóç óå Ðåñéóôñåöüìåíï ÓùëÞíá): Èåùñïýìå
ôï ðñüâëçìá ôçò êéíÞóåùò õëéêïý óçìåßïõ ìÜæáòm ìÝóá óå óùëÞíá ï ïðïßïò ðåñéóôñÝöåôáé ãýñù
áðü ôï óôáèåñüÜêñï ôïõÏ (ìå u = 0) ìå óôáèåñÞ ãùíéáêÞ ôá÷ýôçôáù0 êáé ìåöüñôéóç (åîùôåñéêÞ
äýíáìç) p(t). Æçôïýíôáé: (á:1) Íá áðïäåé÷èåß ç éó÷ýò ôçò áêüëïõèçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ãéá
ôç èÝóç u(t) ôïõ õëéêïý óçìåßïõ ìÝóá óôï óùëÞíá:

d2u(t)
dt2

− ù2
0u(t) = p(t)

m
.

(â:1) Ìå ôç ìÝèïäï ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò íá õðïëïãéóèåß ç ãåíéêÞ ëýóç uh(t) ôçò áíôß-
óôïé÷çò ïìïãåíïýò åîéóþóåùò ôåëéêÜ óå õðåñâïëéêÞ ìïñöÞ. (ã:1) Ìå ôç ÷ñÞóç ïñßæïõóáò íá áðï-
äåé÷èåß ç ãñáììéêÞ áíåîáñôçóßá ôùí ó÷åôéêþí õðåñâïëéêþí óõíáñôÞóåùí. (ä:1) Ìå ôç ìÝèïäï ôùí
ðñïóäéïñéóôÝùí óõíôåëåóôþí íá õðïëïãéóèåß ìéá ìåñéêÞ ëýóç up(t) ôçò ìç ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò
åîéóþóåùò ãéá öüñôéóç

p(t) = p0 sinhùt ìå ù �= ù0.

(å:2) Ôï ßäéï ãéá ù = ù0 ìå (óô:2) åðáëÞèåõóç ôçò ëýóåùò.

Êáé ôþñá ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace. Æçôïýíôáé åðéðëÝïí: (óô:1) Ç ó÷åôéêÞ
óõíÜñôçóç ìåôáöïñÜò G(s) (ÞH(s)). (æ:1) Ç áíôßóôïé÷ç ùóôéêÞ (Þ êñïõóôéêÞ) áðüêñéóç g(t) (Þ h(t))
êáé ìå âÜóç áõôÞí (ç:2) ç áðüêñéóç ôïõ óõóôÞìáôïò up(t) ìå ìçäåíéêÝò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò óå áõ-
èáßñåôç (ïðïéáäÞðïôå, ü÷é óõãêåêñéìÝíç) öüñôéóç p(t) ìå ìáèçìáôéêü ôñüðï êáé (è:2) ìå ðñáêôéêü
ôñüðï ìå âÜóç ôç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôçò öïñôßóåùò. (é:2) ÔÝëïò ÷ùñßò ðéá ÷ñÞóç ôçò g(t) ç
áíôßóôïé÷ç áðüêñéóç uq(t), ôþñá üìùò ìå ãåíéêÝò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò u(0) = u0 êáé u̇(0) = v0.

A6.5. ÐåñéóôñïöÞ êõêëéêïý äßóêïõ

ÁÓÊÇÓÇ A112 (ÊåöÜëáéá Á1, Á5, ÄõíáìéêÞ: ÐåñéóôñïöÞ Êõêëéêïý Äßóêïõ): Óå ðñüâëçìá
ðåñéóôñåöüìåíïõ êõêëéêïý äßóêïõ ãýñù áðü ôï êÝíôñï ôïõ Ï ìå êõêëéêÞ óõ÷íüôçôá ù0 êáé õðü
óõíèÞêåò óõììåôñßáò ðñïêýðôåé ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç

r2u′′(r) + ru′(r) − u(r) = −Êù2
0 r

3

ìå r ôçí ðïëéêÞ áêôßíá, u = u(r) ôçí Üãíùóôç ìåôáôüðéóç êáôÜ ôçí áêôßíá r êáé Ê ãíùóôÞ óôá-
èåñÜ ðïõ åîáñôÜôáé áðü ôéò éäéüôçôåò ôïõ åëáóôéêïý õëéêïý ôïõ äßóêïõ. Æçôïýíôáé: (á:1) ¸îé
÷áñáêôçñéóìïß ôçò äéáöïñéêÞò áõôÞò åîéóþóåùò. (â:4) Ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò áíôßóôïé÷çò ïìïãåíïýò.
(ã:1) Ìéá ìåñéêÞ ëýóç ôçò ìç ïìïãåíïýò ôçò ìïñöÞò Ar3. (ä:2) Ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò ìç ïìïãåíïýò.
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A7. ÁÓÊÇÓÅÉÓ ÔÁËÁÍÔÙÓÅÙÍ

A7.1. Ôáëáíôþóåéò ìïíïâÜèìéùí ìç÷áíéêþí óõóôçìÜôùí

ÁÓÊÇÓÇ A113 (ÊåöÜëáéï Á1, Åëåýèåñåò Ôáëáíôþóåéò ìå Éó÷õñÞ Áðüóâåóç): Èåùñïýìå åäþ
ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå Üãíùóôç óõíÜñôçóç ôç ìåôáôüðéóç u(t)

ü(t) + 2îù0 u̇(t) + ù2
0u(t) = 0.

Ç åîßóùóçáõôÞðáñïõóéÜæåôáé óôéò åëåýèåñåò ôáëáíôþóåéò êáé óôéò éäéïôáëáíôþóåéò ìïíïâÜèìéïõ
ìç÷áíéêïý óõóôÞìáôïò ìÜæáò--åëáôçñßïõ--áðïóâåóôÞñá. Ï ëüãïò áðïóâÝóåùò î êáé ç êõêëéêÞ
óõ÷íüôçôáù0 ôïõ ÷ùñßò áðüóâåóçìç÷áíéêïýóõóôÞìáôïò èåùñïýíôáé ãíùóôÝò èåôéêÝò óôáèåñÝò.
Óôçí Üóêçóç áõôÞ õðïèÝôïõìå åðéðëÝïí éó÷õñÞ (Þ õðåñêñßóéìç) áðüóâåóç ìå î > 1. Æçôïýíôáé:
(á:1) Ïé ÷áñáêôçñéóìïß ôçò ðéï ðÜíù äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò: åßäïò, ôÜîç, âáèìüò, ôýðïò, êëð.
(â:1) Ïé óõíçèéóìÝíïé ïñéóìïß ôùí óõíáñôÞóåùí cosh x êáé sinh x. (ã:6) Íá åðáëçèåõèåß ðëÞñùò
üôé ç óõíÜñôçóç

u(t) = e−îù0t
[
C1 cosh

(
ù0

√
î2 − 1 t

)
+ C2 sinh

(
ù0

√
î2 − 1 t

)]
(ìå ôá C1 êáé C2 áõèáßñåôåò óôáèåñÝò) áðïôåëåß ëýóç ôçò ßäéáò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò.

ÁÓÊÇÓÇ A114 (ÊåöÜëáéá Á5, Á6, Åëåýèåñåò êáé ÅîáíáãêáóìÝíåò Ôáëáíôþóåéò ÷ùñßò Áðü-
óâåóç): Èåùñïýìå ôéò åîáíáãêáóìÝíåò ôáëáíôþóåéò (÷ùñßò áðüóâåóç) ìïíïâÜèìéïõ ìç÷áíéêïý
óõóôÞìáôïò õëéêïý óçìåßïõ M (ìÜæáò m) êáé åëáôçñßïõ Å (óôáèåñÜò k). Ç öüñôéóç (åîùôåñéêÞ
äýíáìç) ðïõ áóêåßôáé ðÜíù óôï õëéêü óçìåßï M åßíáé p(t). Æçôïýíôáé: (á:3) Ìå ôç ìÝèïäï ôïõ
õðïâéâáóìïý ôçò ôÜîåùò êáé ìå ãíùóôÞ ìéá ìåñéêÞ ëýóç u1(t) = cosù0t ôçò áíôßóôïé÷çò ïìïãåíïýò
äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (ìå ôç ÷ñÞóç êáé ôïõ âïçèçôéêïý óõìâüëïõ ù0 = √

k /m) íá õðïâéâáóèåß
ç ôÜîç ôçò áñ÷éêÞò ìç ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò áðü äåýôåñç óå ðñþôç. (â:3) Ôþñá
õðïèÝôïíôáò ãéá áðëïýóôåõóç ôùí õðïëïãéóìþí áðëÜ åëåýèåñåò ôáëáíôþóåéò (ìå p(t) = 0), íá
õðïëïãéóèåß êáé ìéá äåýôåñç ìåñéêÞ ëýóç u2(t) ôçò ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ðïõ áíôéóôïé-
÷åß óôçí áñ÷éêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç. (ã:1) Ìå ôç ÷ñÞóç ïñßæïõóáò íá áðïäåé÷èåß üôé ïé äýï ëýóåéò
u1(t) êáé u2(t) åßíáé ãñáììéêÜ áíåîÜñôçôåò. (ä:1) Íá ãñáöåß ôÝëïò ç ãåíéêÞ ëýóç uh(t) ôçò ßäéáò
ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò.

ÁÓÊÇÓÇ A115 (ÊåöÜëáéá Á5, Á6, Åëåýèåñåò Ôáëáíôþóåéò ìå ÁóèåíÞ Áðüóâåóç): Ãéá ôçí ôüóï
ãíùóôÞ ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç äåõôÝñáò ôÜîåùò

ü(t) + 2îù0 u̇(t) + ù2
0u(t) = 0 ìå 0 < î < 1 (áóèåíÞò Þ õðïêñßóéìç áðüóâåóç)

æçôïýíôáé: (á:1) Óå ðïéï áêñéâþò ðñüâëçìá ôïõÐïëéôéêïýÌç÷áíéêïý áðáíôÜôáé; (â:1) Íá âñåèåß
ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò ug(t) óå êáèáñÜ åêèåôéêÞ ìïñöÞ ìå ôç ÷ñÞóç êáé ôïõ âïçèçôéêïý óõìâüëïõ

ùD = ù0

√
1 − î2 .

(ã:2) Íá ìåôáôñáðåß ç ãåíéêÞ áõôÞ ëýóç ug(t) óôç óõíçèéóìÝíç ðñáãìáôéêÞ åêèåôéêÞ--ôñéãùíïìå-
ôñéêÞ ìïñöÞ ôçò ugr(t) ðïõ ÷ñçóéìïðïéåß óõíÞèùò ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò. (ä:2) Óôç óõíÝ÷åéá íá
õðïëïãéóèåß ç ìåñéêÞ ëýóç up(t) ðïõ åðáëçèåýåé åðéðëÝïí êáé ôéò äýï áñ÷éêÝò óõíèÞêåò (ãéá t = 0)

u(0) = u0 êáé u̇(0) = v0.

(å:2) Ìå ÷ñÞóç êáôÜëëçëçò ïñßæïõóáò íá áðïäåé÷èåß ç ãñáììéêÞ áíåîáñôçóßá ôùí äýï óõíáñôÞ-
óåùí ðïõ õðåéóÝñ÷ïíôáé óôçí ðéï ðÜíù ðñáãìáôéêÞ åêèåôéêÞ--ôñéãùíïìåôñéêÞ ãåíéêÞ ëýóç ugr(t).

ÁÓÊÇÓÇ A116 (ÊåöÜëáéá Á1, Á5, Á6, Åëåýèåñåò Ôáëáíôþóåéò ìå Éó÷õñÞ Áðüóâåóç): Åäþ
èåùñïýìå ôï ðñüâëçìá ôùí åëåýèåñùí ôáëáíôþóåùí åíüò ìïíïâÜèìéïõ ìç÷áíéêïý óõóôÞìáôïò
õëéêïý óçìåßïõ ìÜæáòm, åëáôçñßïõ óôáèåñÜò k êáé áðïóâåóôÞñá óôáèåñÜò c õðü éó÷õñÞ (Þ õðåñ-
êñßóéìç) áðüóâåóç: ëüãïò áðïóâÝóåùò î > 1. Æçôïýíôáé: (á:1) Ç åýñåóç ôçò ó÷åôéêÞò äéáöïñéêÞò
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åîéóþóåùò ãéá ôç ìåôáôüðéóç u(t) ôïõ õëéêïý óçìåßïõ ùò ðñïò ôç èÝóç éóïññïðßáò ôïõ ìå t ôï
÷ñüíï. (â:1) Ç ìåôáôñïðÞ ôçò óôç óõíçèéóìÝíç ãéá ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü ìïñöÞ, ôþñá ìå ôç
÷ñÞóç ôçò éäéïóõ÷íüôçôáòù0 ôïõ ÷ùñßò áðüóâåóç ìç÷áíéêïý óõóôÞìáôïò êáé ôïõ ëüãïõ áðïóâÝ-
óåùò î (åðáíáëáìâÜíåôáé ìå î > 1). (ã:2) Ç ãåíéêÞ ëýóç ug1(t) ôçò äéáöïñéêÞò áõôÞò åîéóþóåùò
õðï÷ñåùôéêÜ ìå ôç ìÝèïäï ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò êáé óå êáèáñÜ åêèåôéêÞ ìïñöÞ ìå ôç
÷ñÞóç êáé ôïõ âïçèçôéêïý óõìâüëïõ aD = ù0

√
î2 − 1. (ä:2) Ç ìåôáôñïðÞ ôçò ßäéáò ëýóåùò óôç

óõíçèéóìÝíç ãéá ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü åêèåôéêÞ--õðåñâïëéêÞ ìïñöÞ ôçò ug2(t). (å:2) Ç åýñåóç ôçò
ó÷åôéêÞò ìåñéêÞò (åéäéêÞò) ëýóåùò up(t) ôþñá ìå ãíùóôÝò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò: u(0) = u0 êáé u̇(0) = v0.

ÁÓÊÇÓÇ A117 (ÊåöÜëáéá Á10, Á11, Åëåýèåñåò Ôáëáíôþóåéò ìå Éó÷õñÞ Áðüóâåóç): Óõíå÷ß-
æïõìå ôçí ðñïçãïýìåíç Üóêçóç. Æçôïýíôáé: (á:1) Ìå ãíùóôü ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace ôçò
åêèåôéêÞò óõíáñôÞóåùò eát (ìå ôï á óôáèåñÜ) ç åýñåóç ôùí ìåôáó÷çìáôéóìþí Laplace ôùí äýï
õðåñâïëéêþí óõíáñôÞóåùí coshát (õðåñâïëéêü óõíçìßôïíï) êáé sinhát (õðåñâïëéêü çìßôïíï).
(â:1)Ìå ãíùóôü ôï ìåôáó÷çìáôéóìü LaplaceU(s) = L{u(t)} ç åýñåóç ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace
L{e−ât u(t)} (ìå ôï â óôáèåñÜ). (ã:1) Ç åýñåóç ôùí áíôßóôñïöùí ìåôáó÷çìáôéóìþí Laplace ôùí
óõíáñôÞóåùí 1

(s + îù0)2 − a2D
êáé

s + îù0

(s + îù0)2 − a2D

ìå ôéò ðïóüôçôåò î, ù0 êáé aD èåôéêÝò óôáèåñÝò. (ä:5) Ç åýñåóç ôçò ìåñéêÞò ëýóåùò (Þ åéäéêÞò
ëýóåùò) up(t) ôïõ ôåëåõôáßïõ åñùôÞìáôïò (å) ôçò ðñïçãïýìåíçò áóêÞóåùò, ôþñá üìùò ìå ôç
ìÝèïäï ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace.

ÁÓÊÇÓÇ A118 (ÊåöÜëáéá Á10, Á11, ÅîáíáãêáóìÝíåò Ôáëáíôþóåéò ìå Éó÷õñÞ Áðüóâåóç):
Óõíå÷ßæïõìå ôéò äýï ðñïçãïýìåíåò áóêÞóåéò, áëëÜ ôþñá óå åîáíáãêáóìÝíåò (ü÷é ðéá åëåýèåñåò)
ôáëáíôþóåéò ìå éó÷õñÞ áðüóâåóç ìå ãíùóôÞ áõèáßñåôç öüñôéóç (åîùôåñéêÞ äýíáìç) p(t) ðÜíù
óôï õëéêü óçìåßï. Æçôïýíôáé: (á:2) Ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace U(s) ôçò ìåôáôïðßóåùò u(t) ôïõ
õëéêïý óçìåßïõ îáíÜ õðü áñ÷éêÝò óõíèÞêåò u(0) = u0 êáé u̇(0) = v0. (â:4) Ç ëýóç u(t) ôïõ ó÷åôéêïý
ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêþí ôéìþí. (ã:1) Ç áíôßóôïé÷ç ëýóç u0(t) õðü ìçäåíéêÝò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò.
(ä:1) Ôé ãíùñßæåôå ëåðôïìåñþò ãéá ôïí ïëïêëçñùôéêü ôýðï ôïõDuhamel óôéò Ôáëáíôþóåéò ìå t ≥ 0;

ÁÓÊÇÓÇ A119 (ÊåöÜëáéá Á5, Á6, Åëåýèåñåò Ôáëáíôþóåéò ìå ÁóèåíÞ Áðüóâåóç): Èåùñïýìå
ôï êëáóéêü ìïíïâÜèìéï ìç÷áíéêü óýóôçìá õëéêïý óçìåßïõ ìÜæáò m, åëáôçñßïõ óôáèåñÜò k êáé
áðïóâåóôÞñá óôáèåñÜò c ìå ôçí õðüèåóç áóèåíïýò (Þ õðïêñßóéìçò) áðïóâÝóåùò, äçëáäÞ ìå
0 < c < 2

√
km Þ éóïäýíáìá ìå 0 < î < 1 ìå î ôï ëüãï áðïóâÝóåùò ìå äéáöïñéêÞ åîßóùóç

m
d2u
dt2

+ c
du
dt

+ ku = p(t) ìå t ≥ 0, (1)

ìå t ôï ÷ñüíï, u = u(t) ôçí Üãíùóôç óõíÜñôçóç (ôç ìåôáôüðéóç ôïõ õëéêïý óçìåßïõ ùò ðñïò ôç
èÝóç éóïññïðßáò ôïõ) êáé p(t) ôçí åîùôåñéêÞ äýíáìç ðïõ áóêåßôáé ðÜíù óôï õëéêü óçìåßï óôçí
ðáñïýóá åîáíáãêáóìÝíç ôáëÜíôùóç. ×ñçóéìïðïéïýìå êáé ôç óôáèåñÜ ù0 (ôçí éäéïóõ÷íüôçôá
Þ öõóéêÞ êõêëéêÞ óõ÷íüôçôá ôïõ ðáñüíôïò ìç÷áíéêïý óõóôÞìáôïò ÷ùñßò üìùò ôïí áðïóâåóôÞñá)
êáèþò êáé ôï ëüãï áðïóâÝóåùò ôùí ôáëáíôþóåùí î ìå

ù0 =
√

k
m

êáé î = c
2mù

ìå 0 < î < 1

ãéá áóèåíÞ (õðïêñßóéìç) áðüóâåóç. Ìðïñïýìå Ýôóé Üìåóá (äéáéñþíôáò ìå ôç ìÜæám) íá öÝñïõìå
ôçí ðéï ðÜíù äéáöïñéêÞ åîßóùóç óôçí ôüóï êëáóéêÞ ãéá ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü ìïñöÞ ôçò

d2u
dt2

+ 2îù0
du
dt

+ ù2
0u = p(t)

m
ìå t ≥ 0.

Óôçíðåñßðôùóç ìç õðÜñîåùò åîùôåñéêÞò äõíÜìåùò p(t), äçëáäÞ ìå p(t) = 0 (åëåýèåñç ôáëÜíôùóç
êáé åðïìÝíùò ïìïãåíÞò äéáöïñéêÞ åîßóùóç), êáé õðü ãíùóôÝò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò u(0) = u0 êáé
u̇(0) = v0 æçôïýíôáé: (á:4) Ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò ðéï ðÜíù ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (äçëáäÞ
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ìå p(t) = 0) õðï÷ñåùôéêÜ ìå ôç ìÝèïäï ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò êáé óå ðñáãìáôéêÞ ôåëéêÜ
ìïñöÞ êáé ìÜëéóôá ìå ôç ÷ñÞóç êáé ôïõ âïçèçôéêïý óõìâüëïõ (éäéïóõ÷íüôçôáò ìå áðüóâåóç)

ùD = ù0

√
1 − î2

óôç ãåíéêÞ áõôÞ ëýóç. (â:4) Ç ëýóç ôïõ áíôßóôïé÷ïõ ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêþí ôéìþí: ïìïãåíÞò
äéáöïñéêÞ åîßóùóç (ìå p(t) = 0) óõí ôéò äýï áñ÷éêÝò óõíèÞêåò ðïõ ðñïáíáöÝñèçêáí.

ÁÓÊÇÓÇ A120 (ÊåöÜëáéá Á5, Á6, Åëåýèåñåò êáé ÅîáíáãêáóìÝíåò Ôáëáíôþóåéò ìå ÁóèåíÞ
Áðüóâåóç): Óõíå÷ßæïõìå ôçí ðñïçãïýìåíç Üóêçóç. Æçôïýíôáé åðéðëÝïí: (á:4) Ç äéáðßóôùóç
(õðï÷ñåùôéêÜ ìå ôç ÷ñÞóç êáé ôïí õðïëïãéóìü êáôÜëëçëçò ïñßæïõóáò) üôé ïé äýï ìåñéêÝò ëýóåéò
uh1(t) êáé uh2(t) ôçò ãåíéêÞò ëýóåùò ôïõ åñùôÞìáôïò (á) ôçò ðñïçãïýìåíçò áóêÞóåùò (èåìåëéþäåéò
ëýóåéò) åßíáé ãñáììéêÜ áíåîÜñôçôåò. (â:4) Ç åýñåóç ìéáò ìåñéêÞò ëýóåùò up(t) ôçò ìç ïìïãåíïýò
ðéá äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ôçò ðñïçãïýìåíçò áóêÞóåùò óôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóç üðïõ ç åîùôåñéêÞ
äýíáìç ðïõ åðéâÜëëåôáé åßíáé ôçò ìïñöÞò p(t) = p0e−a t (ìå ôá p0 êáé a ãíùóôÝò óôáèåñÝò, ôï a
ìÜëéóôá èåôéêÞ óôáèåñÜ). Ç åýñåóç áõôÞ íá ãßíåé õðï÷ñåùôéêÜ ìå ôçí åöáñìïãÞ ôçò ìåèüäïõ ôùí
ðñïóäéïñéóôÝùí óõíôåëåóôþí óôçí êáôÜëëçëç åéäéêÞ ðåñßðôùóÞ ôçò.

ÁÓÊÇÓÇ A121 (ÊåöÜëáéá Á5, Á6, ÅîáíáãêáóìÝíåò Ôáëáíôþóåéò ÷ùñßò Áðüóâåóç): Óõíå÷ß-
æïõìå ôéò äýï ðñïçãïýìåíåò áóêÞóåéò. (á:7) Æçôåßôáé ôþñá ç åýñåóç ôçò ìåñéêÞò ëýóåùò up(t) ôïõ
åñùôÞìáôïò (â) ôçò ðñïçãïýìåíçò áóêÞóåùò óôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóç ôáëáíôþóåùí ÷ùñßò áðü-
óâåóç (ìå c = 0, ïðüôå êáé î = 0) êáé ãéá ôçí ßäéá áêñéâþò åîùôåñéêÞ äýíáìç p(t) = p0e−a t, ôþñá
üìùò õðï÷ñåùôéêÜ ìå ôçí åöáñìïãÞ ôçò ìåèüäïõ ôçò ìåôáâïëÞò ôùí ðáñáìÝôñùí. (Ïé ó÷åôéêïß
ôåëéêïß ôýðïé äå èåùñïýíôáé ãíùóôïß.) (â:1) Óõìöùíïýí ôá áðïôåëÝóìáôá ôïõ åñùôÞìáôïò (â)
ôçò ðñïçãïýìåíçò áóêÞóåùò (áëëÜ ôþñá ìå î = 0) êáé ôçò ðáñïýóáò áóêÞóåùò; Óçìåßùóç: Ôá
äýï ðáñáêÜôù áüñéóôá ïëïêëçñþìáôá∫

e−at cos bt dt = e−at (b sin bt − a cos bt)
b2 + a2

,

∫
e−at sin bt dt = − e−at (a sin bt + b cos bt)

b2 + a2

âñÝèçêáí åýêïëá êáé èåùñïýíôáé óùóôÜ êáé ãíùóôÜ óôçí ðáñïýóá Üóêçóç.

ÁÓÊÇÓÇ A122 (ÊåöÜëáéá Á10, Á11, ÅîáíáãêáóìÝíåò Ôáëáíôþóåéò ìå ÁóèåíÞ Áðüóâåóç,
ÙóôéêÞ Áðüêñéóç): Óõíå÷ßæïõìå ôéò ôñåéò ðñïçãïýìåíåò áóêÞóåéò. Õðï÷ñåùôéêÜ ìå ÷ñÞóç ôïõ
ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace æçôïýíôáé ôþñá: (á:4) Ç ëýóç ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (1) õðü ìçäå-
íéêÝò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò (ìå u(0) = 0 êáé u̇(0) = 0) êáé õðü ôõ÷áßá (ü÷é óõãêåêñéìÝíç) åðéâáëëüìåíç
äýíáìç p(t) (ìå t ≥ 0), ðïõ èåùñåßôáé ôìçìáôéêÜ óõíå÷Þò óõíÜñôçóç, õðü ôç ìïñöÞ êáôÜëëçëïõ
ïëïêëçñùôéêïý ôýðïõ. Ðþò êáëåßôáé ï ôýðïò áõôüò óôéò Ôáëáíôþóåéò; Ðïéá åßíáé ç ðñáêôéêÞ ÷ñç-
óéìüôçôÜ ôïõ ãéá ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü; (â:2) Ðïéá åßíáé ç óõíÜñôçóç ìåôáöïñÜò G(s) (Þ H(s))
ôïõ éäßïõ ìç÷áíéêïý óõóôÞìáôïò; (ã:2) Ç ó÷åôéêÞ ùóôéêÞ (Þ êñïõóôéêÞ) áðüêñéóç g(t) (Þ h(t));
(ä:2) ÐñáêôéêÜ ðþò áêñéâþò ïäçãïýìáóôå ìå öõóéêü ôñüðï áðü ôçí ùóôéêÞ áðüêñéóç g(t) (Þ h(t))
óôïí ïëïêëçñùôéêü ôýðï ôïõ åñùôÞìáôïò (á) ôçò ðáñïýóáò áóêÞóåùò;

ÁÓÊÇÓÇ A123 (ÊåöÜëáéï Á20, Åëåýèåñåò Ôáëáíôþóåéò ìå ÁóèåíÞ Áðüóâåóç): Óõíå÷ßæïõìå
ôéò ôÝóóåñéò ðñïçãïýìåíåò áóêÞóåéò. Æçôåßôáé ôþñá ç åðßëõóç ôïõ ó÷åôéêïý ðñïâëÞìáôïò áñ÷é-
êþí ôéìþí óå åëåýèåñåò ôáëáíôþóåéò: ïìïãåíÞò äéáöïñéêÞ åîßóùóç, p(t) = 0, óõí ìç ìçäåíéêÝò
áñ÷éêÝò óõíèÞêåò, äçëáäÞ ôïõ ðñïâëÞìáôïò

m
d2u
dt2

+ c
du
dt

+ ku = 0 ìå t ≥ 0, u(0) = u0 êáé u̇(0) = v0

õðï÷ñåùôéêÜ ìå ôç ÷ñÞóç ôçò ìåèüäïõ ôçò óåéñÜò Taylor (ü÷é ôçò ìåèüäïõ ôùí óõíÞèùí äõíáìïóåé-
ñþí), ðéï óõãêåêñéìÝíá (á:4) Ðïéá åßíáé ç ó÷åôéêÞ óåéñÜ Taylor óôï óçìåßï t0 = 0 (Þ Taylor--Maclaurin
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ãéá t0 = 0) ìå ôïõò ôÝóóåñéò ðñþôïõò üñïõò ôçò (äçëáäÞ ìÝ÷ñé êáé t3) óôï ðáñüí ðñüâëçìá;
(â:4) Ìå ðïéïí áêñéâþò áíáäñïìéêü (Þ åðáíáëçðôéêü) ôýðï ìðïñïýìå íá ðñïóäéïñßóïõìå ôçí
ðáñÜãùãï ôÜîåùò n, u(n)(0) (ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t = 0), ðïõ ÷ñåéÜæåôáé óôçí óåéñÜ Taylor ðïõ
êáôáóêåõÜæïõìå ìå ôç âïÞèåéá ôùí äýï ðáñáãþãùí (åðßóçò ãéá t = 0) ôùí áìÝóùò ìéêñüôåñùí
ôÜîåùí, óõãêåêñéìÝíá ôùí ðáñáãþãùí ôÜîåùí n − 1 êáé n − 2;

ÁÓÊÇÓÇ A124 (ÊåöÜëáéá Á1, Á5, Á6, Åëåýèåñåò Ôáëáíôþóåéò ìå ÁóèåíÞ Áðüóâåóç): Óå ðñü-
âëçìá åëåýèåñùí ôáëáíôþóåùíõëéêïýóçìåßïõÌ ìå éîþäçáðüóâåóç (óýóôçìáìÜæáò--åëáôçñßïõ--
áðïóâåóôÞñá) ðáñïõóéÜæåôáé ç ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç äåõôÝñáò ôÜîåùò

ü(t) + 2îù0 u̇(t) + ù2
0u(t) = 0 ìå t > 0,

ìå t ôï ÷ñüíï, Üãíùóôç óõíÜñôçóç u = u(t) ôç ìåôáôüðéóç ôïõ õëéêïý óçìåßïõ M áðü ôç èÝóç
éóïññïðßáò ôïõ, î ôï ëüãï áðïóâÝóåùò ôùí ôáëáíôþóåùí êáé ù0 ôçí éäéïóõ÷íüôçôá (Þ öõóéêÞ
êõêëéêÞ óõ÷íüôçôá) ôïõ áíôßóôïé÷ïõ ÷ùñßò áðüóâåóç ìç÷áíéêïý óõóôÞìáôïò. Ïé äýï óôáèåñÝò î
êáé ù0 åßíáé ãíùóôÝò êáé èåôéêÝò, áëë’ åäþ ãßíåôáé êáé ç õðüèåóç üôé 0 < î < 1. Æçôïýíôáé:
(á:1) ¸îé ÷áñáêôçñéóìïß ôçò ðéï ðÜíù äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò. (â:4) Ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò óå ìéãáäéêÞ
åêèåôéêÞ ìïñöÞ õðï÷ñåùôéêÜ ìå ôç ÷ñÞóç êáé ôïõ íÝïõ, âïçèçôéêïý óõìâüëïõ ùD = ù0

√
1 − î2.

(ã:3) Ç ìåôáôñïðÞ ôçò ðñïçãïýìåíçò ãåíéêÞò ëýóåùò óå ðñáãìáôéêÞ ìïñöÞ ìå ôçí ôáõôü÷ñïíç
÷ñÞóç ôçò åêèåôéêÞò óõíáñôÞóåùò êáé ôñéãùíïìåôñéêþí óõíáñôÞóåùí.

ÁÓÊÇÓÇ A125 (ÊåöÜëáéï Á5, Åëåýèåñåò Ôáëáíôþóåéò ìå ÁóèåíÞ Áðüóâåóç): Óõíå÷ßæïõìå ôçí
ðñïçãïýìåíç Üóêçóç. Æçôïýíôáé: (á:3) Ç ìåñéêÞ ëýóç ðïõ áíôéóôïé÷åß óôéò äýï áñ÷éêÝò óõíèÞêåò

u(0) = u0 êáé u̇(0) = v0

(áñ÷éêÞ èÝóç u0 êáé ôá÷ýôçôá v0 áíôßóôïé÷á) õðï÷ñåùôéêÜ óå ðñáãìáôéêÞ ìïñöÞ. (â:5) Õðï÷ñåù-
ôéêÜ ìå ôç ÷ñÞóç ïñßæïõóáò Wronski ç áðüäåéîç üôé ïé èåìåëéþäåéò ëýóåéò ðïõ ðñïÝêõøáí óôçí
ðñáãìáôéêÞ (ôçí ôåëéêÞ) ìïñöÞ ôçò ãåíéêÞò ëýóåùò, åñþôçìá (ã) ôçò ðñïçãïýìåíçò áóêÞóåùò,
åßíáé ãñáììéêÜ áíåîÜñôçôåò.

ÁÓÊÇÓÇ A126 (ÊåöÜëáéá Á1, Á5, Á6, Åëåýèåñåò Ôáëáíôþóåéò ìå ÁóèåíÞ Áðüóâåóç): Óôçí
Üóêçóç áõôÞ êáèþò êáé óôéò åðüìåíåò ôÝóóåñéò áóêÞóåéò èåùñïýìå ôï êëáóéêü ìïíïâÜèìéï ìç÷á-
íéêü óýóôçìá õëéêïý óçìåßïõÌ ìÜæáòm, åëáôçñßïõ S óôáèåñÜò k êáé áðïóâåóôÞñáD óôáèåñÜò c.
Óôï óýóôçìá áõôü éó÷ýåé ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç

ü(t) + 2îù0 u̇(t) + ù2
0u(t) = p(t)

m
(2)

ìå Üãíùóôç óõíÜñôçóç ôç ìåôáôüðéóç u(t) ôïõ õëéêïý óçìåßïõ ùò ðñïò ôç èÝóç éóïññïðßáò ôïõ.
Ç ãíùóôÞ óõíÜñôçóç p(t) ðáñéóôÜíåé ôçí åîùôåñéêÞ öüñôéóç (äýíáìç). Åðßóçò ôá óýìâïëá î
êáé ù0 äçëþíïõí êáôÜëëçëåò óôáèåñÝò, åäþ ìå 0 < î < 1. ÄçëáäÞ Ý÷ïõìå áóèåíÞ Þ õðïêñßóéìç
áðüóâåóç. Æçôïýíôáé: (á:1) ÅðôÜ ÷áñáêôçñéóìïß ôçò äéáöïñéêÞò áõôÞò åîéóþóåùò. (â:1) Ìå
âÜóç ôï ó÷åôéêü ó÷Þìá íá áðïäåé÷èåß ç äéáöïñéêÞ áõôÞ åîßóùóç. Ðþò êáëïýíôáé ïé óôáèåñÝò î
êáé ù0; (ã:2) Ìå ôç ìÝèïäï ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò íá âñåèåß ç ãåíéêÞ ëýóç uh(t) ôçò
áíôßóôïé÷çò ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (ìå p(t) = 0: åëåýèåñåò ôáëáíôþóåéò) óå åêèåôéêÞ
ìïñöÞ õðï÷ñåùôéêÜ ìå ôç ÷ñÞóç êáé ôçò âïçèçôéêÞò êõêëéêÞò óõ÷íüôçôáò

ùD = ù0

√
1 − î2. (3)

(ä:2) Íá ãßíåé ëåðôïìåñÞò ìåôáôñïðÞ ôçò ëýóåùò áõôÞò óôçí áíôßóôïé÷ç åêèåôéêÞ--ôñéãùíïìåôñéêÞ
ìïñöÞ ôçò. (å:2) ÔÝëïò íá âñåèåß êáé ç ìåñéêÞ ëýóç up(t) (ðÜëé óå åëåýèåñåò ôáëáíôþóåéò) ðïõ
áíôéóôïé÷åß óôéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò u(0) = u0 êáé u̇(0) = v0 îáíÜ óå åêèåôéêÞ--ôñéãùíïìåôñéêÞ ìïñöÞ.

ÁÓÊÇÓÇ A127 (ÊåöÜëáéá Á10, Á11, Åëåýèåñåò Ôáëáíôþóåéò ìå ÁóèåíÞ Áðüóâåóç): Óõíå÷ß-
æïõìå ôçí ðñïçãïýìåíç Üóêçóç. Èåùñïýìå îáíÜ åëåýèåñåò ôáëáíôþóåéò, äçëáäÞ üôé p(t) = 0,



44 (ÁóêÞóåéò) ÅÖÁÑÌÏÓÌÅÍÅÓ ÁÓÊÇÓÅÉÓ ÊÁÉ NOTEBOOKS II ÃÉÁ ÐÏËÉÔÉÊÏÕÓ ÌÇ×ÁÍÉÊÏÕÓ:

êáé ôéò ßäéåò ìç ìçäåíéêÝò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò: u(0) = u0 êáé u̇(0) = v0. Æçôïýíôáé: (á:2) Ï ìåôá-
ó÷çìáôéóìüò Laplace Up(s) ôçò ó÷åôéêÞò ìåñéêÞò (Þ åéäéêÞò) ëýóåùò up(t) (êáé ðÜëé ìå ôç ÷ñÞóç ôçò
âïçèçôéêÞò êõêëéêÞò óõ÷íüôçôáòùD) êáé óôç óõíÝ÷åéá (â:3) Ç ßäéá ç ëýóç up(t) ìå ôç ÷ñÞóç êáé ôçò
ãíùóôÞò éäéüôçôáò ôïõ ðïëëáðëáóéáóìïý åðß åêèåôéêÞ óõíÜñôçóç óôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace

U(s + a) = L{e−at u(t)}, åÜí U(s) = L{u(t)}
ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace. (ã:3) Íá ãßíåé ôÝëïò êáé ç ðëÞñçò åðáëÞèåõóç ôçò ëýóåùò áõôÞò.

ÁÓÊÇÓÇ A128 (ÊåöÜëáéï Á5, Åëåýèåñåò êáé ÅîáíáãêáóìÝíåò Ôáëáíôþóåéò ìå ÁóèåíÞ Áðü-
óâåóç êáé ÷ùñßò Áðüóâåóç): Óõíå÷ßæïõìå ôéò äýï ðñïçãïýìåíåò áóêÞóåéò. Æçôïýíôáé åðßóçò:
(á:2) Ìå ÷ñÞóç êáôÜëëçëçò ïñßæïõóáò íá áðïäåé÷èåß ç ãñáììéêÞ áíåîáñôçóßá ôùí óõíáñôÞóåùí

u1(t) = e−îù0t cosùDt êáé u2(t) = e−îù0t sinùDt.

(â:2) Íá åîçãçèåß ëåðôïìåñþò (ìå ôçí áíáãñáöÞ êáé ôùí ó÷åôéêþí åîéóþóåùí) ðïõ áêñéâþò Ýãêåé-
ôáé ç ÷ñçóéìüôçôá ôçò ãñáììéêÞò áõôÞò áíåîáñôçóßáò êáôÜ ôçí åðßëõóç ôçò ðñïðñïçãïýìåíçò
áóêÞóåùò. (ã:4) Íá ãßíåé õðïâéâáóìüò ôçò ôÜîåùò ôçò ãåíéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (2), áò ôçí
åðáíáëÜâïõìå

ü(t) + 2îù0 u̇(t) + ù2
0u(t) = p(t)

m
ãéá ãåíéêÞ öüñôéóç p(t), áëëÜ åéäéêÜ óôï åñþôçìá áõôü ÷ùñßò áðüóâåóç (ìå î = 0), áðü äåýôåñçò
ôÜîåùò óå ðñþôçò. ¼ìùò íá ìç ëõèåß ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ðñþôçò ôÜîåùò ðïõ ðñïêýðôåé.

ÁÓÊÇÓÇ A129 (ÊåöÜëáéá Á5, Á6, Åëåýèåñåò êáé ÅîáíáãêáóìÝíåò Ôáëáíôþóåéò ìå Êñßóéìç
Áðüóâåóç): Óõíå÷ßæïõìå ôéò ôñåéò ðñïçãïýìåíåò áóêÞóåéò, áëëÜ åéäéêÜ óôçí ðáñïýóá Üóêçóç
ãéá êñßóéìç áðüóâåóç ôùí ôáëáíôþóåùí: ãéá î = 1. ×ùñßò ôç ÷ñÞóç ôçò ìåèüäïõ ôïõ ìåôáó÷ç-
ìáôéóìïý Laplace æçôïýíôáé: (á:2) Ç ãåíéêÞ ëýóç uh(t) ôçò ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ðïõ
áíôéóôïé÷åß óôçí áñ÷éêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç (2), áëë’ åäþ ìå î = 1. (â:3) Ç ãåíéêÞ ëýóç ug(t) ôçò
ìç ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (2) (åäþ óõíå÷þò ìå î = 1: êñßóéìç áðüóâåóç) ôþñá óôçí
ðïëý åéäéêÞ ðåñßðôùóç öïñôßóåùò

p(t) = p0e−ù0t.

ìå ôï p0 ãíùóôÞ óôáèåñÜ. (ã:3) Ç ëåðôïìåñÞò åðáëÞèåõóç ôçò ãåíéêÞò áõôÞò ëýóåùò ug(t).

ÁÓÊÇÓÇ A130 (ÊåöÜëáéá Á10, Á11, Åëåýèåñåò êáé ÅîáíáãêáóìÝíåò Ôáëáíôþóåéò ìå ÁóèåíÞ
Áðüóâåóç, ÙóôéêÞ Áðüêñéóç): Óõíå÷ßæïõìå ôéò ôÝóóåñéò ðñïçãïýìåíåò áóêÞóåéò. Æçôïýíôáé:
(á:2) Óôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace íá áðïäåé÷èåß ôþñá ç ãíùóôÞ éäéüôçôáò ôïõ ðïëëáðëáóéáóìïý
åðß åêèåôéêÞ óõíÜñôçóç

U(s + a) = L{e−at u(t)}, åÜí U(s) = L{u(t)},
ðïõ Þäç áíáöÝñèçêå êáé ðéï ðÜíù. (â:1) Íá âñåèåß ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace G(s) (Þ H(s)) ôçò
ìåñéêÞò ëýóåùò g(t) (Þ h(t)) ôçò ðáñáðÜíù äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (2) õðü ìçäåíéêÝò áñ÷éêÝò óõíèÞ-
êåò (ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t = 0) êáé õðü ùóôéêÞ (Þ êñïõóôéêÞ) öüñôéóç p(t) = ä(t) ðÜëé õðï÷ñåùôéêÜ
ìå ôç ÷ñÞóç êáé ôçò âïçèçôéêÞò êõêëéêÞò óõ÷íüôçôáò

ùD = ù0

√
1 − î2

êáèþò êáé (ã:2) Ç ßäéá ç ëýóç h(t). (ä:1) Ðþò êáëåßôáé ç ëýóç áõôÞ; (å:2) ÔÝëïò ìå âÜóç ôá
ðñïçãïýìåíá åñùôÞìáôá íá âñåèåß ç ëýóç u(t) ôçò ßäéáò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (2) õðü áõèáßñåôç,
áëëÜ ôìçìáôéêÜ óõíå÷Þ öüñôéóç p(t) êáé ðÜëé õðü ìçäåíéêÝò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò.

ÁÓÊÇÓÇ A131 (ÊåöÜëáéá Á1, Á5, Á6, Åëåýèåñåò Ôáëáíôþóåéò ìå Êñßóéìç Áðüóâåóç): Óå Ýíá
ðñüâëçìá åëåýèåñùí ôáëáíôþóåùí åíüò ìïíïâÜèìéïõ ôñéðáñáìåôñéêïý ìç÷áíéêïý óõóôÞìáôïò
ìÜæáò--åëáôçñßïõ--áðïóâåóôÞñá ìå êñßóéìç áðüóâåóç, î = 1, ðñïêýðôåé ç åîÞò äéðáñáìåôñéêÞ
ïéêïãÝíåéá óõíáñôÞóåùí ãéá ôç ìåôáôüðéóç u(t) ôïõ õëéêïý óçìåßïõ:

u(t) = (C1 + C2t)e−ù0 t
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ìå ôï ù0 ãíùóôÞ óôáèåñÜ êáé ôá C1 êáé C2 äýï áõèáßñåôåò óôáèåñÝò. Æçôïýíôáé: (á:2) Ìå ôç
÷ñÞóç êáôÜëëçëçò ïñßæïõóáò ç åîáêñßâùóç üôé ïé äýï óõíáñôÞóåéò e−ù0 t êáé te−ù0 t åßíáé ãñáììéêÜ
áíåîÜñôçôåò. (â:5) Õðï÷ñåùôéêÜ ìå ôç ÷ñÞóç êé Üëëçò êáôÜëëçëçò ïñßæïõóáò (åäþ ôñßôçò ôÜîåùò)
ç áðáëïéöÞ ôùí äýï óôáèåñþí C1 êáé C2 (ü÷é üìùò êáé ôçò ãíùóôÞò óôáèåñÜò ù0!) áðü ôçí
ðáñáðÜíù ïéêïãÝíåéá óõíáñôÞóåùí êáé ç åýñåóç (ï ó÷çìáôéóìüò, ç ìüñöùóç, ç êáôáóêåõÞ)
ôçò ó÷åôéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò äåõôÝñáò ôÜîåùò êáé (ã:1) ïé ÷áñáêôçñéóìïß ôçò (÷ùñßò üìùò
åðåîçãÞóåéò). (ä:2) Áíôßóôñïöá ôþñá (êáé óáí åðáëÞèåõóç) ç åðßëõóç ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò
ìå ôç ìÝèïäï ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò êáé ç åýñåóç ôçò ðáñáðÜíù ãåíéêÞò ëýóåþò ôçò.

ÁÓÊÇÓÇ A132 (ÊåöÜëáéá Á1, Á6, Á16, Á17, ÅîáíáãêáóìÝíåò Ôáëáíôþóåéò ÷ùñßò Áðüóâåóç):
Èåùñïýìå ôï ìïíïâÜèìéï ìç÷áíéêü óýóôçìá õëéêïý óçìåßïõ ìÜæáò m êáé åëáôçñßïõ óôáèåñÜò k
(÷ùñßò áðüóâåóç: ìå c = 0) ìå ãíùóôÞ âÝâáéá êõêëéêÞ éäéïóõ÷íüôçôá ù0 = √

k/m óå åîáíáãêá-
óìÝíåò ôáëáíôþóåéò õðü ðåñéïäéêÞ öüñôéóç (åîùôåñéêÞ äýíáìç) p(t) ðåñéüäïõ Ô = 2ð/ù1 ç ïðïßá
áóêåßôáé ðÜíù óôï õëéêü óçìåßï. Ç öüñôéóç áõôÞ p(t) õðïôßèåôáé åäþ üôé åßíáé Üñôéá (ü÷é ôõ÷áßá!)
ðåñéïäéêÞ óõíÜñôçóç. Æçôïýíôáé: (á:1) ×ùñßò áðüäåéîç ïé ôýðïé ãéá ôçí ôñéãùíïìåôñéêÞ óåéñÜ
Fourier ôçò öïñôßóåùò p(t) êáèþò êáé ãéá ôïõò óõíôåëåóôÝò ôçò. (â:1) Ìå áðüäåéîç ç ó÷åôéêÞ äéá-
öïñéêÞ åîßóùóç ìå Üãíùóôç óõíÜñôçóç ôç ìåôáôüðéóç u(t) ôïõ õëéêïý óçìåßïõ. (ã:4)Ìéá ëýóç ôçò
äéáöïñéêÞò áõôÞò åîéóþóåùò õðï÷ñåùôéêÜ óå ìïñöÞ óåéñÜò Fourier (÷ùñßò óõíôïíéóìü!). Ðïéïò
ôýðïò äßíåé ôïõò óõíôåëåóôÝò ôçò; (ä:2) ÕðÜñ÷åé ðåñßðôùóç íá ðáñïõóéáóèåß óõíôïíéóìüò; Ðüôå;

ÁÓÊÇÓÇ A133 (ÊåöÜëáéá Á6, Á18, Á19, ÅîáíáãêáóìÝíåò Ôáëáíôþóåéò ÷ùñßò Áðüóâåóç):
Óôéò åîáíáãêáóìÝíåò ÷ùñßò áðüóâåóç ôáëáíôþóåéò ìå äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôç ãíùóôÞ åîßóùóç

ü(t) + ù2
0u(t) = p(t)

m
ìå ù0 =

√
k
m

êáé p(t) �≡ 0

æçôïýíôáé ôþñá óôï Üðåéñï ÷ñïíéêü äéÜóôçìá −∞ < t < ∞: (á:2) Ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Fourier
U(ù) ôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò u(t). (Ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Fourier P(ù) ôçò ãíùóôÞò óõíáñ-
ôÞóåùò p(t) èåùñåßôáé êáé áõôüò, üðùò êáé ç óõíÜñôçóç p(t), ãíùóôüò.) (â:1) ×ùñßò áðüäåéîç
õðü ðïéåò áêñéâþò óõíèÞêåò ãéá t → ±∞ éó÷ýåé ôï áðïôÝëåóìá ôïõ ðñïçãïýìåíïõ åñùôÞìáôïò;
(ã:2) Ç ìéãáäéêÞ óõíÜñôçóç áðïêñßóåùò (åííïåßôáé óôï ðåäßï ôçò óõ÷íüôçôáò ù) ãéá ôï ìïíïâÜè-
ìéï ìç÷áíéêü óýóôçìá ðïõ åîåôÜæåôáé õðï÷ñåùôéêÜ ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier.
(ä:3) Ç ßäéá áêñéâþò óõíÜñôçóç áðïêñßóåùò, ôþñá üìùò õðï÷ñåùôéêÜ ÷ùñßò êáèüëïõ ôç ÷ñÞóç
ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier.

ÁÓÊÇÓÇ A134 (ÊåöÜëáéá Á6, Á16, Á17, ÅîáíáãêáóìÝíåò Ôáëáíôþóåéò ÷ùñßò Áðüóâåóç):
Óõíå÷ßæïõìå ôçí ðñïçãïýìåíç Üóêçóç. Óôéò ßäéåò åîáíáãêáóìÝíåò ôáëáíôþóåéò ìå ôç ãíùóôÞ
áíçãìÝíç óõíÜñôçóçöïñôßóåùò p(t) íá èåùñåßôáé ôþñáðåñéïäéêÞ óõíÜñôçóç ìå ðåñßïäï T , ïðüôå
ãéá ôéò êõêëéêÝò óõ÷íüôçôåò ùn éó÷ýåé üôé ùn = 2nð/Ô (ùn �= ù0, n = 1, 2, . . . , −∞ < t < ∞),
æçôïýíôáé: (á:1) ×ùñßò áðüäåéîç ïé ôýðïé ðïõ äßíïõí ôïõò óõíôåëåóôÝò an êáé bn ôçò óõíÞèïõò
(ôñéãùíïìåôñéêÞò) óåéñÜò Fourier ôçò óõíáñôÞóåùò p(t). (â:4) Ìå ôçí Üãíùóôç óõíÜñôçóç u(t)
íá èåùñåßôáé êáé áõôÞ óå áíÜëïãç ìïñöÞ óõíÞèïõò (ôñéãùíïìåôñéêÞò) óåéñÜò Fourier íá âñåèïýí
ìå õðïëïãéóìïýò ïé ôýðïé ðïõ äßíïõí ôïõò óõíôåëåóôÝò ôçò An êáé Bn óõíáñôÞóåé ôùí ãíùóôþí
óõíôåëåóôþí an êáé bn ôçò áíçãìÝíçò öïñôßóåùò p(t). (ã:3) Ïé ßäéïé óõíôåëåóôÝò An êáé Bn íá
ãñáöïýí ìå ôç âïÞèåéá êáé ôçò ìéãáäéêÞò óõíáñôÞóåùò áðïêñßóåùò (óôïðåäßï ôçò óõ÷íüôçôáòù),
ðïõ Þäç ðñïóäéïñßóèçêå óôçí ðñïçãïýìåíç Üóêçóç.

ÁÓÊÇÓÇ A135 (ÊåöÜëáéá Á5, Á6, Á10, Á11, ÅîáíáãêáóìÝíåò Ôáëáíôþóåéò ÷ùñßò Áðüóâåóç):
Ãéá ôç èÝóç u(t) (ìå t ôï ÷ñüíï) õëéêïý óçìåßïõ Ì (ìÜæáò m) óå Ýíá äéðáñáìåôñéêü ìïíïâÜèìéï
ìç÷áíéêü óýóôçìá õëéêïý óçìåßïõ Ì êáé åëáôçñßïõ S (óôáèåñÜò k) éó÷ýåé ç áêüëïõèç äéáöïñéêÞ
åîßóùóç ôçò êéíÞóåùò ôïõ õëéêïý óçìåßïõ Ì:

ü(t) + ù2
0 u(t) = p0 sinùt ìå ù �= ù0, ù0 =

√
k
m

êáé t > 0.
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Ó’ áõôÞí ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ç óõíÜñôçóç óôï äåîéü ìÝëïò äçëþíåé ôçí áíçãìÝíç (óôç ìÜæá m)
öüñôéóç, åîùôåñéêÞ äýíáìç (ìå ôá p0 êáéù ãíùóôÝò óôáèåñÝò). Æçôïýíôáé: (á:4) Ìéá ìåñéêÞ ëýóç
up(t) ôçò ðéï ðÜíù ìç ïìïãåíïýò (ðëÞñïõò) äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò õðï÷ñåùôéêÜ ìå ôç ìÝèïäï ôùí
ðñïóäéïñéóôÝùí óõíôåëåóôþí êáé óå ôñéãùíïìåôñéêÞ ìïñöÞ. (â:4) Ç ëýóç u(t) ôïõ ðñïâëÞìáôïò
áñ÷éêþí ôéìþí ðïõ áðïôåëåßôáé áðü ôçí ðéï ðÜíù äéáöïñéêÞ åîßóùóç êáé ôéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò
u(0) = u0 êáé u̇(0) = v0 (áñ÷éêÞ èÝóç êáé ôá÷ýôçôá ôïõ óçìåßïõ Ì áíôßóôïé÷á) ÷ùñßò ôç ÷ñÞóç ôçò
ìåèüäïõ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace. (ã:5) Êáé ðÜëé ç ëýóç u(t) ôïõ ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêþí ôéìþí
ôïõ ðñïçãïýìåíïõ åñùôÞìáôïò, ôþñá üìùò õðï÷ñåùôéêÜ ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý
Laplace êáé îáíÜ ìå ôç ÷ñÞóç ôñéãùíïìåôñéêþí óõíáñôÞóåùí. (ä:1) Óõìöùíåß ôï áðïôÝëåóìá
áõôü ìå ôï áíôßóôïé÷ï ôïõ ðñïðñïçãïýìåíïõ åñùôÞìáôïò;

ÁÓÊÇÓÇ A136 (ÊåöÜëáéá A1, Á5, Á6, ÅîáíáãêáóìÝíåò Ôáëáíôþóåéò ÷ùñßò Áðüóâåóç): Åäþ
èåùñïýìå ôï ìïíïâÜèìéï ìç÷áíéêü óýóôçìá ôïõ áñìïíéêïý ôáëáíôùôÞ, äçëáäÞ óýóôçìá ìÜæáò--
åëáôçñßïõ (m, k) ìå ôç ìÜæá ßóç ìå m êáé ôç óôáèåñÜ ôïõ åëáôçñßïõ ßóç ìå k (÷ùñßò ôçí ýðáñîç
áðïóâåóôÞñá). ÅðéðëÝïí ðÜíù óôç ìÜæá m åíåñãåß êáé åîùôåñéêÞ äýíáìç F = F(t) (ìå t ôï ÷ñüíï)
ôçò ìïñöÞò

F(t) = mF0 te−bt ìå t ≥ 0,

ìå ôá F0 êáé b óôáèåñÝò, ôï b ìÜëéóôá èåôéêÞ óôáèåñÜ. ¸ôóé Ý÷ïõìå åîáíáãêáóìÝíç ôáëÜíôùóç
óôïí áñìïíéêü ôáëáíôùôÞ ðïõ èåùñïýìå êáé ü÷é åëåýèåñç ôáëÜíôùóç (Þ Ýóôù éäéïôáëÜíôùóç).
Æçôïýíôáé: (á:1) Íá áðïäåé÷èåß üôé ç ó÷åôéêÞ ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ôç èÝóç u = u(t) ôçò
ìÜæáò m óáí Üãíùóôç óõíÜñôçóç (åîáñôçìÝíç ìåôáâëçôÞ) Ý÷åé ôç ìïñöÞ

d2u(t)
dt2

+ ù2
0u(t) = F0 te−bt ìå t ≥ 0,

üðïõ ç éäéïóõ÷íüôçôá (Þ öõóéêÞ êõêëéêÞ óõ÷íüôçôá, ãéáôß ï ÷áñáêôçñéóìüò áõôüò;) ù0 ôïõ ìïíï-
âÜèìéïõ ìç÷áíéêïý óõóôÞìáôïò ðïõ åîåôÜæïõìå äßíåôáé áðü ôïí ôýðï ù0 = √

k /m. (â:2) Ðïéáò
ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìå óôáèåñïýò óõíåëåóôÝò êáé ìÜëéóôá ôçò ÷áìçëüôåñçò äõíáôÞò
ôÜîåùò áðïôåëåß ëýóç ç ðéï ðÜíù åîùôåñéêÞ äýíáìç F(t); (ã:2) Ðþò ìðïñïýí íá ãñáöïýí ïé äéá-
öïñéêÝò åîéóþóåéò ôùí åñùôçìÜôùí (á) êáé (â) ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ ó÷åôéêïý äéáöïñéêïý ôåëåóôÞ D;
(ä:3) Ìå ðïéï äéáöïñéêü ôåëåóôÞ A(D) ðñÝðåé íá ðïëëáðëáóéáóèåß áðü áñéóôåñÜ ç ìç ïìïãå-
íÞò ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôïõ åñùôÞìáôïò (á), Ýôóé þóôå íá ðñïêýøåé ïìïãåíÞò ãñáììéêÞ
äéáöïñéêÞ åîßóùóç (êáé ðÜëé ôçò ÷áìçëüôåñçò äõíáôÞò ôÜîåùò) ìå ëýóåéò (ìåôáîý Üëëùí) êáé ôéò
ëýóåéò ôçò ìç ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ôïõ åñùôÞìáôïò (á); Ðïéá åßíáé ç äéáöïñéêÞ áõôÞ
åîßóùóç; (å:3) Ðïéá åßíáé ç ãåíéêÞ ëýóç ug(t) ôçò ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ôïõ åñùôÞìá-
ôïò (ä); Ðïéï ìÝñïò uh(t) ôçò ëýóåùò áõôÞò ug(t) åßíáé ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò
åîéóþóåùò ðïõ ðñïêýðôåé èÝôïíôáò F0 = 0 (äçëáäÞ ìçäåíßæïíôáò ôï äåîéü ìÝëïò) óôç äéáöïñéêÞ
åîßóùóç ôïõ åñùôÞìáôïò (á) êáé ðïéï åßíáé ôï åðéðëÝïí ìÝñïò ua(t) ôçò ãåíéêÞò áõôÞò ëýóåùò
ug(t); Ôüôå öõóéêÜ ug(t) = uh(t) + ua(t). (óô:3) Ðïéåò åßíáé ïé ôéìÝò ôùí óôáèåñþí óôï åðéðëÝïí
áõôü ìÝñïò ua(t), þóôå áõôü íá êáôáóôåß ìåñéêÞ ëýóç up(t) ôçò áñ÷éêÞò ìç ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò
åîéóþóåùò ôïõ åñùôÞìáôïò (á); Ðïéá åßíáé ç ìåñéêÞ áõôÞ ëýóç up(t); (æ:2) Ðïéá åßíáé åðïìÝíùò
ç ãåíéêÞ ëýóç uf (t) ôçò ìç ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ôïõ åñùôÞìáôïò (á);

ÁÓÊÇÓÇ A137 (ÊåöÜëáéá Á5, Á6, ÅîáíáãêáóìÝíåò Ôáëáíôþóåéò ìå Êñßóéìç Áðüóâåóç): Åäþ
Èåùñïýìå ôéò åîáíáãêáóìÝíåò «ôáëáíôþóåéò» åíüò ìïíïâÜèìéïõ ìç÷áíéêïý óõóôÞìáôïò ìÜæáò--
åëáôçñßïõ--áðïóâåóôÞñá ìå êñßóéìç áðüóâåóç: ëüãïò áðïóâÝóåùò î = 1. Ç éäéïóõ÷íüôçôá ôïõ
áíôßóôïé÷ïõ ÷ùñßò áðüóâåóç ìç÷áíéêïý óõóôÞìáôïò åßíáé ù0. Ç áíçãìÝíç óôç ìÜæá öüñôéóç ôïõ
ìç÷áíéêïý óõóôÞìáôïò åßíáé ôçò ìïñöÞò

p∗(t) = p0e−ù0t

ìå ôï p0 ãíùóôÞ óôáèåñÜ êáé ìå t ôï ÷ñüíï. ¢ãíùóôç åßíáé ç ìåôáôüðéóç u(t) ôçò ìÜæáò ùò ðñïò
ôç èÝóç éóïññïðßáò ôçò. ×ùñßò ôç ÷ñÞóç ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace æçôïýíôáé: (á:2) Ç ãåíéêÞ ëýóç



ÅÖÁÑÌÏÓÌÅÍÅÓ ÁÓÊÇÓÅÉÓ ÓÕÍÇÈÙÍ ÄÉÁÖÏÑÉÊÙÍ ÅÎÉÓÙÓÅÙÍ (ÁóêÞóåéò) 47

uh(t) ôçò áíôßóôïé÷çò ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò. (â:1) Ìå ôç ÷ñÞóç ïñßæïõóáò ç áðüäåéîç
ôçò ãñáììéêÞò áíåîáñôçóßáò ôùí ìåñéêþí ëýóåùí óôç ëýóç uh(t). (ã:4) Ìéá ìåñéêÞ ëýóç up(t) ôçò
ìç ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò. (ä:1) Ç ãåíéêÞ ëýóç ug(t) ôçò ßäéáò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò.

ÁÓÊÇÓÇ A138 (ÊåöÜëáéï Á10, ÅîáíáãêáóìÝíåò Ôáëáíôþóåéò ìå Êñßóéìç Áðüóâåóç): Óõ-
íå÷ßæïõìå ôçí ðñïçãïýìåíç Üóêçóç. Æçôïýíôáé åðßóçò: Ìå ãíùóôü ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace
ôçò åêèåôéêÞò óõíáñôÞóåùò eat ï áíôßóôñïöïò ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace (á:1) ôçò óõíáñôÞóåùò
1/(s − a)2 êáé (â:1) ôçò óõíáñôÞóåùò 1/(s − a)3. (Ç ó÷åôéêÞ éäéüôçôá ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace
äå èåùñåßôáé ãíùóôÞ. Ç äéáäéêáóßá ðñÝðåé íá ãßíåé êáôåõèåßáí óôéò ðáñáðÜíù äýï óõíáñôÞóåéò!)
(ã:4) Ìå ôç ÷ñÞóç ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace êáé ìå ìçäåíéêÝò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò íá âñåèåß ç ëýóç
up0(t) ôçò ìç ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ôçò ðñïçãïýìåíçò áóêÞóåùò êáé (ä:2) Íá ãßíåé êáé
ç ðëÞñçò åðáëÞèåõóç ôçò ëýóåùò áõôÞò up0(t): äéáöïñéêÞ åîßóùóç êáé áñ÷éêÝò óõíèÞêåò.

ÁÓÊÇÓÇ A139 (ÊåöÜëáéá Á10, Á11, ÅîáíáãêáóìÝíåò Ôáëáíôþóåéò ìå ÁóèåíÞ Áðüóâåóç,
ÙóôéêÞ Áðüêñéóç): Èåùñïýìå ôï êëáóéêü ôñéðáñáìåôñéêü ìïíïâÜèìéï ìç÷áíéêü óýóôçìá ìÜæáò--
åëáôçñßïõ--áðïóâåóôÞñá ìå ãíùóôÝò ôéò óôáèåñÝòm (ìÜæá),ù0 (êõêëéêÞ óõ÷íüôçôá ôïõ áíôßóôïé-
÷ïõ ÷ùñßò áðüóâåóç óõóôÞìáôïò) êáé î (ëüãï áðïóâÝóåùò) õðü ùóôéêÞ (Þ êñïõóôéêÞ) öüñôéóç
ä(t − ô) ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ ô (ìå ô ≥ 0): áíçãìÝíç óôç ìÜæá öüñôéóç ä(t − ô)/m. ¢ãíùóôç åßíáé åäþ
ç ìåôáôüðéóç u(t) ôçò ìÜæáò m ùò ðñïò ôç èÝóç éóïññïðßáò ôçò. Ïé äýï áñ÷éêÝò óõíèÞêåò åßíáé
ïé u(0) = u0 êáé u̇(0) = v0, Zçôïýíôáé: Óôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace ç áðüäåéîç (á:1) ôïõ ôýðïõ

L{e−at u(t)} = U(s + a) ìå U(s) = L{u(t)}
êáé (â:1) ôïõ ôýðïõ

L{u(t − ô)H(t − ô)} = e−ôsU(s) ìå ô ≥ 0 êáé ìå U(s) = L{u(t)}.
(ã:3) Ç ëýóç u(t) ôïõ ðéï ðÜíù ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêþí ôéìþí ìå áóèåíÞ áðüóâåóç (Þ õðïêñßóéìç
áðüóâåóç) ìå ôç ÷ñÞóç êáé ôïõ óõìâüëïõ ùD = ù0

√
1 − î2. (ä:1) Ç åéäéêÞ ðåñßðôùóç up0(t) ôçò

ëýóåùò áõôÞò ãéá ìçäåíéêÝò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò: u(0) = 0 êáé u̇(0) = 0. (å:2) Áðü ôç ëýóç áõôÞ up0(t)
ìå ðñáêôéêü ôñüðï (ü÷é áõóôçñÜ) ï ïëïêëçñùôéêüò ôýðïò ôïõDuhamel (åäþ áðëÜ ôï ïëïêëÞñùìá
Duhamel) ãéá ìçäåíéêÝò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò êáé áõèáßñåôç (áëëÜ ôìçìáôéêÜ óõíå÷Þ) öüñôéóç p(t).

ÁÓÊÇÓÇ A140 (ÊåöÜëáéá Á6, Á10, Á11, ÅîáíáãêáóìÝíåò Ôáëáíôþóåéò ìå Éó÷õñÞ Áðüóâåóç,
ÙóôéêÞ Áðüêñéóç): Èåùñïýìå ìç÷áíéêü óýóôçìá ìÜæáò m, åëáôçñßïõ óôáèåñÜò k êáé áðïóâå-
óôÞñá ìå éó÷õñÞ (õðåñêñßóéìç) áðüóâåóç. Ï ëüãïò áðïóâÝóåþò î åßíáé ãíùóôüò, üðùò êáé ç óõ-
÷íüôçôá ù0 = √

k/m ôïõ ÷ùñßò áðüóâåóç óõóôÞìáôïò. Æçôïýíôáé: (á:1) Ç áðüäåéîç ôïõ ôýðïõ

L{e−at f (t)} = F(s + a) ìå F(s) = L{f (t)} êáé ôï a óôáèåñÜ.

(â:1) H áíáöïñÜ ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ôïõ ðáñüíôïò ðñïâëÞìáôïò ìå Üãíùóôç óõíÜñôçóç
ôç ìåôáôüðéóç u(t) ôçò ìÜæáò m êáé ìå öüñôéóç p(t). (ã:2) Ìå ôç ÷ñÞóç êáé ôïõ âïçèçôéêïý
óõìâüëïõ aD := ù0

√
î2 − 1çóõíÜñôçóçìåôáöïñÜòG(s) = L{g(t)} (ÞH(s) = L{h(t)}) ãéá ôïðáñüí

ìç÷áíéêü óýóôçìá êáé (ä:2) ç áíôßóôïé÷ç ùóôéêÞ (Þ êñïõóôéêÞ) áðüêñéóç g(t) (Þ h(t)) ìå ÷ñÞóç ôçò
åêèåôéêÞò óõíáñôÞóåùò êáé ìéáò õðåñâïëéêÞò óõíáñôÞóåùò. (å:2) Ìå êáèáñÜ ìáèçìáôéêü ôñüðï
ç áðüêñéóç u(t) ôïõ ìç÷áíéêïý óõóôÞìáôïò óå áõèáßñåôç öüñôéóç p(t) ðÜíù óôï õëéêü óçìåßï
ìå u(0) = u̇(0) = 0.

ÁÓÊÇÓÇ A141 (ÊåöÜëáéá Á1, Á6, Á18, Á19, ÅîáíáãêáóìÝíåò Ôáëáíôþóåéò ìå Áðüóâåóç,
ÙóôéêÞ Áðüêñéóç): Óå ðñüâëçìá ôáëáíôþóåùí ìïíïâÜèìéïõ ìç÷áíéêïý óõóôÞìáôïò ìÜæáò--åëá-
ôçñßïõ--áðïóâåóôÞñá ãéá ôç ìåôáôüðéóç u(t) ôïõ õëéêïý óçìåßïõ ðñïêýðôåé ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç

d2u(t)
dt2

+ 2îù0
du(t)
dt

+ ù2
0u(t) = p(t)

m
ìå − ∞ < t < ∞

êáé p(t) ôçöüñôéóç ôïõ õëéêïý óçìåßïõ (ìÜæáòm). ÁõôÞ èåùñåßôáé åäþáõèáßñåôç (ü÷é êáèïñéóìÝíç)
óõíÜñôçóç. Æçôïýíôáé: (á:1) Ç ëåðôïìåñÞò åýñåóç ôçò ðéï ðÜíù äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìå âÜóç
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ôï ãíùóôü äåýôåñï íüìï ôïõ Íåýôùíá. (â:2) Ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Fourier U(ù) = F{u(t)} ôçò
ëýóåþò ôçò u(t) êáé áðü áõôüí (ã:2) ç ó÷åôéêÞ ìéãáäéêÞ óõíÜñôçóç áðïêñßóåùò G(ù) (Þ Ç(ù))
óôï ðåäßï ôçò óõ÷íüôçôáò ù. (ä:2) Ìå ôç óõíÜñôçóç g(t) = F −1{G(ù)} (Þ h(t) = F −1{H(ù)})
ãíùóôÞ ç åýñåóç ôïõ ôýðïõ ãéá ôç ëýóç u(t) ôçò ðéï ðÜíù äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò êáé (å:1) ó÷åôéêü
ëåðôïìåñÝò ó÷üëéï ãéá ôï ðÜíù üñéï ïëïêëçñþóåùò.

ÁÓÊÇÓÇ A142 (ÊåöÜëáéá Á18, Á19, ÅîáíáãêáóìÝíåò Ôáëáíôþóåéò ìå Áðüóâåóç, ÙóôéêÞ
Áðüêñéóç): Èåùñïýìå ôï ìïíïâÜèìéï ìç÷áíéêü óýóôçìá õëéêïý óçìåßïõ ìÜæáòm, åëáôçñßïõ óôá-
èåñÜò k êáé áðïóâåóôÞñá óôáèåñÜò c óå åîáíáãêáóìÝíåò ôáëáíôþóåéò, áëëÜ ìå ìç ðåñéïäéêÞ (ü÷é
ìå ðåñéïäéêÞ!)öüñôéóç (åîùôåñéêÞ äýíáìç) p(t) ç ïðïßá áóêåßôáé ðÜíù óôï õëéêü óçìåßï. ¢ãíùóôç
óõíÜñôçóç åßíáé ç ìåôáôüðéóç u(t) ôïõ õëéêïý óçìåßïõ ìå t ôï ÷ñüíï: −∞ < t < ∞. Æçôïýíôáé:
(á:2) Ç åýñåóç ôïõ ôýðïõ ãéá ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier ôçò äåõôÝñáò ðáñáãþãïõ ẅ(t) ìéáò óõ-
íáñôÞóåùò w(t) ìå áíáöïñÜ êáé ôùí ó÷åôéêþí õðïèÝóåùí. (â:2) Ìå âÜóç ôç ó÷åôéêÞ äéáöïñéêÞ
åîßóùóç ï ìåôáó÷çìáôéóìüò FourierU(ù) ôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò u(t). (ã:2) Ç ìéãáäéêÞ óõíÜñ-
ôçóç áðïêñßóåùò G(ù) (Þ Ç(ù)) óôï ðåäßï ôçò óõ÷íüôçôáò ù. (ä:2) Ìå ôçí áíôßóôñïöÞ ôçò êáôÜ
Fourier óõíÜñôçóç g(t) = F−1{G(ù)} (Þ h(t) = F −1{H(ù)}) íá èåùñåßôáé ãíùóôÞ óõíÜñôçóç áðü
ðïéïí ïëïêëçñùôéêü ôýðï èá ìðïñïýóå íá õðïëïãéóèåß ç Üãíùóôç óõíÜñôçóç u(t) ãéá áõèáßñåôç
(áëëÜ ãíùóôÞ) öüñôéóç p(t);

ÁÓÊÇÓÇ A143 (ÊåöÜëáéá Á1, Á5, Á6, ÅîáíáãêáóìÝíåò Ôáëáíôþóåéò ìå Êñßóéìç Áðüóâåóç):
Äßíåôáé ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôïõ ìïíïâÜèìéïõ ìç÷áíéêïý óõóôÞìáôïò õëéêïý óçìåßïõ (ìÜæáò m),
åëáôçñßïõ (óôáèåñÜò k) êáé áðïóâåóôÞñá (óôáèåñÜò c) õðü êñßóéìç áðüóâåóç (ìå ëüãï áðïóâÝ-
óåùò î = 1) êáé óå åîáíáãêáóìÝíç ôáëÜíôùóç:

ü(t) + 2ù0 u̇(t) + ù2
0u(t) = p(t)

m
ìå ù0 =

√
k
m

,

ìå t ôï ÷ñüíï (t > 0), õðü öüñôéóç p(t) êáé ìå Üãíùóôç óõíÜñôçóç u(t) ôç ìåôáôüðéóç ôïõ óç-
ìåßïõ. Æçôïýíôáé: (á:1) Ç åýñåóç ôçò äéáöïñéêÞò áõôÞò åîéóþóåùò ìå âÜóç ôï íüìï ôïõ Íåýôùíá.
(â:1) Ãéá ôçí áíôßóôïé÷ç ïìïãåíÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ç åýñåóç ôçò ó÷åôéêÞò ÷áñáêôçñéóôéêÞò åîé-
óþóåùò p2( ì) = 0 êáé ç ãåíéêÞ ëýóç u(t) ôçò ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò. (ã:6) Õðï÷ñåùôéêÜ
ìå ôç ÷ñÞóç ìüíï ôçò ìåñéêÞò ëýóåùò ôçò ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò u1(t) = e−ù0t (ü÷é êáé
ôùí äýï ìåñéêþí ëýóåùí u1, 2(t) ôïõ ðñïçãïýìåíïõ åñùôÞìáôïò) ç åýñåóç ôçò ãåíéêÞò ëýóåùò ôçò
ðéï ðÜíù ìç ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò êáôåõèåßáí êáé õðï÷ñåùôéêÜ ìå ôç ìÝèïäï ôïõ
õðïâéâáóìïý ôçò ôÜîåùò õðü ôç ìïñöÞ äéáäï÷éêïý ïëïêëçñþìáôïò (ìå êÜôù üñéá ôç ÷ñïíéêÞ
óôéãìÞ t = 0) ðëÝïí ôïõò äýï üñïõò ôùí óôáèåñþí C1, 2.

ÁÓÊÇÓÇ A144 (ÊåöÜëáéá Á1, Á5, Á6, ÅîáíáãêáóìÝíåò Ôáëáíôþóåéò ìå Êñßóéìç Áðüóâåóç):
Èåùñïýìå ôï ðñüâëçìá ôùí åîáíáãêáóìÝíùí ôáëáíôþóåùí (õðü ãíùóôÞ åîùôåñéêÞ öüñôéóç
p(t)) ìç÷áíéêïý óõóôÞìáôïò ìÜæáò--åëáôçñßïõ--áðïóâåóôÞñá ìå êñßóéìç áðüóâåóç êáé ìå éäéïóõ-
÷íüôçôá (öõóéêÞ êõêëéêÞ óõ÷íüôçôá) ôïõ áíôßóôïé÷ïõ ÷ùñßò áðïóâåóôÞñá ìç÷áíéêïý óõóôÞìáôïò
ßóç ìå ù0. Åäþ æçôïýíôáé: (á:1) Ç ëåðôïìåñÞò åýñåóç ôçò ó÷åôéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò

ü(t) + 2ù0 u̇(t) + ù2
0u(t) = p(t)

m
ìå m ôç ìÜæá ôïõ õëéêïý óçìåßïõ êáé u(t) ôç ìåôáôüðéóÞ ôïõ áðü ôç èÝóç éóïññïðßáò ôïõ u0 = 0.
(â:1) Ïé ëåðôïìåñåßò ÷áñáêôçñéóìïß ôçò äéáöïñéêÞò áõôÞò åîéóþóåùò. (ã:3) Ç ãåíéêÞ ëýóç uh(t) ôçò
áíôßóôïé÷çò ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò. (ä:1)Ç ëåðôïìåñÞò åðáëÞèåõóç ôçò ëýóåùòáõôÞò.
(å:2) Ç áðüäåéîç ôçò ãñáììéêÞò áíåîáñôçóßáò ôùí äýï ìåñéêþí ëýóåùí ðïõ õðåéóÝñ÷ïíôáé óôç
ãåíéêÞ áõôÞ ëýóç uh(t) ôçò ïìïãåíïýò åîéóþóåùò õðï÷ñåùôéêÜ ìå ôç ÷ñÞóç êáôÜëëçëçò ïñßæïõóáò.

ÁÓÊÇÓÇ A145 (ÊåöÜëáéï Á5, ÅîáíáãêáóìÝíåò Ôáëáíôþóåéò ìå Êñßóéìç Áðüóâåóç): Åäþ
óõíå÷ßæïõìå ôçí ðñïçãïýìåíç Üóêçóç. Æçôïýíôáé åðßóçò: (á:5) Õðü ãíùóôÞ åîùôåñéêÞ öüñôéóç
ôçò åéäéêÞò ìïñöÞò

p(t) = mp∗
0e

−ù0t
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(ìå ôá óýìâïëám êáéù0 íá Ý÷ïõí ïñéóèåß óôçí ðñïçãïýìåíç Üóêçóç êáé ôï óýìâïëï p∗
0 íá äçëþíåé

ìéá ãíùóôÞ óôáèåñÜ) ç ãåíéêÞ ëýóç ug(t) ôçò ðéï ðÜíù ìç ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò.
(â:3) Ç ëåðôïìåñÞò åðáëÞèåõóç áõôÞò ôçò ëýóåùò ug(t).

ÁÓÊÇÓÇ A146 (ÊåöÜëáéá Á6, Á17, ÅîáíáãêáóìÝíåò Ôáëáíôþóåéò ìå Áðüóâåóç): Èåùñïýìå
ôéò åîáíáãêáóìÝíåò ôáëáíôþóåéò ìç÷áíéêïý óõóôÞìáôïò õëéêïý óçìåßïõ ìÜæáòm, åëáôçñßïõ óôá-
èåñÜò k êáé áðïóâåóôÞñá óôáèåñÜò c. Ìå ôç ÷ñÞóç áõôþí áêñéâþò ôùí óõìâüëùí, m, k êáé c,
æçôïýíôáé: (á:1) ÁðëÜ íá ãñáöåß ç ó÷åôéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç õðü ãíùóôÞ ðåñéïäéêÞ åîùôå-
ñéêÞ öüñôéóç p(t). (â:7) Ìå ãíùóôÞ ôç ìéãáäéêÞ (Þ åêèåôéêÞ) óåéñÜ Fourier ôçò öïñôßóåùò p(t) íá
õðïëïãéóèåß ç áíôßóôïé÷ç óåéñÜ Fourier ãéá ôç ìåôáôüðéóç u(t) ôïõ õëéêïý óçìåßïõ.

ÁÓÊÇÓÇ A147 (ÊåöÜëáéá Á5, Á6, ÅîáíáãêáóìÝíåò Ôáëáíôþóåéò ÷ùñßò Áðüóâåóç): Óå Ýíá
ìïíïâÜèìéï ìç÷áíéêü óýóôçìá ÷ùñßò áðüóâåóç (Ýóôù óå óýóôçìá õëéêïý óçìåßïõ ìÜæáò m êáé
åëáôçñßïõ óôáèåñÜò k) èåùñïýìå ôéò åîáíáãêáóìÝíåò ôáëáíôþóåéò ìå äéáöïñéêÞ åîßóùóç

ü(t) + ù2
0u(t) = p(t) ìå ù0 =

√
k
m

êáé ìå t ôï ÷ñüíï (t > 0). Ç óõíÜñôçóç p(t) óôï äåîéü ìÝëïò èåùñåßôáé ãíùóôÞ áõèáßñåôç (ü÷é
óõãêåêñéìÝíç)óõíå÷Þò óõíÜñôçóçðïõäçëþíåé ôçöüñôéóç (áíçãìÝíç üìùòóôçìÜæám). ¢ãíùóôç
óõíÜñôçóç åßíáé ç u = u(t). Åßíáé åðßóçò ãíùóôÝò êáé ïé äýï áñ÷éêÝò óõíèÞêåò: u(0) = u0 êáé
u̇(0) = v0. Õðï÷ñåùôéêÜ ÷ùñßò ôç ÷ñÞóç ôçò ìåèüäïõ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace æçôïýíôáé:
(á:4) Ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò ðéï ðÜíù ìç ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò. (â:1) Ç ðáñÜãùãïò
v(t) = u̇(t) ôçò ãåíéêÞò áõôÞò ëýóåùò. (ã:3) Ç ìåñéêÞ ëýóç ðïõ áíôéóôïé÷åß óôéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò
ðïõ Þäç áíáöÝñèçêáí, äçëáäÞ ç ëýóç ôïõ ðáñüíôïò ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêþí ôéìþí.

ÁÓÊÇÓÇ A148 (ÊåöÜëáéá Á10, Á11, ÅîáíáãêáóìÝíåò Ôáëáíôþóåéò ÷ùñßò Áðüóâåóç): Óõíå÷ß-
æïõìå ôçí ðñïçãïýìåíç Üóêçóç. Æçôïýíôáé: (á:7) Ç ëýóç ôïõ ßäéïõ ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêþí ôéìþí
(äéáöïñéêÞ åîßóùóç êáé áñ÷éêÝò óõíèÞêåò, ìüíï áõôÞ ç ëýóç!), ôþñá üìùò õðï÷ñåùôéêÜ ìå ôç
÷ñÞóç ôçò ìåèüäïõ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace. (â:1) Óõìöùíïýí ôá áðïôåëÝóìáôá;

ÁÓÊÇÓÇ A149 (ÊåöÜëáéï Á5, ÅîáíáãêáóìÝíåò Ôáëáíôþóåéò ÷ùñßò Áðüóâåóç, Óõíôïíéóìüò):
Óõíå÷ßæïõìå ôéò äýïðñïçãïýìåíåò áóêÞóåéò. Æçôïýíôáé: (á:2)Ìå ôç ÷ñÞóç êáôÜëëçëçò ïñßæïõóáò
íá áðïäåé÷èåß üôé ïé óõíáñôÞóåéò cosù0t êáé sinù0t (ìå ìåôáâëçôÞ ôï ÷ñüíï t) åßíáé ãñáììéêÜ
áíåîÜñôçôåò. (Õðåíèõìßæåôáé üôé ù0 = √

k/m.) (â:6) Ãéá áíçãìÝíç åîùôåñéêÞ öüñôéóç ôçò ìïñöÞò

p(t) = p0 cos (ù0t − á) ìå ù0 =
√

k
m

ìå p0 ãíùóôÞ óôáèåñÜ öïñôßóåùò êáé ìå á ãíùóôÞ óôáèåñÜ öÜóåùò íá âñåèåß ìéá ìåñéêÞ ëýóç
(Þ åéäéêÞ ëýóç) up(t) ôçò ìç ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ôçò ðñïðñïçãïýìåíçò áóêÞóåùò,
åäþ üìùò õðï÷ñåùôéêÜ ìå ôç ÷ñÞóç ôçò ìåèüäïõ ôùí ðñïóäéïñéóôÝùí óõíôåëåóôþí.

ÁÓÊÇÓÇ A150 (ÊåöÜëáéï Á14, Åëåýèåñåò Ôáëáíôþóåéò ÷ùñßò Áðüóâåóç): Óõíå÷ßæïõìå ôéò
ôñåéò ðñïçãïýìåíåò áóêÞóåéò. Èåùñïýìå ôþñá åëåýèåñåò ôáëáíôþóåéò, äçëáäÞ ìå p(t) = 0.
Õðï÷ñåùôéêÜ ìå ôç ìÝèïäï ôùí äõíáìïóåéñþí ãýñù áðü ôçí áñ÷éêÞ ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t = 0 æç-
ôïýíôáé: (á:2) Ï áíáäñïìéêüò (Þ åðáíáëçðôéêüò) ôýðïò ãéá ôïí õðïëïãéóìü ôùí óõíôåëåóôþí an
óôç ó÷åôéêÞ äõíáìïóåéñÜ. (â:1) Ïé ôýðïé ðïõ äßíïõí ôïõò äýï ðñþôïõò óõíôåëåóôÝò a0 êáé a1 óôï
åîåôáæüìåíï ðñüâëçìá áñ÷éêþí ôéìþí: ìå u(0) = u0 êáé u̇(0) = v0. (ã:2) Ôá ôåëéêÜ áðïôåëÝóìáôá
ãéá ôïõò óõíôåëåóôÝò a2 Ýùò êáé a7. (ä:3) Ç ëåðôïìåñÞò áíáãùãÞ ôçò äõíáìïóåéñÜò--ëýóåùò ôïõ
ðáñüíôïò ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêþí ôéìþí óôçí êëåéóôÞ êáé áñêåôÜ ãíùóôÞ ôñéãùíïìåôñéêÞ ìïñöÞ
ôçò (åäþ âÝâáéá, åðáíáëáìâÜíåôáé, ìå p(t) = 0).

ÁÓÊÇÓÇ A151 (ÊåöÜëáéá Á6, Á10, Á11, ÅîáíáãêáóìÝíåò Ôáëáíôþóåéò ÷ùñßò Áðüóâåóç:
ÙóôéêÞ Áðüêñéóç): Èåùñïýìå ôïí êëáóéêü áñìïíéêü ôáëáíôùôÞ (óýóôçìá õëéêïý óçìåßïõ M ìÜ-
æáòm êáé åëáôçñßïõ S óôáèåñÜò k êáé ôùí äýï ðñïöáíþò èåôéêþí) ÷ùñßò áðïóâåóôÞñá (ìå î = 0).
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Áõôüò áðïôåëåß Ýíá ìïíïâÜèìéï ìç÷áíéêü óýóôçìá ìå Üãíùóôç óõíÜñôçóç (ôï ìïíáäéêü âáèìü
åëåõèåñßáò ôïõ) ôç èÝóç u = u(t) ôïõ õëéêïý óçìåßïõ M ðïõ êéíåßôáé ðÜíù óôïí Üîïíá Ox. Óå
åîáíáãêáóìÝíç ôáëÜíôùóç ôïõ õëéêïý óçìåßïõÌ êáé ìå âÜóç ôï äåýôåñï íüìï ôïõ Íåýôùíá óôçí
êëáóéêÞ Ìç÷áíéêÞ ðñïêýðôåé ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç

m
d2u(t)
dt2

+ ku(t) = p(t) ìå t ≥ 0,

ìå p(t) ôç öüñôéóç (åäþ ôçí åîùôåñéêÞ äýíáìç) ðïõ áóêåßôáé ðÜíù óôï õëéêü óçìåßï Ì. Óôçí
ðáñïýóá Üóêçóç áõôÞ ç öüñôéóç p(t) èåùñåßôáé ôçò ùóôéêÞò ìïñöÞò

p(t) = mÙä(t)

ìå ôï Ù óôáèåñÜ êáé ä(t) ôçí ùóôéêÞ (Þ êñïõóôéêÞ) óõíÜñôçóç äÝëôá ôïõ Dirac. Ðñüêåéôáé äçëáäÞ
ãéá ùóôéêÞ (Þ êñïõóôéêÞ) öüñôéóç ðïõ áóêåßôáé ïõóéáóôéêÜ ìüíï ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t = 0. Ìå ôç
÷ñÞóç ôïõ âïçèçôéêïý óõìâüëïõ ù0 = √

k/m êáé ìå áñ÷éêÝò óõíèÞêåò (ãéá t = 0−) ãéá ôï õëéêü
óçìåßï ôéò u(0) = u0 (áñ÷éêÞ èÝóç) êáé u̇(0) = v0 (áñ÷éêÞ ôá÷ýôçôá) æçôïýíôáé: (á:3) Ç åðßëõóç
ôïõ ðéï ðÜíù ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêþí ôéìþí ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace. (â:1) Ç
åðáëÞèåõóç ôçò ëýóåùò u(t) ðïõ âñÝèçêå óôïðáñüíðñüâëçìááñ÷éêþí ôéìþí êáé (ã:2) ïé ðñÝðïõ-
óåò äéåõêñéíßóåéò (ìå âÜóç Ýííïéåò ôçò Ìç÷áíéêÞò, êõñßùò ôçí Ýííïéá ôçò ïñìÞò) ãéá ôçí áðüôïìç
ìåôáâïëÞ ôçò áñ÷éêÞò ôá÷ýôçôáò v0 ôïõ õëéêïý óçìåßïõ Ì åîáéôßáò ôçò ùóôéêÞò (Þ êñïõóôéêÞò)
öïññôßóåùò p(t) ðïõ áóêÞèçêå ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t = 0. (ä:1) Óõìöùíåß ç ëýóç u(t) ðïõ âñÝ-
èçêå óôï ðáñáðÜíù ðñüâëçìá áñ÷éêþí ôéìþí ìå ôéò äéåõêñéíßóåéò áõôÝò ùò ðñïò ôçí ôá÷ýôçôá
u̇(t) = v(t) ãéá t = 0+; (å:1) Ðïéá åßíáé ç áñ÷éêÞ åðéôÜ÷õíóç a(0) (ãéá t = 0+) ôïõ õëéêïý óçìåßïõ Ì;

ÁÓÊÇÓÇ A152 (ÊåöÜëáéá Á1, Á6, Á10, Á11, ÅîáíáãêáóìÝíåò Ôáëáíôþóåéò ìå ÁóèåíÞ Áðü-
óâåóç): Åäþ èåùñïýìå ôï óýóôçìá ôùí äýï ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí êáé ìå óôáèåñÝò
ôéò äýï ðïóüôçôåò ù êáé î óôïõò óõíôåëåóôÝò

u̇(t) = v(t), v̇(t) + 2îù0v(t) + ù2
0u(t) = p(t) ìå ù0 > 0, 0 < î < 1 êáé t > 0,

ìå t ôï ÷ñüíï, u(t) êáé v(t) ôéò äýï Üãíùóôåò óõíáñôÞóåéò êáé p(t) ãíùóôÞ ôõ÷áßá ôìçìáôéêÜ óõíå÷Þ
óõíÜñôçóç õðü ôéò áñ÷éêÝò (ãéá t = 0) óõíèÞêåò u(0) = u0 êáé v(0) = v0 (ðñüâëçìá áñ÷éêþí ôéìþí).
Æçôïýíôáé: (á:2) Ç ëåðôïìåñÝóôáôç åîÞãçóç ãéá ôïðïý áêñéâþòðáñïõóéÜæåôáé ôï óýóôçìá áõôü
óôéò Ôáëáíôþóåéò ìå ó÷Þìá êáé ìå ðëÞñåéò äéåõêñéíßóåéò ãéá ôéò óõíáñôÞóåéò u(t), v(t) êáé p(t) ðïõ
õðåéóÝñ÷ïíôáé êáèþò êáé ôá óýìâïëá î êáé ù0 êáé ôïõò óõãêåêñéìÝíïõò ôýðïõò õðïëïãéóìïý
ôùí ðïóïôÞôùí áõôþí. (â:1) Ç áíáãùãÞ ôïõ ðéï ðÜíù óõóôÞìáôïò äýï ãñáììéêþí äéáöïñéêþí
åîéóþóåùí óå óýóôçìá äýï ãñáììéêþí áëãåâñéêþí åîéóþóåùí ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý
Laplace. (ã:2) Ç åðßëõóç ôïõ óõóôÞìáôïò ôùí ãñáììéêþí áëãåâñéêþí åîéóþóåùí ùò ðñïò ôïõò
Üãíùóôïõò ìåôáó÷çìáôéóìïýò Laplace. (ä:3) ÅéäéêÜ ãéá ôçí Üãíùóôç óõíÜñôçóç u(t) (ìüíï áõôÞ!)
ç åýñåóÞ ôçò ìå áíôéóôñïöÞ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace ôçò ðïõ ðñïÝêõøå óôï ðñïçãïýìåíï
åñþôçìá êáé ìÜëéóôá óôçí áðëïýóôåñç ôåëéêÞ äõíáôÞ ìïñöÞ ôçò ìå ùD = ù0

√
1 − î2.

ÁÓÊÇÓÇ A153 (ÊåöÜëáéá Á6, Á10, Á11, ÅîáíáãêáóìÝíåò Ôáëáíôþóåéò ìå ÁóèåíÞ Áðüóâåóç,
ÓõíÜñôçóçÌåôáöïñÜò, ÙóôéêÞ Áðüêñéóç, Ïëïêëçñùôéêüò Ôýðïò ôïõDuhamel): Èåùñïýìå Ýíá
áðëü ìïíïâÜèìéï ôñéðáñáìåôñéêü ìç÷áíéêü óýóôçìá õëéêïý óçìåßïõ (ìÜæáò m), åëáôçñßïõ (óôá-
èåñÜò k) êáé áðïóâåóôÞñá (óôáèåñÜò c) êáé ìå áóèåíÞ (Þ õðïêñßóéìç) áðüóâåóç: ìå 0 < î < 1.
Ðñïêýðôåé ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç

ü(t) + 2îù0 u̇(t) + ù2
0u(t) = p(t)

m
ìå 0 < î < 1 êáé t > 0

ìå u = u(t) ôç ìåôáôüðéóç ôïõ õëéêïý óçìåßïõ, î êáé ù0 ãíùóôÝò óôáèåñÝò êáé p(t) ôç öüñôéóç
(ôçí åîùôåñéêÞ äýíáìç) ç ïðïßá áóêåßôáé ðÜíù óôï õëéêü óçìåßï. Æçôïýíôáé: (á:3) Ìå ìçäåíé-
êÝò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò: u(0) = u̇(0) = 0 êáé ãéá ùóôéêÞ (Þ êñïõóôéêÞ) öüñôéóç, åîùôåñéêÞ äýíáìç
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p(t) = Ùä(t) (ìå ôçí þèçóç Ù ãíùóôÞ óôáèåñÜ) ðïéá åßíáé ç ëýóç u(t) ôçò ðéï ðÜíù äéáöïñé-
êÞò åîéóþóåùò (åäþ ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêþí ôéìþí) õðï÷ñåùôéêÜ ìå ôç ÷ñÞóç êáé ôïõ âïçèçôéêïý
óõìâüëïõ ùD = ù0

√
1 − î2; (â:1) Ç ó÷åôéêÞ óõíÜñôçóç ìåôáöïñÜò G(s) (Þ H(s)). (ã:2) Ç ó÷åôéêÞ

ùóôéêÞ (Þ êñïõóôéêÞ) áðüêñéóç g(t) (Þ h(t)). (ä:2) Ç áðüêñéóç u(t) ôïõ ìç÷áíéêïý áõôïý óõóôÞìá-
ôïò ãéá ôõ÷áßá (êáé ðïõ õðïôßèåôáé ôìçìáôéêÜ óõíå÷Þò) öüñôéóç (åîùôåñéêÞ äýíáìç) p(t) (êáé ðÜëé
ìå ìçäåíéêÝò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò) õðü ôç ìïñöÞ êáôÜëëçëïõ ïëïêëçñùôéêïý ôýðïõ ôïõ Duhamel.

ÁÓÊÇÓÇ A154 (ÊåöÜëáéá Á6, Á10, Á11, ÅîáíáãêáóìÝíåò Ôáëáíôþóåéò ìå ÁóèåíÞ Áðüóâåóç,
ÓõíÜñôçóçÌåôáöïñÜò, ÙóôéêÞ Áðüêñéóç, Ïëïêëçñùôéêüò Ôýðïò ôïõDuhamel): Åäþ èåùñïýìå
ôï êëáóéêü ôñéðáñáìåôñéêü ìïíïâÜèìéï ìç÷áíéêü óýóôçìá õëéêïý óçìåßïõ ìÜæáò m, åëáôçñßïõ
óôáèåñÜò k êáé áðïóâåóôÞñá óôáèåñÜò c ìå ôçí õðüèåóç áóèåíïýò (Þ õðïêñßóéìçò) áðïóâÝóåùò,
äçëáäÞ ìå 0 < c < 2

√
km Þ 0 < î < 1. Ðñïêýðôåé ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç

m
d2u
dt2

+ c
du
dt

+ ku = p(t) ìå t ≥ 0,

ìå t ôï ÷ñüíï, u = u(t) ôçí Üãíùóôç óõíÜñôçóç (ôç ìåôáôüðéóç ôïõ õëéêïý óçìåßïõ ùò ðñïò
ôç èÝóç éóïññïðßáò ôïõ) êáé p(t) ôç öüñôéóç (ôçí åîùôåñéêÞ äýíáìç) ðïõ áóêåßôáé ðÜíù óôï
õëéêü óçìåßï óôçí ðáñïýóá åîáíáãêáóìÝíç ôáëÜíôùóç. ×ñçóéìïðïéþíôáò êáé ôç óôáèåñÜù0 (ôç
öõóéêÞ êõêëéêÞ óõ÷íüôçôá ôïõ ðáñüíôïò ìç÷áíéêïý óõóôÞìáôïò ÷ùñßò üìùò ôïí áðïóâåóôÞñá)
êáèþò êáé ôï ëüãï áðïóâÝóåùò ôùí ôáëáíôþóåùí î ìå

ù0 =
√

k
m

êáé î = c
2mù

, üðïõ åäþ 0 < î < 1,

(áóèåíÞò Þ õðïêñßóéìç áðüóâåóç) ìðïñïýìå Üìåóá (áðëÜ äéáéñþíôáò ìå ôçí ìÜæám) íá öÝñïõìå
ôçí ðéï ðÜíù äéáöïñéêÞ åîßóùóç óôçí ôüóï êëáóéêÞ ãéá ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü ìïñöÞ ôçò

d2u
dt2

+ 2îù0
du
dt

+ ù2
0u = 1

m
p(t) ìå u = u(t) êáé t ≥ 0.

Èåùñïýìå ìçäåíéêÝò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò: u(0) = 0 êáé u̇(0) = 0. Åäþ æçôïýíôáé: (á:2) Ç óõíÜñôçóç
ìåôáöïñÜò G(s) (Þ H(s)) ôïõ ðáñáðÜíù ìïíïâÜèìéïõ ìç÷áíéêïý óõóôÞìáôïò. (â:2) Ç áíôßóôïé÷ç
ùóôéêÞ (Þ êñïõóôéêÞ) áðüêñéóç g(t) (Þ h(t)) ìå ôç ÷ñÞóç êáé ôïõ âïçèçôéêïý óõìâüëïõ

ùD = ù0

√
1 − î2 .

(ã:2) Ç áðüêñéóç (ç Ýîïäïò, ç ìåôáôüðéóç ôïõ õëéêïý óçìåßïõ) u = u(t) ôïõ óõóôÞìáôïò óå ìéá
áõèáßñåôç (ïðïéáäÞðïôå, ü÷é óõãêåêñéìÝíç) öüñôéóç (åßóïäï) p(t) õðï÷ñåùôéêÜ ìå ôç ìÝèïäï ôïõ
ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace ßóùò êáé ìå ÷ñÞóç áðïôåëåóìÜôùí áðü ôá ðñïçãïýìåíá äýï åñùôÞ-
ìáôá. (ä:2) Ç öõóéêÞ åîÞãçóç ôçò éó÷ýïò ôïõ ïëïêëçñùôéêïý ôýðïõ (äçëáäÞ ôýðïõ ðïõ ðåñéÝ÷åé
êáé ïëïêëÞñùìá) ôïõ Duhamel, ðïõ ðñïÝêõøå óôï ðñïçãïýìåíï åñþôçìá. (å:2) Ç åöáñìïãÞ ôïõ
ßäéïõ ôýðïõ ãéá óôáèåñÞ öüñôéóç (åîùôåñéêÞ äýíáìç) p(t) = p0 (ìå t ≥ 0) ìå áíáëõôéêü õðïëïãéóìü
ôïõ ó÷åôéêïý ïëïêëçñþìáôïò.

ÁÓÊÇÓÇ A155 (ÊåöÜëáéo A14, Åëåýèåñåò Ôáëáíôþóåéò ìå Áðüóâåóç): Óõíå÷ßæïõìå ôçí ðñïç-
ãïýìåíç Üóêçóç. Èåùñïýìå îáíÜ ôç âáóéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôçò ôáëáíôþóåùò ìå áðüóâåóç

d2u
dt2

+ 2îù0
du
dt

+ ù2
0u = 0 ìå u = u(t) êáé t ≥ 0,

ôþñá üìùò ãéá åëåýèåñåò (êáé ü÷é ðéá åîáíáãêáóìÝíåò) ôáëáíôþóåéò, äçëáäÞ ìå ôï äåîéü ìÝëïò
ôçò p(t) ßóï ìå ìçäÝí: p(t) = 0. Ìå ãíùóôÝò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò (áëëÜ ìç ìçäåíéêÝò ôþñá): u(0) = u0

êáé u̇(0) = v0 æçôåßôáé ç åðßëõóç ôçò ðéï ðÜíù äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò õðï÷ñåùôéêÜ ìå ôç ìÝèïäï
ôùí äõíáìïóåéñþí ãýñù áðü ôï óçìåßï t = 0 ç ïðïßá íá ðåñéëáìâÜíåé: (á:5) ôçí åýñåóç ãåíéêïý
áíáäñïìéêïý ôýðïõ ðñïóäéïñéóìïý ôïõ óõíôåëåóôÞ ak ôçò äõíáìïóåéñÜò óáí óõíÜñôçóç ôùí äýï
ðñïçãïõìÝíùí óõíôåëåóôþí ak−1 êáé ak−2 êáé (â:3) ôçí ðáñïõóßáóç óå åíéáßï ôýðï ôùí ôñéþí
ðñþôùí üñùí ôçò äõíáìïóåéñÜò áõôÞò óõãêåêñéìÝíá ìÝ÷ñé êáé ôïí üñï ìå t2.
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ÁÓÊÇÓÇ A156 (ÊåöÜëáéá Á5, Á6, Á10, Á11, ÅîáíáãêáóìÝíåò Ôáëáíôþóåéò ìå Êñßóéìç Áðü-
óâåóç): Óå áðëü ôñéðáñáìåôñéêü ìïíïâÜèìéï ìç÷áíéêü óýóôçìá õëéêïý óçìåßïõ, åëáôçñßïõ êáé
áðïóâåóôÞñá (ôï åëáôÞñéï êáé ï áðïóâåóôÞñáò ðáñÜëëçëá!) ìå êñßóéìç áðüóâåóç (äçëáäÞ ìå
ëüãï áðïóâÝóåùò î = 1) ðñïêýðôåé ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç

ü(t) + 2ù0 u̇(t) + ù2
0u(t) = p0 ìå t ≥ 0,

ìå u = u(t) ôç ìåôáôüðéóç ôïõ õëéêïý óçìåßïõ, ù0 ãíùóôÞ óôáèåñÜ êáé p0 ôç öüñôéóç (ôçí åîù-
ôåñéêÞ äýíáìç) ðïõ áóêåßôáé ðÜíù óôï õëéêü óçìåßï (áíçãìÝíç óôç ìÜæá ôïõ m). ÁõôÞ èåùñåßôáé
óôáèåñÞ. Æçôïýíôáé: (á:1) ÁðëÜ ç åðáëÞèåõóç ðùò ç óõíÜñôçóç u1(t) = e−ù0t áðïôåëåß ìåñéêÞ
ëýóç (Þ åéäéêÞ ëýóç) ôçò áíôßóôïé÷çò ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò. (â:6) Ç ãåíéêÞ ëýóç u(t)
ôçò ðéï ðÜíù ìç ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò õðï÷ñåùôéêÜ ìå ôç ìÝèïäï ôïõ õðïâéâáóìïý
ôçò ôÜîåùò ðïõ íá âáóßæåôáé (åðßóçò õðï÷ñåùôéêÜ) óôç ìåñéêÞ ëýóç u1(t) ðïõ äïèçêå êáé åðá-
ëçèåýèçêå. (Ï ó÷åôéêüò ôåëéêüò ôýðïò äå èåùñåßôáé ãíùóôüò!) (ã:1) Ðïéï ìÝñïò ut(t) ôçò ãåíéêÞò
áõôÞò ëýóåùò u(t) áðïôåëåß ôï ìåôáâáôéêü (Þ ðáñïäéêü) öáéíüìåíï, ôï ïðïßï óâÞíåé (åîáëåßöåôáé)
óéãÜ--óéãÜ ìå ôçí ðÜñïäï ôïõ ÷ñüíïõ t;

ÁÓÊÇÓÇ A157 (ÊåöÜëáéá Á6, Á17, ÅîáíáãêáóìÝíåò Ôáëáíôþóåéò ÷ùñßò Áðüóâåóç): Èåù-
ñïýìå óõíçèéóìÝíï ìïíïâÜèìéï ìç÷áíéêü óýóôçìá õëéêïý óçìåßïõ Ì (ìÜæáò m) êáé åëáôçñßïõ S
óôáèåñÜò k ÷ùñßò áðüóâåóç (÷ùñßò áðïóâåóôÞñá) ìå ãíùóôÞ éäéï÷õ÷íüôçôá (Þ öõóéêÞ êõêëéêÞ
óõ÷íüôçôá) ù0 êáé óå åîáíáãêáóìÝíåò ôáëáíôþóåéò õðü ðåñéïäéêÞ (ìå ðåñßïäï Ô ) öüñôéóç (åîù-
ôåñéêÞ äýíáìç) p(t). Æçôïýíôáé: (á:1) Ç ó÷åôéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç. (â:1) Ç ìéãáäéêÞ Þ åêèåôéêÞ
óåéñÜ Fourier ôçò öïñôßóåùò p(t) (ãåíéêÞ ìïñöÞ) èåùñþíôáò ôçí, åðáíáëáìâÜíïõìå, ðåñéïäéêÞ
óõíÜñôçóç ìå ðåñßïäï Ô . (ã:1) Íá áíáöåñèïýí ïé ãíùóôïß ôýðïé ãéá ôïí ðñïóäéïñéóìü üëùí ôùí
óõíôåëåóôþí ôçò. (ä:2) Ç ìéãáäéêÞ óõíÜñôçóç ìåôáöïñÜòÇ(ù) óôï ðåäßï ôçò óõ÷íüôçôáòù (åäþ
ßóùò åßíáé ðñáãìáôéêÞ!) åéäéêÜ ãéá ôç ìéãáäéêÞ åêèåôéêÞ öüñôéóç eiùt. (å:3) Ç ëåðôïìåñÞò åýñåóç
ôçò ìåñéêÞò ëýóåùò up(t) ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ôïõ ðáñüíôïò ìïíïâÜèìéïõ ìç÷áíéêïý óõóôÞ-
ìáôïò ðïõ áíôéóôïé÷åß óôç ãíùóôÞ ðåñéïäéêÞ öüñôéóç p(t) õðï÷ñåùôéêÜ ìå ôç ÷ñÞóç ôçò ìéãáäéêÞò
Þ åêèåôéêÞò óåéñÜò Fourier ôçò öïñôßóåùò áõôÞò ðïõ Þäç áíáöÝñèçêå êáé èåùñåßôáé åäþ ãíùóôÞ.

ÁÓÊÇÓÇ A158 (ÊåöÜëáéá Á6, Á12, Á13, Á18, Á19, ÅîáíáãêáóìÝíåò Ôáëáíôþóåéò ìå Áðü-
óâåóç, ÙóôéêÞ Áðüêñéóç): Èåùñïýìå Ýíá óõíçèéóìÝíï ìïíïâÜèìéï ìç÷áíéêü óýóôçìá õëéêïý óç-
ìåßïõÌ (ìÜæáòm), åëáôçñßïõ S (óôáèåñÜò k) êáé áðïóâåóôÞñáD (óôáèåñÜò c) óå åîáíáãêáóìÝíåò
ôáëáíôþóåéò õðü ìç ðåñéïäéêÞ öüñôéóç (åîùôåñéêÞ äýíáìç) p(t). Æçôïýíôáé: (á:1) Íá áíáöåñèåß
ç ó÷åôéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ÷ñÞóç êáé ôùí ðïóïôÞôùí î êáéù0. (â:3) Ãéá ùóôéêÞ (Þ êñïõóôéêÞ)
öüñôéóç ôïõ óõóôÞìáôüò ìáò, äçëáäÞ ãéá p(t) = ä(t), ç åýñåóç ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier U(ù)
ôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò u(t). (ã:1) Ç ó÷åôéêÞ ìéãáäéêÞ óõíÜñôçóç áðïêñßóåùò G(ù) (Þ Ç(ù))
óôï ðåäßï ôçò óõ÷íüôçôáò. (ä:3) ÕðïèÝôïíôáò ôþñá üôé åßíáé ãíùóôÞ ç áíôßóôñïöÞ ôçò êáôÜ
Fourier óõíÜñôçóç g(t) (Þ h(t)), íá ìç ãßíåé üìùò ç áíôéóôñïöÞ áõôÞ!, ç ëýóç u(t) ôçò áñ÷éêÞò
äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ãéá áõèáßñåôç (ïðïéáäÞðïôå, ü÷é óõãêåêñéìÝíç) ìç ðåñéïäéêÞ öüñôéóç p(t).

ÁÓÊÇÓÇ A159 (ÊåöÜëáéáÁ6, Á16, Á17, ÅîáíáãêáóìÝíåò Ôáëáíôþóåéò ÷ùñßòÁðüóâåóç): Åäþ
æçôïýíôáé: (á:1) ÁðëÜ íá áíáöåñèïýí ëåðôïìåñþò ïé óõíèÞêåò ôïõ Dirichlet ãéá ôéò óåéñÝò Fourier.
(â:2) Ìå ãíùóôÞ ôçí ìéãáäéêÞ Þ åêèåôéêÞ óåéñÜ Fourier ìéáò ðåñéïäéêÞò óõíáñôÞóåùò p(t) (ìå ðåñß-
ïäï Ô ) íá êáôáóêåõáóèåß ðëÞñùò ç áíôßóôïé÷ç ôñéãùíïìåôñéêÞ óåéñÜ Fourier. Èåùñïýìå ôþñá
ôéò åîáíáãêáóìÝíåò ôáëáíôþóåéò ÷ùñßò áðüóâåóç ìïíïâÜèìéïõ ìç÷áíéêïý óõóôÞìáôïò ìÜæáò m
êáé åëáôçñßïõ (áðëïý ôáëáíôùôÞ) ìå öõóéêÞ êõêëéêÞ óõ÷íüôçôá ù0 êáé õðü áíçãìÝíç óôç ìÜæá
öüñôéóç p∗(t) := p(t)/m. (ã:1) Ìå ôçí áíçãìÝíç öüñôéóç p∗(t) ðåñéôôÞ óõíÜñôçóç ìå ðåñßïäï Ô
ðïéá åßíáé ç óåéñÜ Fourier ôçò êáé ðþò õðïëïãßæïíôáé ïé óõíôåëåóôÝò ôçò; (ä:4) ÔÝëïò ðïéá åßíáé
ç áðüêñéóç (åäþ ìåñéêÞ Þ åéäéêÞ ëýóç ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò) ôïõ ðéï ðÜíù áðëïý ôáëáíôùôÞ
ãéá ôçí áíçãìÝíç öüñôéóç p∗(t) ôïõ ðñïçãïýìåíïõ åñùôÞìáôïò óå ìïñöÞ óåéñÜò Fourier;

ÁÓÊÇÓÇ A160 (ÊåöÜëáéá Á18, A19, ÅîáíáãêáóìÝíåò Ôáëáíôþóåéò ÷ùñßò Áðüóâåóç, ÙóôéêÞ
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Áðüêñéóç): Óõíå÷ßæïõìå ôçí ðñïçãïýìåíç Üóêçóç. Êáô’ áñ÷Þí óôï ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier æç-
ôïýíôáé: (á:1) Ìå ðëÞñç áðüäåéîç, áí åßíáé ãíùóôüò ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Fourier U(ù) = F{u(t)}
ôçò óõíáñôÞóåùò u(t), íá õðïëïãéóèåß ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Fourier ôçò óõíáñôÞóåùò u(t+c) ìå ôï c
óôáèåñÜ. (â:1) ×ùñßò áðüäåéîç íá äéáôõðùèåß ìáèçìáôéêÜ êáé ìå ëüãéá ôï èåþñçìá ôçò óõíåëßîåùò
óôï ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier. Èåùñïýìå ôþñá ôïí áðëü ôáëáíôùôÞ ôçò ðñïçãïýìåíçò áóêÞóåùò,
áëëÜ ìå ãíùóôÞ ìç ðåñéïäéêÞ áíçãìÝíç öüñôéóç p(t)/m. Ìå ÷ñÞóç êáé ôïõ óõìâüëïõ m (ãéá ôç
ìÜæá: äçëáäÞ åäþ p(t)/m) æçôïýíôáé: (ã:1) Ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier ç áíáãùãÞ
ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò óå ãñáììéêÞ áëãåâñéêÞ åîßóùóç ìå Üãíùóôç óõíÜñôçóç ôï ìåôáó÷ç-
ìáôéóìü Fourier U(ù) = F{u(t)} êáé ç ëýóç ôçò U(ù). (ä:1) Ç ó÷åôéêÞ óõíÜñôçóç áðïêñßóåùò óôï
ðåäßï ôçò óõ÷íüôçôáò G(ù) (Þ Ç(ù)). (å:1) Ç áðüêñéóç u(t) ôïõ áðëïý áõôïý ôáëáíôùôÞ ìå ôç
÷ñÞóç ôùí óõíáñôÞóåùí P(ù) = F{p(t)} (ü÷é F{p∗(t)}) êáé G(ù) (Þ Ç(ù)). (óô:1) Ç ßäéá áðüêñéóç
ìå ôç ÷ñÞóç ôùí óõíáñôÞóåùí p(t) êáé

g(t) = F−1{G(ù)}.
Ç óõíÜñôçóç g(t) (Þ h(t)) èåùñåßôáé åäþ ãíùóôÞ. ÌáèçìáôéêÜ ãéáôß éó÷ýåé ï ôýðïò ðïõ æçôåßôáé
óôï åñþôçìá áõôü; (æ:1) Ãéá ðïéï öõóéêü ëüãï ôï äéÜóôçìá ïëïêëçñþóåùò åßíáé ôåëéêÜ ( − ∞, t]
ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t; (ç:1) Íá åñìçíåõèåß ìå öõóéêü--ôå÷íéêü ôñüðï (ü÷é ìáèçìáôéêÜ!) ï ßäéïò ôýðïò.

A7.2. ÅîáíáãêáóìÝíåò ôáëáíôþóåéò ÷ùñßò áðüóâåóç: óõíôïíéóìüò

ÁÓÊÇÓÇ A161 (ÊåöÜëáéá Á6, Á10, ÅîáíáãêáóìÝíåò Ôáëáíôþóåéò ÷ùñßò Áðüóâåóç: Óõíôï-
íéóìüò): Óå ðñüâëçìá ôáëáíôþóåùí ìïíïâÜèìéïõ ìç÷áíéêïý óõóôÞìáôïò ãéá ôç ìåôáôüðéóç u(t)
ôïõ õëéêïý óçìåßïõ ôïõ éó÷ýåé ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç

d2u(t)
dt2

+ ù2
0u(t) = p0

m
t sinù0t.

Æçôïýíôáé: (á:1)¼ëåò ïé ëåðôïìÝñåéåò ãéá ôï ìç÷áíéêü óýóôçìá, ôéò óôáèåñÝòù0, p0 êáém êáé ôïõò
÷áñáêôçñéóìïýò ôùí ôáëáíôþóåùí áõôþí. (â:1) Ï õðïëïãéóìüò ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace
ôçò óõíáñôÞóåùò sinù0t ìå ãíùóôü ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace ôçò åêèåôéêÞò óõíáñôÞóåùò eiù0t.
(ã:1) Óôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace ç áðüäåéîç ôçò éäéüôçôáò

L{t f (t)} = −F ′(s) ìå F(s) = L{f (t)}.
(ä:1) Ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace ôçò óõíáñôÞóåùò t sinù0t. (å:2) Õðü ìçäåíéêÝò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò
ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace U(s) = L{u(t)} ôçò ëýóåùò u(t) ôçò ðéï ðÜíù äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò.
(óô:1) Õðü ôéò ßäéåò óõíèÞêåò êáé ÷ùñßò Üëëïõò õðïëïãéóìïýò ìéá ðñþôç åêôßìçóç ãéá ôç ìåôáâïëÞ
ôçò ëýóåùò u(t) ìå ôï ÷ñüíï t (ãéá ìåãÜëåò ôéìÝò ôïõ t) êáé ç ó÷åôéêÞ ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç. (æ:1) ¢ñá
ðþò ìåôáâÜëëåôáé ôï åýñïò ôùí ôáëáíôþóåùí ìå ôï ÷ñüíï t (ðÜëé ãéá ìåãÜëåò ôéìÝò ôïõ t);

ÁÓÊÇÓÇ A162 (ÊåöÜëáéá Á1, Á5, Á6, ÅîáíáãêáóìÝíåò Ôáëáíôþóåéò ÷ùñßò Áðüóâåóç: Óõíôï-
íéóìüò): Èåùñïýìå åäþ ôçí êëáóéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôïõ ìïíïâÜèìéïõ ìç÷áíéêïý óõóôÞìáôïò
õëéêïý óçìåßïõ M ìÜæáò m êáé åëáôçñßïõ S óôáèåñÜò k (÷ùñßò áðüóâåóç) óå åîáíáãêáóìÝíç
ôáëÜíôùóç õðü åîùôåñéêÞ äýíáìç

p(t) = p0 sinù0t

ìå ôï åýñïò p0 > 0 ãíùóôÞ óôáèåñÜ êáé ìå t ôï ÷ñüíï, üðïõ ç óõ÷íüôçôá ù0 ôçò åîùôåñéêÞò
äõíÜìåùò p(t) èåùñåßôáé åäþ üôé óõìðßðôåé ìå ôçí éäéïóõ÷íüôçôá ù0 = √

k/m ôïõ ìç÷áíéêïý
áõôïý óõóôÞìáôïò. Õðï÷ñåùôéêÜ ÷ùñßò ôç ÷ñÞóç ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace æçôïýíôáé: (á:1) Ç
ó÷åôéêÞ ìç ïìïãåíÞò äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå Üãíùóôç óõíÜñôçóç ôç ìåôáôüðéóç u(t) ôïõ õëéêïý
óçìåßïõM áðü ôç èÝóç éóïññïðßáò ôïõ. (â:1) Ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò áíôßóôïé÷çò ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò
åîéóþóåùò. (ã:3) Ìéá ìåñéêÞ ëýóç ôçò ìç ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò áõôÞò åîéóþóåùò. (ä:1) Ç ãåíéêÞ
ëýóç ôçò ìç ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò. (å:2) Ç ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêþí ôéìþí:
äéáöïñéêÞ åîßóùóç êáé ãíùóôÝò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò: u(0) = u0 êáé u̇(0) = v0.
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ÁÓÊÇÓÇ A163 (ÊåöÜëáéá Á1, Á5, Á6, ÅîáíáãêáóìÝíåò Ôáëáíôþóåéò ÷ùñßò Áðüóâåóç: Óõíôï-
íéóìüò): Óôçí êßíçóç ôçò ìÜæáò m óå Ýíá ìïíïâÜèìéï ìç÷áíéêü óýóôçìá (üðùò, ð.÷., óôï êëáóéêü
ìç÷áíéêü óýóôçìá ìÜæáò--åëáôçñßïõ) ç èÝóç u = u(t) (ìå t ôï ÷ñüíï) ôçò ìÜæáò áõôÞòm ðñïÝêõøå
ðåéñáìáôéêÜ (õðü óõãêåêñéìÝíåò äõíáìéêÝò óõíèÞêåò) üôé äßíåôáé áðü ôï ìáèçìáôéêü ôýðï

u(t) = At cos (ù0 t − ä)

ìå ôéò ðïóüôçôåò A (åýñïò), ù0 (êõêëéêÞ óõ÷íüôçôá) êáé ä (ãùíßá öÜóåùò) óôáèåñÝò. Æçôïýíôáé:
(á:3) Ç ðéï ÷áìçëÞò äõíáôÞò ôÜîåùò ïìïãåíÞò ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç (ìå ðáñÜìåôñï ôïù0)
ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò ðïõ Ý÷åé óáí ëýóç (áóöáëþò ìåôáîý êáé ðïëëþí Üëëùí ëýóåùí) êáé ôçí
ðéïðÜíùóõãêåêñéìÝíç óõíÜñôçóç u(t). (â:2) Ç ãåíéêÞ ëýóç ug(t) ôçò äéáöïñéêÞò áõôÞò åîéóþóåùò.
(ã:1) Óå ðïéåò ôéìÝò ôùí óôáèåñþí ôçò ãåíéêÞò áõôÞò ëýóåùò ug(t) áíôéóôïé÷åß ç ìåñéêÞ ëýóç u(t)
ðïõ Þäç áíáöÝñèçêå; (ä:2) ¸÷åé ðñáãìáôéêÜ (Þ ü÷é) éäéáßôåñç öõóéêÞ óçìáóßá ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç
ðïõ ðñïóäéïñßóèçêå ðéï ðÜíù; Ãéáôß áêñéâþò;

ÁÓÊÇÓÇ A164 (ÊåöÜëáéá Á5, Á6, ÅîáíáãêáóìÝíåò Ôáëáíôþóåéò ÷ùñßò Áðüóâåóç: Óõíôïíé-
óìüò): Óå ìïíïâÜèìéï ìç÷áíéêü óýóôçìá õëéêïý óçìåßïõ (ìÜæáò m) êáé åëáôçñßïõ (óôáèåñÜò k)
÷ùñßò áðüóâåóç èåùñïýìå ôéò åîáíáãêáóìÝíåò ôáëáíôþóåéò ôïõ õðü áíçãìÝíç óôç ìÜæá öüñôéóç

p∗(t) := p(t)
m

= p0 + p1 cosù0t

ìå ãíùóôÝò ôéò óôáèåñÝò p0 êáé p1 êáé åðßóçò ìåù0 = √
k/m. Ãéá ôç ìåôáôüðéóç u(t) ôïõ õëéêïý óç-

ìåßïõ áðü ôç èÝóç éóïññïðßáò ôïõ æçôïýíôáé: (á:1) Ç ãåíéêÞ ëýóç uh(t) ôçò áíôßóôïé÷çò ïìïãåíïýò
äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò êáé (â:1) ìå ôç ÷ñÞóç ïñßæïõóáò ç áðüäåéîç ôçò ãñáììéêÞò áíåîáñôçóßáò
ôùí ëýóåùí ðïõ õðåéóÝñ÷ïíôáé ó’ áõôÞí. (ã:3) Ìå ôç ìÝèïäï ôùí ðñïóäéïñéóôÝùí óõíôåëåóôþí
ìéá ìåñéêÞ ëýóç up(t) ôçò ìç ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò êáé óôç óõíÝ÷åéá (ä:1) ç áíôßóôïé÷ç
ãåíéêÞ ëýóç ug(t). (å:1) Óå ðïéïí üñï ôçò ëýóåùò áõôÞò ug(t) åóôéÜæåé ôçí ðñïóï÷Þ ôïõ ìåôÜ áðü
êÜðïéï åðáñêÞ ÷ñüíï ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò êáé ãéáôß; (óô:1) Áðü ôç ëýóç áõôÞ ðïéï öáéíüìåíï
ðáñáôçñïýìå üôé ðáñïõóéÜæåôáé êáé ðþò èá ìðïñïýóå íá ôï áðïöýãåé ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò
÷ùñßò íá Ý÷åé áëëÜîåé êáèüëïõ ç öüñôéóç p(t);

ÁÓÊÇÓÇ A165 (ÊåöÜëáéá Á10, Á11, ÅîáíáãêáóìÝíåò Ôáëáíôþóåéò ÷ùñßò Áðüóâåóç: Óõíôï-
íéóìüò): Åäþ óõíå÷ßæïõìå ôçí ðñïçãïýìåíç Üóêçóç. Ôþñá üìùò èåùñïýìå ãíùóôÝò ôéò áñ÷éêÝò
óõíèÞêåò u(0) = u0 êáé u̇0 = v0 êáé ìéá êÜðùò äéáöïñåôéêÞ áíçãìÝíç öüñôéóç

p∗(t) = p1 cos (ù0t + á)

ìå ôï á ìéá ãíùóôÞ ãùíßá öÜóåùò. Æçôïýíôáé: (á:1) Ìå ãíùóôü ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace ôçò
çìéôïíéêÞò óõíáñôÞóåùò sinù0t ç áðüäåéîç ôïõ ðñþôïõ áðü ôïõò äýï ðáñáêÜôù ôýðïõò

L−1
{

s

(s2 + ù2
0)2

}
= 1

2ù0
t sinù0t, L−1

{
1

(s2 + ù2
0)2

}
= 1

2ù3
0

(sinù0t − ù0t cosù0t).

(Ç ó÷åôéêÞ éäéüôçôá ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace äå èåùñåßôáé ãíùóôÞ!) (â:2) Óôç óõíÝ÷åéá ìå
âÜóç ôïí ðñþôï ôýðï ç áðüäåéîç êáé ôïõ äåýôåñïõ ôýðïõ. (Áíôßèåôá ìå ðñïçãïõìÝíùò ç ó÷åôéêÞ
éäéüôçôá ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace èåùñåßôáé ôþñá ãíùóôÞ!) (ã:1) Ìå âÜóç ôïõò ôýðïõò ôïõ
Euler ç áðüäåéîç ôïõ ôüóï ãíùóôïý ôñéãùíïìåôñéêïý ôýðïõ

cos (á + â) = cosá cosâ − siná sinâ.

(ä:4) Ìå ôç ÷ñÞóç ôçò ìåèüäïõ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace êáé ìå âÜóç ôïõò ôñåéò ðáñáðÜíù
ôýðïõò ç åýñåóç ôçò ëýóåùò u(t) áõôïý ôïõ ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêþí ôéìþí.

ÁÓÊÇÓÇ A166 (ÊåöÜëáéá Á5, Á6, ÅîáíáãêáóìÝíåò Ôáëáíôþóåéò ÷ùñßò Áðüóâåóç: Óõíôïíé-
óìüò): Èåùñïýìå ìïíïâÜèìéï ìç÷áíéêü óýóôçìá, óõãêåêñéìÝíá ôïí êëáóéêü áñìïíéêü ôáëáíôùôÞ,
ðïõ áðïôåëåßôáé áðü õëéêü óçìåßï M (ìÜæáò m ìå m > 0) êáé åëáôÞñéï S (óôáèåñÜò k ìå k > 0)
÷ùñßò áðïóâåóôÞñá (ìå î = 0). Óôï óýóôçìá áõôü õðïèÝôïõìå öüñôéóç áðü åîùôåñéêÞ äýíáìç

p(t) = mp0 sin (ù0t + á)
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ìå t ôï ÷ñüíï êáé ôá p0 (åýñïò ôçò äõíÜìåùò äéá m) êáé á (ãùíßá öÜóåùò) ðñáãìáôéêÝò óôáèåñÝò
ìå êõêëéêÞ óõ÷íüôçôá ù = ù0 áêñéâþò ßóç ìå ôçí éäéïóõ÷íüôçôá (Þ öõóéêÞ êõêëéêÞ óõ÷íüôçôá)

ù0 =
√

k
m

ôïõ áñìïíéêïý ôáëáíôùôÞ. ¸÷ïõìå åðïìÝíùò (ðÜíôïôå ìå ôçí õðüèåóç üôé ù = ù0 ðïõ êÜíáìå)
íá áíôéìåôùðßóïõìå óôçí ðáñïýóá åîáíáãêáóìÝíç ôáëÜíôùóç ôï ó÷åäüí ðÜíôïôå äõóÜñåóôï
ãéá ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü öáéíüìåíï ôïõ óõíôïíéóìïý. Óôçí ðåñßðôùóÞ ìáò ç ó÷åôéêÞ ãñáììéêÞ
ìç ïìïãåíÞò äéáöïñéêÞ åîßóùóç äåõôÝñáò ôÜîåùò ðáßñíåé ôç ìïñöÞ

m
d2u(t)
dt2

+ ku(t) = mp0 sin (ù0t + á)

öõóéêÜ ìå Üãíùóôç óõíÜñôçóç ôç ìåôáôüðéóç u(t) ôïõ õëéêïý óçìåßïõ ìáò Ì ùò ðñïò ôç èÝóç
éóïññïðßáò ôïõ. Ç åîßóùóç áõôÞ áðëïðïéåßôáé åýêïëá (ìå äéáßñåóç äéá ôçò ìÜæáò m) óôç ìïñöÞ

d2u(t)
dt2

+ ù2
0u(t) = p0 sin (ù0t + á).

Ãé’ áõôÞí ôç ìç ïìïãåíÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç æçôïýíôáé: (á:1) Ç ãåíéêÞ ëýóç uh(t) ôçò áíôßóôïé÷çò
ïìïãåíïýò. (â:2) Ìéá áðëÞ ìåñéêÞ ëýóç (Þ åéäéêÞ ëýóç) up(t) ôçò ìç ïìïãåíïýò (ôçò ðëÞñïõò).
Ðþò ìåôáâÜëëåôáé ÷ñïíéêÜ ôï åýñïò ôçò ó÷åôéêÞò ôáëáíôþóåùò; (ã:1) Ç ãåíéêÞ ëýóç ug(t) ôçò ìç
ïìïãåíïýò (ôçò ðëÞñïõò). ÕðÜñ÷åé ðñáãìáôéêÜ öáéíüìåíï óõíôïíéóìïý; Ðïéïò üñïò ôçò ãåíéêÞò
ëýóåùò åßíáé ï «åêöñáóôÞò» ôïõ öáéíüìåíïõ áõôïý; Ìå ôçí õðüèåóç ìç õðÜñîåùò áðïóâÝóåùò
ôùí ôáëáíôþóåùí åßíáé Þ ü÷é ëïãéêü íá áãíïçèåß ôï ìåôáâáôéêü öáéíüìåíï (äçëáäÞ ïé üñïé ðïõ
èá ïöåßëïíôï óôéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò, åÜí åß÷áí âñåèåß, äåí Ý÷ïõí üìùò âñåèåß!) áðü ìéá ÷ñïíéêÞ
óôéãìÞ êáé ìåôÜ; (ä:1) Íá ãßíåé åðáëÞèåõóç ôçò ãåíéêÞò ëýóåùò ug(t) ðïõ âñÝèçêå. (å:3) Ðþò
ìðïñåß íá áíá÷èåß ç ðéïðÜíùìç ïìïãåíÞò äéáöïñéêÞ åîßóùóç óå ïìïãåíÞ (ãñáììéêÞ, ìå óôáèåñïýò
óõíôåëåóôÝò êáé ôçò ÷áìçëüôåñçò äõíáôÞò ôÜîåùò) ìå åöáñìïãÞ ó’ áõôÞí êáôÜëëçëïõ ãñáììéêïý
äéáöïñéêïý ôåëåóôÞ A(D) (ìå ôï äéáöïñéêü ôåëåóôÞ D ≡ d/dt íá äçëþíåé áðëÜ ôçí ðáñáãþãéóç ùò
ðñïò ôï ÷ñüíï t); (óô:1) Ðïéïò åßíáé ï ôåëåóôÞò A(D); (æ:1) Ðïéï ìåéïíÝêôçìá ðáñïõóéÜæåé ç êáôÜ
ôá Üëëá éäéáßôåñá åíäéáöÝñïõóá äéáäéêáóßá áõôÞ ôçò áíáãùãÞò ìéáò ìç ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò
åîéóþóåùò óå ïìïãåíÞ;

A7.3. ÅíåñãåéáêÞ èåþñçóç ôùí åëåýèåñùí ôáëáíôþóåùí ÷ùñßò áðüóâåóç

ÁÓÊÇÓÇ A167 (ÊåöÜëáéá Á2, Á3, Á5, Åëåýèåñåò Ôáëáíôþóåéò ÷ùñßò Áðüóâåóç: Óýóôçìá
ÌÜæáò--Åëáôçñßïõ: ÅíåñãåéáêÞ Èåþñçóç): Èåùñïýìå ôï êëáóéêü ìïíïâÜèìéï ìç÷áíéêü óýóôçìá
ôïõ áðëïý áñìïíéêïý ôáëáíôùôÞ. Áõôüò áðïôåëåßôáé áðü õëéêü óçìåßï Ì ìÜæáò m óôåñåùìÝíï
óôï åëåýèåñï Üêñï åëáôçñßïõ S óôáèåñÜò (èåôéêÞò åííïåßôáé) k ìå ôï Üëëï Üêñï ôïõ ßäéïõ åëáôçñßïõ
áêßíçôï. Õðïôßèåôáé åðßóçò üôé äåí õðÜñ÷åé áðüóâåóç ôçò êéíÞóåùò ôïõ õëéêïý óçìåßïõ Ì (äåí
õðÜñ÷åé áðïóâåóôÞñáò) ïýôå êáé åîùôåñéêÞ äýíáìç ðïõ íá áóêåßôáé ðÜíù óôï õëéêü óçìåßï Ì.
ÕðïèÝôïõìå ôþñá ôï õëéêü óçìåßï Ì íá Ý÷åé ìåôáôïðéóèåß êáôÜ u = u(t) (ìå t ôï ÷ñüíï) ùò
ðñïò ôçí èÝóç éóïññïðßáò ôïõ u = 0 (ü÷é âÝâáéá ùò ðñïò ôï óôáèåñü Üêñï ôïõ åëáôçñßïõ) ìå
ôç ìåôáôüðéóç áõôÞ íá åßíáé óõíÜñôçóç ôïõ ÷ñüíïõ t. Èåùñïýìå åðßóçò êáé ôçí áíôßóôïé÷ç
ôá÷ýôçôá v = v(t) = u̇(t). (Ôï ôåëåõôáßï óýìâïëï äçëþíåé ðáñÜãùãï ùò ðñïò ôï ÷ñüíï t, äçëáäÞ
u̇(t) := du/dt). Ôüôå ç êéíçôéêÞ åíÝñãåéá T ôïõ õëéêïý óçìåßïõÌ (ðïõ åßíáé ìåôáâëçôÞ ìå ôï ÷ñüíï),
ç äõíáìéêÞ åíÝñãåéá U ôïõ åëáôçñßïõ (åðßóçò ìåôáâëçôÞ ìå ôï ÷ñüíï) êáé ç óõíïëéêÞ åíÝñãåéá E
ôïõ ìïíïâÜèìéïõ ìç÷áíéêïý óõóôÞìáôïò ðïõ åîåôÜæïõìå (áõôÞ ðñïöáíþò äåí åßíáé ìåôáâëçôÞ:
åßíáé óôáèåñÞ) äßíïíôáé áðü ôïõò ëßãï--ðïëý ãíùóôïýò ôýðïõò

T = 1
2
mu̇2, U = 1

2
ku2 êáé E = T + U.
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ÅðïìÝíùò ðñïêýðôåé (êõñßùò ëüãù ôïõ ôåëåõôáßïõ ôýðïõ) ïõóéáóôéêÜ ìéá ìç ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ
åîßóùóç ðñþôçò ôÜîåùò ùò ðñïò u(t) ìå ðáñáìÝôñïõò ìüíï ôéò ðïóüôçôåò E, m êáé k. Æçôïýíôáé:
(á:3) ×ùñßò ôçí ýðáñîç áðïóâÝóåùò, üðùò Ý÷åé Þäç õðïôåèåß, äçëáäÞ ìå óôáèåñÞ ôç óõíïëéêÞ
åíÝñãåéá E, êáé ìå ðáñáãþãéóç ôçò ìç ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ðïõ ðñïêýðôåé áðü ôïõò
ðéï ðÜíù ôýðïõò (êáé êÜðïéá ðñïöáíÞ áðëïðïßçóç ãéá u̇(t) �= 0) íá âñåèåß ç ó÷åôéêÞ êëáóéêÞ
ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç äåõôÝñáò ôÜîåùò ìå Üãíùóôç óõíÜñôçóç ðÜëé ôç èÝóç u = u(t)
ôïõ õëéêïý óçìåßïõ Ì êáèþò êáé ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò. (â:3) Åðáíåñ÷üìáóôå ôþñá óôç ìç ãñáììéêÞ
äéáöïñéêÞ åîßóùóç ðñþôçò ôÜîåùò ðïõ ïñßæåôáé áðü ôïõò ðéï ðÜíù ôýðïõò, áöïý áõôÞ ëõèåß ùò
ðñïò u̇ = du/dt. Æçôåßôáé êáôåõèåßáí ç ëýóç ôçò t = t(u) ùò ðñïò ôï ÷ñüíï t óáí óõíÜñôçóç ôçò
èÝóåùò u ìå ðáñáìÝôñïõò ôéò óôáèåñÝò êáé èåôéêÝò ðïóüôçôåò E, m êáé k ðïõ ðñïáíáöÝñèçêáí.
(ã:2) Óôçí óõíÝ÷åéá áðü ôç ëýóç áõôÞ t = t(u) æçôåßôáé êáé ç áíôßóôïé÷ç óõíÜñôçóç u = u(t).
(ä:2) Óõìöùíïýí êáôáñ÷Þí ôá áðïôåëÝóìáôá ôùí åñùôçìÜôùí (á) êáé (ã); Ðïéï áðü ôá äýï
êñßíåôå åóåßò ìå êáëýôåñç öõóéêÞ óçìáóßá; Ãéáôß; Ìå ôï ìéêñüôåñï õðïëïãéóôéêü êüóôïò; Ãéáôß;

ÁÓÊÇÓÇ A168 (ÊåöÜëáéá Á1, A2, A3, Åëåýèåñåò Ôáëáíôþóåéò ÷ùñßò Áðüóâåóç: Óýóôçìá
ÌÜæáò--Åëáôçñßïõ: ÅíåñãåéáêÞ Èåþñçóç): Èåùñïýìå ôï êëáóéêü ìïíïâÜèìéï ìç÷áíéêü óýóôçìá
õëéêïý óçìåßïõ M ìÜæáò m êáé åëáôçñßïõ S óôáèåñÜò k ÷ùñßò áðüóâåóç. Æçôïýíôáé: (á:1) Íá
åîçãçèåß ðþò áêñéâþò ðñïêýðôåé ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç

mv
dv
du

+ ku = 0

ìå ìåôáâëçôÝò ôç ìåôáôüðéóç u ôïõ õëéêïý óçìåßïõ áðü ôç èÝóç éóïññïðßáò ôïõ êáé ôçí ôá÷ý-
ôçôá v ôïõ ßäéïõ óçìåßïõ. (â:1) Íá âñåèåß ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò ðéï ðÜíù äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò
óå ðåðëåãìÝíç (ü÷é óå ëõìÝíç) ìïñöÞ. (ã:1) Íá áðïäåé÷èåß üôé óôçí ðáñïýóá êßíçóç ç óõíïëéêÞ
åíÝñãåéá E, ðïõ åßíáé ôï Üèñïéóìá

E = T + U

ôçò êéíçôéêÞò åíÝñãåéáò T ôïõ õëéêïý óçìåßïõ M êáé ôçò äõíáìéêÞò åíÝñãåéáò U ôïõ åëáôçñßïõ S ìå

T = 1
2
mv2 êáé U = 1

2
ku2

åßíáé óôáèåñÞ. (ä:1) Ðïéïò áêñéâþò ôýðïò äßíåé ôçí ôá÷ýôçôá v ôïõ õëéêïý óçìåßïõ óáí óõíÜñôçóç
ôçò èÝóåþò ôïõ u ìå ôç óõíïëéêÞ åíÝñãåéá E ôïõ ìç÷áíéêïý óõóôÞìáôïò íá èåùñåßôáé ãíùóôÞ
óôáèåñÜ; (å:1) Íá áðïäåé÷èåß üôé éó÷ýåé ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ðñþôçò ôÜîåùò

du
dt

= ±
√

2E − ku2

m
ìå u = u(t)

ìå t ôï ÷ñüíï. (óô:2) Íá âñåèåß ç ãåíéêÞ ëýóç t = t(u) (ìå ìßá áõèáßñåôç óôáèåñÜ C) ôçò áêñéâþò
ðñïçãïýìåíçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò êáé (æ:1) ç áíôßóôïé÷ç ëýóç u = u(t) ìå áíôéóôñïöÞ ôçò
ãíùóôÞò ôþñá óõíáñôÞóåùò t = t(u) ôïõ ðñïçãïýìåíïõ åñùôÞìáôïò.

ÁÓÊÇÓÇ A169 (ÊåöÜëáéá Á1, Á2, Á3, Åëåýèåñåò Ôáëáíôþóåéò ÷ùñßò Áðüóâåóç: Áðëü Åêêñå-
ìÝò: ÅíåñãåéáêÞÈåþñçóç): Èåùñïýìå áðëü åêêñåìÝò, äçëáäÞ õëéêü óçìåßïM ìÜæáòm óôï êÜôù
Üêñï íÞìáôïò ìÞêïõò L ìå ôï åðÜíù Üêñï ôïõ Ï óôáèåñü. Ç åðéôÜ÷õíóç ôçò âáñýôçôáò åßíáé g.
Óôçí êßíçóç áõôÞ ôïõ õëéêïý óçìåßïõ Üãíùóôç óõíÜñôçóç åßíáé ç ãùíßá è = è(t) ôïõ íÞìáôïò ùò
ðñïò ôçí êáôáêüñõöï. Æçôïýíôáé: (á:2) Íá áðïäåé÷èåß ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç

E = mgL(1 − cos è) + 1
2
mL2è̇2 ìå è = è(t)

ãéá ôçí êßíçóç áõôÞ ìå Å ôç óõíïëéêÞ åíÝñãåéá ôïõ õëéêïý óçìåßïõ. (Ôç äõíáìéêÞ åíÝñãåéá ôç ìå-
ôñÜìå ùò ðñïò ôçí êáôþôåñç èÝóç ôïõ õëéêïý óçìåßïõ.) (â:1) Ç áíáãùãÞ ôçò äéáöïñéêÞò áõôÞò
åîéóþóåùò óå åîßóùóç ÷ùñéæüìåíùí ìåôáâëçôþí: ï ÷ùñéóìüò ôùí ìåôáâëçôþí êáé (ã:1) Ç ëýóç
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ôçò t = t(è) ÷ùñßò üìùò ôïí õðïëïãéóìü ôïõ ïëïêëçñþìáôïò t(è) óôï äåîéü ìÝëïò. (ä:2) ÕðïèÝ-
ôïíôáò êßíçóç ôïõ åêêñåìïýò, ç áíáãùãÞ ôçò ðéï ðÜíù äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò óôç ìç ãñáììéêÞ
äéáöïñéêÞ åîßóùóç

è̈ + ù2
0 sin è = 0 ìå ù0 :=

√
g
L

êáé è = è(t)

(å:1) Ç ãñáììéêïðïßçóç áõôÞò ôçò ìç ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìå ðëÞñåéò åðåîçãÞóåéò
êáé ìå áíáöïñÜ êáé ôçò ó÷åôéêÞò ðáñáäï÷Þò. (óô:1) Ç åðáëÞèåõóç ôçò ãåíéêÞò ëýóåùò

è(t) = Á cosù0t + B sinù0t

ôçò ãñáììéêïðïéçìÝíçò ðéá äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìå ôá Á êáé Â äýï áõèáßñåôåò óôáèåñÝò.

ÁÓÊÇÓÇ A170 (ÊåöÜëáéá Á1, Á3, Åëåýèåñåò Ôáëáíôþóåéò ×ùñßò Áðüóâåóç: Áðëü ÅêêñåìÝò:
ÅíåñãåéáêÞÈåþñçóç): Èåùñïýìå ôï êëáóéêü ðñüâëçìá ôïõ áðëïý åêêñåìïýò, äçëáäÞ õëéêïý óç-
ìåßïõ Ì ìÜæáò m óôåñåùìÝíïõ óôï Üêñï íÞìáôïò óôáèåñïý ìÞêïõò L ðïõ åêôåëåß ôáëáíôþóåéò óå
êáôáêüñõöï åðßðåäï õðü ôçí åðßäñáóç ôçò ãÞéíçò âáñýôçôáò ìå åðéôÜ÷õíóç g êáé ÷ùñßò äõíÜìåéò
ðïõ íá ðñïêáëïýí áðüóâåóç ôçò ôáëáíôþóåùò (÷ùñßò äõíÜìåéò ôñéâþí). Ìå ôï óýìâïëï è = è(t)
íá äçëþíåé ôç ãùíßá ôïõ íÞìáôïò áðü ôçí êáôáêüñõöï (ìå t ôï ÷ñüíï êáé ìå ìÝãéóôç áðïëýôùò
ôéìÞ ôçò ãùíßáò è, åýñïò ôùí ôáëáíôþóåùí, ßóç ìå á, äçëáäÞ ìå −á ≤ è ≤ á) áðïäåéêíýåôáé üôé
éó÷ýåé ç áêüëïõèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç:

1
2
mL2

(
dè
dt

)2

= mgL(cos è − cosá) ìå − á ≤ è ≤ á.

Æçôïýíôáé: (á:2) Ç áðüäåéîç ôçò äéáöïñéêÞò áõôÞò åîéóþóåùò ìå âÜóç ôç äéáôÞñçóç ôçò óõíïëé-
êÞò åíÝñãåéáò (êéíçôéêÞò êáé äõíáìéêÞò áèñïéóôéêÜ) ôïõ õëéêïý óçìåßïõ Ì óôï ðáñüí ìáèçìáôéêü
åêêñåìÝò. (â:3) Ç ãåíéêÞ ëýóç t = t(è) (äõóôõ÷þò ü÷é è = è(t), áõôü äåí åßíáé åõ÷åñÝò) ôçò éäßáò
äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (ðïõ ðåñéÝ÷åé êáé Ýíá ïëïêëÞñùìá ðïõ äå ìðïñåß íá õðïëïãéóèåß åýêïëá,
äçëáäÞ áëãåâñéêÜ êáé ìÝóù óôïé÷åéùäþí ìüíï óõíáñôÞóåùí), áöïý öõóéêÜ áõôÞ åðéëõèåß ðñþôá
ùò ðñïò ôçí ðáñÜãùãï dè/dt. (ã:2) Ï õðïëïãéóìüò ôçò ðåñéüäïõ Ô ôçò ôáëáíôþóåùò (êáé ðÜëé
ìå ôç ÷ñÞóç êáé ïëïêëçñþìáôïò óôïí ôåëéêü ôýðï) óáí Ô = 4(Ô /4) ìå T /4 ôï ÷ñüíï ðïõ áðáéôåßôáé
ãéá ôçí êßíçóç ôïõ åêêñåìïýò áðü ôçí êáôáêüñõöç èÝóç è = 0 ìÝ÷ñé ôçí èÝóç ìÝãéóôçò ãùíéáêÞò
áðïêëßóåùò è = á. Ôï óõìðÝñáóìÜ ìáò åßíáé üôé ç ðåñßïäïò Ô ôùí ôáëáíôþóåùí ãåíéêÜ åîáñ-
ôÜôáé áðü ôï åýñïò ôïõò á óôï ìáèçìáôéêü åêêñåìÝò. (ä:3) Óôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóç ðïõ ôï åýñïò
ôùí ôáëáíôþóåùí áõôþí á (ç ìÝãéóôç ãùíéáêÞ áðüêëéóç óôçí ôáëÜíôùóç) åßíáé ðïëý ìéêñü, íá
áðëïðïéçèåß êáôÜëëçëá ï ó÷åôéêüò ôýðïò ôïõ ðñïçãïõìÝíïõ åñùôÞìáôïò (ìå ôç ÷ñÞóç óåéñÜò
Maclaurin ìå äýï ìüíï ìç ìçäåíéêïýò üñïõò), þóôå íá óõìðÝóåé ìå ôïí êëáóéêü, ôï ãíùóôü ôýðï
ðïõ äåí ðåñéÝ÷åé êáíÝíá ïëïêëÞñùìá.

A7.4. Åëåýèåñåò ôáëáíôþóåéò äéâÜèìéùí ìç÷áíéêþí óõóôçìÜôùí

ÁÓÊÇÓÇ A171 (ÊåöÜëáéá Á12, Á13, Åëåýèåñåò Ôáëáíôþóåéò ÷ùñßò Áðüóâåóç: ÓõóôÞìáôá
Ìáæþí--Åëáôçñßùí): Óôéò Ôáëáíôþóåéò, ðïõ åßíáé áóöáëþò Ýíá ðïëý åíäéáöÝñïí ðåäßï ôçò Åðé-
óôÞìçò ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý, ðáñïõóéÜæïíôáé óõ÷íÜ óõóôÞìáôá ìáæþí êáé áðëþí ãñáììé-
êþí åëáôçñßùí. Óå Ýíá ôÝôïéï ðïëý áðëü óýóôçìá äýï ìáæþí êáé ôñéþí åëáôçñßùí êáôÜ ìÞêïò
ïñéæüíôéáò åõèåßáò ãñáììÞò ðñïêýðôåé ôï åîÞò óýóôçìá óõæåõãìÝíùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí:

Mü(t) + Ku(t) = 0.

Åäþ ôá óýìâïëá M êáé K äçëþíïõí ôá óõììåôñéêÜ ìçôñþá ìÜæáò êáé óôéâáñüôçôáò áíôßóôïé÷á.
Åðßóçò ôï óýìâïëïu(t) äçëþíåé ôï ó÷åôéêü äéÜíõóìá ôùí ïñéæïíôßùí ìåôáôïðßóåùí ôùí äýï ìáæþí
ôïõ ðéï ðÜíù ìç÷áíéêïý óõóôÞìáôïò óôéò Ôáëáíôþóåéò (ìå u1(t) íá äçëþíåé ôçí ìåôáôüðéóç ôçò
ðñþôçò ìÜæáò êáé u2(t) ôçí ìåôáôüðéóç ôçò äåýôåñçò ìÜæáò). Ôá óýìâïëá áõôÜ óôï ðáñüí
äéâÜèìéï áðëü ìç÷áíéêü óýóôçìá Ý÷ïõí ôéò åîÞò óõãêåêñéìÝíåò åêöñÜóåéò:

M = m

[
1 0

0 2

]
, K = k

[
2 −1

−1 3

]
, u(t) =

{
u1(t)

u2(t)

}
, 0 =

{
0

0

}
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ìå ôá m êáé k ãíùóôÝò èåôéêÝò óôáèåñÝò, ÷ùñßò åîùôåñéêÝò äõíÜìåéò êáé ìå ìçäåíéêü ôï ìçôñþï
áðïóâÝóåùò C ôùí ôáëáíôþóåùí. Æçôïýíôáé: (á:3) Ç åðßëõóç ôïõ ðáñáðÜíù óõóôÞìáôïò
äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace êáé õðü ôéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò

uk(0) = uk0, u̇k(0) = vk0 ìå k = 1, 2

ìÝ÷ñé êáé ôïí ðëÞñç ðñïóäéïñéóìü ôùí ìåôáó÷çìáôéóìþí Laplace U1, 2(s) = L{u1, 2(t)} ôùí áãíþ-
óôùí óõíáñôÞóåùí (ìåôáôïðßóåùí) u1, 2(t). ÄçëáäÞ äå æçôåßôáé ç áíôéóôñïöÞ áõôþí ôùí ìåôá-
ó÷çìáôéóìþí Laplace. (â:3) Ç áðüäåéîç (ìáèçìáôéêÜ âÝâáéá êáé ìå âÜóç ôïõò ìåôáó÷çìáôéóìïýò
Laplace U1, 2(s)) ðïõ Þäç âñÝèçêáí üôé ïé Üãíùóôåò ìåôáôïðßóåéò u1, 2(t) åßíáé ôñéãùíïìåôñéêÞò êáé
ü÷é õðåñâïëéêÞò (éóïäýíáìá ðñáãìáôéêÞò åêèåôéêÞò) ìïñöÞò óôï ðáñüí ðñüâëçìá. (ã:2) Åßíáé
ç äéáðßóôùóç áõôÞ óùóôÞ (êáé áíáìåíüìåíç) êáé áðü ôçò öõóéêÞò áðüøåùò ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç-
÷áíéêïý (ðïõ áóöáëþò äåí ðñÝðåé íá ðáñáâëÝðåôáé) Þ ü÷é; Ãéáôß áêñéâþò; Ðïéá èåìåëéþäçò áñ÷Þ
ôçò Ìç÷áíéêÞò èá ðáñáâéáæüôáí óôçí áíôßèåôç ðåñßðôùóç;

ÁÓÊÇÓÇ A172 (ÊåöÜëáéá Á12, Á13, Åëåýèåñåò Ôáëáíôþóåéò ÷ùñßò Áðüóâåóç: ÓõóôÞìáôá
Ìáæþí--Åëáôçñßùí): Óõíå÷ßæïõìå ôçí ðñïçãïýìåíç Üóêçóç. Èá åîåôÜóïõìå ôþñá Ýíá äåýôåñï,
äéáöïñåôéêü ôñüðï åðéëýóåùò ôïõ ßäéïõ óõóôÞìáôïò óõæåõãìÝíùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí (÷ùñßò
óõãêåêñéìÝíåò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò) áíôß ãéá ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace. Ðéï óõãêåêñéìÝíá õðïèÝ-
ôïõìå üôé

u(t) = ö cos (ùt − ä) éóïäýíáìá

{
u1(t)

u2(t)

}
=
{

ö1

ö2

}
cos (ùt − ä),

(ìå ôï ä áõèáßñåôç óôáèåñÜ, ãùíßá öÜóåùò). Æçôïýíôáé: (á:4) Íá ðñïóäéïñéóèïýí ïé éäéïóõ÷íü-
ôçôåò ù = ùk êáèþò êáé ôá éäéïäéáíýóìáôá ö = ök (ðïõ óõ÷íÜ óôéò ôáëáíôþóåéò êáëïýíôáé
êáé öõóéêïß ôñüðïé ôáëáíôþóåùò Þ éäéïìïñöÝò ôáëáíôþóåùò) èåùñþíôáò üôé ö1k = 1 ÷Üñéí ôçò
êáíïíéêïðïéÞóåùò) ãéá ôéò ðáñïýóåò åëåýèåñåò êáé ÷ùñßò áðüóâåóç ôáëáíôþóåéò (ìÜëëïí éäéïôá-
ëáíôþóåéò, áöïý äåí Ý÷ïõí êáèïñéóèåß áñ÷éêÝò óõíèÞêåò). Åßíáé óêüðéìï íá ÷ñçóéìïðïéçèåß êáé ôï
âïçèçôéêü óýìâïëï ù0 = √

k /m áí êáé áõôü óôåñåßôáé öõóéêÞò óçìáóßáò óôçí ðáñïýóá Üóêçóç.
(â:2) ÅðïìÝíùò ðïéá áêñéâþò åßíáé ç ãåíéêÞ ëýóç u ôïõ åîåôáæüìåíïõ óõóôÞìáôïò äéáöïñéêþí
åîéóþóåùí; (ã:1) Ðüóåò óõíïëéêÜ áõèáßñåôåò óôáèåñÝò ðåñéÝ÷ïíôáé óôç ëýóç áõôÞ; Åßíáé ëïãéêüò
ï áñéèìüò áõôüò ôùí áõèáéñÝôùí óôáèåñþí; Ãéáôß; Ðþò ìðïñïýí íá ðñïóäéïñéóèïýí ïé óôáèåñÝò
áõôÝò; (ä:3) ÔÝëïò æçôåßôáé íá åëåã÷èåß ç ïñèïãùíéüôçôá (åÜí éó÷ýåé âÝâáéá) ôùí éäéïäéáíõóìÜ-
ôùí ök ùò ðñïò ôá ìçôñþá ìÜæáòM êáé óôéâáñüôçôáò K óôï ðáñüí óýóôçìá ìáæþí--åëáôçñßùí.

ÁÓÊÇÓÇ A173 (ÊåöÜëáéá Á12, Á13, Åëåýèåñåò Ôáëáíôþóåéò ÷ùñßò Áðüóâåóç: ÓõóôÞìáôá
Ìáæþí--Åëáôçñßùí): Óõíå÷ßæïõìå åäþ ôéò äýï ðñïçãïýìåíåò áóêÞóåéò. Èá áó÷ïëçèïýìå ôþñá
êáé ìå ìéá ôñßôç ìÝèïäï åðéëýóåùò óõóôçìÜôùí óõæåõãìÝíùí ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí
ðïõ åßíáé äéáöïñåôéêÞ áðü ôç ìÝèïäï ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace êáé ôçí ôñéãùíïìåôñéêÞ áíôé-
êáôÜóôáóç. Ç ìÝèïäïò áõôÞ âáóßæåôáé óôéò éäéïìïñöÝò ôáëáíôþóåùò ök ðïõ Þäç âñÝèçêáí óôçí
ðñïçãïýìåíç Üóêçóç. Ðéï óõãêåêñéìÝíá óôçí ðáñïýóá Üóêçóç æçôïýíôáé: (á:6) Íá ãßíåé ç áðï-
óýæåõîç ôïõ óõóôÞìáôïò ôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí, äçëáäÞ íá âñåèïýí ïé áðïóõæåõãìÝíåò
(äçëáäÞ ÷ùñéóôÝò ãéá êÜèå Üãíùóôç óõíÜñôçóç) äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ùò ðñïò ôéò íÝåò Üãíùóôåò
óõíáñôÞóåéò q1, 2(t) (õðïèÝôïíôáò êáé ðÜëé üôé ö1k = 1) èÝôïíôáò

u(t) = Öq(t)

ìå q(t) ôï äéÜíõóìá ôùí íÝùí Üãíùóôùí óõíáñôÞóåùí. Ðþò áêñéâþò ìðïñåß íá ðñïóäéïñéóèåß
ôï óôáèåñü ìçôñþï Ö, äçëáäÞ ôï ìçôñþï ôùí éäéïìïñöþí (Þ öõóéêþí ôñüðùí) ôáëáíôþóåùò;
(â:2) Íá ëõèïýí ïé áðïóõæåõãìÝíåò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ùò ðñïò ôéò íÝåò Üãíùóôåò óõíáñôÞóåéò
q1, 2(t) óôï äéÜíõóìá q(t) ìå åýñåóç ôùí ó÷åôéêþí ãåíéêþí ëýóåùí. (ã:3) Ìå âÜóç ôç ãåíéêÞ ëýóç
q(t) ôïõ ðñïçãïýìåíïõ åñùôÞìáôïò, íá âñåèåß ç ãåíéêÞ ëýóç u(t) ôïõ áñ÷éêïý óõóôÞìáôïò ôùí
óõæåõãìÝíùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí. (ä:1) Íá ãßíåé óýãêñéóç ôùí áðïôåëåóìÜôùí ôçò ðáñïýóáò
áóêÞóåùò êáé ôçò ðñïçãïýìåíçò áóêÞóåùò ùò ðñïò ôç ãåíéêÞ ëýóç u(t). ÕðÜñ÷åé óõìöùíßá Þ ü÷é;
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A8. ÁÓÊÇÓÅÉÓ ÄÕÍÁÌÉÊÇÓ ÔÙÍ ÊÁÔÁÓÊÅÕÙÍ

A8.1. Äïêïß

ÁÓÊÇÓÇ A174 (ÊåöÜëáéï Á1, ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí: Äïêïß): Óå êáìðôéêÝò éäéïôáëá-
íôþóåéò óõíÞèïõò äïêïý ïé ÷ùñéêÝò óõíéóôþóåò (ôá ðñïóçìáóìÝíá åýñç) X(x) ôùí ôáëáíôþóåùí
áõôþí Ý÷ïõí ðÜíôïôå ôç ìïñöÞ ôçò óõíáñôÞóåùò

X(x) = A coshâx + B sinhâx + C cosâx + D sinâx.

Ôï â õðïôßèåôáé üôé åßíáé ãíùóôÞ èåôéêÞ óôáèåñÜ. ÕðïèÝôïõìå åðßóçò ôéò óôáèåñÝò A, B, C êáéD (ü÷é
üìùò êáé ôç óôáèåñÜ â) áõèáßñåôåò. Æçôïýíôáé: (á:6) Ç ãåíéêÞ êáé åíéáßá äéáöïñéêÞ åîßóùóç ðïõ
åðáëçèåýïõí üëåò áõôÝò ïé óõíáñôÞóåéò X(x). (â:2) Åßíáé ãíùóôüò ï ôýðïò ðïõ äßíåé ôç óôáèåñÜ â:

â = 4
√

ñÁù2

ÅÉ
.

Óôïí ôýðï áõôü ñ åßíáé ç ðõêíüôçôá (üãêïõ) ôïõ õëéêïý ôçò äïêïý êáé Á ôï åìâáäüí ôçò äéáôïìÞò
ôçò: Üñá ñÁ åßíáé ç ãñáììéêÞ ðõêíüôçôá ôçò äïêïý. Åðßóçò ù åßíáé ç êõêëéêÞ óõ÷íüôçôá ôùí
éäéïôáëáíôþóåþí ôçò. ÔÝëïò Å åßíáé ôï ìÝôñï åëáóôéêüôçôáò (Þ ìÝôñï ôïõ Young) ôïõ éóüôñïðïõ
êáé ãñáììéêÜ åëáóôéêïý õëéêïý ôçò êáé É ç (ãåùìåôñéêÞ) ñïðÞ áäñáíåßáò ôçò äéáôïìÞò ôçò ùò
ðñïò ôïí ïõäÝôåñï ÜîïíÜ ôçò Oz: Üñá ÅÉ åßíáé ç äõóêáìøßá ôçò äïêïý. Óýìöùíá ìå áõôÜ ðïéá
ðñïêýðôåé üôé åßíáé ç óõíçèéóìÝíç ìïíÜäá ìåôñÞóåùò ôçò óôáèåñÜò â;

ÁÓÊÇÓÇ A175 (ÊåöÜëáéá Á1, Á5, Á9, ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí: Äïêïß):Èåùñïýìå ôï ðñü-
âëçìá ôùí êáìðôéêþí éäéïôáëáíôþóåùí êáé åëåýèåñùí ôáëáíôþóåùí óõíÞèïõò äïêïý óôáèåñÞò
ãñáììéêÞò ðõêíüôçôáò ñÁ êáé óôáèåñÞò äõóêáìøßáò ÅÉ ìå éäéïóõ÷íüôçôá ù. Ç äïêüò êáôáðïíåß-
ôáé åðßóçò áðü áîïíéêü èëéðôéêü öïñôßï Í. Ãéá ôïí ðñïóçìáóìÝíï ÷ùñéêü ðáñÜãïíôá X(x) ôïõ
âÝëïõò êÜìøåùò vb(x, t) ôçò äïêïý áõôÞò ðñïêýðôåé ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç

EI
d4X(x)
dx4

+ N
d2X(x)
dx2

− ñÁù2X(x) = 0.

Æçôïýíôáé: (á:1) Ï õðïëïãéóìüò ôïõ áüñéóôïõ ïëïêëçñþìáôïò ôçò óõíáñôÞóåùò cosh ax (ìå ôï a
óôáèåñÜ). (â:2) Ï õðïëïãéóìüò ôçò ãåíéêÞò ëýóåùò Xg(x) ôçò ðéï ðÜíù äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò óå
åêèåôéêÞ ìïñöÞ ìå ôçí êáôÜëëçëç åéóáãùãÞ ôùí äýï óõìâüëùí (ðñáãìáôéêþí áñéèìþí) á êáé ã,
Ýôóé þóôå ïé ñßæåò ôçò ÷áñáêôçñéóôéêÞò åîéóþóåùò íá åßíáé ôùí ìïñöþí: ì1, 2 = ±á êáé ì3, 4 = ±iã.
(ã:2) Ç áíôßóôïé÷ç ðñáãìáôéêÞ ìïñöÞ Xgr(x) ôçò ëýóåùò Xg(x) ìå ôç ÷ñÞóç ìüíï õðåñâïëéêþí êáé
ôñéãùíïìåôñéêþí óõíáñôÞóåùí. (ä:3) Ìå ôç ÷ñÞóç êáôÜëëçëçò ïñßæïõóáò êáé ãíùóôþí éäéïôÞôùí
ôùí ïñéæïõóþí ç áðüäåéîç üôé ôï óýóôçìá (Þ ôï óýíïëï) ôùí ëýóåùí ðïõ õðåéóÝñ÷ïíôáé óôç ãå-
íéêÞ ðñáãìáôéêÞ ëýóç Xgr(x) ôïõ ðñïçãïýìåíïõ åñùôÞìáôïò áðïôåëåß óô’ áëÞèåéá Ýíá èåìåëéþäåò
óýóôçìá (Þ èåìåëéþäåò óýíïëï) ëýóåùí ôçò ðáñáðÜíù äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò.

ÁÓÊÇÓÇ A176 (ÊåöÜëáéá Á10, Á11, ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí: Äïêïß): Óôçí Üóêçóç áõôÞ
æçôïýíôáé: (á:1) Ìå ôç ÷ñÞóç ôçò ãíùóôÞò ãñáììéêÞò éäéüôçôáò ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace íá
õðïëïãéóèåß ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace ôçò óõíáñôÞóåùò

F2(x) = 1
2â2

(coshâx − cosâx)

ìå ôï â ãíùóôÞ óôáèåñÜ. (Ïé ìåôáó÷çìáôéóìïß Laplace ôùí äýï óõíáñôÞóåùí coshâx êáé cosâx
èåùñïýíôáé ãíùóôïß.) Ìå ôç ÷ñÞóç Üëëùí (äçëáäÞ äéáöïñåôéêþí) éäéïôÞôùí ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý
Laplace (ü÷é ôçò ãñáììéêÞò éäéüôçôáò ïýôå áðåõèåßáò!) íá õðïëïãéóèïýí ïé ìåôáó÷çìáôéóìïß Laplace
(â:1) ôçò óõíáñôÞóåùò

F3(x) = 1
2â

(sinhâx + sinâx)
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êáé (ã:1) ôçò óõíáñôÞóåùò

F4(x) = 1
2
(coshâx + cosâx).

Åðßóçò (ä:1) ôçò óõíáñôÞóåùò

F1(x) = 1
2â3

(sinhâx − sinâx).

(å:4) Må ôç ÷ñÞóç ôçò ìåèüäïõ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace ãéá ôç ìç ïìïãåíÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç

X ′′′′(x) − â4X(x) = p∗(x)

ìå ôï óýìâïëï p∗(x) íá äçëþíåé ìéá áõèáßñåôç ãíùóôÞ óõíÜñôçóç êáé ìå ôéò ôÝóóåñéò áñ÷éêÝò ôéìÝò
X(0), X ′(0), X ′′(0) êáé X ′′′(0) ãíùóôÝò óôáèåñÝò (Þ áõèáßñåôåò óôáèåñÝò) æçôåßôáé ç ëýóç ôçò ìå ôç
âïÞèåéá ôùí óõìâüëùí (ôùí óõíáñôÞóåùí) F1(x), F2(x), F3(x) êáé F4(x).

ÁÓÊÇÓÇ A177 (ÊåöÜëáéï Á9, ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí: Äïêïß): Óõíå÷ßæïõìå ôçí ðñïçãïý-
ìåíç Üóêçóç. Åäþ åîåôÜæïõìå ìéá áìößðáêôç óõíÞèç äïêü ìÞêïõò L (ìå 0 ≤ x ≤ L) óå êáìðôéêÝò
éäéïôáëáíôþóåéò. Ãéá ôçí áìößðáêôç áõôÞ äïêü èåùñïýìå ãíùóôÞ ôç óõíÜñôçóç X(x) ôïõ ðñïóç-
ìáóìÝíïõ åýñïõò ôùí éäéïôáëáíôþóåþí ôçò:

X(x) = X(0)F4(x) + X ′(0)F3(x) + X ′′(0)F2(x) + X ′′′(0)F1(x)

ìå üëåò ôéò ðïóüôçôåò ó’ áõôÞí áêñéâþò üðùò Ý÷ïõí ïñéóèåß óôçí ðñïçãïýìåíç Üóêçóç. Æçôïý-
íôáé: (á:2) Ç ÷áñáêôçñéóôéêÞ åîßóùóç f (â) = 0 ãéá ôéò éäéïôéìÝò ân ôçò óôáèåñÜò â ÷ùñßò ôç ÷ñÞóç
ïñßæïõóáò óôçí ôåëéêÞ áðëïðïéçìÝíç õðåñâïëéêÞ--ôñéãùíïìåôñéêÞ ìïñöÞ ôçò êáé (â:2) áíÜëïãá ìå
ôç ÷ñÞóç ïñßæïõóáò äåõôÝñáò ôÜîåùò. (ã:1) Ðþò ðñïóäéïñßæïíôáé ïé êõêëéêÝò éäéïóõ÷íüôçôåò ùn

ôçò ðáñïýóáò áìößðáêôçò äïêïý óå êáìðôéêÝò éäéïôáëáíôþóåéò áðü ôéò éäéïôéìÝò ân; (Ãé’ áõôü êáé
ç ðéï ðÜíù åîßóùóç f (â) = 0 êáëåßôáé êáé åîßóùóç éäéïóõ÷íïôÞôùí Þ áðëïýóôåñá åîßóùóç óõ-
÷íïôÞôùí.) (ä:1) Íá âñåèïýí ïé ðñïóåããéóôéêÝò ôéìÝò ẫn ≈ ân ôùí éäéïôéìþí ân ãéá êÜðùò ìåãÜëåò
ôéìÝò ôïõ n (áò ðïýìå ãéá n ≥ 4) êáé åðßóçò (å:1) ïé áíôßóôïé÷åò ðñïóåããéóôéêÝò éäéïóõ÷íüôçôåò
ù̃n ≈ ùn. (óô:1) ÔÝëïò íá ãßíåé ï Ýëåã÷ïò ôïõ ôåëåõôáßïõ áõôïý ôýðïõ áðü áðüøåùò ìïíÜäùí.

ÁÓÊÇÓÇ A178 (ÊåöÜëáéá Á5, Á9, ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí: Äïêïß): Óôéò êáìðôéêÝò éäéïôá-
ëáíôþóåéò óõíÞèïõò äïêïý ãñáììéêÞò ðõêíüôçôáò ñÁ êáé äõóêáìøßáò ÅÉ ðñïêýðôåé ç äéáöïñéêÞ
åîßóùóç

d4X(x)
dx4

− â4X(x) = 0 ìå ôï â óôáèåñÜ.

Æçôïýíôáé: (á:1) ÁðëÜ íá áíáöåñèåß ï ôýðïò ãéá ôç óôáèåñÜ â. (â:1) Ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò ðéï ðÜíù
äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìå ôç ãíùóôÞ ìÝèïäï ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò êáé (ã:1) ç ìåôáôñïðÞ
ôçò óå õðåñâïëéêÞ--ôñéãùíïìåôñéêÞ ìïñöÞ. (ä:4) Áðü ôçí õðåñâïëéêÞ--ôñéãùíïìåôñéêÞ ìïñöÞ åé-
äéêÜ ãéá áìößðáêôç äïêü ìÞêïõò L (ìå 0 ≤ x ≤ L) ç åýñåóç (ìå ïðïéïäÞðïôå ôñüðï) ôçò ÷áñáêôç-
ñéóôéêÞò åîéóþóåùò ãéá ôç óôáèåñÜ â: ôçò åîéóþóåùò éäéïóõ÷íïôÞôùí (Þ ðéï áðëÜ åîéóþóåùò
óõ÷íïôÞôùí). (å:1) Ìå ìéá éäéïôéìÞ ân Þäç ãíùóôÞ ðþò ìðïñåß íá ðñïóäéïñéóèåß êé ç áíôßóôïé÷ç
éäéïóõ÷íüôçôá ùn ôçò äïêïý;

ÁÓÊÇÓÇ A179 (ÊåöÜëáéá Á1, Á5, Á9, ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí: Äïêïß): Èåùñïýìå ôï êëá-
óéêü ðñüâëçìá ôùí êáìðôéêþí éäéïôáëáíôþóåùí óõíÞèïõò äïêïý óôç ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí.
Ðéï óõãêåêñéìÝíá ìéá áìöéÝñåéóôç óõíÞèçò äïêüò êáôÜ ìÞêïò ôïõÜîïíáOx ìÞêïõò L (ìå 0 ≤ x ≤ L),
óôáèåñÞò êáôÜ ìÞêïò ôçò äõóêáìøßáò EI êáé åðßóçò óôáèåñÞò ãñáììéêÞò ðõêíüôçôáò (ìÜæáò áíÜ
ìïíÜäá ìÞêïõò) ñÁ åêôåëåß ìéêñÝò åãêÜñóéåò éäéïôáëáíôþóåéò ìå êõêëéêÞ óõ÷íüôçôá ù. Ôï âÝëïò
êÜìøåùò v = v(x, t) ôçò äïêïý (ìå x ôç èÝóç êáé t ôï ÷ñüíï) áðïäåéêíýåôáé üôé åßíáé ôçò ìïñöÞò

v = v(x, t) = X(x) sin (ùt + á)
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(ìå ôç ãùíßá öÜóåùò á óôáèåñÞ), üðïõ ç óõíÜñôçóç ×(x) ôïõ åýñïõò ôùí êáìðôéêþí áõôþí
éäéïôáëáíôþóåùí (ç éäéïìïñöÞ ôáëáíôþóåùí) éêáíïðïéåß ôçí äéáöïñéêÞ åîßóùóç

d4×(x)
dx4

− â4X(x) = 0 ìå 0 ≤ x ≤ L êáé ìå â = 4
√

ñÁù2

ÅÉ
.

Æçôïýíôáé: (á:1) Ïé ëåðôïìåñåßò ÷áñáêôçñéóìïß ôçò ðéï ðÜíù äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò êáé ç ãñáöÞ
ôçò ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ ó÷åôéêïý äéáöïñéêïý ôåëåóôÞ D. (â:2) Ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò éäßáò äéáöïñéêÞò åîé-
óþóåùò. (ã:3) ËáìâáíïìÝíïõ õðüøç üôé ç äïêüò Ý÷åé õðïôåèåß áìöéÝñåéóôç, èá ðñÝðåé áóöáëþò
ôüóï ôï âÝëïò êÜìøåùò v üóï êáé ç ñïðÞ êÜìøåùòM íá ìçäåíßæïíôáé êáé óôá äýï Üêñá ôçò äïêïý
x = 0 êáé x = L. Ôïýôï Ý÷åé óáí óõíÝðåéá ôï ìçäåíéóìü ôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò X(x) êáèþò
êáé ôçò äåýôåñçò ðáñáãþãïõ ôçò óôá ßäéá óçìåßá. Ìå ôçí éó÷ý áõôþí ôùí ôåóóÜñùí óõíïñéáêþí
óõíèçêþí æçôåßôáé ôþñá íá áðïäåé÷èåß üôé ç ëýóç ×(x) ôïõ ðáñüíôïò ðñïâëÞìáôïò óõíïñéáêþí
ôéìþí, äçëáäÞ ç éäéïìïñöÞ ×(x) ôçò êáìðôéêÞò éäéïôáëáíôþóåùò ôçò áìöéÝñåéóôçò äïêïý, åßíáé
õðï÷ñåùôéêÜ ôçò ôüóï áðëÞò ôñéãùíïìåôñéêÞò ìïñöÞò

×(x) = ×n(x) = Án sin
nðx
L

ìå 0 ≤ x ≤ L,

ìå ôï Án ðñáãìáôéêÞ óôáèåñÜ êáé ôï n ïðïéïäÞðïôå èåôéêü áêÝñáéï áñéèìü. (ä:2) ÔÝëïò íá áíáöåñ-
èåß ñçôÜ ðïéåò áêñéâþò åßíáé ïé áíôßóôïé÷åò êõêëéêÝò éäéïóõ÷íüôçôåò ùn óôçí ðáñïýóá êáìðôéêÞ
éäéïôáëÜíôùóç ôçò áìöéÝñåéóôçò äïêïý ðïõ åîåôÜóáìå.

A8.2. Õäáôüðõñãïé

ÁÓÊÇÓÇ A180 (ÊåöÜëáéá Á1, Á2, Á3, Á5, Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí: Äïêïß, ÄõíáìéêÞ ôùí Êá-
ôáóêåõþí: Õäáôüðõñãïé): Èåùñïýìå óõíÞèç ðñüâïëï ìÞêïõò L êáé äõóêáìøßáò ÅÉ ðáêôùìÝíï
óôï áñéóôåñü Üêñï ôïõ x = 0. Ç öüñôéóÞ ôïõ åßíáé áðëÜ óõãêåíôñùìÝíç äýíáìç P óôï äåîéü
Üêñï ôïõ x = L. Æçôïýíôáé: (á:1) Ç áðüäåéîç ôïõ ôýðïõ M(x) = P(L − x) ãéá ôç ñïðÞ êÜìøåùò.
(â:1) Ìå âÜóç ôç ó÷åôéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç äåõôÝñáò ôÜîåùò (ìå M(x) äåîéÜ) ç åýñåóç ôïõ âÝ-
ëïõò êÜìøåùò v(x) ôïõ ðñïâüëïõ, ðïõ ó÷çìáôßæåé ôçí åëáóôéêÞ ãñáììÞ ôïõ. (ã:1) Ç åðáëÞèåõóç
ôçò óõíáñôÞóåùò v(x) ùò ðñïò ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç êáé ôéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò óôçí ðÜêôùóç
x = 0. (ä:1) Ç áðüäåéîç üôé ôï âÝëïò êÜìøåùò ä óôï åëåýèåñï Üêñï ôïõ ðñïâüëïõ äßíåôáé áðü
ôïí ôýðï ä = PL3/(3EI), ïðüôå P = kä ìå k := 3EI/L3. (å:1) Ç ëåðôïìåñÞò åîÞãçóç óå ôé ìïéÜæåé
ï ðñüâïëïò áõôüò ìå Ýíá êïéíü åëáôÞñéï. (óô:1) Óå õäáôüðõñãï: ìéá äåîáìåíÞ íåñïý óôï ðÜíù
Üêñï êáôáêüñõöïõ õðïóôõëþìáôïò ýøïõò h êáé äõóêáìøßáò EI ðáêôùìÝíïõ óôï êÜôù Üêñï ôïõ
êáé ìå ôç ìÜæá ôïõ õðïóôõëþìáôïò ðñïóåããéóôéêÜ áìåëçôÝá (áâáñÝò õðïóôýëùìá) ìå ôç ÷ñÞóç
ôïõ äåýôåñïõ íüìïõ ôïõ Íåýôùíá íá áðïäåé÷èåß ç éó÷ýò ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò

ü(t) + ù2
0u(t) = 0 ìå ù0 =

√
k
m

=
√

3EI
mh3

,

ìå u(t) ôçí ïñéæüíôéá ìåôáôüðéóç ôçò äåîáìåíÞò êáé m ôç ìÜæá ôçò ìáæß ìå ôï íåñü. (æ:1) ÁðëÜ íá
ãñáöåß (ü÷é íá âñåèåß!) ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò äéáöïñéêÞò áõôÞò åîéóþóåùò. (ç:1) Ìå ôéò ðïóüôçôåò m
êáé h êáèþò êáé ôçí ðåñßïäï Ô ôùí éäéïôáëáíôþóåùí ôïõ õäáôüðõñãïõ ãíùóôÝò (ç äåîáìåíÞ ôïõ
íåñïý õðïôßèåôáé ãåìÜôç) ðüóç åßíáé ç äõóêáìøßá ÅÉ ôïõ õðïóôõëþìáôïò ôïõ õäáôüðõñãïõ;

ÁÓÊÇÓÇ A181 (ÊåöÜëáéá A2, Á3, ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí: Õäáôüðõñãïé): Óõíå÷ßæïõìå
ôçí ðñïçãïýìåíç Üóêçóç. Ãéá ôçí áìÝóùò ðáñáðÜíù äéáöïñéêÞ åîßóùóç ùò ðñïò ôçí ïñéæü-
íôéá ìåôáôüðéóç u(t) (êÜèåôá óôï êáôáêüñõöï õðïóôýëùìá) ôçò äåîáìåíÞò ôïõ õäáôüðõñãïõ
æçôïýíôáé åðßóçò: (á:1) Ìå ðïëëáðëáóéáóìü ôçò åðß 2u̇(t) ç áíáãùãÞ ôçò ìå ïëïêëÞñùóç áðü
äéáöïñéêÞ åîßóùóç äåõôÝñáò ôÜîåùò óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ðñþôçò ôÜîåùò

u̇2(t) + ù2
0u

2(t) = C1 ìå ôï C1 áõèáßñåôç óôáèåñÜ.



62 (ÁóêÞóåéò) ÅÖÁÑÌÏÓÌÅÍÅÓ ÁÓÊÇÓÅÉÓ ÊÁÉ NOTEBOOKS II ÃÉÁ ÐÏËÉÔÉÊÏÕÓ ÌÇ×ÁÍÉÊÏÕÓ:

(â:2) Ç ãåíéêÞ ëýóç t = t(u) ôçò ôåëåõôáßáò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìå ÷ñÞóç êáé ôïõ ãíùóôïý
ôýðïõ ∫

dx√
a2 − x2

= − cos−1 x
a

+ C ìå cos−1 y ≡ arccos y.

(ã:2) Ç ëõìÝíç ìïñöÞ u = u(t) ôçò ßäéáò ãåíéêÞò ëýóåùò (ìå äéáöïñÜ öÜóåùò). (ä:2) Ç ìåôáôñïðÞ
ôçò óôçí ðëÞñç ìïñöÞ ôçò (÷ùñßò äéáöïñÜ öÜóåùò). (å:1) ÔÝëïò ç åðáëÞèåõóç ôçò ôåëåõôáßáò
ìïñöÞò ôçò ãåíéêÞò ëýóåùò ùò ðñïò ôçí áñ÷éêÞ ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç äåõôÝñáò ôÜîåùò.

ÁÓÊÇÓÇ A182 (ÊåöÜëáéá Á1, Á10, Á11, ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí: Õäáôüðõñãïé: ÓåéóìéêÞ
Öüñôéóç): Åäþ èåùñïýìå õäáôüðõñãï, äçëáäÞ äåîáìåíÞ ãéá íåñü üãêïõ V ðïõ óôçñßæåôáé óôï
ðÜíù Üêñï êáôáêüñõöïõ õðïóôõëþìáôïò (Þ óôýëïõ) ýøïõò h êáé äõóêáìøßáò ÅÉ ìå ðÜêôùóç óôç
ãç óôï êÜôù Üêñï ôïõ. Ï õäáôüðõñãïò áõôüò ðñïóåããßæåôáé áðü ìïíïâÜèìéï ìç÷áíéêü óýóôçìá
ìÜæáò m + M (ìå m ôç ìÜæá ôçò äåîáìåíÞò êáé Ì ôç ìÜæá ôïõ íåñïý ó’ áõôÞí ìå 0 ≤ M ≤ M0

êáé M0 = ñV ôç ìÝãéóôç ìÜæá íåñïý ìå ñ ôçí ðõêíüôçôÜ ôïõ) êáé óôáèåñÜò ôïõ õðïóôõëþìá-
ôïò k = 12EI/h3. Ôï õðïóôýëùìá èåùñåßôáé åäþ ðñïóåããéóôéêÜ áâáñÝò. Ãéá ïñéæüíôéá êßíçóç
ôïõ åäÜöïõò ìå åðéôÜ÷õíóç ag(t) ≡ üg(t) (ðïõ ìåôñéÝôáé ìå åðéôá÷õíóéüìåôñï), ð.÷. óå óåéóìü
Þ óå êñáäáóìïýò ôïõ åäÜöïõò áðü äéÜöïñåò áéôßåò, æçôïýíôáé: (á:1) Íá áðïäåé÷èåß ç éó÷ýò ôçò
äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò

d2ur(t)
dt2

+ ù2
0ur(t) = −ag(t) ìå ù0 :=

√
k

m + M

åäþ åéäéêÜ ìå ur(t) ôç ó÷åôéêÞ ìåôáôüðéóç ôçò äåîáìåíÞò ôïõ õäáôüðõñãïõ ùò ðñïò ôï Ýäáöïò.
Óôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace (â:1) íá áðïäåé÷èåß ï ôýðïò

L{tu(t)} = −U ′(s) ìå U(s) := L{u(t)}
êáé ìå ÷ñÞóç ôïõ ïé ôýðïé

(ã:1) L{t cosù0t} = s2 − ù2
0

(s2 + ù2
0)2

êáé (ä:1) L{sinù0t − ù0t cosù0t} = 2ù3
0

(s2 + ù2
0)2

.

(å:2) Ôþñá óôçí ðåñßðôùóç ðïõ
ag(t) = A sinù0t

íá âñåèåß ìå ÷ñÞóç ôïõðñïçãïýìåíïõ ôýðïõ ç ëýóç ur(t) ôçò ðéï ðÜíù äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò õðü
ìçäåíéêÝò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò. (óô:2) ÔÝëïò ìå ãíùóôÜ ôïí üãêï V ôçò äåîáìåíÞò ôïõ õäáôüðõñãïõ
êáé ôçí ðõêíüôçôá ôïõ íåñïý ñ (ïðüôå Ì0 = ñV : ãíùóôÞ ìÜæá) êáèþò êáé ôéò éäéïóõ÷íüôçôåò ôïõ
õäáôüðõñãïõ (i) ù1 (ìå Üäåéá ôç äåîáìåíÞ ôïõ: ìÜæá m) êáé (ii) ù2 (ìå ãåìÜôç ôç äåîáìåíÞ ôïõ:
ìÜæá m + M0), ðïéá åßíáé (ðïëý ðñïóåããéóôéêÜ âÝâáéá) ç ìÜæá m ôçò ßäéáò ôçò äåîáìåíÞò;

A8.3. Ìïíþñïöá éäåáôÜ êôßñéá äéáôìÞóåùò: öüñôéóç áíÝìïõ

ÁÓÊÇÓÇ A183 (ÊåöÜëáéo Á14, ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí: Ìïíþñïöá Êôßñéá: Öüñôéóç ÁíÝ-
ìïõ): Èåùñïýìå Ýíá ìïíþñïöï êôßñéï ìå õðïóôõëþìáôá ôá ïðïßá õðüêåéíôáé óå êÜìøç êáé ìå
ÜêáìðôçðëÜêá. Ôï êôßñéï áõôü ìïíôåëïðïéåßôáé áðü áðëüðëáßóéï äéáôìÞóåùò õðü ôçí åðßäñáóç
áíÝìïõ óôáèåñÞò ôá÷ýôçôáò V0 ðñïêýðôåé (ìåôÜ áðü ãñáììéêïðïßçóç, ðñïóÝããéóç) ç ãñáììéêÞ
äéáöïñéêÞ åîßóùóç

mü(t) + cu̇(t) + k0u(t) = A + B [V0 − u̇(t)]

ìå t > 0 êáé ìå ôéò óôáèåñÝò m, c, k0, A, B êáé V0 ãíùóôÝò èåôéêÝò óôáèåñÝò. Ç Üãíùóôç óõíÜñ-
ôçóç u(t) äçëþíåé ôçí ïñéæüíôéá ìåôáôüðéóç ôçò Üêáìðôçò ðëÜêáò ôïõ ìïíþñïöïõ êôéñßïõ ðïõ
åîåôÜæïõìå. Ïé áñ÷éêÝò óõíèÞêåò åßíáé u(0) = u0 êáé u̇(0) = v0. Ìå ôç ÷ñÞóç ôçò ìåèüäïõ ôùí
äõíáìïóåéñþí óôï óçìåßï t = 0 æçôïýíôáé: (á:5) Ï ãåíéêüò áíáäñïìéêüò ôýðïò ãéá ôïí õðïëïãé-
óìü ôçò óôáèåñÜò an+2 óõíáñôÞóåé ôùí äýï ðñïçãïõìÝíùí ôçò an+1 êáé an. (â:3) Ï ëåðôïìåñÞò
ðñïóäéïñéóìüò ôùí ôñéþí ðñþôùí óôáèåñþí a0, a1 êáé a2 ìå ôç âïÞèåéá ôùí áñ÷éêþí óõíèçêþí.
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A8.4. Ìïíþñïöá éäåáôÜ êôßñéá äéáôìÞóåùò: óåéóìéêÞ öüñôéóç

ÁÓÊÇÓÇ A184 (ÊåöÜëáéá Á1, Á5, Á6, ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí: Ìïíþñïöá Êôßñéá: Óåé-
óìéêÞ Öüñôéóç): Óôç ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí èåùñïýìå ìïíþñïöï éäåáôü êôßñéï äéáôìÞóåùò
ðïõ êáôÜ ôç äéÜñêåéá óåéóìïý êáôáðïíåßôáé áðü ãíùóôÞ ïñéæüíôéá êßíçóç ôïõ åäÜöïõò ìå ìå-
ôáôüðéóç ug(t), åíþ ç áíôßóôïé÷ç êßíçóç ôçò ðëÜêáò ôïõ êôéñßïõ Ý÷åé ïñéæüíôéá ìåôáôüðéóç u(t)
(áðüëõôá, ü÷é ùò ðñïò ôï Ýäáöïò). Æçôïýíôáé: (á:1) Ôï ó÷åôéêü ó÷Þìá. (â:3) Ç åýñåóç ôçò ó÷åôé-
êÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (ìå Üãíùóôç óõíÜñôçóç ôç u(t)) óå êôßñéï ÷ùñßò áðüóâåóç ìå ìÜæá m
ðïõ õðïôßèåôáé óôï ýøïò h ôçò ðëÜêáò, êáé ìå óõíïëéêü óõíôåëåóôÞ äõóêáìøßáò ôùí õðïóôõëù-
ìÜôùí ôïõ k. (ã:1) Ãéá äýï õðïóôõëþìáôá ìå äõóêáìøßá ÅÉ êáé ìå ýøïò ôïõ êôéñßïõ h êáôåõèåßáí
(÷ùñßò áðüäåéîç!) ï óõíôåëåóôÞò äõóêáìøßáò k. Óå óåéóìü ãéá ïñéæüíôéá êßíçóç ôïõ åäÜöïõò ìå

ug(t) = u0 cosù0 t, üðïõ åäþ ù0 =
√

k
m

êáé ôï u0 åßíáé ìéá ãíùóôÞ óôáèåñÜ, (ä:1) ç ãåíéêÞ ëýóç uh(t) ôçò ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò
ðïõ áíôéóôïé÷åß óôçí åîßóùóç ôïõ åñùôÞìáôïò (â) êáé (å:3) ç ãåíéêÞ ëýóç uã(t) ôçò ßäéáò äéáöïñéêÞò
åîéóþóåùò: ðÜëé ôïõ åñùôÞìáôïò (â). (óô:1) ×ñçóéìïðïéåßôáé óõ÷íÜ Þ ü÷é ç åîßóùóçáõôÞ êáé ãéáôß;

ÁÓÊÇÓÇ A185 (ÊåöÜëáéá Á1, Á5, Á6, ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí: Ìïíþñïöá Êôßñéá: Óåé-
óìéêÞ Öüñôéóç): Èåùñïýìå áðëü ìïíþñïöï éäåáôü êôßñéï äéáôìÞóåùò ìÜæáòm êáé äõóêáìøßáò k
ôï ïðïßï ðñïóåããßæåôáé áðü Ýíá ìïíïâÜèìéï ìç÷áíéêü óýóôçìá: ìïíþñïöï ðëáßóéï ìå Ýíá ìüíï
âáèìü åëåõèåñßáò, ìå éó÷õñÞ áðüóâåóç. ÊáôÜ ôç äéÜñêåéá óåéóìïý ç åéäéêÞ áõôÞ éäåáôÞ êáôá-
óêåõÞ êáôáðïíåßôáé áðü ôçí êßíçóç ôïõ åäÜöïõò üðïõ Ý÷åé èåìåëéùèåß. Ç ïñéæüíôéá åðéôÜ÷õíóç
ôïõ åäÜöïõò êáôÜ ôï óåéóìü åßíáé ag(t) ìå t ≥ 0 ôï ÷ñüíï. Ç ó÷åôéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç åßíáé

ü(t) + 2îù0 u̇(t) + ù2
0u(t) = −ag(t)

ìå ù0 = √
k/m ôçí éäéïóõ÷íüôçôá ôïõ áíôßóôïé÷ïõ ÷ùñßò áðüóâåóç óõóôÞìáôïò. Æçôïýíôáé:

(á:2) Ç ëåðôïìåñÞò áðüäåéîç ôçò éó÷ýïò ôçò äéáöïñéêÞò áõôÞò åîéóþóåùò ìå âÜóç ôï äåýôåñï
íüìï ôïõ Íåýôùíá. (â:1) Ìå ôç ÷ñÞóç êáôÜëëçëçò ïñßæïõóáò ç áðüäåéîç üôé ïé äýï óõíáñôÞóåéò

u1(t) = e−îù0t cosh aDt êáé u2(t) = e−îù0t sinh aDt

åßíáé ãñáììéêÜ áíåîÜñôçôåò. (ã:1) Ç åýñåóç ôçò ãåíéêÞò ëýóåùò ôçò áíôßóôïé÷çò ïìïãåíïýò äéáöï-
ñéêÞò åîéóþóåùò ìå ôç ÷ñÞóç êáé ôïõ óõìâüëïõ aD = ù0

√
î2 − 1 óå áðëïðïéçìÝíç åêèåôéêÞ--õðåñ-

âïëéêÞ ìïñöÞ. (ä:4) Ìå ôç ÷ñÞóç ôçò ìåèüäïõ ôçò ìåôáâïëÞò ôùí ðáñáìÝôñùí (ïé ó÷åôéêïß ôåëéêïß
ôýðïé óôç ìÝèïäï áõôÞ äå èåùñïýíôáé ãíùóôïß êáé ðñÝðåé íá ðñïóäéïñéóèïýí óôï óõãêåêñéìÝíï
ðñüâëçìá!) ç åýñåóç ôçò ãåíéêÞò ëýóåùò uã(t) ôçò ðéï ðÜíù ìç ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò.

ÁÓÊÇÓÇ A186 (ÊåöÜëáéá Á10, Á11, ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí: Ìïíþñïöá Êôßñéá: Óåé-
óìéêÞ Öüñôéóç): Èåùñïýìå Ýíá ìïíþñïöï éäåáôü êôßñéï äéáôìÞóåùò ìÜæáò m (óõãêåíôñùìÝíçò
óôï ýøïò ôçò áðáñáìüñöùôçò ðëÜêáò ôïõ êôéñßïõ) ÷ùñßò áðüóâåóç, äçëáäÞ ìå ìçäåíéêü ëüãï
áðïóâÝóåùò: î = 0. Ôï êôßñéï ðñïóåããßæåôáé áðü åðßðåäï ðëáßóéï. Ç éäéïóõ÷íüôçôá ôïõ êôéñßïõ
åßíáé ù0. Ôï êôßñéï êáôáðïíåßôáé áðü óåéóìü ìå ãíùóôÞ ïñéæüíôéá ìåôáôüðéóç ôïõ åäÜöïõò ug(t).
¢ãíùóôç óõíÜñôçóç åßíáé ç ïñéæüíôéá áðüëõôç (ü÷é ùò ðñïò ôï Ýäáöïò) ìåôáôüðéóç u(t) ôçò
ðëÜêáò ôïõ êôéñßïõ. Ãéá áõèáßñåôç óõíÜñôçóç ug(t) êáé ìå ìçäåíéêÝò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò æçôïýíôáé:
(á:2) Ç ðëÞñçò áðüäåéîç ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò

ü(t) + ù2
0u(t) = ù2

0ug(t).

(â:1) Ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace U(s) = L{u(t)} êáé (ã:2) ç ëýóç u(t) ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò.
(ä:1) Ðïý ðÜó÷åé ðåéñáìáôéêÜ ç ðéï ðÜíù äéáäéêáóßá; (å:1) Óýíôïìç ðåñéãñáöÞ (÷ùñßò õðïëïãé-
óìïýò) ôïõ ôé ðñÝðåé íá ãßíåé óôç ëýóçðïõ Þäç âñÝèçêå, þóôå íá áíôéìåôùðéóèåß ôï ðñüâëçìá ôïõ
ðñïçãïýìåíïõ åñùôÞìáôïò. (óô:1) Áíôßèåôá ìå ôá ðáñáðÜíù ðïéá ìÝèïäï áêïëïõèåß óôï ðáñüí
ðñüâëçìá ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò; Ðïéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç ÷ñçóéìïðïéåß; (ìå áðüäåéîÞ ôçò!)



64 (ÁóêÞóåéò) ÅÖÁÑÌÏÓÌÅÍÅÓ ÁÓÊÇÓÅÉÓ ÊÁÉ NOTEBOOKS II ÃÉÁ ÐÏËÉÔÉÊÏÕÓ ÌÇ×ÁÍÉÊÏÕÓ:

ÁÓÊÇÓÇ A187 (ÊåöÜëáéá Á10, Á11, ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí: Ìïíþñïöá Êôßñéá, ÓåéóìéêÞ
Öüñôéóç, ÙóôéêÞ Áðüêñéóç): Óõíå÷ßæïõìå ôçí ðñïçãïýìåíç Üóêçóç ìå ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç
ðïõ áíáãñÜöåôáé åêåß, ôþñá üìùò ìå áðüóâåóç (èåôéêüò ëüãïò áðïóâÝóåùò: î > 0) êáé ó÷åôéêü
åðéðëÝïí üñï +2îù0 u̇(t) óôï áñéóôåñü ôçò ìÝëïò. Êáé ðÜëé õðïèÝôïõìå ìçäåíéêÝò áñ÷éêÝò óõí-
èÞêåò êáé áõèáßñåôç ïñéæüíôéá ìåôáôüðéóç ôïõ åäÜöïõò ug(t) êáôÜ ôï óåéóìü. Æçôïýíôáé åðßóçò:
(á:2) Óôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace ïé áðïäåßîåéò ôùí ôýðùí

L{e−at u(t)} = U(s + a) êáé L{tu(t)} = −U ′(s).

ÅéäéêÜ ãéá éó÷õñÞ áðüóâåóç (ìå î > 1) êáé ìå ôç ÷ñÞóç åéäéêïý âïçèçôéêïý óõìâüëïõ aD: (â:1) ç
óõíÜñôçóç ìåôáöïñÜò G(s) (ÞH(s)), (ã:1) ç ùóôéêÞ (Þ êñïõóôéêÞ) áðüêñéóç g(t) (Þ h(t)) êáé áðü áõ-
ôÞí (ä:1) ç ëýóç u(t) ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (ìå ìçäåíéêÝò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò). Óôç óõíÝ÷åéá ãéá
êñßóéìç áðüóâåóç (ìå î = 1) áíÜëïãá: (å:1) ç óõíÜñôçóç ìåôáöïñÜò G(s) (Þ H(s)), (óô:1) ç ùóôéêÞ
(Þ êñïõóôéêÞ) áðüêñéóç g(t) (Þ h(t)) êáé áðü áõôÞí (æ:1) ç ëýóç u(t) ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò
(óõíå÷þò ìå ìçäåíéêÝò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò).

A8.5. Äéþñïöá éäåáôÜ êôßñéá äéáôìÞóåùò

ÁÓÊÇÓÇ A188 (ÊåöÜëáéá Á12, Á13, ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí, ÄéþñïöáÊôßñéá): Èåùñïýìå
äéþñïöï éäåáôü êôßñéï äéáôìÞóåùò ðïõ ðñïóåããßæåôáé áðü áíôßóôïé÷ï ðëáßóéï ÷ùñßò áðüóâåóç
áëë’ ïýôå êáé öüñôéóç p(t). Ðñïêýðôåé ôï áêüëïõèï óýóôçìá ôùí äýï ïìïãåíþí ãñáììéêþí äéá-
öïñéêþí åîéóþóåùí ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò:

Mü(t) + Ku(t) = 0.

Ïé ìÜæåò ôùí ïñüöùí (ðïõ èåùñïýíôáé óõãêåíôñùìÝíåò óôá ýøç ôùí ðëáêþí) åßíáé m1 = 3m
êáé m2 = 2m. Tï ìçôñþï äõóêáìøßáò K åßíáé óõììåôñéêü ìå óôïé÷åßá

k11 = k1 + k2, k12 = −k2, k22 = k2 ìå k1 = 2k êáé k2 = k.

Ïé äýï ðïóüôçôåò m êáé k åßíáé ãíùóôÝò èåôéêÝò óôáèåñÝò. Æçôïýíôáé: (á:2) Êáôåõèåßáí áðü
ôçí ðéï ðÜíù ìçôñùéêÞ ìïñöÞ ôïõ óõóôÞìáôïò ôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí êáé ìå ôç ÷ñÞóç
êáôÜëëçëçò ôñéãùíïìåôñéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò ï ðñïóäéïñéóìüò ôïõ ó÷åôéêïý éäéïðñïâëÞìáôïò:
óõóôÞìáôïò ãñáììéêþí áëãåâñéêþí åîéóþóåùí. (â:2) Ôï ßäéï åñþôçìá ìå ôç ÷ñÞóç ôçò ìåèüäïõ
ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò êáé öáíôáóôéêÞò óôáèåñÜò ì = iù. (ã:1) Ç åîßóùóç ôùí éäéïóõ-
÷íïôÞôùí óå ìçôñùéêÞ ìïñöÞ êáé (ä:2) óôç óõíÝ÷åéá ç ôåëéêÞ áëãåâñéêÞ ôçò ìïñöÞ ìå ôç ÷ñÞóç
êáé ôïõ óõìâüëïõ ù0 = √

k /m. (å:1) Ïé éäéïóõ÷íüôçôåò ùn ôïõ êôéñßïõ ðïõ åîåôÜæïõìå.

ÁÓÊÇÓÇ A189 (ÊåöÜëáéá Á12, Á13, ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí, Äéþñïöá Êôßñéá): Åäþ óõ-
íå÷ßæïõìå ôçí ðñïçãïýìåíç Üóêçóç. Æçôïýíôáé åðßóçò: (á:2) Ïé äýï éäéïìïñöÝò (éäéïìïñöÝò
êáìðôéêþí ôáëáíôþóåùí) ìå äåêáäéêÝò ðñïóåããßóåéò êáé ìå ôç óõíçèéóìÝíç êáíïíéêïðïßçóç ôïõ
Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý. (â:1) Ôï ìçôñþï ôùí éäéïìïñöþí. (ã:1) Ç ìßá åðáëÞèåõóç (ü÷é êáé ç Üëëç)
ôçò ïñèïãùíéüôçôáò ôùí éäéïìïñöþí ùò ðñïò ôï ìçôñþï ìÜæáòM. (ä:1) Äýï ó÷Ýäéá (ìå ÷Üñáêá)
ãéá ôéò éäéïôáëáíôþóåéò ôïõ êôéñßïõ ìå âÜóç ôéò äýï éäéïìïñöÝò ôïõ êáé ìå áñéèìçôéêÜ äåäïìÝíá
åõñþí ôáëáíôþóåùí óôá ýøç ôùí äýï ðëáêþí. (å:3) Ç áðüäåéîç ôçò ïñèïãùíéüôçôáò ôùí äýï
éäéïìïñöþí éäåáôïý äéþñïöïõ (äéþñïöï áñêåß!) êôéñßïõ äéáôìÞóåùò ãéá ãåíéêÜ ìçôñþá M êáé K,
ü÷é ãéá ôá óõãêåêñéìÝíá åäþ.

ÁÓÊÇÓÇ A190 (ÊåöÜëáéá Á12, Á13, ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí, Äéþñïöá Êôßñéá): Óõíå÷ß-
æïõìå ôéò ðñïçãïýìåíåò äýï áóêÞóåéò. Æçôïýíôáé: (á:1) Ôï óýóôçìá ôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí
÷ùñßò ìçôñþá, ôþñá üìùò êáé ìå áðüóâåóç ç ïðïßá ÷áñáêôçñßæåôáé áðü áíáëïãéêü ìçôñþï
áðïóâÝóåùò

C = c
m
M
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ìå ôï c ãíùóôÞ èåôéêÞ óôáèåñÜ. (â:2) Ç áðïóýæåõîç ôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí (áðëÜ ìå ôç
÷ñÞóç óõìâüëùí êáé óå ìçôñùéêÞ ìïñöÞ: ÷ùñßò ðïëëÝò ðñÜîåéò). (ã:2) Åðáíåñ÷üìáóôå ôþñá
óôçí ðåñßðôùóç ðïõ äåí õðÜñ÷åé áðüóâåóç: C = 0. Æçôoýíôáé ïé ìåôáó÷çìáôéóìïß Laplace
U1(s) = L{u1(t)} êáé U2(s) = L{u2(t)} ìå ôç ÷ñÞóç ôùí áñ÷éêþí óõíèçêþí

u1(0) = u10, u̇1(0) = v10, u2(0) = u20 êáé u̇2(0) = v20

÷ùñßò üìùò ôçí áíôéóôñïöÞ ôïõò. (ä:1) Ðïéïò åßíáé ï ðáñïíïìáóôÞ ÄL(s) óôïõò ìåôáó÷çìáôéóìïýò
áõôïýò Laplace; (å:1) Ðþò èá ìðïñïýóå íáðáñáãïíôïðïéçèåß ìå óýìâïëá (÷ùñßò áêñéâÞ íïýìåñá);
(óô:1) Ôé óïâáñÞ (áëëÜ èåôéêÞ!) óõíÝðåéá Ý÷åé ìéá ôÝôïéá ðáñáãïíôïðïßçóç óôïõò áíôßóôñïöïõò
ìåôáó÷çìáôéóìïýò Laplace u1(t) = L−1{U1(s)} êáé u2(t) = L−1{U2(s)};

ÁÓÊÇÓÇ A191 (ÊåöÜëáéá Á13, Á18, ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí, Äéþñïöá Êôßñéá): Óõíå÷ß-
æïõìå ôéò ðñïçãïýìåíåò ôñåéò áóêÞóåéò. Êáô’ áñ÷Þí (á:1) ìå ãíùóôü ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier
U(ù) óõíáñôÞóåùò u(t) æçôåßôáé ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Fourier ôçò óõíáñôÞóåùò e−iù0t u(t) ìå ôï ù0

ãíùóôÞ èåôéêÞ óôáèåñÜ. Æçôïýíôáé åðßóçò: (â:1) Ôï óýóôçìá ôùí äýï äéáöïñéêþí åîéóþóåùí
÷ùñßò ôç ÷ñÞóç ìçôñþùí ãéá ôï äéþñïöï êôßñéï äéáôìÞóåùò ðïõ åîåôÜæåôáé (÷ùñßò áðüóâåóç),
áëëÜ ôþñá ìå åîùôåñéêÝò öïñôßóåéò p1(t) êáé p2(t) ãéá ôéò ðëÜêåò ôùí äýï ïñüöùí. (Íá ðáñá-
ìåßíïõí ôá óýìâïëá m êáé k.) (ã:2) Ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier ç áíáãùãÞ ôïõ
óå óýóôçìá äýï ãñáììéêþí áëãåâñéêþí åîéóþóåùí (÷ùñßò íá ëõèåß áõôü). (ä:2) Ï ðáñïíïìá-
óôÞò DF(ù) óôç ëýóç U1(ù) êáé U2(ù) êáé (å:2) Ïé éäéïóõ÷íüôçôåò ôïõ êôéñßïõ ù1 êáé ù2. Óôá äýï
ôåëåõôáßá åñùôÞìáôá íá ÷ñçóéìïðïéçèåß êáé ôï âïçèçôéêü óýìâïëï ù0 = √

k /m.

ÁÓÊÇÓÇ A192 (ÊåöÜëáéá Á13, Á16, ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí, Äéþñïöá Êôßñéá): Óõíå÷ß-
æïõìå ôþñá ôéò ðñïçãïýìåíåò ôÝóóåñéò áóêÞóåéò. Êáô’ áñ÷Þí (á:2) óôéò ôñéãùíïìåôñéêÝò óåéñÝò
Fourier íá áðïäåé÷èåß ç ïñèïãùíéüôçôá ôùí äýï ðåñéïäéêþí óõíáñôÞóåùí

cos
2mðt
T

êáé sin
2nðt
T

ìå ôá m êáé n äýï èåôéêïýò áñéèìïýò

óôï äéÜóôçìá [0, Ô ] ìéáò ðåñéüäïõ ôïõò. Õðïäåéîç: Äßíïíôáé ïé äýï ãíùóôïß ôñéãùíïìåôñéêïß ôýðïé

sin (á ± â) = siná cosâ ± sinâ cosá.

(â:2) Ìå ôç ìÝèïäï ôçò áðáëïéöÞò íá áðïäåé÷èåß üôé ôï óýóôçìá ôùí äýï äéáöïñéêþí åîéóþóåùí,
áëë’ åäþ êáé ìå öüñôéóç p(t), äçëáäÞ ôï óýóôçìá

Mü(t) + Ku(t) = p(t)

ìðïñåß íá áíá÷èåß óå äýï áðïóõæåõãìÝíåò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå ôçí ðñþôç íá Ý÷åé ôç ìïñöÞ

A
d4u1(t)
dt4

+ B
d2u1(t)
dt2

+ Ãu1(t) = g(t)

ìå ôá Á, Â êáé Ã êáôÜëëçëåò óôáèåñÝò êáé ôï g(t) ãíùóôÞ óõíÜñôçóç. (ã:3) Ãéá ôçí ðéï ðÜíù
äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ôçí õðüèåóç üôé ç óõíÜñôçóç g(t) óôï äåîéü ìÝëïò ôçò åßíáé ðåñéïäéêÞ ìå
ðåñßïäï Ô êáé åðßóçò Üñôéá íá õðïëïãéóèåß ç ìåñéêÞ ëýóç u1p(t) ðïõ áíôéóôïé÷åß óôç óõíÜñôçóç
g(t) óáí êáôÜëëçëç ôñéãùíïìåôñéêÞ óåéñÜ Fourier. (ä:1) Ðïéá åßíáé ç ó÷åôéêÞ óõíÜñôçóç áðïêñß-
óåùò óôï ðåäßï ôçò óõ÷íüôçôáò G(ù) Þ Ç(ù); (Ôï Ç(ù) åßíáé Üëëï óýìâïëï ãéá ôçí ßäéá áêñéâþò
óõíÜñôçóç áðïêñßóåùò.)

ÁÓÊÇÓÇ A193 (ÊåöÜëáéï Á13, ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí: Äéþñïöá Êôßñéá): Óå Ýíá äéþ-
ñïöï éäåáôü êôßñéï äéáôìÞóåùò ïé ìÜæåò ôùí äýï ïñüöùí åßíáém1 = 2m (ôïõ ðñþôïõ) êáém2 = m
(ôïõ äåõôÝñïõ). Ãéá ôá óôïé÷åßá ôïõ ìçôñþïõ äõóêáìøßáò K Ý÷ïõìå k11 = 3k, k12 = −k, k22 = k.
(Ôá m êáé k åßíáé ãíùóôÝò óôáèåñÝò.) Ïé äýï éäéïìïñöÝò ôáëáíôþóåùò ôïõ êôéñßïõ ö1 = �1 2�T
êáé ö2 = �−1 1�T (Þ ìå éóïäýíáìï óõìâïëéóìü ö1 = 〈1 2〉T êáé ö2 = 〈−1 1〉T ) èåùñïýíôáé åäþ
ãíùóôÝò. Æçôïýíôáé: (á:1) Ôï ìçôñþï ãåíéêåõìÝíùí ìáæþí Md . (â:1) Ôï ìçôñþï ãåíéêåõìÝíùí
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äõóêáìøéþí Kd . (ã:1) Áðü áõôÜ êáé ìå ù0 := √
k/m ïé éäéïóõ÷íüôçôåò ù1 êáé ù2 ôïõ äéþñïöïõ

êôéñßïõ (ìå ù1 < ù2). (ä:1) Ôï óýóôçìá ôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ãéá ôéò äýï ïñéæüíôéåò ìåôá-
ôïðßóåéò u1(t) êáé u2(t) ôùí ðëáêþí ìå öüñôéóç p(t) = � p1(t) p2(t)�T (Þ ìå éóïäýíáìï óõìâïëéóìü
p(t) = 〈 p1(t) p2(t)〉T ). (å:2) ×ùñßò áðüäåéîç (êáôåõèåßáí!) ôï áðïóõæåõãìÝíï éóïäýíáìï óýóôçìá
äéáöïñéêþí åîéóþóåùí. (óô:2) Áðü áõôü îáíÜ ïé äýï éäéïóõ÷íüôçôåò ù1 êáé ù2 ôïõ êôéñßïõ.

ÁÓÊÇÓÇ A194 (ÊåöÜëáéá Á12, Á13, ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí: Äéþñïöá Êôßñéá): Óå Ýíá
äéâÜèìéï ìç÷áíéêü óýóôçìá ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý (åäþ äéþñïöï éäåáôü êôßñéï äéáôìÞóåùò) óå
åîáíáãêáóìÝíåò êáìðôéêÝò ôáëáíôþóåéò ðñïêýðôåé (óýìöùíá ìå ôï äåýôåñï íüìï ôïõ Íåýôùíá)
ôï áêüëïõèï óýóôçìá äýï äéáöïñéêþí åîéóþóåùí (óå ìçôñùúêÞ ìïñöÞ):

Mü+ Ku = p

ìå u = u(t) ôï äéÜíõóìá ôùí ìåôáôïðßóåùí u1, 2(t) êáé p = p(t) ôï äéÜíõóìá ôùí öïñôßóåùí p1, 2(t).
Ôï ìçôñþï M åßíáé ôï óôáèåñü êáé äéáãþíéï ìçôñþï ìÜæáò ìå äéáãþíéá óôïé÷åßá m11 = 3m,
m22 = 2m ìå ôï m ãíùóôÞ óôáèåñÜ ìÜæáò. Ôï ìçôñþï K åßíáé ôï óôáèåñü êáé óõììåôñéêü ìçôñþï
äõóêáìøßáò ìå óôïé÷åßá k11 = 4k, k12 = k21 = −2k, k22 = 3k ìå ôï k ãíùóôÞ óôáèåñÜ äõóêáìøßáò.
Ðñïò äéåõêüëõíóç æçôåßôáé êáé ç óõíå÷Þò êáé õðï÷ñåùôéêÞ ÷ñÞóç ôïõ óõìâüëïõ (âïçèçôéêÞò êõ-
êëéêÞò óõ÷íüôçôáò) ù0 = √

k/m áíôß (óôç èÝóç) ôçò óôáèåñÜò äõóêáìøßáò k. Æçôïýíôáé: (á:1) Ç
ãñáöÞ ôïõ ðéï ðÜíù óõóôÞìáôïò äéáöïñéêþí åîéóþóåùí óå ìç ìçôñùúêÞ (óõíçèéóìÝíç) ìïñöÞ
ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ óõìâüëïõ ù0 êáé ìå ôç ìÜæá m óôïõò ðáñïíïìáóôÝò ôùí äåîéþí ìåëþí. (â:5) Ìå
ôï áíôßóôïé÷ï ïìïãåíÝò óýóôçìá (äçëáäÞ ìå p1, 2(t) = 0) ç åýñåóç ôùí éäéïóõ÷íïôÞôùí (Þ öõóéêþí
êõêëéêþí óõ÷íïôÞôùí) ôáëáíôþóåùò ù1, 2 (ôåëéêÜ ìå ôÝóóåñá äåêáäéêÜ øçößá) ôïõ ìç÷áíéêïý
áõôïý óõóôÞìáôïò õðï÷ñåùôéêÜ ìå ôç ìÝèïäï ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò (äçëáäÞ ìå ôçí
êáôÜëëçëç ÷ñÞóç ôçò åêèåôéêÞò óõíáñôÞóåùò) ãéá ôéò Üãíùóôåò ìåôáôïðßóåéò u1, 2(t), áöïýðñþôá
âñåèåß êáé åðéëõèåß ç ó÷åôéêÞ ÷áñáêôçñéóôéêÞ åîßóùóç p4( ì) = 0 (ùòðñïò ôç ó÷åôéêÞ ìåôáâëçôÞ ì).
(ã:2) ÐáñéóôÜíåé ðñáãìáôéêÜ ôï ðéï ðÜíù óýóôçìá äýï äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ìç÷áíéêü óýóôçìá
ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý Þ ü÷é; Ãéáôß áêñéâþò;

ÁÓÊÇÓÇ A195 (ÊåöÜëáéá Á13, Á19, ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí: Äéþñïöá Êôßñéá): Óõíå÷ß-
æïõìå ôçí ðñïçãïýìåíç Üóêçóç. Ãéá ôï ìç ïìïãåíÝò óýóôçìá äéáöïñéêþí åîéóþóåùí åêåß æç-
ôïýíôáé: (á:3) Ç åýñåóç ôùí ìåôáó÷çìáôéóìþí Fourier U1, 2(ù) ôùí äýï Üãíùóôùí óõíáñôÞóåùí
u1, 2(t) ìå ôéò äýï óõíáñôÞóåéò öïñôßóåùò p1, 2(t) ãíùóôÝò áõèáßñåôåò óõíáñôÞóåéò ðïõ äéáèÝôïõí
ìåôáó÷çìáôéóìïýò Fourier. (â:5) Ç åýñåóç ôùí éäéïóõ÷íïôÞôùí ôáëáíôþóåùò ù1, 2 ôïõ êôéñßïõ
ìå âÜóç ôï åñþôçìá (á).

ÁÓÊÇÓÇ A196 (ÊåöÜëáéá Á13, Á17, ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí: Äéþñïöá Êôßñéá): Óõíå÷ß-
æïõìå ôçí ðñïðñïçãïýìåíç Üóêçóç. Óôï óýóôçìá ôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí åêåß èåùñïýìå
ôþñá ðùò õößóôáôáé ìüíï ç öüñôéóç p1(t), ç ïðïßá õðïôßèåôáé ìÜëéóôá üôé åßíáé ðåñéïäéêÞ óõ-
íÜñôçóç ìå ðåñßïäï Ô . Äåí õðÜñ÷åé öüñôéóç p2(t): p2(t) = 0. Åäþ æçôïýíôáé: (á:1) Ç ìéãáäéêÞ
(Þ åêèåôéêÞ) óåéñÜ Fourier ôçò ìüíçò öïñôßóåùò p1(t) êáé ïé ó÷åôéêïß ãåíéêïß ôýðïé ãéá ôïõò óõíôå-
ëåóôÝò ôçò cn (ìå ïëïêëçñþóåéò óôï äéÜóôçìá [0, Ô ]). (â:2) Ïé ìåñéêÝò áðïêñßóåéò up1(t) êáé up2(t)
ôïõ ìç÷áíéêïý óõóôÞìáôïò (äçëáäÞ ïé óõíçèéóìÝíåò ìåñéêÝò ëýóåéò ôïõ ìç ïìïãåíïýò óõóôÞìá-
ôïò ôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ÷ùñßò ôéò ãåíéêÝò ëýóåéò ôïõ ïìïãåíïýò óõóôÞìáôïò) ãéá ìéãáäéêÞ
«öüñôéóç» p1(t) = eiùt êõêëéêÞò óõ÷íüôçôáò ù äéáöïñåôéêÞò üìùò áðü ôéò éäéïóõ÷íüôçôåò ù1, 2

ôïõ ìç÷áíéêïý óõóôÞìáôïò (åíþ õðïèÝôïõìå üôé p2(t) = 0). (ã:2) Ïé áíôßóôïé÷åò áðïêñßóåéò u1, 2(t)
ãéá ôçí áëçèéíÞ öüñôéóç p1(t) (ìå p2(t) = 0 ðÜëé) ìå ôç ìéãáäéêÞ óåéñÜ Fourier ôçò p1(t) íá èåùñåßôáé
ãíùóôÞ. (ä:3) Ïé ìéãáäéêÝò óõíáñôÞóåéò áðïêñßóåùò óôï ðåäßï ôçò óõ÷íüôçôáò G1(ù) (Þ Ç1(ù))
êáé G2(ù) (Þ H2(ù)) ãéá ôï ðáñüí äéâÜèìéï ìç÷áíéêü óýóôçìá (ìå äýï âáèìïýò åëåõèåñßáò: u1(t)
êáé u2(t)) êáé ðÜëé ìüíï õðü ôç öüñôéóç p1(t).

ÁÓÊÇÓÇ A197 (ÊåöÜëáéá Á12, Á13, ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí: Äéþñïöá Êôßñéá): Èåù-
ñïýìå óõíçèéóìÝíï éäåáôü äéþñïöï êôßñéï äéáôìÞóåùò ìå ìÜæåò (ôéò õðïèÝôïõìå óôá ýøç ôùí
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ðëáêþí) ôïõ ðñþôïõ ïñüöïõ m1 = 4m êáé ôïõ äåõôÝñïõ ïñüöïõ m2 = 3m (ìå ôï óýìâïëï m
íá äçëþíåé ãíùóôÞ ìÜæá). Ôï ó÷åôéêü óõììåôñéêü ìçôñþï äõóêáìøßáò Ý÷åé óôïé÷åßá k11 = 3k,
k12 = k21 = −2k êáé k22 = 2k (ìå ôï óýìâïëï k íá äçëþíåé ãíùóôÞ óôáèåñÜ äõóêáìøßáò). Ôï
êôßñéï èåùñåßôáé üôé åêôåëåß éäéïôáëáíôþóåéò êáé, ãåíéêüôåñá, åëåýèåñåò ôáëáíôþóåéò. Æçôïý-
íôáé: (á:1) Ôï óýóôçìá ôùí ó÷åôéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí óå ìïñöÞ ìå ìçôñþá êáé áðü áõôÞ
(â:1) Óå óõíçèéóìÝíç ìïñöÞ ÷ùñßò ìçôñþá õðï÷ñåùôéêÜ ìå ôç ÷ñÞóç êáé ôçò âïçèçôéêÞò óôáèå-
ñÜò ù0 = √

k/m. (ã:4) Ìå ôç ìÝèïäï ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò íá åöáñìüæåôáé êáôåõèåßáí
óôï ðéï ðÜíù óýóôçìá äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ç åýñåóç ôçò ó÷åôéêÞò ÷áñáêôçñéóôéêÞò åîéóþ-
óåùò. (ä:1) ×ùñßò õðïëïãéóìïýò, ðüóåò áõèáßñåôåò óôáèåñÝò ðñÝðåé íá åìöáíßæïíôáé óôç ãåíéêÞ
ëýóç êáé ðþò ìðïñïýí íá ðñïóäéïñéóèïýí ðñáêôéêÜ; (å:1) Ðïéá åßíáé ç ôñéãùíïìåôñéêÞ ìïñöÞ ôçò
ãåíéêÞò ëýóåùò ÷ùñßò ìçôñþá êáé ÷ùñßò êáìßá ðñïóðÜèåéá õðïëïãéóìïý ôùí óôáèåñþí ó’ áõôÞí;

ÁÓÊÇÓÇ A198 (ÊåöÜëáéá Á12, Á13, Á18, Á19, ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí: Äéþñïöá Êôßñéá):
Óõíå÷ßæïõìå ôçí ðñïçãïýìåíç Üóêçóç. Æçôïýíôáé: (á:3) Ç áíáãùãÞ ôïõ óõóôÞìáôïò ôùí äéáöï-
ñéêþí åîéóþóåùí óå óýóôçìá áëãåâñéêþí åîéóþóåùí ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace
(ìå ôéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò u10, v10, u20 êáé v20 íá õðïôßèåíôáé ãíùóôÝò) êáé (â:3) ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ìå-
ôáó÷çìáôéóìïý Fourier (÷ùñßò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò). (ã:2)Ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier
ï õðïëïãéóìüò ôçò ÷áñáêôçñéóôéêÞò åîéóþóåùò p(ù) = 0 ãéá ôéò éäéïóõ÷íüôçôåò ôïõ êôéñßïõ.

ÁÓÊÇÓÇ A199 (ÊåöÜëáéá Á12, Á13, ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí: Äéþñïöá Êôßñéá): Óôç Äõ-
íáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí ãéá äéáêñéôÜ ìç÷áíéêÜ óõóôÞìáôá (üðùò åßíáé Ýíá äéþñïöï éäåáôü êôßñéï
äéáôìÞóåùò ìå ôéò ðëÜêåò ôùí ïñüöùí áðáñáìüñöùôåò) ðñïêýðôïõí óõóôÞìáôá äéáöïñéêþí
åîéóþóåùí. Ãéá åëåýèåñåò ôáëáíôþóåéò áõôÜ ìðïñïýí íá ãñáöïýí óå ìçôñùúêÞ ìïñöÞ ùò åîÞò:

Mü(t) + Cu̇(t) + Ku(t) = 0

ìå M, C êáé K ôá óõììåôñéêÜ ìçôñþá ìÜæáò, áðïóâÝóåùò êáé äõóêáìøßáò áíôßóôïé÷á êáé u(t)
ôï ó÷åôéêü äéÜíõóìá ôùí ïñéæïíôßùí ìåôáôïðßóåùí ôùí äýï ïñüöùí ôïõ êôéñßïõ ìå u1(t) íá äç-
ëþíåé ôç ìåôáôüðéóç ôïõ ðñþôïõ ïñüöïõ êáé u2(t) ôç ìåôáôüðéóç ôïõ äåõôÝñïõ ïñüöïõ. Óôï
óõãêåêñéìÝíï äéþñïöï éäåáôü êôßñéï äéáôìÞóåùò áõôÜ Ý÷ïõí ôéò åîÞò óõãêåêñéìÝíåò åêöñÜóåéò:

M = m

[
2 0

0 1

]
, K = k

[
3 −1

−1 1

]
, u(t) =

{
u1(t)

u2(t)

}
, 0 =

{
0

0

}

ìå ôá m êáé k äýï èåôéêÝò óôáèåñÝò êáé ìå ìçäåíéêü ôï ìçôñþï áðïóâÝóåùò C. Åäþ æçôïýíôáé:
(á:4) Ìå ôçí õðüèåóç üôé

u(t) =
{

u1(t)

u2(t)

}
=
{

ö1

ö2

}
cosùt

íá ðñïóäéïñéóèïýí ïé éäéïóõ÷íüôçôåò ùk êáèþò êáé ïé éäéïìïñöÝò ôáëáíôþóåùò ök ôïõ ðáñüíôïò
äéþñïöïõ êôéñßïõ (èåùñþíôáò üôé ö2 = 1 ÷Üñéí ôçò êáíïíéêïðïéÞóåùò) ãéá ôéò ðáñïýóåò åëåý-
èåñåò ôáëáíôþóåéò, åäþ (÷ùñßò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò) êáëýôåñá éäéïôáëáíôþóåéò. (â:4) Ôá ó÷åôéêÜ
äéáãþíéá ìçôñþá M d êáé K d ôùí ãåíéêåõìÝíùí ìáæþí êáé ãåíéêåõìÝíùí äõóêáìøéþí áíôßóôïé÷á.

ÁÓÊÇÓÇ A200 (ÊåöÜëáéá Á12, Á13, ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí: Äéþñïöá Êôßñéá): Åäþ
óõíå÷ßæïõìå ôçí ðñïçãïýìåíç Üóêçóç îáíÜ ìå ìçäåíéêü ôï ìçôñþï áðïóâÝóåùò C. Æçôïýíôáé:
(á:6) Ðñþôá--ðñþôá íá ãßíåé ç áðïóýæåõîç ôïõ óõóôÞìáôïò ôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí, äçëáäÞ
íá âñåèïýí ïé áðïóõæåõãìÝíåò, äçëáäÞ ÷ùñéóôÝò ãéá êÜèå Üãíùóôç óõíÜñôçóç, äéáöïñéêÝò åîé-
óþóåéò ùò ðñïò ôéò íÝåò Üãíùóôåò óõíáñôÞóåéò q1(t) êáé q2(t) õðïèÝôïíôáò êáé ðÜëé üôé ö2 = 1
ãéá ôï åýñïò ôùí ïñéæüíôéùí ìåôáôïðßóåùí ôïõ äåõôÝñïõ ïñüöïõ ôïõ êôéñßïõ êáé èÝôïíôáò

u(t) = Öq(t)

ìå q(t) ôï äéÜíõóìá ôùí íÝùí áãíþóôùí óõíáñôÞóåùí. Ðþò áêñéâþò ìðïñåß íá ðñïóäéïñéóèåß
ôï óôáèåñü ìçôñþï Ö, äçëáäÞ ôï ìçôñþï ôùí éäéïìïñöþí (Þ ôùí ôñüðùí ôáëáíôþóåùò) óå
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ìéá êáôáóêåõÞ; Ðïéá Ýêöñáóç Ý÷ïõí ôåëéêÜ (÷ùñßò áðüäåéîç) ïé Üãíùóôåò óõíáñôÞóåéò qk(t) óôï
äéÜíõóìá q(t), äçëáäÞ ðïéåò ãåíéêÝò ìïñöÝò Ý÷ïõí ïé ëýóåéò ôùí áðïóõæåõãìÝíùí äéáöïñéêþí åîé-
óþóåùí; (â:6) ÕðïèÝôïíôáò ôþñá üôé õðÜñ÷åé (áêñéâþò óôá ðñïçãïýìåíá åñùôÞìáôá) åðéðëÝïí
êáé áðüóâåóç ôùí éäéïôáëáíôþóåùí ìå ó÷åôéêü (êáé åðßóçò óõììåôñéêü) ìçôñþï ôï ìçôñþï

C = c

[
6 −2

−2 2

]

(ìå ôï c ãíùóôÞ èåôéêÞ óôáèåñÜ), æçôåßôáé íá åëåã÷èåß ìáèçìáôéêÜ (ìå ðñÜîåéò) êáôÜ ðüóïí óõ-
íå÷ßæåé íá éó÷ýåé ç áðïóýæåõîç ôùí áñ÷éêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ìå ôçí åéóáãùãÞ ôùí íÝùí
áãíþóôùí óõíáñôÞóåùí qk(t) áíôß ãéá ôéò áñ÷éêÝò óõíáñôÞóåéò uk(t) Þ ü÷é. Ðñüêåéôáé åðïìÝíùò
ãéá êëáóéêÞ Þ ãéá ìç êëáóéêÞ áðüóâåóç (ìå ôï åðßðèåôï êëáóéêÞ íá ÷áñáêôçñßæåé ôçí ðåñßðôùóç
ôçò äõíáôüôçôáò áðïóõæåýîåùò êáé ôç öñÜóç ìç êëáóéêÞ ôçí áäõíáìßá áðïóõæåýîåùò);

ÁÓÊÇÓÇ A201 (ÊåöÜëáéá Á12, Á13, ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí: Äéþñïöá Êôßñéá): Óå Ýíá
äéâÜèìéï ìç÷áíéêü óýóôçìá ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý, óõãêåêñéìÝíá åäþ óå Ýíá äéþñïöï éäåáôü
êôßñéï äéáôìÞóåùò óå åîáíáãêáóìÝíåò êôáëáíôþóåéò ðñïêýðôåé (óýìöùíá ìå ôï ãíùóôü äåýôåñï
íüìï ôïõ Íåýôùíá) ôï áêüëïõèï óýóôçìá äýï äéáöïñéêþí åîéóþóåùí (óå ìçôñùúêÞ ìïñöÞ):

Mü+ Ku = p ìå u = u(t) (1)

ôï äéÜíõóìá ôùí ìåôáôïðßóåùí u1, 2(t) êáé p = p(t) ôï äéÜíõóìá ôùí öïñôßóåùí (åîùôåñéêþí
äõíÜìåùí) p1, 2(t). Ôï ìçôñþïM åßíáé ôï óôáèåñü êáé äéáãþíéï ìçôñþï ìÜæáò ìå äéáãþíéá óôïé÷åßá

m11 = 5m êáé m22 = m

ìå ôïm ãíùóôÞ óôáèåñÜ Üæáò. Ôï ìçôñþï K åßíáé ôï óôáèåñü êáé óõììåôñéêü ìçôñþï äõóêáìøßáò
ìå óôïé÷åßá

k11 = 10k, k12 = k21 = −3k êáé k22 = 2k

ìå ôï k ãíùóôÞ óôáèåñÜ äõóêáìøßáò. Ðñïò äéåõêüëõíóç æçôåßôáé êáé ç óõíå÷Þò êáé õðï÷ñåùôéêÞ
÷ñÞóç ôïõ óõìâüëïõ (ôçò âïçèçôéêÞò êáé ÷ùñßò öõóéêÞ óçìáóßá êõêëéêÞò óõ÷íüôçôáò)ù0 = √

k /m
óôç èÝóç ôçò óôáèåñÞò äõóêáìøßáò k. Æçôïýíôáé: (á:2) Ç ãñáöÞ ôïõ ðéï ðÜíù óõóôÞìáôïò
äéáöïñéêþí åîéóþóåùí óå ìç ìçôñùúêÞ (óõíçèéóìÝíç) ìïñöÞ ìå ÷ñÞóç ôïõ óõìâüëïõ ù0 êáé ìå ôç
ìÜæámóôïõòðáñïíïìáóôÝò ôùí äåîéþí ìåëþí. (â:4) Ãéá ôïáíôßóôïé÷ï ïìïãåíÝò óýóôçìá, äçëáäÞ
ìå p1, 2(t) = 0, ç åýñåóç ôùí éäéïóõ÷íïôÞôùí (Þ öõóéêþí êõêëéêþí óõ÷íïôÞôùí) ôáëáíôþóåùòù1, 2

(ôåëéêÜ ìå ôñßá äåêáäéêÜ øçößá) ôïõ ðáñüíôïò êôéñßïõ õðï÷ñåùôéêÜ ìå åêèåôéêÝò áíôéêáôáóôÜóåéò
(åííïåßôáé ìå ôçí êáôÜëëçëç ÷ñÞóç ôçò åêèåôéêÞò óõíáñôÞóåùò) ãéá ôéò Üãíùóôåò ìåôáôïðßóåéò
u1(t) êáé u2(t), áöïý ðñþôá âñåèåß êáé åðéëõèåß ç ó÷åôéêÞ ÷áñáêôçñéóôéêÞ åîéóþóç p(ì) = 0 ùò
ðñïò ôç ó÷åôéêÞ ìåôáâëçôÞ ì. (ã:1) ÐáñéóôÜíåé ðñáãìáôéêÜ ôï ðéï ðÜíù óýóôçìá äéáöïñéêþí
åîéóþóåùí éäåáôü äéþñïöï êôßñéï ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý Þ ü÷é; Ãéáôß; (ä:1) Áðü ôéò ñßæåò ìk ôçò
÷áñáêôçñéóôéêÞò åîéóþóåùò p(ì) = 0 åðáëçèåýåôáé üôé ðñáãìáôéêÜ äåí õðÜñ÷åé áðüóâåóç; Ðþò;

ÁÓÊÇÓÇ A202 (ÊåöÜëáéá Á12, Á13, ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí: Äéþñïöá Êôßñéá): Óõíå÷ß-
æïõìå ôçí ðñïçãïýìåíç Üóêçóç. Æçôïýíôáé åðßóçò: (á:3) Ç åðßëõóç ôïõ óõóôÞìáôïò ôùí äéáöï-
ñéêþí åîéóþóåùí (1) óôçí ïìïãåíÞ ìïñöÞ ôïõ, äçëáäÞ ìå p1, 2(t) = 0, õðï÷ñåùôéêÜ ìå ôç ìÝèïäï
ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace êáé ìå ôç ÷ñÞóç ôùí áñ÷éêþí óõíèçêþí uk(0) = uk0 êáé u̇k(0) = vk0
ìå k = 1, 2 ÷ùñßò üìùò ôçí áíôéóôñïöÞ (åñãáóßá ìÝ÷ñé ôçí ðëÞñç åýñåóç ìüíï) ôùí ìåôáó÷çìáôé-
óìþí Laplace U1, 2(s) ðïõ ðñïêýðôïõí. (â:3) Áðü ôïõò ìåôáó÷çìáôéóìïýò áõôïýò Laplace U1, 2(s)
(÷ùñßò áíôéóôñïöÞ åðáíáëáìâÜíåôáé!) æçôåßôáé íá åðáëçèåõèåß üôé ðñüêåéôáé ãéá áðïäåêôü äéþ-
ñïöï éäåáôü êôßñéï ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý êáé ìÜëéóôá ÷ùñßò áðüóâåóç ôùí ôáëáíôþóåùí:
óå åëåýèåñåò ôáëáíôþóåéò. (ã:2) Ìå ôçí ðáñïýóá ìÝèïäï ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace ðïéåò
ðñïêýðôïõí üôé åßíáé ïé ó÷åôéêÝò éäéïóõ÷íüôçôåò ôáëáíôþóåùí ù1, 2;

ÁÓÊÇÓÇ A203 (ÊåöÜëáéá Á12, Á13, ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí: Äéþñïöá Êôßñéá): Óõíå÷ß-
æïõìå ôéò äýï ðñïçãïýìåíåò áóêÞóåéò óõíå÷þò ìå ôç ÷ñÞóç ôçò óôáèåñÜòù0 = √

k /m. Æçôïýíôáé
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ôþñá: (á:5) Íá âñåèåß ìéá ìåñéêÞ ëýóç (Þ åéäéêÞ ëýóç) ôïõ ìç ïìïãåíïýò áñ÷éêïý óõóôÞìáôïò
äéáöïñéêþí åîéóþóåùí õðü áñìïíéêÞ öüñôéóç ôçò ìïñöÞò

p1(t) = p0c cosùt + p0s sinùt êáé p2(t) = 0

ìå ôá åýñçp0c êáép0s ãíùóôÝò óôáèåñÝò êáé ôçí êõêëéêÞ óõ÷íüôçôáöïñôßóåùòù åðßóçò ãíùóôÞ êáé
ìÜëéóôá ÷ùñßò óõíèÞêåò óõíôïíéóìïý. (â:3) Óõíå÷ßæïíôáò ôïõò õðïëïãéóìïýò ôïõ ðñïçãïýìåíïõ
åñùôÞìáôïò, æçôïýíôáé êáé ïé éäéïóõ÷íüôçôåò ù1, 2 ôïõ éäåáôïý êôéñßïõ ðïõ åîåôÜæïõìå.

ÁÓÊÇÓÇ A204 (ÊåöÜëáéá Á12, Á13, Á18, Á19, ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí: Äéþñïöá Êôßñéá):
Óõíå÷ßæïõìå ôéò ôñåéò ðñïçãïýìåíåò áóêÞóåéò óõíå÷þò ìå ôç ÷ñÞóç ôçò óôáèåñÜò ù0 = √

k /m.
Óôçí Üóêçóç áõôÞ æçôïýíôáé: (á:5) Ç åðßëõóç ôïõ áñ÷éêïý ìç ïìïãåíïýò (ìå p1, 2(t) äýï áõèáßñåôåò
ãíùóôÝò öïñôßóåéò) óõóôÞìáôïò äéáöïñéêþí åîéóþóåùí õðï÷ñåùôéêÜ ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ ìåôáó÷ç-
ìáôéóìïý Fourier ìÝ÷ñé êáé ôïõ óçìåßïõ ôçò åõñÝóåùò ôùí ìåôáó÷çìáôéóìþí Fourier U1, 2(s) ôùí
äýï áãíþóôùí óõíáñôÞóåùí u1, 2(t) ÷ùñßò üìùò ôçí áíôéóôñïöÞ ôïõò. (â:3) Óõíå÷ßæïíôáò ôïõò
õðïëïãéóìïýò ôïõò ðñïçãïýìåíïõ åñùôÞìáôïò, æçôïýíôáé îáíÜ êáé ïé äýï éäéïóõ÷íüôçôåò ù1, 2

ôïõ äéþñïöïõ éäåáôïý êôéñßïõ ðïõ åîåôÜæïõìå.

ÁÓÊÇÓÇ A205 (ÊåöÜëáéá Á6, Á12, Á13, Á19, ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí: Äéþñïöá Êôßñéá):
Óõíå÷ßæïõìå ôéò ôÝóóåñéò ðñïçãïýìåíåò áóêÞóåéò óõíå÷þò ìå ôç ÷ñÞóç ôçò óôáèåñÜòù0 = √

k /m.
Åäþ æçôïýíôáé: (á:1) Ç ãñáöÞ ôïõ áñ÷éêïý (ôïõ ìç ïìïãåíïýò) óõóôÞìáôïò äýï äéáöïñéêþí
åîéóþóåùí óå ìç ìçôñùúêÞ (óõíçèéóìÝíç) ìïñöÞ ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ äéáöïñéêïý ôåëåóôÞ D. (â:3) Ç
áíáãùãÞ ôïõ óå äýï ÷ùñéóôÝò (ìç óõæåõãìÝíåò) äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ùò ðñïò ôéò äýï áñ÷éêÝò
Üãíùóôåò óõíáñôÞóåéò u1, 2(t). (ã:2) Áðü ôçí ðñþôç áðü áõôÝò (ùò ðñïò u1(t)) ç åýñåóç îáíÜ
ôùí éäéïóõ÷íïôÞôùí ôáëáíôþóåùò ù1, 2. (ä:2) Ãéá ôçí ßäéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç, ðïõ èåùñåßôáé
åäþ ìåìïíùìÝíç óáí íá áöïñïýóå Ýíá ìïíïâÜèìéï ìç÷áíéêü óýóôçìá, íá âñåèåß ìå ïðïéïäÞðïôå
ôñüðï ç ó÷åôéêÞ ìéãáäéêÞ óõíÜñôçóç áðïêñßóåùò G(ù) (Þ Ç(ù)) óôï ðåäßï ôçò óõ÷íüôçôáò ù.

ÁÓÊÇÓÇ A206 (ÊåöÜëáéï Á14, ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí: Äéþñïöá Êôßñéá): Óõíå÷ßæïõìå
ôçí ðñïçãïýìåíç Üóêçóç. Ãéá ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ùò ðñïò u1(t) ðïõ ðñïÝêõøå åêåß, åäþ üìùò
óôçí ïìïãåíÞ ìïñöÞ ôçò, óõãêåêñéìÝíá ãéá ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç

(5D4 + 20ù2
0D

2 + 11ù4
0)u1(t) = 0

æçôïýíôáé: (á:7) Ç åðßëýóç ôçò ìå ôçí êëáóéêÞ (ôç óõíÞèéóìÝíç) ìÝèïäï ôùí äõíáìïóåéñþí ìå ôïõò
ôÝóóåñéò ðñþôïõò óõíôåëåóôÝò ak (ìå k = 0, 1, 2, 3) ãíùóôÝò óôáèåñÝò ìå âÜóç ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ
t = 0. Ï ó÷åôéêüò áíáäñïìéêüò (Þ åðáíáëçðôéêüò) ôýðïò ãéá ôïí ðñïóäéïñéóìü ôçò óôáèåñÜò ak
(ìå k ≥ 4) áñêåß. (â:1) Ãéáôß ïé ðñþôïé ôÝóóåñéò óõíôåëåóôÝò ak õðïôßèåíôáé üôé åßíáé ãíùóôïß;

ÁÓÊÇÓÇ A207 (ÊåöÜëáéáÁ12, Á13, ÄõíáìéêÞ ôùíÊáôáóêåõþí: ÄéþñïöáÊôßñéá): Èåùñïýìå
äéþñïöï óõíçèéóìÝíï éäåáôü êôßñéï äéáôìÞóåùò ðïõ ðñïóåããßæåôáé áðü áíôßóôïé÷ï ðëáßóéï óå
éäéïôáëáíôþóåéò. Ïé ìÜæåò êáé ôùí äýï ïñüöùí åßíáé ßóåò ìå m. Ôï ìçôñþï äõóêáìøßáò K åßíáé
óõììåôñéêü ìå óôïé÷åßá k11 = 2k, k12 = −k êáé k22 = k. Äåí õðÜñ÷åé áðüóâåóç. Æçôïýíôáé:
(á:1) Ïé ðáñáäï÷Ýò ðïõ ãßíïíôáé ãéá ôï êôßñéï áõôü. (â:1) ÁðëÜ íá áíáöåñèåß ï ôýðïò ðïõ äßíåé
ôç óôáèåñÜ k áðü ôá ÷áñáêôçñéóôéêÜ ôïõ êôéñßïõ. (ã:1) ÁðëÜ íá áíáöåñèåß ôï ó÷åôéêü óýóôçìá
äéáöïñéêþí åîéóþóåùí óå ìçôñùéêÞ ìïñöÞ ìå M, K êáé u(t). (ä:1) Êáôåõèåßáí áðü ôç ìçôñù-
éêÞ áõôÞ ìïñöÞ êáé ìå ìéãáäéêÞ åêèåôéêÞ áíôéêáôÜóôáóç (äçëáäÞ ìå ì = iù ó’ áõôÞ) íá âñåèåß
ç åîßóùóç éäéïóõ÷íïôÞôùí DF(ù) = 0 ãéá ôéò éäéïóõ÷íüôçôåò ù ôïõ êôéñßïõ ðÜëé ìå M êáé K.
(å:1) Ôþñá áðü ôç ìçôñùéêÞ ãñáöÞ ôïõ ó÷åôéêïý óõóôÞìáôïò äéáöïñéêþí åîéóþóåùí óôï åñþ-
ôçìá (ã) íá âñåèåß êáé ç óõíçèéóìÝíç ìïñöÞ ôïõ (÷ùñßò ìçôñþá) ìå äýï óõæåõãìÝíåò äéáöïñéêÝò
åîéóþóåéò. (óô:1) Áðü ôçí ôåëåõôáßá áõôÞ ìïñöÞ (÷ùñßò ìçôñþá) êáé ðÜëé ìå ìéãáäéêÞ åêèåôéêÞ
áíôéêáôÜóôáóç (äçëáäÞ ìå ì = iù ó’ áõôÞí ôçí åêèåôéêÞ áíôéêáôÜóôáóç) íá âñåèåß îáíÜ ç åîß-
óùóç éäéïóõ÷íïôÞôùí DF(ù) = 0 ãéá ôéò éäéïóõ÷íüôçôåò ù ôïõ êôéñßïõ, ôþñá üìùò ìå ôç ÷ñÞóç
ïñßæïõóáò ÷ùñßò ìçôñþá. (æ:1) Íá ãñáöåß ç ðñïçãïýìåíç åîßóùóç óå óõíçèéóìÝíç ðïëõùíõìéêÞ
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ìïñöÞ ìå ôç ÷ñÞóç êáé ôïõ âïçèçôéêïý óõìâüëïõ ù0 = √
k /m êáé óôç óõíÝ÷åéá ìå ôç ÷ñÞóç

åðéðëÝïí êáé ôïõ âïçèçôéêïý áãíþóôïõ â = ù/ù0. (ç:1) Ìå ãíùóôÝò ôéò ðñïóåããßóåéò

3 − √
5

2
≈ 0.381966,

3 + √
5

2
≈ 2.61803,

√
3 − √

5
2

=
√
5 − 1
2

≈ 0.618034,

√
3 + √

5
2

=
√
5 + 1
2

≈ 1.61803

íá ðñïóäéïñéóèïýí ôá ôåôñÜãùíá ôùí ëýóåùí â2 êáé ïé ßäéåò ïé ëýóåéò â ôçò ðñïçãïýìåíçò åîé-
óþóåùò áêñéâþò (÷ùñßò äåêáäéêÝò ðñïóåããßóåéò) êáé ðñïóåããéóôéêÜ êáé (è:1) áíÜëïãá (êáé áêñé-
âþò êáé ðñïóåããéóôéêÜ) êáé ïé äýï éäéïóõ÷íüôçôåò ù1 êáé ù2 ôïõ äéþñïöïõ êôéñßïõ ìå ôç ãíùóôÞ
óåéñÜ ôïõò îáíÜ ìå ÷ñÞóç êáé ôçò ãíùóôÞò ðïóüôçôáò ù0. (é:1) Ìå ôç ÷ñÞóç áõôþí ôùí éäéïóõ-
÷íïôÞôùí íá ðñïóäéïñéóèïýí êáé ïé äýï êáíïíéêïðïéçìÝíåò éäéïìïñöÝò ôáëÜíôþóåùò ôïõ êôéñßïõ
(êáé áêñéâþò êáé ðñïóåããéóôéêÜ). ÔÝëïò ÷ùñßò ðéá êáèüëïõ äåêáäéêÝò ðñïóåããßóåéò íá åëåã÷èåß
ç ðéèáíÞ ïñèïãùíéüôçôá ôùí äýï éäéïìïñöþí ðïõ âñÝèçêáí ùò ðñïò ôá ìçôñþá (éá:1) ìÜæáò M
êáé (éâ:1) äõóêáìøßáò K.

ÁÓÊÇÓÇ A208 (ÊåöÜëáéï Á10, Á11, Á13, ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí: Äéþñïöá Êôßñéá): Åäþ
óõíå÷ßæïõìå ôçí ðñïçãïýìåíç Üóêçóç. Æçôïýíôáé åðßóçò: Ìå Üìåóïõò õðïëïãéóìïýò êáé ÷ùñßò
äåêáäéêÝòðñïóåããßóåéò (áêñéâþò) (á:1) ôï ìçôñþïãåíéêåõìÝíùíìáæþíMd êáé áíåîÜñôçôá (â:1) ôï
ìçôñþï ãåíéêåõìÝíùí äõóêáìøéþí Êd . (ã:2) Ìå ôç ÷ñÞóç ôïõò ôï áðïóõæåõãìÝíï (äéáãùíïðïéç-
ìÝíï) óýóôçìá äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ôåëéêÜ óå óõíçèéóìÝíç (ìç ìçôñùúêÞ) ìïñöÞ ùò ðñïò ôéò
êáíïíéêÝò (Þ ãåíéêåõìÝíåò) óõíôåôáãìÝíåò q1(t) êáé q2(t). (ä:2) Ìå ãíùóôÝò ôéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò
q1(0) = q10, q̇1(0) = q̇10, q2(0) = q20 êáé q̇2(0) = q̇20 ç åðßëõóÞ ôïõ ôåëåõôáßïõ óõóôÞìáôïò ôùí
áðïóõæåõãìÝíùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace. (å:2) Ëåðôï-
ìåñÞò åîÞãçóç ãéá ôï ðþò ðñïóäéïñßæïíôáé ïé áñ÷éêÝò áõôÝò óõíèÞêåò áðü ôéò áñ÷éêÜ äéáèÝóéìåò
öõóéêÝò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò u1(0) = u10, u̇1(0) = v10, u2(0) = u20 êáé u̇2(0) = v20 óôéò ðëÜêåò ôùí äýï
ïñüöùí ôïõ ðáñüíôïò äéþñïöïõ éäåáôïý êôéñßïõ äéáôìÞóåùò.

ÁÓÊÇÓÇ A209 (ÊåöÜëáéá Á12, Á13, Á14, ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí: Äéþñïöá Êôßñéá): Åäþ
óõíå÷ßæïõìå ôéò ðñïçãïýìåíåò äýï áóêÞóåéò. Ìå ÷ñÞóç êáé ôïõ óõìâüëïõ ù0 = √

k /m æçôïýíôáé:
(á:2) Óôéò åëåýèåñåò ôáëáíôþóåéò ôïõ êôéñßïõ ìå âÜóç ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t = 0 êáé ìå ÷ñÞóç ôçò
ìåèüäïõ ôùí äõíáìïóåéñþí ìå óõíôåëåóôÝò an ãéá ôç ìåôáôüðéóç u1(t) ôçò ðëÜêáò ôïõ ðñþôïõ
ïñüöïõ êáé bn ãéá ôç ìåôáôüðéóç u2(t) ôçò ðëÜêáò ôïõ äåýôåñïõ ïñüöïõ íá ãñáöåß ôï óýóôçìá
ôùí äýï óõæåõãìÝíùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí óå ìïñöÞ óõóôÞìáôïò óõæåõãìÝíùí äõíáìïóåéñþí.
(â:5) Áðü ôï óýóôçìá ôùí óõæåõãìÝíùí äõíáìïóåéñþí íá ðñïóäéïñéóèïýí ïé áíáäñïìéêïß ôýðïé
ãéá ôïí õðïëïãéóìü ôùí óõíôåëåóôþí an+2 êáé bn+2 áðü ôïõò óõíôåëåóôÝò an êáé bn (êáé ôïõò äýï
ìáæß, åðåéäÞ ôï óýóôçìá åßíáé óõæåõãìÝíï). (ã:1) Ìå ãíùóôÝò ôéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò u1(0) = u10,
u̇1(0) = v10, u2(0) = u20 êáé u̇2(0) = v20 óôéò ðëÜêåò ôùí äýï ïñüöùí ôïõ êôéñßïõ íá áíáöåñèåß
ðþò áêñéâþò ðñïóäéïñßæïíôáé áðü áõôÝò ïé ðñþôïé óõíôåëåóôÝò ôùí äõíáìïóåéñþí. ¸ôóé ìüíï
èá ìðïñÝóïõí íá ÷ñçóéìïðïéçèïýí ïé áíáäñïìéêïß ôýðïé.

ÁÓÊÇÓÇ A210 (ÊåöÜëáéá Á5, Á12, Á13, ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí: Äéþñïöá Êôßñéá: Óåé-
óìéêÞ Öüñôéóç): Óõíå÷ßæïõìå ôéò ðñïçãïýìåíåò ôñåéò áóêÞóåéò. Ìå ôç ÷ñÞóç êáé ôïõ óõìâüëïõ
ù0 = √

k /m æçôïýíôáé: (á:4) Óå ðåñßðôùóç ïñéæüíôéáò êéíÞóåùò ôïõ åäÜöïõò (ðïõ ìåñéêÝò öïñÝò
ïöåßëåôáé óå óåéóìïýò Þ êñáäáóìïýò) ìå ãíùóôÞ åðéôÜ÷õíóç ag(t) = üg(t) êáôÜ ôç äéåýèõíóç ôïõ
êôéñßïõ íá âñåèåß ôï ó÷åôéêü óýóôçìá óõæåõãìÝíùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí, ðïõ åäþ äå èåùñåß-
ôáé ãíùóôü. Íá äïèïýí üëåò ïé áíáãêáßåò åîçãÞóåéò ãéá ôçí êáôáíüçóç ôïõ ôñüðïõ óêÝøåùò.
(â:4) Óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ag(t) = ag0 cosùt (ìå ôá ag0 êáé ù äýï ãíùóôÝò óôáèåñÝò ìå ù �= ù1

êáé ù �= ù2, äçëáäÞ ÷ùñßò óõíôïíéóìü) íá âñåèåß ìéá ìåñéêÞ ëýóç u1p(t) êáé u2p(t) ôïõ áñ÷éêïý óõ-
æåõãìÝíïõ óõóôÞìáôïò äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ìå ôç ìÝèïäï ôùí ðñïóäéïñéóôÝùí óõíôåëåóôþí.
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ÁÓÊÇÓÇ A211 (ÊåöÜëáéá Á12, Á13, Á16, Á17, ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí: Äéþñïöá Êôß-
ñéá: ÓåéóìéêÞ Öüñôéóç): Óõíå÷ßæïõìå ôéò ðñïçãïýìåíåò ôÝóóåñéò áóêÞóåéò. Ìå ôç ÷ñÞóç êáé ôïõ
óõìâüëïõ ù0 = √

k /m æçôïýíôáé: (á:2) Óå ðåñßðôùóç ïñéæüíôéáò êéíÞóåùò ôïõ åäÜöïõò (ðïõ
ìåñéêÝò öïñÝò ïöåßëåôáé óå óåéóìïýò Þ óå êñáäáóìïýò) ìå ãíùóôÞ ôç ìåôáôüðéóç ug(t) êáôÜ ôç
äéåýèõíóç ôïõ êôéñßïõ íá ðñïóäéïñéóèåß ôï ó÷åôéêü óýóôçìá óõæåõãìÝíùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí
(ìå ôç ìåôáôüðéóç ug(t), ü÷é ôçí åðéôÜ÷õíóç ag(t) = üg(t) ó’ áõôü), ðïõ åäþ äå èåùñåßôáé ãíùóôü.
Íá äïèïýí êáé üëåò ïé áíáãêáßåò åîçãÞóåéò ãéá ôçí êáôáíüçóç ôïõ ôñüðïõ óêÝøåùò. (â:3) Ìå
ôçí õðüèåóç ðùò ç ìåôáôüðéóç ôïõ åäÜöïõò ug(t) åßíáé ðåñéïäéêÞ óõíÜñôçóç ìå ðåñßïäï Ô êáé
ìå ãíùóôÞ ôçí ôñéãùíïìåôñéêÞ óåéñÜ Fourier ôçò ìå óõíôåëåóôÝò a0, an êáé bn (ìå n = 1, 2, . . . ) íá
õéïèåôçèïýí áíÜëïãåò ôñéãùíïìåôñéêÝò óåéñÝò Fourier ãéá ôéò ìåôáôïðßóåéò u1(t) (ìå óõíôåëåóôÝò
a10, a1n êáé b1n) ôçò ðëÜêáò ôïõ ðñþôïõ ïñüöïõ êáé u2(t) (ìå óõíôåëåóôÝò a20, a2n êáé b2n) ôçò
ðëÜêáò ôïõ äåõôÝñïõ ïñüöïõ. Ìå ôç ÷ñÞóç ôïõò íá áíá÷èåß ôï óýóôçìá ôùí äýï óõæåõãìÝíùí
äéáöïñéêþí åîéóþóåùí óå óýóôçìá äýï óõæåõãìÝíùí ôñéãùíïìåôñéêþí óåéñþí Fourier. ÔÝëïò íá
âñåèïýí ôá óõóôÞìáôá ôùí ãñáììéêþí áëãåâñéêþí åîéóþóåùí ãéá ôïí ðñïóäéïñéóìü ôùí óõíôå-
ëåóôþí (ã:1) a10 êáé a20, (ä:1) a1n êáé a2n êáé (å:1) b1n êáé b2n (ìå n = 1, 2, . . . ) ôùí Üãíùóôùí
ôñéãùíïìåôñéêþí óåéñþí Fourier ôùí ïñéæüíôéùí ìåôáôïðßóåùí ôùí ðëáêþí ôùí ïñüöùí u1(t) êáé
u2(t) áðü ôç ãíùóôÞ ôñéãùíïìåôñéêÞ óåéñÜ Fourier ôçò ïñéæüíôéáò ìåôáôïðßóåùò ôïõ åäÜöïõò ug(t).

ÁÓÊÇÓÇ A212 (ÊåöÜëáéá Á12, Á13, ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí: Äéþñïöá Êôßñéá): Åäþ èåù-
ñïýìå éäåáôü äéþñïöï êôßñéï äéáôìÞóåùò õðü ôéò óõíÞèåéò ðáñáäï÷Ýò ðïõ ðñïóåããßæåôáé áðü
áíôßóôïé÷ï åðßðåäïðëáßóéï. Ç ìÜæá ôïõðñþôïõ ïñüöïõ åßíáém1 = 3m êáé ôïõ äåýôåñïõ ïñüöïõ
m2 = 2m ìå ôï m ãíùóôÞ óôáèåñÜ ìÜæáò. Êáé ïé äýï áõôÝò ìÜæåò èåùñïýíôáé óõãêåíôñùìÝíåò
óôéò ðëÜêåò ôùí ïñüöùí. Ãéá ôïõò óõíôåëåóôÝò äõóêáìøßáò ôþñá áõôïß Ý÷ïõí ôéò ôéìÝò

k11 = 3k, k12 = k21 = −2k êáé k22 = 2k

ìå ôï k ãíùóôÞ óôáèåñÜ äõóêáìøßáò. (Ï äåßêôçò 1 áíáöÝñåôáé óôïí ðñþôï üñïöï êáé ï äåßêôçò 2
óôï äåýôåñï üñïöï.) Ìðïñåß åðßóçò íá õðÜñ÷åé êáé ïñéæüíôéá åîùôåñéêÞ öüñôéóç ôçò ìïñöÞò

P = P(t) éóïäýíáìá p1 = p1(t) êáé p2 = p2(t)

óôïí ðñþôï êáé óôï äåýôåñï üñïöï áíôßóôïé÷á. Æçôïýíôáé: (á:1) Ôá ó÷åôéêÜ ìçôñþá ìÜæáò M
êáé äõóêáìøßáò K. Åðßóçò ôá ó÷åôéêÜ äéáíýóìáôá óôÞëçò ôùí ïñéæüíôéùí ìåôáôïðßóåùí U(t) êáé
ôùí öïñôßóåùí P(t). (¼ëá ôá ìçôñþá êáé ôá äéáíýóìáôá ìå ðåñéóðùìÝíç êÜôù áðü ôï óýìâïëü
ôïõò ðáñáêáëþ! Åðßóçò ôá ôåôñáãùíéêÜ ìçôñþá õðï÷ñåùôéêÜ ìå áãêýëåò, åíþ ôá äéáíýóìáôá
óôÞëçò õðï÷ñåùôéêÜ ìå Üãêéóôñá!) (â:1) Ãéá ðïéïí áêñéâþò ëüãï ôï ìçôñþï äõóêáìøßáò K åßíáé
óõììåôñéêü; (ã:1) Ìå ôç éó÷ý ôïõ ãíùóôïý óõóôÞìáôïò äéáöïñéêþí åîéóþóåùí

M
d2U(t)
dt2

+ KU(t) = P(t)

óå ìçôñùéêÞ ìïñöÞ ðïéá åßíáé ç áíôßóôïé÷ç óõíÞèçò ìïñöÞ (÷ùñßò ìçôñþá êáé äéáíýóìáôá) ôïõ
ðéï ðÜíù óõóôÞìáôïò äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ãéá ôï ðáñüí êôßñéï; (ä:1) Ôï ßäéï åñþôçìá óå
ðåñßðôùóç ðïõ äåí õðÜñ÷åé åîùôåñéêÞ öüñôéóç P(t) êáé åðßóçò ÷ñçóéìïðïéçèåß ôï âïçèçôéêü
óýìâïëï óõ÷íüôçôáò

ù0 =
√

k
m

êáèþò êáé ïé áíçãìÝíåò (óôç âïçèçôéêÞ ìÜæá m) öïñôßóåéò

p∗
1(t) = p1(t)

m
êáé p∗

2(t) = p2(t)
m

ãéá áðëïðïßçóç ôïõ óõìâïëéóìïý. (å:2) Ìå ôçí ðáñïõóßá ôçò öïñôßóåùò êáé ìå ôç ìÝèïäï ôçò
áðáëïéöÞò æçôïýíôáé ïé äýï äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ãéá ôéò Üãíùóôåò ìåôáôïðßóåéò u1(t) êáé u2(t).
(óô:1) Ðüóåò óõíïëéêÜ áõèáßñåôåò óôáèåñÝò Ý÷ïõí êáé ïé äýï ìáæß ãåíéêÝò ëýóåéò ôïõò êáé ãéáôß
(ìå ëåðôïìÝñåéåò); (æ:1) Ðþò èá ìðïñïýóáí ðñáêôéêÜ íá ðñïóäéïñéóèïýí ïé óôáèåñÝò áõôÝò;
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ÁÓÊÇÓÇ A213 (ÊåöÜëáéá Á12, Á13, ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí: Äéþñïöá Êôßñéá): Óõíå÷ß-
æïõìå ôçí ðñïçãïýìåíç Üóêçóç. Æçôïýíôáé åðßóçò ìå ôç ÷ñÞóç ôçò âïçèçôéêÞò óõ÷íüôçôáò ù0,
ôþñá üìùò ÷ùñßò êáèüëïõ åîùôåñéêÞ öüñôéóç: (á:2) Õðï÷ñåùôéêÜ ìå ôç ìÝèïäï ôçò åêèåôéêÞò
áíôéêáôáóôÜóåùò (êáé ôïõ óõìâüëïõ ù0) ç ó÷åôéêÞ ÷áñáêôçñéóôéêÞ åîßóùóç. (â:2) Ôþñá ïé ó÷å-
ôéêÝò óôáèåñÝò ì1, ì2, ì3 êáé ì4 ôùí åêèåôþí õðï÷ñåùôéêÜ ìå ôç ÷ñÞóç êáé ôùí óõìâüëùí

ë1 =
√
1 −

√
2
3

≈ 0.4283729906 êáé ë2 =
√
1 +

√
2
3

≈ 1.3477746774.

(ã:1) Ïé ìïñöÝò ôùí ïñéæüíôéùí ìåôáôïðßóåùí u1, 2(t) ôùí ðëáêþí ôùí äýï ïñüöùí ìå óôáèåñÝò
ó’ áõôÝò A1, 2, B1, 2, Ã1, 2 êáé Ä1, 2, ÷ùñßò üìùò õðïëïãéóìïýò ôïõò. (ä:1) ÁðëÜ íá áíáöåñèïýí ïé
ôýðïé ôïõ Euler ãéá ôéò ìéãáäéêÝò åêèåôéêÝò óõíáñôÞóåéò e±iùt. (å:1) Íá åîçãçèåß ëåðôïìåñþò ãéá
ðïéïí áêñéâþòöõóéêü ëüãï ïé åêèÝôåò ì1, 2, 3, 4 ðñÝðåé íáðñïêýøïõí óôïðáñüí êôßñéï öáíôáóôéêïß
áñéèìïß êáé ü÷é ðñáãìáôéêïß Þ Ýóôù ìéãáäéêïß. (óô:1) Ðïéåò åßíáé ïé äýï éäéïóõ÷íüôçôåò ù1 êáé ù2

(ìå ù1 < ù2) ôïõ êôéñßïõ áõôïý; (Åííïåßôáé ìå ôç âïÞèåéá ôùí óõìâüëùí ë1, ë2 êáé ù0.)

ÁÓÊÇÓÇ A214 (ÊåöÜëáéá Á12, Á13, ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí: Äéþñïöá Êôßñéá): Óõíå÷ß-
æïõìå ôçí ðñïçãïýìåíç Üóêçóç îáíÜ ÷ùñßò åîùôåñéêÞ öüñôéóç. Æçôïýíôáé åðßóçò: (á:3) Õðï÷ñå-
ùôéêÜ ìå ôç ìÝèïäï ôçò ôñéãùíïìåôñéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò (åäþ õðï÷ñåùôéêÜ çìéôïíéêÞò áíôé-
êáôáóôÜóåùò êáé ìå ãùíßá öÜóåùò +á ó’ áõôÞí) ç ó÷åôéêÞ ÷áñáêôçñéóôéêÞ åîßóùóç (ç åîßóùóç
óõ÷íïôÞôùí) ãéá ôéò éäéïóõ÷íüôçôåò ù1 êáé ù2 (ìå ù1 < ù2) ôïõ ðáñüíôïò äéþñïöïõ êôéñßïõ
(åííïåßôáé êáé ðÜëé ìå ôç âïÞèåéá ôùí óõìâüëùí ë1, ë2 êáé ù0). (â:3) Ïé ßäéåò ïé éäéïóõ÷íüôçôåò
ù1 êáé ù2. (ã:1) Ðüôå èá Þôáí ðñáêôéêÜ åíôåëþò áêáôÜëëçëç ç ìÝèïäïò ôçò ôñéãùíïìåôñéêÞò
áíôéêáôáóôÜóåùò êáé ãéáôß; (ä:1) ËåðôïìåñÝò ó÷üëéï ãéá ôï åÜí ðñáãìáôéêÜ Ý÷åé öõóéêÞ Ýííïéá
ç ôáëÜíôùóç ôïõ ðáñüíôïò éäåáôïý äéþñïöïõ êôéñßïõ õðü Ýëëåéøç åîùôåñéêÞò öïñôßóåùò P(t).

ÁÓÊÇÓÇ A215 (ÊåöÜëáéá Á12, Á13, ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí: Äéþñïöá Êôßñéá): Óõíå÷ß-
æïõìå ôéò ôñåéò ðñïçãïýìåíåò áóêÞóåéò, ôþñá êáé ðÜëé ìå ôçí ðáñïõóßá åîùôåñéêÞò öïñôßóåùò
P(t). Æçôïýíôáé åðßóçò: (á:3) Ìå ãíùóôü ôï ìçôñþï ôùí éäéïìïñöþí Ö ôïõ ðáñüíôïò éäåáôïý
äéþñïöïõ êôéñßïõ (äå æçôåßôáé íá õðïëïãéóèåß!) íá åîçãçèåß ìå ðÜñá ðïëëÝò ëåðôïìÝñåéåò êáé
áðïêëåéóôéêÜ ìå ôç ÷ñÞóç ìçôñùéêïý óõìâïëéóìïý ç áíáãùãÞ ôïõ áñ÷éêïý óõóôÞìáôïò äéáöï-
ñéêþí åîéóþóåùí óå áðïóõæåõãìÝíç (áëëÜ ìçôñùéêÞ) ìïñöÞ ìå Üãíùóôï äéÜíõóìá ôï äéÜíõóìá
óôÞëçò Q(t) ôùí êýñéùí Þ êáíoíéêþí óõíôåôáãìÝíùí q1(t) êáé q2(t). (Íá ìçí åêôåëåóèïýí ïé ó÷å-
ôéêÝò ðñÜîåéò ãéá ôï ðáñüí åéäéêü éäåáôü êôßñéï!) (â:1) Ðïéá åéäéêÜ ìçôñþá õðåéóÝñ÷ïíôáé óôï
áðïóõæåõãìÝíï áõôü óýóôçìá äéáöïñéêþí åîéóþóåùí; Ôé áêñéâþò ìïñöÝò Ý÷ïõí; (ã:1) Ðïéåò åßíáé
ïé ó÷åôéêÝò áðïóõæåõãìÝíåò óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò; (ä:1) Ïé ëýóåéò ôïõò (áðëÞ áíáöïñÜ
ôïõò, ü÷é õðïëïãéóìüò ôùí ëýóåùí áõôþí!) õðü ìçäåíéêÝò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ
t = 0. (å:1) ¸÷ïõí Þ ü÷é öõóéêÞ óçìáóßá ïé êýñéåò Þ êáíïíéêÝò óõíôåôáãìÝíåò q1(t) êáé q2(t); Ãéá
ðïéï êõñßùò ëüãï ôéò ÷ñçóéìïðïéåß ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò óôç ÄõíáìéêÞ êáé óôéò Ôáëáíôþóåéò ôùí
Êáôáóêåõþí ôïõ; (óô:1)Ìå ãíùóôÝò ôéò êýñéåò Þ êáíïíéêÝò óõíôåôáãìÝíåòQ(t) (q1(t) êáé q2(t)) ðþò
áêñéâþò ìðïñïýí íá ðñïóäéïñéóèïýí ïé Üãíùóôåò ïñéæüíôéåò ìåôáôïðßóåéò U(t) (u1(t) êáé u2(t)) ìå
ìçôñùéêü óõìâïëéóìü; (ÃåíéêÜ ðÜëé, ÷ùñßò óõãêåêñéìÝíåò ðñÜîåéò ãéá ôï ðáñüí êôßñéï.) Ôþñá,
åÜí õðÜñ÷åé êáé ìçôñþï áðïóâÝóåùò C óôï êôßñéü ìáò: (æ:1) Ðüôå ìéëÜìå ãéá êëáóéêÞ áðüóâåóç;
(ç:1) Ðüôå ìðïñïýìå íá ãåíéêåýóïõìå ôçí ðñïçãïýìåíç ìÝèïäï áðïóõæåýîåùò ôùí äéáöïñéêþí
åîéóþóåùí êáé óå ðåñßðôùóç õðÜñîåùò áðïóâÝóåùò; (è:2) Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ íá åðáíáëç-
öèïýí ïé õðïëïãéóìïß ìå ìçôñþá ôïõ åñùôÞìáôïò (á) ãéá ôç ãåíéêüôåñç áõôÞ áðïóýæåõîç.

ÁÓÊÇÓÇ A216 (ÊåöÜëáéá Á12, Á13, ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí: Äéþñïöá Êôßñéá): ÌåëåôÜìå
éäåáôü äéþñïöï êôßñéï äéáôìÞóåùò ìå ìÜæåò ôùí ïñüöùí (óõãêåíôñùìÝíåò óôá ýøç ôùí ðëáêþí)
m1 = 2m êáé m2 = m (ìå ôï m ìéá ãíùóôÞ óôáèåñÜ ìÜæáò) óå éäéïôáëáíôþóåéò êáé ãåíéêüôåñá
óå åëåýèåñåò ôáëáíôþóåéò ÷ùñßò áðüóâåóç. Ôï óõììåôñéêü ìçôñþï äõóêáìøßáò K Ý÷åé óôïé÷åßá

k11 = k1 + k2, k12 = k21 = −k2 êáé k22 = k2 ìå k1 = 2k êáé k2 = k
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ìå ôçí ðïóüôçôá k ãíùóôÞ èåôéêÞ óôáèåñÜ äõóêáìøßáò. Õðï÷ñåùôéêÜ ìå ÷ñÞóç êáé ôïõ óõìâüëïõ
ù0 = √

k /m æçôïýíôáé: (á:1) Íá õðïëïãéóèåß êáé íá ãñáöåß ÷ùñßò ìçôñþá ôï ó÷åôéêü óýóôçìá
äéáöïñéêþí åîéóþóåùí. (â:1) Íá áíá÷èåß óå áëãåâñéêü óýóôçìá ìå ôç óõíçèéóìÝíç (ü÷é ôçí ôñï-
ðïðïéçìÝíç!) ìÝèïäï ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò. (ã:1) Íá âñåèåß ç ó÷åôéêÞ ÷áñáêôçñéóôéêÞ
åîßóùóç êáé (ä:1) íá õðïëïãéóèïýí ïé ëýóåéò ôçò. (å:1) Áðü áõôÝò íá ðñïóäéïñéóèïýí êáé ïé éäéï-
óõ÷íüôçôåò ù1, 2 ôïõ êôéñßïõ. (óô:1) Íá åöáñìïóèåß ôþñá êáé ç ìÝèïäïò ôçò ôñéãùíïìåôñéêÞò
áíôéêáôáóôÜóåùò (ìå óõíçìßôïíï) êáôåõèåßáí óôï áñ÷éêü óýóôçìá ìå ôá ìçôñþá M êáé K êáé íá
áíá÷èåß áõôü óôï éäéïðñüâëçìá ôçò ÄõíáìéêÞò ôùí Êáôáóêåõþí (êáé ðÜëé ìå ìçôñþá). (æ:1) Áðü
ôï éäéïðñüâëçìá áõôü íá õðïëïãéóèåß ç åîßóùóç éäéïóõ÷íïôÞôùí (Þ áðëïýóôåñá åîßóùóç óõ÷íï-
ôÞôùí) êáé ôÝëïò êáé (ç:1) ïé ßäéåò ïé éäéïóõ÷íüôçôåò ôïõ êôéñßïõ.

ÁÓÊÇÓÇ A217 (ÊåöÜëáéá Á12, Á13, ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí: Äéþñïöá Êôßñéá): Óõíå÷ß-
æïõìå ôçí ðñïçãïýìåíç Üóêçóç. Æçôïýíôáé åðßóçò: (á:1) Ï õðïëïãéóìüò ôùí éäéïìïñöþí ôáëá-
íôþóåùí ìå ôç ÷ñÞóç ôçò óõíçèéóìÝíçò êáíïíéêïðïéÞóåùò ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý êáé (â:1) ôï
ó÷åôéêü ìçôñþï éäéïìïñöþí. (ã:1) Íá ãßíïõí äýï ó÷Þìáôá ãéá ôïõò ôñüðïõò ôáëáíôþóåùò ôïõ
êôéñßïõ ìå âÜóç ôéò éäéïìïñöÝò ôüóï åõèýãñáììá üóï êáé êáìðõëüãñáììá, üðùò ðåñßðïõ åßíáé
óôçí ðñáãìáôéêüôçôá. (Íá ôåèïýí áñéèìçôéêÜ êáé ôá åýñç ôáëáíôþóåùí óôá ýøç ôùí ðëá-
êþí.) (ä:1) Íá åðáëçèåõèåß ç ïñèïãùíéüôçôá ôùí éäéïìïñöþí ùò ðñïò ôï ìçôñþï äõóêáìøßáò K.
(å:1) Ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ ìçôñþïõ éäéïìïñöþí íá äéáãùíéïðïéçèåß ôï ìçôñþï ìÜæáòM. (óô:1) Ðïéåò
åßíáé ïé ãåíéêåõìÝíåò ìÜæåò ôïõ ðáñüíôïò êôéñßïõ; (æ:1) Ôþñá óå åîáíáãêáóìÝíåò ôáëáíôþóåéò ìå
öïñôßóåéò p1(t) êáé p2(t) óôéò ðëÜêåò êáé ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace áðëÜ íá áíá-
÷èåß ôï óýóôçìá ôùí ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí (÷ùñßò ìçôñþá) óå óýóôçìá ãñáììéêþí
áëãåâñéêþí åîéóþóåùí, ÷ùñßò üìùò íá ëõèåß áõôü. (ç:1) Ðïéïò åßíáé ï ðáñïíïìáóôÞò Ä(s) óôç ëýóç
ôïõ áëãåâñéêïý óõóôÞìáôïò óå ðïëõùíõìéêÞ ìïñöÞ êáé ðþò èá ìðïñïýóå íá ðáñáãïíôïðïéçèåß
(÷ùñßò ðñÜîåéò: èá ìðïñïýóå . . . ) óôï ðáñüí ðñüâëçìá êáé ãéáôß;

A8.6. Ðïëõþñïöá éäåáôÜ êôßñéá äéáôìÞóåùò

ÁÓÊÇÓÇ A218 (ÊåöÜëáéá Á12, Á13, Á18, Á19, ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí: ÔñéþñïöáÊôßñéá):
Èåùñïýìå ôñéþñïöï éäåáôü êôßñéï äéáôìÞóåùò, ôï ïðïßï ðñïóåããßæåôáé áðü åðßðåäï ðëáßóéï. Ïé
ôñåéò ìÜæåò ôùí ïñüöùí åßíáé ãíùóôÝò: m1 (ôïõ ðñþôïõ), m2 (ôïõ äåõôÝñïõ) êáém3 (ôïõ ôñßôïõ).
Åßíáé åðßóçò ãíùóôÜ êáé ôá Ýîé óôïé÷åßá k11, k12, k13, k22, k23 êáé k33 ôïõ ìçôñþïõ äõóêáìøßáò K
ôïõ êôéñßïõ. Æçôïýíôáé: (á:6) Ìå ôç ÷ñÞóç óõíçìéôïíéêÞò ôñéãùíïìåôñéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò
ï ðñïóäéïñéóìüò ôçò áëãåâñéêÞò åîéóþóåùò éäéïóõ÷íïôÞôùí ãéá ôéò ôñåéò éäéïóõ÷íüôçôåò ùi ôïõ
êôéñßïõ óôç ìïñöÞ Dt(ù) = 0 ìå Dt(ù) êáôÜëëçëç ïñßæïõóá. (â:1) Ôé âáèìïý åßíáé; Ôé éäéüôçôåò
Ý÷ïõí ïé ñßæåò ôçò; (ã:1)Ðüóåò åßíáé ãåíéêÜ ïé éäéïóõ÷íüôçôåòùi ôïõ êôéñßïõ; ÌåôÜ æçôåßôáé ç åýñåóç
ôçò åîéóþóåùò éäéïóõ÷íïôÞôùí ãéá ôéò éäéïóõ÷íüôçôåòùi (ä:4) ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý
Fourier êáé (å:3) ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace ìå ìçäåíéêÝò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò, üðïõ
ðñïêýðôïõí ïé éäéïôéìÝò si. (óô:1) Ðïéá áðëÞ ó÷Ýóç óõíäÝåé ôï ùi êáé ôï áíôßóôïé÷ï si;

ÁÓÊÇÓÇ A219 (ÊåöÜëáéá Á12, Á13, ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí: Ôñéþñïöá Êôßñéá): Åäþ
ìåëåôÜìå ôéò éäéïôáëáíôþóåéò (ðñïöáíþò ÷ùñßò åîùôåñéêÞ öüñôéóç) óå Ýíá ôñéâÜèìéï ìç÷áíéêü
óýóôçìá ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý, åäþ óå éäåáôü óõììåôñéêü ôñéþñïöï êôßñéï äéáôìÞóåùò, ðïõ
ðñïóåããßæåôáé áðü áíôßóôïé÷ï ðëáßóéï. Ðñïêýðôåé ôï åîÞò óýóôçìá ôñéþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí
(óå ìçôñùúêÞ ìïñöÞ):

Mü+ Ku = 0 ìå u = u(t)

ôï äéÜíõóìá ôùí ïñéæüíôéùí ìåôáôïðßóåùí u1, 2, 3(t) ôùí ðëáêþí ôùí ôñéþí ïñüöùí: ðñþôïõ,
äåýôåñïõ êáé ôñßôïõ áíôßóôïé÷á. Ôï ìçôñþï M åßíáé ôï óôáèåñü êáé äéáãþíéï ìçôñþï ìÜæáò ìå
äéáãþíéá óôïé÷åßá m11 = 2m: ìÜæá ðëÜêáò ðñþôïõ ïñüöïõ, m22 = 2m: ìÜæá ðëÜêáò äåõôÝñïõ
ïñüöïõ êáé m33 = m: ìÜæá ðëÜêáò ôñßôïõ ïñüöïõ, ðïõ åßíáé êáé ç ìéêñüôåñç. Ôï óýìâïëï m
äçëþíåé ãíùóôÞ èåôéêÞ óôáèåñÜ ìÜæáò. Êáé ïé ôñåéò ðëÜêåò ôïõ êôéñßïõ èåùñïýíôáé Üêáìðôåò
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(óå áíôßèåóç ìå ôá õðïóôõëþìáôá, ðïõ åßíáé áðëÜ äýóêáìðôá). Ôï ìçôñþï K åßíáé ôï óôáèåñü
êáé óõììåôñéêü ìçôñþï äõóêáìøßáò ôïõ ôñéþñïöïõ êôéñßïõ ìå óôïé÷åßá

k11 = k22 = 2k, k33 = k, k12 = k21 = k23 = k32 = −k êáé k13 = k31 = 0.

Ôï óýìâïëï k äçëþíåé ìéá ãíùóôÞ èåôéêÞ óôáèåñÜ äõóêáìøßáò. Ðñïò äéåõêüëõíóç æçôåßôáé êáé
ç óõíå÷Þò êáé õðï÷ñåùôéêÞ ÷ñÞóç ôïõ óõìâüëïõ (âïçèçôéêÞò êõêëéêÞò óõ÷íüôçôáò) ù0 = √

k/m
óôç èÝóç ôçò óôáèåñÜò äõóêáìøßáò k. Æçôïýíôáé: (á:1) Ç ãñáöÞ ôïõ ðéï ðÜíù óõóôÞìáôïò
ôùí ôñéþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí óå ìç ìçôñùúêÞ (óõíÞèç) ìïñöÞ êáé ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ óõìâü-
ëïõ ù0 áíôß ãéá ôéò óôáèåñÝò m êáé k. (â:5) H åýñåóç ôùí éäéïóõ÷íïôÞôùí (öõóéêþí êõêëéêþí
óõ÷íïôÞôùí) ôáëáíôþóåùò ù1, 2, 3 ìå ù1 < ù2 < ù3 (ôåëéêÜ ìå ôÝóóåñá äåêáäéêÜ øçößá) ôïõ ìç-
÷áíéêïý áõôïý óõóôÞìáôïò õðï÷ñåùôéêÜ ìå ôç ìÝèïäï ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò (äçëáäÞ
ìå ôçí êáôÜëëçëç ÷ñÞóç ôçò åêèåôéêÞò óõíáñôÞóåùò) ãéá ôéò Üãíùóôåò ìåôáôïðßóåéò u1(t), u2(t)
êáé u3(t). ÐñÝðåé âÝâáéá íá åðéëõèåß êáé ç ó÷åôéêÞ (áëãåâñéêÞ) ÷áñáêôçñéóôéêÞ åîßóùóç p6(ì) = 0
ùò ðñïò ì. (ã:2) ÐáñéóôÜíåé ðñáãìáôéêÜ ôï ðéï ðÜíù óýóôçìá ôñéþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí Ýíá
÷ùñßò áðüóâåóç âÝâáéá ìç÷áíéêü óýóôçìá ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý Þ ü÷é; Ãéáôß;

ÁÓÊÇÓÇ A220 (ÊåöÜëáéá Á12, Á13, ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí: Ôñéþñïöá Êôßñéá): Óõíå÷ß-
æïõìå ôçí ðñïçãïýìåíç Üóêçóç. Æçôïýíôáé: (á:5) Íá õðïëïãéóèïýí áêñéâþò ïé ßäéåò ôñåéò éäéï-
óõ÷íüôçôåò ù1, 2, 3 (ðÜëé ìå ù1 < ù2 < ù3) ôïõ ôñéþñïöïõ éäåáôïý êôéñßïõ ôçò ðñïçãïýìåíçò
áóêÞóåùò, áëëÜ ôþñá ìå êáôÜëëçëåò óõíçìéôïíéêÝò õðïèÝóåéò ãéá ôéò ôñåéò Üãíùóôåò óõíáñôÞóåéò
u1, 2, 3(t): ð.÷. u1(t) = Á cos (ùt − á) (ìå ôï Á óõíôåëåóôÞ êáé ôï á ãùíßá öÜóåùò) ãéá ôçí ðñþôç
áðü áõôÝò. (â:2) Ãéá ðïéïí áêñéâþò ëüãï åðéôñÝðïíôáé åäþ ôÝôïéåò áðëÝò óõíçìéôïíéêÝò áíôéêá-
ôáóôÜóåéò ãéá ôéò Üãíùóôåò óõíáñôÞóåéò, ðïõ ðáñáêÜìðôïõí ôç ãåíéêüôåñç ìÝèïäï ôçò åêèåôéêÞò
áíôéêáôáóôÜóåùò ôçò ðñïçãïýìåíçò áóêÞóåùò; (ã:1) ÅéäéêÜ åäþ ðïéá áêñéâþò áíôéêáôÜóôáóç:
ç åêèåôéêÞ (ðñïçãïýìåíç Üóêçóç) Þ ç óõíçìéôïíéêÞ (ðáñïýóá Üóêçóç) åßíáé óáöþò áðëïýóôåñç
ãéá ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü; Ãéá ðïéï ëüãï;

ÁÓÊÇÓÇ A221 (ÊåöÜëáéá Á12, Á13, ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí: Ôåôñáþñïöá Êôßñéá): Èåù-
ñïýìå ôåôñáþñïöï éäåáôü êôßñéï äéáôìÞóåùò ìå ìÜæåò ôùí ïñüöùí mi (i = 1, 2, 3, 4). Ôï ìçôñþï
äõóêáìøßáò ìå óôïé÷åßá kij (i, j = 1, 2, 3, 4) åßíáé åðßóçò ãíùóôü. Æçôïýíôáé: (á:1) Ãéá éäéïôáëáíôþ-
óåéò íá áíáöåñèåß ôï óýóôçìá ôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ãéá ôéò ïñéæüíôéåò ìåôáôïðßóåéò ui(t)
ôùí ðëáêþí óå ìçôñùéêÞ ìïñöÞ. (â:1) Íá ìåôáôñáðåß óå ìç ìçôñùéêÞ ìïñöÞ. (ã:2) Áðü ôç ìç
ìçôñùéêÞ ìïñöÞ ìå ôç ìÝèïäï ôçò ôñéãùíïìåôñéêÞò (åäþ çìéôïíéêÞò!) áíôéêáôáóôÜóåùò ôï ó÷å-
ôéêü óýóôçìá ôùí ãñáììéêþí áëãåâñéêþí åîéóþóåùí. (ä:1) Ç ìåôáôñïðÞ ôïõ óå ìçôñùéêÞ ìïñöÞ
êáé åðßóçò. (óô:3) Áðü ôç ìçôñùéêÞ ìïñöÞ ôïõ áëãåâñéêïý óõóôÞìáôïò ç åýñåóç ôçò åîéóþóåùò
éäéïóõ÷íïôÞôùí (Þ áðëïýóôåñá åîéóþóåùò óõ÷íïôÞôùí) ôïõ êôéñßïõ.

ÁÓÊÇÓÇ A222 (ÊåöÜëáéá Á12, Á13, Á18, Á19, ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí: Ðïëõþñïöá Êôß-
ñéá): Óå éäåáôü êôßñéï äéáôìÞóåùò ìå n ïñüöïõò æçôïýíôáé: (á:1) Ïé ðáñáäï÷Ýò ïé ïðïßåò ãßíïíôáé
óõíÞèùò áðü ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü (ìå ëåðôïìÝñåéåò). (â:1) Èåùñïýìå ôþñá Ýíá ôÝôïéï êôßñéï
ìå ãíùóôÜ ôá ìçôñþá ìÜæáò M, äõóêáìøßáò K êáé áðïóâÝóåùò

C = cK

(åäþ ðñüêåéôáé ãéá áíáëïãéêÞ áðüóâåóç ìå ôï c ãíùóôÞ èåôéêÞ óôáèåñÜ) êáé ôï äéÜíõóìá öïñôß-
óåùò p(t) (äéÜíõóìá óôÞëçò) óôá ýøç ôùí ðëáêþí ôùí ïñüöùí. Ìå ôç óõíå÷Þ ÷ñÞóç ìçôñþùí
(ìçôñùéêÞ ãñáöÞ) ðïéï åßíáé ôï ó÷åôéêü óýóôçìá äéáöïñéêþí åîéóþóåùí; (ã:4) Ìå ãíùóôü êáé ôï
ìçôñþï éäéïìïñöþí Ö íá áðïóõæåõ÷èåß ëåðôïìåñþò ôï ðéï ðÜíù óýóôçìá äéáöïñéêþí åîéóþ-
óåùí (óå ìçôñùéêÞ ãñáöÞ ðÜëé ìåôÜ ôçí áðïóýæåõîç). (ä:1) Íá ãñáöïýí ôþñá óå óõíçèéóìÝíç
ìïñöÞ (äçëáäÞ ÷ùñßò ðéá ìçôñþá) ïé náðïóõæåõãìÝíåò (äéáãùíéïðïéçìÝíåò) äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò
(áðëÜ ìå ôç ÷ñÞóç äåßêôç k = 1, 2, . . . , n) êáé ôÝëïò (å:1) Íá ìåôáôñáðïýí óå áëãåâñéêÝò åîéóþóåéò
ìå ôçí êáôÜëëçëç ÷ñÞóç ôçò ìåèüäïõ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier, áëëÜ ÷ùñßò ôéò áíôéóôñïöÝò.
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ÅÖÁÑÌÏÓÌÅÍÅÓ ÁÓÊÇÓÅÉÓ ÉÉ:
ÏÌÁÄÅÓ ÁÓÊÇÓÅÙÍ

ÃÉÁ ÅÐÉËÕÓÇ ÁÍÁ ÅÂÄÏÌÁÄÁ

ÏÌÁÄÁ ÅÌÉÉ-Á

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉ-A1 ([×] ÔÜîç êáé ÌåôáâëçôÝò ÄéáöïñéêÞò Åîéóþóåùò, EîáíáãêáóìÝíåò Ôáëá-
íôþóåéò, Êßíçóç ìå Áíôßóôáóç, Äïêüò åðß ÅëáóôéêÞò ÂÜóåùò): Ðïéåò åßíáé ç ôÜîç, ç áíåîÜñôçôç
ìåôáâëçôÞ êáé ç Üãíùóôç óõíÜñôçóç (Þ åîáñôçìÝíç ìåôáâëçôÞ) óôéò ôñåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò

ü(t) + ù2
0u(t) = p0 (åîáíáãêáóìÝíåò ôáëáíôþóåéò ìå óôáèåñÞ öüñôéóç p0),

mẍ(t) + cẋ(t) = F0 (êßíçóç ìå óôáèåñÞ åîùôåñéêÞ äýíáìç F0 êáé áíôßóôáóç cẋ(t)),

EIv′′′′(x) + kv(x) = p0 (äïêüò åðß åëáóôéêÞò âÜóåùò ìå ïìïéüìïñöç öüñôéóç p0)

ìå ôá óýìâïëá ù0, p0, m, c, F0, E, I êáé k íá äçëþíïõí åäþ óôáèåñÝò;

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉ-A2 ([×] ÄõíáìéêÞ: Äåýôåñïò Íüìïò ôïõ Íåýôùíá): Æçôïýíôáé: (á) Ðïéïò åßíáé
ï äåýôåñïò íüìïò ôïõ Íåýôùíá óôçí åõèýãñáììç êßíçóç õëéêïý óçìåßïõ êáôÜ ìÞêïò ôïõ Üîïíá x;
Óå ìéá ôÝôïéá êßíçóç ãåíéêÜ ìéëþíôáò ìåôáâëçôÝò åßíáé ç èÝóç x, ç ôá÷ýôçôá v, ç åðéôÜ÷õíóç a êáé
ï ÷ñüíoò t. (â) Ðïéåò ó÷åôéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò éó÷ýïõí óõìðåñéëáìâÜíïíôáò êáé åêåßíåò ðïõ
óõíäÝïõí ôç èÝóç x(t) ìå ôçí ôá÷ýôçôá v(t) êáé ôçí ôá÷ýôçôá v(t) ìå ôçí åðéôÜ÷õíóç a(t); (ã) Ðïéá
ìïñöÞ ðáßñíåé ï íüìïò ôïõ Íåýôùíá ìå ìåôáâëçôÝò ôçí ôá÷ýôçôá v = v(x) (ðïõ èåùñåßôáé åäþ
óáí óõíÜñôçóç ôçò èÝóåùò x) êáé ôç èÝóç x óôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóç ðïõ F = F(x); (ä) Ðïéï ó÷åôéêü
åíåñãåéáêü èåþñçìá ìðïñåß íá ðñïêýøåé ìå ïëïêëÞñùóç;

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉ-A3 ([×] ÄõíáìéêÞ: Êáôáêüñõöç Êßíçóç Õëéêïý Óçìåßïõ): Æçôïýíôáé: (á) Óå
êáôáêüñõöç êßíçóç õëéêïý óçìåßïõ ìÜæáò m óôï ãÞéíï ðåäßï âáñýôçôáò (ìå åðéôÜ÷õíóç −g,
äçëáäÞ ìå èåôéêÞ öïñÜ ôçò êéíÞóåùò ðñïò ôá ðÜíù) ðïéá åßíáé ç ó÷åôéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå
Üãíùóôç óõíÜñôçóç ôç èÝóç x = x(t) ôïõ õëéêïý óçìåßïõ; (â) Ðïéá åßíáé ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò (ìå äýï
óôáèåñÝò C1 êáé C2); (ã) Ðïéá åßíáé ç áíôßóôïé÷ç ìåñéêÞ (Þ åéäéêÞ) ëýóç ðïõ åðáëçèåýåé ôéò äýï
áñ÷éêÝò óõíèÞêåò x(0) = x0 êáé ẋ(0) = v0 ôçí áñ÷éêÞ ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t = 0;

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉ-A4 ([×] ÄõíáìéêÞ: Êáôáêüñõöç Êßíçóç Õëéêïý Óçìåßïõ ìå Áíôßóôáóç ôïõ
ÁÝñá): Æçôïýíôáé: (á) Óå êáôáêüñõöç êßíçóç õëéêïý óçìåßïõ ìÜæáò m óôï ãÞéíï ðåäßï âáñý-
ôçôáò (ìå åðéôÜ÷õíóç −g, äçëáäÞ ìå èåôéêÞ öïñÜ ôçò êéíÞóåùò ðñïò ôá ðÜíù) êáé áíôßóôáóç
ôïõ áÝñá áíÜëïãç ôçò ôá÷ýôçôáò Fr = cv(t) ðïõ áíèßóôáôáé óôçí êßíçóç, ðïéá åßíáé ç ó÷åôéêÞ
äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå Üãíùóôç óõíÜñôçóç ôçí ôá÷ýôçôá v = v(t); ÕðÜñ÷åé äéáöïñÜ óôçí êßíçóç
(i) ðñïò ôá ðÜíù êáé (ii) ðñïò ôá êÜôù üóïí áöïñÜ óôç ó÷åôéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç Þ ü÷é; Ãéáôß;
(â) Ðïéá åßíáé ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (ìå ìßá óôáèåñÜ C) ìå ôç ÷ñÞóç ôçò ìåèüäïõ
ôùí ÷ùñéæüìåíùí ìåôáâëçôþí; (ã) Ç áíôßóôïé÷ç ìåñéêÞ (Þ åéäéêÞ) ëýóç, áí v(0) = v0 ôç ÷ñïíéêÞ
óôéãìÞ t = 0; (ä) Ç áíôßóôïé÷ç èÝóç x = x(t) õðïèÝôïíôáò ìÜëéóôá üôé x(0) = x0 îáíÜ ôç ÷ñïíéêÞ
óôéãìÞ t = 0;
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ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉ-A5 ([× êáé Õ] ÅðáëÞèåõóç Ëýóåùí Äéáöïñéêþí Åîéóþóåùí, ÄõíáìéêÞ êáé Ôá-
ëáíôþóåéò): Íá åðáëçèåõèåß üôé ç êëáóéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôïõ áñìïíéêïý ôáëáíôùôÞ óôç Äõ-
íáìéêÞ êáé ôéò Ôáëáíôþóåéò óå ìïíïâÜèìéï (äçëáäÞ ìå Ýíá âáèìü åëåõèåñßáò) ìç÷áíéêü óýóôçìá
õëéêïý óçìåßïõ--åëáôçñßïõ (Þ ìÜæáò--åëáôçñßïõ)

ü(t) + ù2
0u(t) = 0

ìå u = u(t) ôç ìåôáôüðéóç ôïõ õëéêïý óçìåßïõ ùò ðñïò ôç èÝóç éóïññïðßáò ôïõ u = 0, t ôï ÷ñüíï
êáé ù0 ôç óõ÷íüôçôá (åííïåßôáé ôçí êõêëéêÞ óõ÷íüôçôá, ó÷åäüí ðÜíôïôå áõôÞ ÷ñçóéìïðïéåßôáé
áðü ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü) ôçò ôáëáíôþóåùò (÷ùñßò áðüóâåóç: c = 0, ïýôå åöáñìïæüìåíç
åîùôåñéêÞ äýíáìç: p(t) ≡ 0) Ý÷åé ãåíéêÞ ëýóç ôçò ìïñöÞò

u(t) = A cosù0t + B sinù0t

ìå ôá A êáé B áõèáßñåôåò óôáèåñÝò. (Õðüäåéîç: Ôï ù0 óôç Mathematica ìå Esc Ëáôéíéêü ï Esc 0
÷ùñßò äåßêôç. Íá áðïöåýãïíôáé ïé äåßêôåò óôç Mathematica. Ïé åêèÝôåò íáé ìå Ctrl 6 Þ éóïäýíáìá
Ctrl ˆ.)

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉ-Á6 ([×] Ó÷çìáôéóìüò ÄéáöïñéêÞò Åîéóþóåùò): Æçôïýíôáé: (á) Íá ó÷çìáôéóèåß
(íá êáôáóêåõáóèåß) ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç äåõôÝñáò ôÜîåùò ðïõ áíôéóôïé÷åß óôç äéðáñáìåôñéêÞ
ïéêïãÝíåéá êáìðýëùí (óõíáñôÞóåùí)

u(t) = A cosh at + B sinh at

ìå áðáëïéöÞ ôùí ðáñáìÝôñùí Á êáé Â (ü÷é üìùò êáé ôçò óôáèåñÜò a). (â) Íá äïèïýí Ýîé ÷áñáêôç-
ñéóìïß ôçò äéáöïñéêÞò áõôÞò åîéóþóåùò. (ã) Íá åðáëçèåõèåß üôé ç ðéï ðÜíù ïéêïãÝíåéá êáìðýëùí
áðïôåëåß ëýóç ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ðïõ ðñïÝêõøå. (ä) Ìå äïóìÝíåò ôéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò
u(0) = u0 êáé u̇(0) = v0 (ðñüâëçìá áñ÷éêþí ôéìþí) ãéá ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôïõ åñùôÞìáôïò (á)
íá âñåèåß ç ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò áõôïý. (å) Ìå âÜóç êáé ôï ðñïçãïýìåíï åñþôçìá íá åîç-
ãçèåß ãéáôß ç ðéï ðÜíù ïéêïãÝíåéá êáìðýëùí åßíáé ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ôïõ
åñùôÞìáôïò (á). (óô) Íá ó÷çìáôéóèåß ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôçò ïéêïãÝíåéáò ôùí êáìðýëùí ôïõ
åñùôÞìáôïò (á), áëëÜ ôþñá ìå ôçí áðáëïéöÞ êáé ôùí ôñéþí óôáèåñþí A, B êáé a èåùñþíôáò ôéò êáé
ôéò ôñåéò áõèáßñåôåò óôáèåñÝò. (æ) Íá äïèïýí ïé âáóéêïß ÷áñáêôçñéóìïß ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò
ðïõ ðñïÝêõøå.

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉ-Á7 ([×] Ó÷çìáôéóìüò ÄéáöïñéêÞò Åîéóþóåùò. ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí:
Äïêïß): Äßíåôáé ç ïéêïãÝíåéá ôùí êáìðýëùí

X(x) = A coshâx + B sinhâx + C cosâx + D sinâx

ìå ôá A, B, C êáé D áõèáßñåôåò óôáèåñÝò. Ç ïéêïãÝíåéá áõôÞ áíáöÝñåôáé óå ðñüâëçìá äõíáìéêÞò
êáôáðïíÞóåùò äïêïý. Æçôïýíôáé: (á) Ç ó÷åôéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôåôÜñôçò ôÜîåùò ìå áðá-
ëïéöÞ ôùí óôáèåñþí áõôþí. (â) Ç åðáëÞèåõóÞ ôçò. (ã) Íá áíáöåñèïýí ïé ó÷åôéêÝò óõíïñéáêÝò
óõíèÞêåò ãéá ðñüâïëï ìÞêïõò L (ìå 0 ≤ x ≤ L). ÁíÜëïãá ãéá (ä) áìößðáêôç äïêü êáé (å) ãéá
áìöéÝñåéóôç äïêü.

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉ-Á8 ([×] Íüìïò ôïõ Íåýôùíá, Ôáëáíôþóåéò): Æçôïýíôáé: (á) Õðï÷ñåùôéêÜ ìå
ôç ÷ñÞóç ôïõ äåýôåñïõ íüìïõ ôïõ Íåýôùíá ç ëåðôïìåñÞò êáôáóêåõÞ ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò
ôùí åîáíáãêáóìÝíùí áñìïíéêþí ôáëáíôþóåùí ÷ùñßò áðüóâåóç óå ìç÷áíéêü óýóôçìá õëéêïý
óçìåßïõ (ìÜæáò m) êáé åëáôçñßïõ (óôáèåñÜò k). (â) Íá áíáöåñèåß ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò äéáöïñéêÞò
áõôÞò åîéóþóåùò. (ã) Íá âñåèåß ç ëýóç ôïõ áíôßóôïé÷ïõ ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêþí ôéìþí ìå áñ÷éêÝò
óõíèÞêåò ôéò åîÞò äýï óõíèÞêåò: u(0) = u0 (áñ÷éêÞ ìåôáôüðéóç) êáé u̇(0) = v0 (áñ÷éêÞ ôá÷ýôçôá).
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ÏÌÁÄÁ ÅÌÉÉ-B

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉ-B1 ([Õ] Ôáëáíôþóåéò): Èåùñïýìå ôéò åëåýèåñåò ôáëáíôþóåéò ìïíïâÜèìéïõ ìç-
÷áíéêïý óõóôÞìáôïò õëéêïý óçìåßïõ (ìÜæáò m) -- åëáôçñßïõ (óôáèåñÜò k). Æçôïýíôáé:

(á) Ç ó÷åôéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç (differential equation) de1a ãéá ôç ìåôáôüðéóç u(t) ôïõ õëéêïý
óçìåßïõ áðü ôç èÝóç éóïññïðßáò ôïõ u = 0. Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

de1a = m u’’[t] + k u[t] == 0

(â) Óå ëßóôá ïé ÷áñáêôçñéóìïß char1a ôçò äéáöïñéêÞò áõôÞò åîéóþóåùò. Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóé-
ìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

char1a = {"óõíÞèçò äéáöïñéêÞ åîßóùóç", "äåõôÝñáò ôÜîåùò", "ðñþôïõ âáèìïý", "ãñáììéêÞ",
"ïìïãåíÞò", "ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò"}}

Õðüäåéîç: Ðñïóï÷Þ óôéò óõìâïëïóåéñÝò (strings), üðùò åßíáé ïé ðáñáðÜíù ÷áñáêôçñéóìïß. ÐñÝðåé
íá åßíáé ìÝóá óå åéóáãùãéêÜ áêñéâþò üðùò ðéï ðÜíù. Åðßóçò ôá óôïé÷åßá ìéáò ëßóôáò ÷ùñßæïíôáé
ìå êüììáôá.

(ã) Ç ëýóç (solution) sol1a ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (differential equation) de1a ìå ôç ÷ñÞóç
ôçò åíôïëÞò DSolve. Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

sol1a = DSolve[de1a, u[t], t]

(ä) Ç óõíÜñôçóç us1a(t) ðïõ áíôéóôïé÷åß óôç ëýóç áõôÞ sol1a. Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß
ç åíôïëÞ

us1a[t_] = sol1a[[1, 1, 2]]

Ïé áãêýëåò ãéá ôá óôïé÷åßá ëßóôáò ìå Esc [[ Esc (áñéóôåñÞ äéðëÞ áãêýëç) êáé Esc ]] Esc (äåîéÜ äéðëÞ
áãêýëç). Óôéò åíôïëÝò ðïõ ïñßæïõí óõíáñôÞóåéò ðáñÜêëçóç ãéá ôç ÷ñÞóç ôïõ óõìâüëïõ = áíôß
ãéá ôï óýìâïëï :=, þóôå íá âëÝðïõìå áìÝóùò áí ç óõíÜñôçóç (åäþ ç us1a[t_]) ïñßóèçêå óùóôÜ
Þ ü÷é (Üìåóïò õðïëïãéóìüò ôçò óõíáñôÞóåùò, ü÷é êáèõóôåñçìÝíïò üôáí ôç ÷ñåéáóèïýìå). Óôï
äåîéü ìÝëïò ôçò åíôïëÞò áõôÞò ïé áñéèìïß 1, 1, 2 äçëþíïõí ôï ðñþôï óôïé÷åßï ôçò ëßóôáò sol1a
(ôï ðñþôï 1), óôç óõíÝ÷åéá ôï ðñþôï óôïé÷åßï ôçò íÝáò ëßóôáò ðïõ ðñïêýðôåé (ôï äåýôåñï 1) êáé
ôÝëïò ôï äåýôåñï óôïé÷åßï ôçò ôåëåõôáßáò ëßóôáò (ôï 2).

(å) Áðüðåéñá (äõóôõ÷þò åäþ áíåðéôõ÷Þò) ãéá ôçí åðáëÞèåõóç ver1a (verification) ôçò ëýóåùò
us1a(t). Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

ver1a = de1a /. u -> us1a

Ï ëüãïò ðïõ äåí ðÝôõ÷å ç åðáëÞèåõóç áõôÞ äåí åßíáé üôé õðÜñ÷åé êÜðïõ ëÜèïò. Åßíáé áðëÜ üôé
ç Mathematica ÷ñåéÜæåôáé íá áðëïðïéÞóåé ôï áðïôÝëåóìá ìå ôçí åíôïëÞ áðëïðïéÞóåùò Simplify.
Áò êÜíïõìå ôçí áðëïðïßçóç áõôÞ ìå ôçí åíôïëÞ

ver1a // Simplify

Ôþñá ðñïêýðôåé áðïôÝëåóìá (Ýîïäïò ôçò Mathematica) True (áëçèÝò), ðïõ äåß÷íåé ôçí ïñèüôçôá
ôçò ëýóåùò. ÖõóéêÜ áõôü ìðïñåß íá ãßíåé êáé êáôåõèåßáí ìå ôç óõíèåôüôåñç åíôïëÞ

ver1a = de1a /. u -> us1a // Simplify

êáé ãåíéêÜ áðáéôåßôáé áðëïðïßçóç (ìå ôçí åíôïëÞ Simplify) óôéò åðáëçèåýóåéò. ÌåñéêÝò öïñÝò
(ü÷é óõ÷íÜ) åßíáé áíáãêáßá ç ÷ñÞóç ôçò áêüìç ðéï éó÷õñÞò åíôïëÞò FullSimplify ãéá ôçí ðëÞñç
áðëïðïßçóç ìéáò ðáñáóôÜóåùò ôçò Mathematica.

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉ-B2 ([Õ] Ôáëáíôþóåéò): Óõíå÷ßæïíôáò ôçí ðñïçãïýìåíç Üóêçóç, èåùñïýìå êáé
ðÜëé ôéò åëåýèåñåò ôáëáíôþóåéò ìïíïâÜèìéïõ ìç÷áíéêïý óõóôÞìáôïò õëéêïý óçìåßïõ (ìÜæáò m) --
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åëáôçñßïõ (óôáèåñÜò k). Æçôïýíôáé:

(á) Ç åîïéêåßùóç ìå ôï «ìáýñéóìá» (ìå ôï ðïíôßêé) ôùí äéÜöïñùí êáôáêüñõöùí ìðëå ãñáììþí
ðïõ Ý÷ïõí Þäç åìöáíéóèåß äåîéÜ óôçí ðñïçãïýìåíç Üóêçóç êáé ôùí åóùôåñéêþí (ðñïò ôéò åíôïëÝò)
êáé ôùí åíäéÜìåóùí êáé ôùí åîùôåñéêþí (ðñïò ôï äåîéü Üêñï ôçò ïèüíçò). Óôç óõíÝ÷åéá ôï «ìáý-
ñéóìá» ôçò êáôÜëëçëçò êáôáêüñõöçò ìðëå ãñáììÞò äåîéÜ ðïõ ðåñéëáìâÜíåé üëç ôçí åíüôçôá ôçò
ðñïçãïýìåíçò áóêÞóåùò (áêñéâþò üëç ôçí Üóêçóç: ïýôå ðåñéóóüôåñï ïýôå ëéãüôåñï) êáé ôåëåéþ-
íåé ìáæß ìå ôçí ðñïçãïýìåíç Üóêçóç. ÌåôÜ ôï «ìáýñéóìá» áõôü ç áíôéãñáöÞ ôçò ðñïçãïýìåíçò
áóêÞóåùò óôïí ðßíáêá óçìåéþóåùí (clipboard) ôùí Windows ìå Ctrl c (Þ ìå Edit -> Copy) êáé ìåôÜ
ç åðéêüëëçóÞ ôçò ìåôÜ ôï ôÝëïò ôçò ðñïçãïýìåíçò áóêÞóåùò ìå Ctrl v (Þ ìå Edit -> Paste). Áõôü
ðïõ ðåôõ÷áßíïõìå Ýôóé åßíáé íá Ý÷ïõìå Ýíá ðñþôï ó÷Ýäéï ãéá ôçí ðáñïýóá Üóêçóç ðïõ äå äéá-
öÝñåé êáé ðÜñá ðïëý áðü ôçí ðñïçãïýìåíç: áöïñÜ êáé áõôÞ óå ôáëáíôþóåéò ôïõ ßäéïõ áêñéâþò
ìç÷áíéêïý óõóôÞìáôïò.

(â) Ç åðßëõóç ôçò ðñïçãïýìåíçò áóêÞóåùò, áëëÜ ôþñá ìå ôç ÷ñÞóç ôçò êõêëéêÞò éäéïóõ÷íü-
ôçôáò (Þ öõóéêÞò êõêëéêÞò óõ÷íüôçôáò) ù0 (óôç Mathematica ôï ù ìå Esc Ëáôéíéêü ï Esc êáé ôï
ìçäÝí ÷ùñßò äåßêôç: ù0) áíôß ãéá ôá äýï îå÷ùñéóôÜ óýìâïëá m (ìÜæá) êáé k (óôáèåñÜ åëáôçñßïõ).
Õðüäåéîç: Ïé åêèÝôåò óôçMathematica ìå Ctrl 6 (Þ ìå Ctrl êáé ÃáëëéêÞ ðåñéóðùìÝíç ðÜíù áðü ôï 6
êáé áõôÞ!), åðÜíïäïò óôçí êáíïíéêÞ ãñáöÞ ìå Ctrl êáé ôï ðëÞêôñï ôïõ êåíïý êÜôù óôï êÝíôñï ôïõ
ðëçêôñïëïãßïõ. Óôçí åðßëõóç áõôÞ æçôåßôáé ç ÷ñÞóç ôùí óõìâüëùí ìå b áíôß ãéá a, äçëáäÞ ôùí
óõìâüëùí de1b, char1b, sol1b, us1b[t_] êáé ver1b. Õðüäåéîç: Áõôü ðñÝðåé íá ãßíåé ìå äéïñèþóåéò
óôçí ðñïçãïýìåíç Üóêçóç êáé ü÷é ìå îáíáãñÜøéìï ôùí åíôïëþí! ÅéäéêÜ ãéá ôçí åðáëÞèåõóç ver1b
æçôåßôáé áõôÞ íá ãßíåé êáôåõèåßáí ìå ôç ÷ñÞóç êáé ôçò åíôïëÞò áðëïðïéÞóåùò Simplify, äçëáäÞ
ôçò ôåëåõôáßáò åíôïëÞò ôçò ðñïçãïýìåíçò áóêÞóåùò. Ïé äýï åíôïëÝò ðïõ ðñïçãïýíôáé áõôÞò,
äçëáäÞ ç äåýôåñç êáé ç ôñßôç åíôïëÞ áðü ôï ôÝëïò ôçò ðñïçãïýìåíçò áóêÞóåùò, ðñÝðåé óôçí
Üóêçóç áõôÞ, ü÷é óôçí ðñïçãïýìåíç Üóêçóç, íá óâçóèïýí. Ôï óâÞóéìï áõôü ãßíåôáé ìå «ìáýñé-
óìá» ôùí äýï ó÷åôéêþí êáôáêüñõöùí ìðëå ãñáììþí äåîéÜ ôïõò (áí åßíáé äõíáôüí êáé ôùí äýï
ìáæß) êáé óôç óõíÝ÷åéá ìå Ctrl x (Þ áðü ôá menu ìå Edit -> Cut).

Íá ìç ëçóìïíçèåß âÝâáéá üôé üëåò ïé åíôïëÝò óôçí ðáñïýóá Üóêçóç ðñÝðåé íá åêôåëåóèïýí
óôç Mathematica, þóôå íá ðÜñïõìå ôá íÝá áðïôåëÝóìáôÜ ìáò ìå ÷ñÞóç ôçò éäéïóõ÷íüôçôáò ù0.

Õðüäåéîç: ÊáôÜ ôç äéÜñêåéá ôùí õðïëïãéóìþí áõôþí çMathematica äéåñùôÜôáé ìÞðùò ôõ÷üí
êáé êÜíáìå ëÜèïò ìå ôç ÷ñÞóç óôçí Üóêçóç áõôÞ ðáñáðëÞóéùí óõìâüëùí (ìå b) ìå åêåßíá ôçò
ðñïçãïýìåíçò áóêÞóåùò (ìå a). Åìåßò üìùò äåí êÜíáìå ëÜèïò! ¢ñá áãíïïýìå ôéò ðñïåéäïðïéÞóåéò
ôçòMathematica ãéá ðéèáíü ïñèïãñáöéêü ëÜèïò óôéò ó÷åôéêÝò ìðëå ãñáììÝò ìå ôï ðñïåéäïðïéçôéêü
êåßìåíï ìåôÜ áðü êÜèå åíôïëÞ óôçí Üóêçóç áõôÞ. Óôï ôÝëïò ìÜëéóôá áðáëåßöïõìå ôéò ìðëå áõôÝò
ãñáììÝò ìåCtrl x (Þ áðü ôámenu ìå Edit -> Cut), üðùò Þäç åîçãÞóáìå. (Ç ßäéá áðáëïéöÞ ìðïñåß íá
ãßíåé êáé ìå äåýôåñç åêôÝëåóç ôùí ßäéùí åíôïëþí. Áõôü üìùò ìáò ÷áëÜåé ôçí áñßèìçóç ôùí åíôïëþí
ìåôÜ ôçí ðñþôç Üóêçóç, áí äåí åßíáé Þäç ÷áëáóìÝíç . . . , êáé åßíáé óêüðéìï íá áðïöåýãåôáé êáôÜ
ôï äõíáôüí.) Ôåëåéþóáìå Ýôóé åðéôõ÷þò êáé ôçí Üóêçóç áõôÞ. Ðñï÷ùñÜìå . . . !

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉ-B3 ([Õ] Ôáëáíôþóåéò): Óõíå÷ßæïíôáò ôçíáìÝóùòðñïçãïýìåíçÜóêçóç, æçôåßôáé
ç åêôÝëåóç ôùí ßäéùí õðïëïãéóìþí, üðùò êáé óôçí áìÝóùò ðñïçãïýìåíç Üóêçóç, áëëÜ ôþñá óå
åîáíáãêáóìÝíåò ôáëáíôþóåéò ìå óôáèåñÞ öüñôéóç (åîùôåñéêÞ äýíáìç) p0, ôï ìçäÝí ÷ùñßò äåßêôç,
p0, óôçMathematica. (ÂÝâáéá íá ìçí îáíáãñáöïýí áðü ôçí áñ÷Þ ïé åíôïëÝò!) Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß
êáé ðÜëé ç êõêëéêÞ éäéïóõ÷íüôçôá ù0 áñéóôåñÜ êáé ç áíçãìÝíç öüñôéóç p0 /m äåîéÜ. Íá ãßíåé êáé
ç áëëáãÞðïõðñÝðåé óôïõò ÷áñáêôçñéóìïýò ôçò íÝáò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò. ÅðåéäÞ ôþñá Ý÷ïõìå
åîáíáãêáóìÝíåò ôáëáíôþóåéò, áëëÜæïõìå ôá óýìâïëá óôá íÝá óýìâïëá de2, char2, sol2, us2[t_]
êáé ver2. ÔÝëïò ó´ Ýíá ó÷üëéï (óå ðáñÜãñáöï êåéìÝíïõ ìå Alt 7 Þ ìå Format -> Style -> Text) íá
áíáöåñèåß áí ðÝôõ÷å Þ ü÷é ç åðßëõóç ôçò áóêÞóåùò êáé ç åðáëÞèåõóç ôçò ëýóåùò ðïõ âñÝèçêå.
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ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉ-B4 ([Õ] Ôáëáíôþóåéò): Óõíå÷ßæïíôáò ôçíáìÝóùòðñïçãïýìåíçÜóêçóç, æçôåßôáé
ç åêôÝëåóç ôùí ßäéùí õðïëïãéóìþí, üðùò êáé óôçí ðñïçãïýìåíç Üóêçóç, óôéò ßäéåò åîáíáãêáóìÝ-
íåò ôáëáíôþóåéò, áëëÜ ôþñá êáé ìå áðüóâåóç ôùí ôáëáíôþóåùí ìå ëüãï áðïóâÝóåùò î (óôç
Mathematica ôï î ìå Esc x Esc Þ ìå Åëëçíéêü î, áí êáé ç äõíáôüôçôá áõôÞ äåí ðñïôéìÜôáé!) êáé
ìå ôç ÷ñÞóç óõìâüëùí ìå 3 (ü÷é ðéá ìå 2), äçëáäÞ ôùí óõìâüëùí de3, char3, sol3, us3[t_] êáé
ver3. ÅðéðëÝïí íá ãßíåé ðñþôá áðüðåéñá åðáëçèåýóåùò ÷ùñßò ôç ÷ñÞóç ôçò åíôïëÞò áðëïðïéÞ-
óåùò Simplify êáé Ýðåéôá íá äïèåß ç ó÷åôéêÞ óõíèåôüôåñç åíôïëÞ (ìå Simplify). Åðßóçò áìÝóùò
ìåôÜ ôïí õðïëïãéóìü ôçò ó÷åôéêÞò óõíáñôÞóåùò us3[t_] íá ãñáöåß êáé ç áíôßóôïé÷ç ìïñöÞ ôçò
áðïêëåéóôéêÜ ìå õðåñâïëéêÝò óõíáñôÞóåéò. Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

us3[t] // ExpToTrig

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉ-B5 ([× êáé Õ] ÅðáëÞèåõóç Ëýóåùí Äéáöïñéêþí Åîéóþóåùí, Ôáëáíôþóåéò): Æç-
ôïýíôáé: (á) [× êáé Õ] Íá åðáëçèåõèåß üôé ç êëáóéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôïõ áñìïíéêïý ôáëáíôùôÞ
óôéò Ôáëáíôþóåéò óå ìïíïâÜèìéï (äçëáäÞ ìå Ýíá âáèìü åëåõèåñßáò) ìç÷áíéêü óýóôçìá õëéêïý
óçìåßïõ (ìÜæáò) -- åëáôçñßïõ

ü(t) + ù2
0u(t) = 0

(ôï ù ìå Esc Ëáôéíéêü ï Esc)) ìå u = u(t) ôç ìåôáôüðéóç ôïõ õëéêïý óçìåßïõ áðü ôç èÝóç éóïñ-
ñïðßáò ôïõ, t ôï ÷ñüíï êáé ù0 ôç óõ÷íüôçôá (åííïåßôáé ôçí êõêëéêÞ óõ÷íüôçôá, ó÷åäüí ðÜíôïôå
áõôÞ èá ÷ñçóéìïðïéåßôáé êáé èá åííïåßôáé) ôçò ôáëáíôþóåùò (÷ùñßò áðüóâåóç: c = 0, äåí õðÜñ-
÷åé áðïóâåóôÞñáò ïýôå åöáñìïæüìåíç åîùôåñéêÞ äýíáìç: p(t) ≡ 0, äçëáäÞ åëåýèåñç ôáëÜíôùóç)
Ý÷åé ãåíéêÞ ëýóç ôçò ìïñöÞò

u(t) = A cosù0t + B sinù0t

ìå ôá A êáé B äýï áõèáßñåôåò óôáèåñÝò. Íá ãñáöåß ç ëýóç áõôÞ êáé óå åêèåôéêÞ ìïñöÞ. Õðüäåéîç:
Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ TrigToExp. (â) [× êáé Õ] Ìå âÜóç ôçí ðéï ðÜíù ãåíéêÞ ëýóç íá âñåèåß
ç ìåñéêÞ ëýóç ðïõ áíôéóôïé÷åß óôéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò

u(0) = u0, u̇(0) = v0.

(ã) [× êáé Õ] Íá ãßíïõí ïé ðëÞñåéò ÷áñáêôçñéóìïß ôçò ðéï ðÜíù äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò óå ìïñöÞ
ëßóôáò. (ä) [× êáé Õ] Íá åðáíáëçöèïýí ïé áðáíôÞóåéò ôùí åñùôçìÜôùí (á), (â) êáé (ã) ôþñá ãéá
ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç

ü(t) − a2u(t) = 0

(ìå ôï a óôáèåñÜ). Tüôå ç ãåíéêÞ ëýóç èá åßíáé ôçò ìïñöÞò

u(t) = A cosh at + B sinh at

ìå ôçí ðáñïõóßá ôþñá õðåñâïëéêþí óõíáñôÞóåùí (õðåñâïëéêü óõíçìßôïíï êáé õðåñâïëéêü çìß-
ôïíï) áíôß ãéá ôñéãùíïìåôñéêÝò óõíáñôÞóåéò. (å) [× Þ Õ] Óå ðïéá öõóéêÜ ðñïâëÞìáôá ôïõ Ðïëéôéêïý
Ìç÷áíéêïý áðáíôþíôáé ïé äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ôùí åñùôçìÜôùí (á) êáé (ä) (ìå ëåðôïìÝñåéåò);
(óô) [×] Íá ãßíïõí êáé ôá ó÷åôéêÜ ó÷Þìáôá (åðßóçò ìå ëåðôïìÝñåéåò).

ÏÌÁÄÁ ÅÌÉÉ-C

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉ-C1 ([× êáé Õ] Äïêïß): Æçôïýíôáé: (á) Íá ãñáöåß ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç BeamDE
ãéá ôï âÝëïò êÜìøåùò v(x) óõíÞèïõò äïêïý (beam) ìÞêïõò L (ìå 0 ≤ x ≤ L) êáé äõóêáìøßáò EI õðü
êáôáíåìçìÝíç êÜèåôç öüñôéóç p(x). Õðüäåéîç: ÅðåéäÞ ôá äýï óýìâïëá Å êáé É Ý÷ïõí åéäéêÝò óç-
ìáóßåò óôç Mathematica (âÜóç ôùí öõóéêþí ëïãáñßèìùí e êáé öáíôáóôéêÞ ìïíÜäá i áíôßóôïé÷á),
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ç äõóêáìøßá EI íá ãñÜöåôáé óáí åíéáßï óýìâïëï êáé ü÷é óáí ãéíüìåíï óôï ìÜèçìá áõôü. (Ôï É
åßíáé ôï Ëáôéíéêü êåöáëáßï É, ü÷é ôï ìéêñü ell.) (â) Óôç óõíÝ÷åéá æçôåßôáé ç áíôßóôïé÷ç åîßóùóç
BeamOnElasticFoundationDE ãéá äïêü åðß åëáóôéêÞò âÜóåùò (beam on elastic foundation). Ç ó÷å-
ôéêÞ óôáèåñÜ k èåùñåßôáé ãíùóôÞ. Íá äïèïýí êáé ïé ÷áñáêôçñéóìïß char ãéá ôç äéáöïñéêÞ áõôÞ
åîßóùóç óå ìïñöÞ ëßóôáò. Óå ó÷üëéï comment1 íá áíáöåñèåß ðïý ðáñïõóéÜæïíôáé ôÝôïéåò äïêïß.
Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

comment1 = "Äïêïß åðß åëáóôéêÞò âÜóåùò ðáñïõóéÜæïíôáé:
(á) óôéò Èåìåëéþóåéò: ðåäéëïäïêïß (Þ èåìåëéïäïêïß) êáé
(â) óôç ÓéäçñïäñïìéêÞ: óéäçñïôñï÷éÝò";

(Ôï ó÷üëéï áõôü óáí åíôïëÞ ôçò Mathematica. Íá ìç ëçóìïíçèïýí ôá åéóáãùãéêÜ óôç ó÷åôéêÞ
óõìâïëïóåéñÜ, string, äçëáäÞ óôï êåßìåíï ôïõ ó÷ïëßïõ. Ç ÁããëéêÞ Üíù ôåëåßá, Åëëçíéêü åñùôçìá-
ôéêü äåîéÜ óôçí åíôïëÞ áõôÞ Ý÷åé ôçí Ýííïéá íá ìç äïèåß ç ó÷åôéêÞ Ýîïäïò ôçò Mathematica. Ìéá
öïñÜ öèÜíåé, ãéá íá äéáâÜóïõìå ôï ó÷üëéï áõôü!) (ã) Æçôïýíôáé ïé óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò (bound-
ary conditions) ãéá ôéò åîÞò óõíÞèåéò äïêïýò: (i) Ðñüâïëï ìå ðÜêôùóç áñéóôåñÜ: Õðüäåéîç: Íá
÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

bc1 = {v[0] == 0, v’[0] == 0, v’’[L] == 0, v’’’[L] == 0}

(ii) Ðñüâïëï ìå ðÜêôùóç äåîéÜ: bc2, (iii) ÁìöéÝñåéóôç äïêü: bc3, (iv) Áìößðáêôç äïêü: bc4,
(v) Ìïíüðáêôç õðåñóôáôéêÞ äïêü ìå ðÜêôùóç äåîéÜ: bc5. (ä) Óå ó÷üëéï comment2 íá åîçãçèåß
åÜí Þ ü÷é Ý÷åé íüçìá óôç ÓôáôéêÞ íá ìéëÜìå ãéá óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò bc6 óå äïêü åëåýèåñç êáé
óôá äýï Üêñá ôçò êáé ãéáôß, åÜí ç äïêüò åßíáé: (i) áóôÞñéêôç êáé (ii) óôçñéæüìåíç ðÜíù óå åëáóôéêÞ
âÜóç. (å) Íá áíáöåñèïýí êáé ïé óõíïñéáêÝò áõôÝò óõíèÞêåò bc6. Õðüäåéîç: ÌåñéêÝò öïñÝò åßíáé
Ýîõðíï íá áíôéãñÜöïõìå ìéá åíôïëÞ óå åðüìåíç ðáñÜãñáöï åíüò notebook ôçò Mathematica, åÜí
ïé ôñïðïðïéÞóåéò ðïõðñÝðåé íá åðéöÝñïõìå ó’ áõôÞí äåí åßíáé éäéáßôåñá óçìáíôéêÝò. Ç áíôéãñáöÞ
ãßíåôáé ìå Ctrl c (ìåôáöïñÜ óôïí clipboard ôùí Windows) êáé Ctrl v (åðéêüëëçóç) Þ åíáëëáêôéêÜ ìå
Edit -> Copy êáé Edit -> Paste áíôßóôïé÷á áðü ôï menu (ôéò åðéëïãÝò) Edit ôçò Mathematica.

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉ-C2 ([× êáé Õ] Ðñüâïëïò): Èåùñïýìå óõíÞèç ðñüâïëï (cantilever) ìå ðÜêôùóç
óôï áñéóôåñü Üêñï ôïõ x = 0 ìÞêïõò L (ìå 0 ≤ x ≤ L) êáé äõóêáìøßáò ÅÉ (ç äõóêáìøßá, üðùò Þäç
áíáöÝñèçêå, ìå åíéáßï óýìâïëï EI ü÷é ìå ãéíüìåíï E I, ü÷é ìå êåíü, êáé ü÷é ìå ell) êáé õðü óôáèåñÞ
êÜèåôç öüñôéóç p0. Æçôïýíôáé: (á) Ç ó÷åôéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç (differential equation) êáé ïé óõíï-
ñéáêÝò óõíèÞêåò (boundary conditions) ðïõ éó÷ýïõí. Åðßóçò ï áñéèìüò (number) ôùí óõíïñéáêþí
óõíèçêþí. ¼ëåò ïé åîéóþóåéò ðïõ éó÷ýïõí (ìå ôç ÷ñÞóç êáé ôçò åíôïëÞò Flatten) êáé ï áñéèìüò ôïõò.
(â) Ç ëýóç ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò êáé ç áíôßóôïé÷ç óõíÜñôçóç. (ã) Ç åðáëÞèåõóç (verification)
ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò êáé ôùí óõíïñéáêþí óõíèçêþí. (ä) Óå ëßóôá ïé ôýðïé ãéá ôï âÝëïò
êÜìøåùò vs(x), ôç óôñïöÞ è(x) (ôï è óôç Mathematica ìå Esc q Esc Þ ìå Åëëçíéêü è, ðñïôéìÜôáé
ï ðñþôïò ôñüðïò), ôçí êáìðôéêÞ ñïðÞ (Þ ñïðÞ êÜìøåùò) M(x), ôçí ôÝìíïõóá äýíáìç Q(x) êáé
ôçí êáôáíåìçìÝíç êÜèåôç öüñôéóç p(x) ìå áðëïðïéÞóåéò ôùí áðïôåëåóìÜôùí. (å) Ãéá ðáñáðÝñá
åðáëÞèåõóç ïé ôéìÝò vs(0), è(0), M(L) êáé Q(L). (óô) Ïé ìÝãéóôåò ôéìÝò (êáô’ áðüëõôï ôéìÞ) ôùí
ðïóïôÞôùí vs(x), è(x), Ì(x) êáé Q(x) èåùñþíôáò ðñïöáíÝò ðïý ðáñïõóéÜæïíôáé. (æ) Ìå äÞëùóç
ôéìþí L = 1, p0 = −1 êáé EI = 1 ç ó÷åäßáóç ôïõ âÝëïõò êÜìøåùò (ôçò åëáóôéêÞò ãñáììÞò) vs(x), ôçò
óôñïöÞò è(x), ôçò êáìðôéêÞò ñïðÞò M(x), ôçò ôÝìíïõóáò äýíáìçò Q(x) êáé ôçò öïñôßóåùò p(x).
(ç) Óôï ôÝëïò üëùí ìáæß óå åíéáßï ó÷Þìá. Õðüäåéîç: Èá ìðïñïýóáí ßóùò íá ÷ñçóéìïðïéçèïýí ïé
ðáñáêÜôù ó÷åôéêÝò åíôïëÝò:

CantileverDE = EI v’’’’[x] == p0
CantileverBCs = {v[0] == 0, v’[0] == 0, v’’[L] == 0, v’’’[L] == 0

NumberOfBCs = Length[CantileverBCs]
CantileverEqs = {CantileverDE, CantileverBCs}
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CantileverEqs = {CantileverDE, CantileverBCs} // Flatten
NumberOfEqs = Length[CantileverEqs]
CantileverSol = DSolve[CantileverEqs, v[x], x]
vs[x_] = CantileverSol[[1, 1, 2]] // Simplify
CantileverVers = CantileverEqs /. v -> vs
{vs[x], è[x_] = vs’[x], M[x_] = EI è’[x], Q[x_] = M’[x], p[x_] = Q’[x]} // Simplify
{vs[0], è[0], M[L], Q[L]}
{vmax = vs[L], èmax = è[L], Mmax = M[0], Qmax = Q[0]}
values = {L = 1, p0 = -1, EI = 1}
P1 = Plot[vs[x], {x, 0, L}, PlotStyle -> {Thickness[0.015], Hue[0.1]},

PlotLabel -> "DEFLECTION OF THE CANTILEVER", AxesLabel -> {"x", "v"}]
P2 = Plot[è[x], {x, 0, L}, PlotStyle -> {Thickness[0.015], Hue[0.3]}, PlotRange -> {0, -0.2},

PlotLabel -> "SLOPE OF THE CANTILEVER", AxesLabel -> {"x", "è"}]
P3 = Plot[M[x], {x, 0, L}, PlotStyle -> {Thickness[0.015], Hue[0.5]},

PlotLabel -> "BENDING MOMENT OF THE CANTILEVER", AxesLabel -> {"x", "M"}]
P4 = Plot[Q[x], {x, 0, L}, PlotStyle -> {Thickness[0.015], Hue[0.7]},

PlotLabel -> "SHEAR FORCE OF THE CANTILEVER", AxesLabel -> {"x", "Q"}]
P5 = Plot[p[x], {x, 0, L}, PlotStyle -> {Thickness[0.015], Hue[0.9]},

PlotLabel -> "LOADING OF THE CANTILEVER", AxesLabel -> {"x", "p"}]
Show[P1, P2, P3, P4, P5, PlotRange -> {-1.1, 1.1},

PlotLabel -> "SHEARFORCE,DEFLECTION, SLOPE,MOMENT, LOADING", AxesLabel -> {"x", " "}]

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉ-C3 ([× êáé Õ] ÃñáììéêÝò ÄéáöïñéêÝò Åîéóþóåéò Ðñþôçò ÔÜîåùò, ÊéíçìáôéêÞ--
ÄõíáìéêÞ ôïõ Õëéêïý Óçìåßïõ): ÅîåôÜæïõìå ôçí êáôáêüñõöç êßíçóç õëéêïý óçìåßïõ M ìÜæáò m
óôï ãÞéíï ðåäßï âáñýôçôáò (ìå åðéôÜ÷õíóç ôçò âáñýôçôáò g, ìÜëëïí −g) êáé ìå áíôßóôáóç ôïõ
áÝñá cv(t) áíÜëïãç ôçò ôá÷ýôçôáò v(t) (ìå èåôéêü óõíôåëåóôÞ áíáëïãßáò c). Æçôïýíôáé:

(á) [×] Ç åýñåóç ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ãéá ôçí ôá÷ýôçôá v(t) ôïõ õëéêïý óçìåßïõ M ìå
èåôéêÞ öïñÜ ôçò v(t) ðñïò ôá ðÜíù.

(â) [Õ] Ç ãñáöÞ ôçò äéáöïñéêÞò áõôÞò åîéóþóåùò (differential equation) de óôç Mathematica.
Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

de = m v’[t] + c v[t] == -m g

(ã) [Õ] Ìå ãíùóôÞ ôçí áñ÷éêÞ ôá÷ýôçôá ôïõ õëéêïý óçìåßïõ v(0) = v0 íá ãñáöåß ç ó÷åôéêÞ
áñ÷éêÞ óõíèÞêç (initial condition) ic. Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

ic = v[0] == v0

(ä) [Õ] Ðþò ìðïñïýí íá ãñáöïýí ïé äýï ðéï ðÜíù åíôïëÝò ÷ùñßò ôéò åîüäïõò ôïõò (outputs)
óôçMathematica, ïé ïðïßåò äåí åßíáé éäéáßôåñá ðëçñïöïñéáêÝò (äåí ðñïóöÝñïõí êáé ðïëëÜ . . . ) óå
ôÝôïéïõ ôýðïõ åíôïëÝò; Õðüäåéîç: Ãéá ôçí ðñþôç íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

de = m v’[t] + c v[t] == -m g;

(å) [× êáé Õ] Íá ëõèåß ôï ó÷åôéêü ðñüâëçìá áñ÷éêÞò ôéìÞò. Õðüäåéîç: Óôç Mathematica íá ÷ñçóé-
ìïðïéçèåß ç åíôïëÞ DSolve

sol = DSolve[{de, ic}, v[t], t]

(óô) [Õ] Ðïéá åßíáé ç ó÷åôéêÞ óõíÜñôçóç vs(t); Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

vs[t_] = sol[[1, 1, 2]] // Apart

Êáé óå áðëïðïéçìÝíç ìïñöÞ; Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß êáé ç åíôïëÞ Simplify.

(æ) [× êáé Õ] Íá õðïëïãéóèåß êáé ç åðéôÜ÷õíóç as(t) ôïõ õëéêïý óçìåßïõ Ì.
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(ç) [× êáé Õ] Íá åðáëçèåõèåß ç éó÷ýò ôïõ äåýôåñïõ íüìïõ ôïõ Íåýôùíá. Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóé-
ìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

m as[t] == -m g - c vs[t]

(è) Íá õðïëïãéóèåß (ìå ïëïêëÞñùóç) êáé ç èÝóç x(t) ôïõ õëéêïý óçìåßïõ Ì ìå áñ÷éêÞ èÝóç ôçí
x(0) = x0. Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

xs[t_] = Integrate[vs[ô], {ô, 0, t}] + x0//Apart//Simplify

Õðüäåéîç: Ôï Åëëçíéêü ô ìå Esc t Esc.

(é) [× êáé Õ] Íá ãßíïõí êáé ïé ó÷åôéêÝò åðáëçèåýóåéò (verifications) ôùí áðïôåëåóìÜôùí. Õðü-
äåéîç: [Õ] Íá ÷ñçóéìïðïéçèïýí ïé åíôïëÝò

ver1 = xs’[t] == vs[t]

ver1 = xs’[t] == vs[t] // Simplify

ver2 = xs’’[t] == as[t]

ver3 = vs’[t] == as[t]

ïðüôå âÝâáéá êáé ç ëßóôá

{ver1, ver2, ver3}

äßíåé êáé áõôÞ áðïôåëÝóìáôá True.

(éá) [× êáé Õ] Ðïéåò åßíáé ïé áñ÷éêÝò ôéìÝò ôçò èÝóåùò xs(0), ôçò ôá÷ýôçôáò vs(0) êáé ôçò åðéôá÷ýí-
óåùò as(0) ãéá ôç ëýóç ôïõ ðáñüíôïò ðñïâëÞìáôïò ÊéíçìáôéêÞò--ÄõíáìéêÞò ôïõ õëéêïý óçìåßïõ;
Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

icv = {xs[0], vs[0], as[0]}

êáé ðïëý êáëýôåñá ìå ôç ÷ñÞóç êáé ôùí åíôïëþí Simplify êáé Apart

icv//Simplify//Apart

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉ-C4 ([× êáé Õ] ÅðáëÞèåõóç Ëýóåùí Äéáöïñéêþí Åîéóþóåùí, Ôáëáíôþóåéò):
Æçôïýíôáé: (á) [× êáé Õ] Íá ïñéóèåß ç êëáóéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôïõ áñìïíéêïý ôáëáíôùôÞ óôéò
Ôáëáíôþóåéò óå ìïíïâÜèìéï (äçëáäÞ ìå Ýíá âáèìü åëåõèåñßáò) ìç÷áíéêü óýóôçìá õëéêïý óçìåßïõ
(ìÜæáò) -- åëáôçñßïõ (Õðüäåéîç: ôï ù0 ìå Esc Ëáôéíéêü o Esc êáé 0)

ü(t) + ù2
0u(t) = 0, t ≥ 0.

Óôçí åîßóùóç áõôÞ u = u(t) åßíáé ç ìåôáôüðéóç ôïõ õëéêïý óçìåßïõ áðü ôç èÝóç éóïññïðßáò
ôïõ, t ï ÷ñüíïò êáé ù0 ç óõ÷íüôçôá (åííïåßôáé ç êõêëéêÞ óõ÷íüôçôá, ó÷åäüí ðÜíôïôå áõôÞ èá
÷ñçóéìïðïéåßôáé êáé èá åííïåßôáé) ôçò ôáëáíôþóåùò. Åðßóçò ç ôáëÜíôùóç åßíáé ÷ùñßò áðüóâåóç:
c = 0, äåí õðÜñ÷åé áðïóâåóôÞñáò, ïýôå åöáñìüæåôáé êÜðïéá åîùôåñéêÞ äýíáìç: p(t) ≡ 0. ÄçëáäÞ
Ý÷ïõìå åëåýèåñç ôáëÜíôùóç. Óôç óõíÝ÷åéá íá åðáëçèåõèåß üôé ç äéáöïñéêÞ áõôÞ åîßóùóç Ý÷åé
ãåíéêÞ ëýóç ôçò ìïñöÞò

u(t) = A cosù0t + B sinù0t

ìå ôá A êáé B áõèáßñåôåò óôáèåñÝò. Íá ãñáöåß ç ëýóç áõôÞ êáé óå åêèåôéêÞ ìïñöÞ. Õðüäåéîç: Íá
÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ TrigToExp. (â) [× êáé Õ] Ìå âÜóç ôçí ðéï ðÜíù ãåíéêÞ ëýóç íá âñåèåß
ç ìåñéêÞ ëýóç ðïõ áíôéóôïé÷åß óôéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò

u(0) = u0, u̇(0) = v0.

(ã) [× êáé Õ] Íá ãßíïõí ïé ÷áñáêôçñéóìïß ôçò ðáñáðÜíù äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò óå ìïñöÞ ëßóôáò.
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(ä) [× êáé Õ] Íá åðáíáëçöèïýí ïé áðáíôÞóåéò ôùí åñùôçìÜôùí (á), (â) êáé (ã), ôþñá üìùò ãéá ôç
äéáöïñéêÞ åîßóùóç

ü(t) − a2u(t) = 0,

ïðüôå ç ãåíéêÞ ëýóç èá åßíáé ôçò ìïñöÞò

u(t) = A cosh at + B sinh at

ìå ôçí ðáñïõóßá ôþñá õðåñâïëéêþí óõíáñôÞóåùí (ôïõ õðåñâïëéêïý óõíçìéôüíïõ êáé ôïõ õðåñ-
âïëéêïý çìéôüíïõ) áíôß ãéá ôñéãùíïìåôñéêÝò óõíáñôÞóåéò. (å) [× Þ Õ] Óå ðïéá öõóéêÜ ðñïâëÞìáôá
ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý áðáíôþíôáé ïé äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ôùí åñùôçìÜôùí (á) êáé (ä) (ìå
ëåðôïìÝñåéåò); (óô) [×] Íá ãßíïõí êáé ôá ó÷åôéêÜ ó÷Þìáôá (åðßóçò ìå ëåðôïìÝñåéåò).

ÏÌÁÄÁ ÅÌÉÉ-D

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉ-D1 ([× êáé Õ] Ó÷çìáôéóìüò ÄéáöïñéêÞò Åîéóþóåùò): Äßíåôáé ç óõíÜñôçóç

v(x) = A coshâx + Â sinhâx + C cosâx + D sinâx

ìå ôï â ãíùóôÞ óôáèåñÜ êáé ôá Á, Â, C êáéD ôÝóóåñéò ðáñáìÝôñïõò. Æçôïýíôáé: (á) [×] Íá äçëùèåß
ç óõíÜñôçóç áõôÞ óôçMathematica ìå ôï óýìâïëï v âÝâáéá óáí óõíÜñôçóç ôïõ x. Õðüäåéîç: Ôï â
óôç Mathematica ìå Esc b Esc. (â) [× êáé Õ] Íá õðïëïãéóèåß ôþñá ç ôÝôáñôç ðáñÜãùãüò ôçò D4v.
(ã) [× êáé Õ] Íá õðïëïãéóèåß ç äéáöïñÜ d = v′′′′(x) − â4v(x) ìå áðëïðïßçóç ôïõ áðïôåëÝóìáôïò.
Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ Simplify. (ä) [Õ] Íá åîáëåéöèåß (êáèáñéóèåß) ôï óýìâïëï v.
Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ Clear. (å) [× êáé Õ] Íá ãñáöåß áðü ôçí áñ÷Þ ç äéáöïñéêÞ
åîßóùóç ôåôÜñôçò ôÜîåùò de ðïõ åðáëçèåýåé ç óõíÜñôçóç v(x) ÷ùñßò ôéò ðáñáìÝôñïõò A, B, C
êáéD ó’ áõôÞí. (óô) [× êáé Õ] Íá ðñïóäéïñéóèåß ç ãåíéêÞ ëýóç sol ôçò äéáöïñéêÞò áõôÞò åîéóþóåùò.
(æ) [× êáé Õ] Óå Ýíá ó÷üëéï comment1 íá áíáöåñèåß óå ðïéï áêñéâþò ðñüâëçìá ôïõ Ðïëéôéêïý
Ìç÷áíéêïý áíáöÝñåôáé ç ðáñïýóá Üóêçóç êáé óå ðïéï ìÜèçìá ôïõ Ä’ ¸ôïõò Óðïõäþí áíÞêåé ôï
ðñüâëçìá áõôü. Õðüäåéîç: Íá óõìðëçñùèïýí ïé ôåëåßåò óôçí ðéï êÜôù åíôïëÞ:

comment = "Ç Üóêçóç áõôÞ áíáöÝñåôáé óå ðñüâëçìá . . . ";

(Ç ÁããëéêÞ Üíù ôåëåßá óôï ôÝëïò ÷ñåéÜæåôáé, þóôå íá ìç ãßíåé êáé äåýôåñç åìöÜíéóç ôïõ ó÷ïëßïõ
áõôïý.) (ç) Óå áíÜëïãï ó÷üëéï comment2 íá áíáöåñèåß åÜí Þ ü÷é Ý÷åé åðáëçèåõèåß ç äéáöïñéêÞ
åîßóùóç de ìåôÜ ôçí åýñåóç ôçò ëýóåþò ôçò sol êáé ãéáôß.

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉ-D2 ([×] ÓõíïñéáêÝò ÓõíèÞêåò. Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí: Äïêïß): Æçôïýíôáé:
(á) Íá ãñáöåß ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç óõíÞèïõò äïêïý äõóêáìøßáò EI õðü êÜèåôç êáôáíåìçìÝíç
öüñôéóç p(x). (â) Íá äïèïýí ïé ðëÞñåéò ÷áñáêôçñéóìïß ôçò. (ã) Íá õðïëïãéóèåß ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò
ãéá óôáèåñÞ öüñôéóç p(x) = p0. (ä) Íá ãßíåé åðáëÞèåõóç ôçò ëýóåùò áõôÞò. (å) Íá ãñáöïýí ïé
óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò ãéá ôéò åîÞò äïêïýò ìÞêïõò L ìå 0 ≤ x ≤ L: (i) Áìößðáêôç, (ii) ÁìöéÝñåéóôç,
(iii) Ðñüâïëï ìå åëåýèåñï ôï áñéóôåñü Üêñï ôïõ x = 0 êáé ðáêôùìÝíï ôï äåîéü x = L. (iv) Ìï-
íüðáêôç õðåñóôáôéêÞ äïêü ìå êýëéóç óôï áñéóôåñü Üêñï ôçò x = 0 êáé ðÜêôùóç óôï äåîéü x = L.

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉ-D3 ([× êáé Õ] ÄõíáìéêÞ: Åëåýèåñç Ðôþóç Õëéêïý Óçìåßïõ): Äßíåôáé ôï ðñü-
âëçìá áñ÷éêþí ôéìþí (äéáöïñéêÞ åîßóùóç êáé äýï áñ÷éêÝò óõíèÞêåò) ìå t ôï ÷ñüíï

ẍ(t) = −g, x(0) = x0, ẋ(0) = v0,

ðïõ áöïñÜ óôçí åëåýèåñç ðôþóç õëéêïý óçìåßïõ óôï ãÞéíï ðåäßï âáñýôçôáò ìå åðéôÜ÷õíóç g
áðü ôçí áñ÷éêÞ èÝóç x0 êáé ìå áñ÷éêÞ ôá÷ýôçôá v0. Ç Üãíùóôç óõíÜñôçóç x(t) äçëþíåé ôç èÝóç
ôïõ õëéêïý óçìåßïõ ìå èåôéêÞ öïñÜ ðñïò ôá åðÜíù. Æçôïýíôáé: (á) [Õ] Ç äÞëùóç ôçò ðéï ðÜíù
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äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (differential equation) ẍ(t) = −g ìå ôï óýìâïëï de. Ç åýñåóç ôçò ëýóåùò sol
ôïõ ðáñáðÜíù ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêþí ôéìþí ìå ôç ÷ñÞóç ôçò åíôïëÞò DSolve. Ç áðëïðïßçóç ôçò
ëýóåùò sol ðïõ âñÝèçêå ìå ÷ñÞóç ôçò åíôïëÞò Simplify. Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

sol1 = sol//Simplify

Ç äÞëùóç óõíáñôÞóåùò xs(t) ãéá ôçí áðëïðïéçìÝíç ëýóç ðïõ âñÝèçêå. Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìï-
ðïéçèåß ç åíôïëÞ

xs[t_] = sol1[[1,1,2]]

Ç äÞëùóç áíÜëïãçò óõíáñôÞóåùò ãéá ôçí ôá÷ýôçôá vs(t) ôïõ õëéêïý óçìåßïõ M. Åðßóçò ãéá ôçí
åðéôÜ÷õíóç as(t) ôïõ ßäéïõ õëéêïý óçìåßïõ. Íá ãßíåé ôåëéêÜ êáé åðáëÞèåõóç (verification) ôçò ëýóåùò.
Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

ver = as[t] == -g

(â) [×] Íá åêôåëåóèïýí üëïé ïé ðéï ðÜíù õðïëïãéóìïß êáé ìå ôï ÷Ýñé êáé íá óõãêñéèïýí ôá áðïôå-
ëÝóìáôá ìå ôïí õðïëïãéóôÞ [Õ] êáé ìå ôï ÷Ýñé [×].

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉ-D4 ([× êáé Õ] ÄõíáìéêÞ: Ðôþóç Õëéêïý Óçìåßïõ ìå Áíôßóôáóç ôïõ ÁÝñá): Èå-
ùñïýìå ôþñá ôçí êáôáêüñõöç ðñïò ôá ðÜíù êßíçóç õëéêïý óçìåßïõ Ì ìÜæáò m óôï ãÞéíï ðåäßï
âáñýôçôáò (ìå åðéôÜ÷õíóç g) ìå áñ÷éêÞ ôá÷ýôçôá v0, áëëÜ êáé ìå áíôßóôáóç ôïõ áÝñá áíÜëïãç
(ìå èåôéêÞ óôáèåñÜ áíáëïãßáò c: c > 0) ôïõ ôåôñáãþíïõ v2(t) ôçò ôá÷ýôçôáò v = v(t) ôïõ õëéêïý
óçìåßïõ M (ìå t ôï ÷ñüíï). Æçôïýíôáé: (á) [×] Íá áðïäåé÷èåß ç éó÷ýò ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò

m
dv
dt

= −mg − cv2.

(â) [Y]Ç äÞëùóç ôçò äéáöïñéêÞò áõôÞò åîéóþóåùòóôçMathematica ìå ôïóýìâïëïde. Óôç óõíÝ÷åéá
ç åðßëõóç ôçò ßäéáò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìå áñ÷éêÞ óõíèÞêç ôçí áñ÷éêÞ ôá÷ýôçôá v0

v(0) = v0

(ðñüâëçìá áñ÷éêÞò ôéìÞò) ìå ôç ÷ñÞóç ôçò åíôïëÞò DSolve. Íá ãßíåé êáé áðëïðïßçóç ôçò ëýóåùò
ìå ôçí åíôïëÞ Simplify. Íá îáíáãñáöåß ç ßäéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ôç ÷ñÞóç ôçò óôáèåñÞò
ôá÷ýôçôáò

vf =
√

mg
c

.

Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ (ï åêèÝôçò ìå Ctrl 6, ïõóéáóôéêÜ ìå Ctrl ˆ, ðáñáêáëþ!)

de1 = de /. m -> c vfˆ2/g

Íá ëõèåß êáé ç áðëïðïéçìÝíç áõôÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç de1. Åßíáé ðñáãìáôéêÜ áðëïðïéçìÝíç êáé
ç ëýóç sol1 ðïõ ðñïêýðôåé; Áðü ôç ëýóç sol1 ðïõ âñÝèçêå íá ãñáöåß ç Üãíùóôç óõíÜñôçóç ôçò
ôá÷ýôçôáò óáí óõíÜñôçóç vs(t). Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

vs[t_] = sol1[[1, 1, 2]]

Íá ãßíåé êáé åðáëÞèåõóç (verification) ôçò ëýóåùò vs(t) ðïõ âñÝèçêå. Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß
ç åíôïëÞ

ver = de1 /. v -> vs

ºóùò íá ìçí áñêåß ç åíôïëÞ áõôÞ! Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß åðïìÝíùò êáé ç åíôïëÞ Simplify. Õðüäåéîç:
Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

ver1 = ver//Simplify

(ã) [×] Íá ãßíïõí ïé ðëÞñåéò ÷áñáêôçñéóìïß (ôé ôýðùí åßíáé) ãéá ôçí ðáñáðÜíù äéáöïñéêÞ åîß-
óùóç. (ä) [X] Íá åêôåëåóèïýí üëïé ïé ðéï ðÜíù õðïëïãéóìïß êáé ìå ôï ÷Ýñé êáé íá óõãêñéèïýí ôá
áðïôåëÝóìáôá ìå ôïí õðïëïãéóôÞ [Õ] êáé ìå ôï ÷Ýñé [×].
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ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉ-D5 ([× êáé Õ] Táëáíôþóåéò: ÌïíïâÜèìéï Ìç÷áíéêü Óýóôçìá, Áñìïíéêüò Ôá-
ëáíôùôÞò, Åëåýèåñåò Ôáëáíôþóåéò): Äßíåôáé Ýíáò áñìïíéêüò ôáëáíôùôÞò ìÜæáò m êáé åëáôçñßïõ
óôáèåñÜò k. Ç ó÷åôéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç Ý÷åé ôç ìïñöÞ

m
d2u
dt2

+ ku = 0

ìå u = u(t) ôç ìåôáôüðéóç ôïõ õëéêïý óçìåßïõ M áðü ôç èÝóç éóïññïðßáò ôïõ êáé t ôï ÷ñüíï.
Æçôïýíôáé: (á) [×] Ôï ó÷åôéêü ó÷Þìá (ëåðôïìåñþò). (â) [×] Ç áðüäåéîç ôçò ðéï ðÜíù äéáöïñéêÞò
åîéóþóåùò. (ã) [×] Ïé ëåðôïìåñåßò ÷áñáêôçñéóìïß ôçò. (ä) [Y] Ç äÞëùóÞ ôçò ìå ôï óýìâïëï de
(differential equation, äéáöïñéêÞ åîßóùóç) óôçMathematica. Õðüäåéîç: Íá÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

de = m u’’[t] + k u[t] == 0

Ç áðëïðïßçóç ôçò äéáöïñéêÞò áõôÞò åîéóþóåùò de ìå ôç ÷ñÞóç ôçò öõóéêÞò êõêëéêÞò óõ÷íüôçôáò

ù0 =
√

k
m

ôïõ áñìïíéêïý ôáëáíôùôÞ. Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

de1 = de/. k -> m ù0ˆ2

Õðüäåéîç: Ôï óýìâïëïù0 óôçMathematicaðñïêýðôåé óáí Esc Ëáôéíéêü o Esc êáé 0 (÷ùñßò äåßêôç).
(¸íáò åêèÝôçò ðñïêýðôåé ìå Ctrl 6 Þ Ctrl ˆ, åíþ Ýíáò äåßêôçò ìå Ctrl - Þ Ctrl _ , áí êáé äå óõíéóôÜ-
ôáé ç ÷ñÞóç äåéêôþí, åðåéäÞ ðñïêáëåß óõ÷íÜ óöÜëìáôá óå óõíáñôÞóåéò ìå äåßêôåò. Èåùñïýìå
åðéðëÝïí êáé ôéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò

u(0) = u0, u̇(0) = v0, t = 0.

Íá äçëùèïýí êáé ïé áñ÷éêÝò áõôÝò óõíèÞêåò (initial conditions) óôç Mathematica ìå ôï óýìâïëï ics.
Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

ics = {u[0] == u0, u’[0] == v0}

Óôç óõíÝ÷åéá íá åðéëõèåß ôï ðéï ðÜíù ðñüâëçìá áñ÷éêþí ôéìþí, äçëáäÞ ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç
(differential equation) de1 ìáæß ìå ôéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò (initial conditions) ics. Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóé-
ìïðïéçèåß ç åíôïëÞ DSolve, ðéï óõãêåêñéìÝíá óôç ìïñöÞ ôçò

sol = DSolve[{de1, ics}, u[t], t]

Óôç óõíÝ÷åéá æçôåßôáé íá ãñáöåß ç ëýóç sol ðïõ ðñïóäéïñßóèçêå óå ìïñöÞ óõíáñôÞóåùò us(t).
Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

us[t_] = sol[[1, 1, 2]]//Apart

Óå ôé áêñéâþò ÷ñçóéìåýåé ç åíôïëÞ Apart; Íá ïñéóèïýí êáé ïé áíÜëïãåò óõíáñôÞóåéò ãéá ôçí ôá÷ý-
ôçôá vs(t) ìå ôç ÷ñÞóç ôçò åíôïëÞò

vs[t_] = us’[t]

êáèþò êáé ôçí åðéôÜ÷õíóç as(t) ôïõ õëéêïý óçìåßïõ M. Íá ãßíåé êáé åðáëÞèåõóç (verification) ôçò
ëýóåùò ðïõ âñÝèçêå. Õðüäåéîç: Ç åíôïëÞ

ver = as[t] + ù0ˆ2 us[t] == 0

öáßíåôáé íá ìçí áñêåß. ¢ñá ÷ñåéÜæåôáé íá ÷ñçóéìïðïéçèåß êáé ç åíôïëÞ Simplify. Ðïéá åßíáé ç ëßóôá
(ìå ôñßá óôïé÷åßá) ôçò áñ÷éêÞò èÝóåùò, ôçò áñ÷éêÞò ôá÷ýôçôáò êáé ôçò áñ÷éêÞò åðéôá÷ýíóåùò (ôç
÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t = 0) ôïõ õëéêïý óçìåßïõ M; Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

{us[0], vs[0], as[0]}
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(å) [×] Íá åðáëçèåõèåß êáé ìå ôï ÷Ýñé ç ëýóç ôïõ ðáñáðÜíù ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêþí ôéìþí ðïõ Þäç
ðñïóäéïñßóèçêå. (óô) [× êáé Õ] Íá åðáíáëçöèïýí ôá åñùôÞìáôá (ã), (ä) êáé (å) ãéá ôç äéáöïñéêÞ
åîßóùóç

m
d2u
dt2

− ku = 0

(áðëÜ ìå ðñüóçìï ðëçí, − ,ôþñá). Õðüäåéîç: [Õ] Ãéá íá ðñïêýøåé ç ëýóç ìå ôç Mathematica óôçí
áðëïýóôåñç äõíáôÞ ìïñöÞ ôçò (ìå ôç ÷ñÞóç ôùí õðåñâïëéêþí óõíáñôÞóåùí cosh êáé sinh áíôß
ãéá ôçí åêèåôéêÞ óõíÜñôçóç exp), èá ðñÝðåé íá ÷ñçóéìïðïéçèåß êáé ç åíôïëÞ ExpToTrig, êáëýôåñá
óå óõíäõáóìü ìå ôçí åíôïëÞ Simplify, äçëáäÞ ôåëéêÜ ç åíôïëÞ

us[t_] = sol[[1, 1, 2]]//ExpToTrig//Simplify

ÏÌÁÄÁ ÅÌÉÉ-E

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉ-E1 ([×] Ïñèïãþíéåò Ôñï÷éÝò, Ñåõóôïìç÷áíéêÞ Éäåáôïý Ñåõóôïý): Æçôïýíôáé:
(á) Íá âñåèïýí ïé ïñèïãþíéåò ôñï÷éÝò ôçò ìïíïðáñáìåôñéêÞò ïéêïãÝíåéáò ôùí åõèåéþí

y = kx

ìå ðáñÜìåôñï ôï k. (â) Óå ðïéï êëáóéêü ðñüâëçìá ôçò Ñåõóôïìç÷áíéêÞò éäåáôïý ñåõóôïý áíáöÝ-
ñïíôáé; (ã) Íá ãßíåé êáé ôï ó÷åôéêü ó÷Þìá. (ä) Íá âñåèïýí êé ïé ïñèïãþíéåò ôñï÷éÝò ôçò ìïíïðáñá-
ìåôñéêÞò ïéêïãÝíåéáò ôùí ðáñáâïëþí

x2 − cx + 4y = 0
ìå ðáñÜìåôñï ôï c.

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉ-E2 ([× êáé Õ] Ïñèïãþíéåò Ôñï÷éÝò. Ñåõóôïìç÷áíéêÞ Éäåáôïý Ñåõóôïý: Éóïäõ-
íáìéêÝò ÃñáììÝò, ÃñáììÝò ÑïÞò. ÌåôÜäïóç Èåñìüôçôáò: Éóüèåñìåò ÃñáììÝò, ÃñáììÝò ÑïÞò
Èåñìüôçôáò): (á) [× êáé Õ] Íá âñåèïýí (êáé ìå ôï ÷Ýñé [×] êáé ìå ôïí õðïëïãéóôÞ [Õ]) ïé ïñèïãþíéåò
ôñï÷éÝò ôçò ïéêïãÝíåéáò ôùí êáìðýëùí

sinh x sin y = C1

óôï åðßðåäïOxy êáé ìå ôïC1 óôáèåñÜ, ìÜëëïíðáñÜìåôñï, ðïõ áëëÜæåé áðü êáìðýëç óå êáìðýëç,
áëë’ ü÷é âÝâáéá ðÜíù óôçí ßäéá êáìðýëç. Ïé êáìðýëåò áõôÝò èåùñåßôáé üôé ðáñéóôÜíïõí ôéò
ãñáììÝò ñïÞò óå äéäéÜóôáôç (åðßðåäç), ìüíéìç (óôáèåñÞ) êáé áóôñüâéëç ñïÞ éäåáôïý ñåõóôïý óôç
Ñåõóôïìç÷áíéêÞ. Ôé ðáñéóôÜíïõí ïé ïñèïãþíéåò ôñï÷éÝò ôïõò; Õðüäåéîç: Ôéò éóïäõíáìéêÝò ãñáììÝò
óôçí ßäéá ñïÞ. Ïé ñüëïé áõôïß ìðïñïýí âÝâáéá íá åíáëëáãïýí óå Üëëï êáôÜëëçëï ðñüâëçìá ñïÞò.
(â) [×] Óå ðïéï áêñéâþò ðñüâëçìá óôç ÌåôÜäïóç Èåñìüôçôáò éó÷ýïõí ïé ßäéåò ïñèïãþíéåò ôñï-
÷éÝò: ïé ôñï÷éÝò ôïõ ðñïçãïýìåíïõ åñùôÞìáôïò; Ðþò áêñéâþò êáëïýíôáé ïé ó÷åôéêÝò êáìðýëåò;
Õðüäåéîç: Êáëïýíôáé ãñáììÝò ñïÞò èåñìüôçôáò (ïé ãñáììÝò ñïÞò óôç Ñåõóôïìç÷áíéêÞ) êáé éóü-
èåñìåò êáìðýëåò, äçëáäÞ ìå óôáèåñÞ èåñìïêñáóßá, éóïèåñìïêñáóéáêÝò (ïé éóïäõíáìéêÝò ãñáììÝò
óôç Ñåõóôïìç÷áíéêÞ).

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉ-E3 ([× êáé Õ] Ôáëáíôþóåéò): Äßíåôáé ç ãíùóôÞ åîßóùóç ôùí åëåýèåñùí ôáëá-
íôþóåùí õëéêïý óçìåßïõ M ÷ùñßò áðüóâåóç

d2u
dt2

+ ù2
0u = 0, u = u(t),

ìå u = u(t) ôç ìåôáôüðéóç ôïõ õëéêïý óçìåßïõ áðü ôç èÝóç éóïññïðßáò ôïõ êáé ìå t ôï ÷ñüíï.
Æçôïýíôáé: (á) [×] Íá âñåèåß ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò äéáöïñéêÞò áõôÞò åîéóþóåùò (ôåëéêÜ óåðñáãìáôéêÞ
ìïñöÞ) êáé íá áðïäåé÷èåß ç ãñáììéêÞ áíåîáñôçóßá ôùí ìåñéêþí ëýóåùí ôùí ïðïßùí ç ãåíéêÞ áõôÞ
ëýóç áðïôåëåß ãñáììéêü óõíäõáóìü (õðÝñèåóç, åðáëëçëßá). (â) [Õ] Íá äçëùèåß ç ßäéá äéáöïñéêÞ
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åîßóùóç (differential equation) ìå ôï óýìâïëï de óôç Mathematica. Õðüäåéîç: Ôï óýìâïëï ù0 ìå
Esc Ëáôéíéêü o Esc êáé 0 ðáñáêáëþ! Íá âñåèåß ç ãåíéêÞ ëýóç sol ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò de.
Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ DSolve

sol = DSolve[de, u[t], t]

Ç ãåíéêÞ áõôÞ ëýóç åßíáé ãñáììéêüò óõíäõáóìüò äýï ìåñéêþí ëýóåùí, ôùí

sol1 = sol[[1,1,2,1,2]]

(ïé äéðëÝò áãêýëåò ìå Esc [[ Esc êáé Esc ]] Esc ðáñáêáëþ áðëÜ ãéá ëüãïõò åìöáíßóåùò) êáé

sol2 = sol[[1,1,2,2,2]]

ÁõôÝò áðïôåëïýí óýíïëï sols èåìåëéùäþí ëýóåùí ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóùò de, ôï åîÞò óýíïëï:

sols = {sol1, sol2}

ìå áíôßóôïé÷åò ðáñáãþãïõò Dsols ðïõ õðïëïãßæïíôáé åýêïëá ìå ôçí åíôïëÞ D

Dsols = D[sols, t]

Æçôåßôáé íááðïäåé÷èåß üôé ïé ëýóåéò áõôÝò sols åßíáé ãñáììéêþòáíåîÜñôçôåò. Õðüäåéîç: Ôïìçôñþï
(matrix, ðßíáêáò)Wm ðïõ áíôéóôïé÷åß óôç ó÷åôéêÞ ïñßæïõóá Wronski W åßíáé ðñïöáíþò ôï åîÞò:

Wm = {sols, Dsols}

Ç ßäéá ç ïñßæïõóáWronskiW ìðïñåß íá õðïëïãéóèåß åýêïëá ìå ôçí åíôïëÞ Det ãéá ôïí õðïëïãéóìü
ïñßæïõóáò (determinant). ÅÜí áðáéôåßôáé, íá ãßíåé êáé áðëïðïßçóç. (Aðáéôåßôáé Þ ü÷é; H áðÜíôçóç
ðáñáêáëþ óå ðáñÜãñáöï êåéìÝíïõ ìå Alt 7, ü÷é ìå Alt 4.) Ôüôå ìðïñåß íá ÷ñçóéìïðïéçèåß êáé
ç åíôïëÞ Simplify óôç ìïñöÞ

W =W//Simplify

Þ ìå êáôåõèåßáí õðïëïãéóìü

W = Det[Wm]//Simplify

Éó÷ýåé åðïìÝíùò ç ãñáììéêÞ áíåîáñôçóßá ôùí ëýóåùí sol1 êáé sol2, üðùò ðñáãìáôéêÜ ðñÝðåé
íá óõìâáßíåé; (Ç áðÜíôçóç óå ðáñÜãñáöï êåéìÝíïõ ìå Alt 7 ðáñáêáëþ!) ÔåëéêÜ ðþò ìðïñåß íá
õðïëïãéóèåß ç ïñßæïõóá Wronski W ôùí ëýóåùí sols ìå ìßá ìüíï åíôïëÞ ôçò Mathematica;

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉ-E4 ([× êáé Õ] ÊéíçìáôéêÞ--ÄõíáìéêÞ ôïõ Õëéêïý Óçìåßïõ): Èåùñïýìå ôçí êßíçóç
õëéêïý óçìåßïõ M ìÜæáò m ìÝóá óå Ýíá ëåðôü óùëÞíá ðïõ ðåñéóôñÝöåôáé ãýñù áðü ôï Ýíá Üêñï
ôïõ ìå óôáèåñÞ ãùíéáêÞ ôá÷ýôçôá ù0. ËáìâÜíïíôáò õðüøç ôï äåýôåñï íüìï ôïõ Íåýôùíá ìå
äýíáìç ôç öõãüêåíôñï äýíáìç mù2

0u, ôåëéêÜ ðñïêýðôåé ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç

d2u
dt2

− ù2
0u = 0, u = u(t), t > 0,

ìå u = u(t) ôçí Üãíùóôç óõíÜñôçóç, t ôï ÷ñüíï êáé ôï ù0 ãíùóôÞ óôáèåñÜ. Æçôïýíôáé: (á) Ç
äÞëùóç ôçò äéáöïñéêÞò áõôÞò åîéóþóåùò (differential equation) ìå ôï óýìâïëï de. Õðüäåéîç: Ôï
óýìâïëï ù0 ìå Esc Ëáôéíéêü o Esc êáé 0 ðáñáêáëþ (êáëõôåñá ÷ùñßò äåßêôç!). (â) Ç ìåñéêÞ ëýóç
(partial solution) sol ôçò ßäéáò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò õðü ôéò åîÞò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò (ôç ÷ñïíéêÞ
óôéãìÞ t = 0): u(0) = u0 êáé u̇(0) = v0 ìå ðëÞñç áðëïðïßçóç ôçò ëýóåùò áõôÞò. Õðüäåéîç: Íá
÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ DSolve êáèþò êáé ç åíôïëÞ FullSimplify óå ìßá åíôïëÞ. (ã) Ç äÞëùóç ôçò
óõíáñôÞóåùò us(t) ðïõ áíôéóôïé÷åß óôç ëýóç sol. Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

us[t_] = sol[[1,1,2]]

(Ïé äéðëÝò áãêýëåò ìå Esc [[ Esc êáé Esc ]] Esc ðáñáêáëþ!) (ä) Ç åðáëÞèåõóç (verification) ver
ôçò ëýóåùò sol ðïõ ðñïÝêõøå ìå áðëïðïßçóç ìÜëéóôá ôïõ áðïôåëÝóìáôïò ver. Õðüäåéîç: Íá
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÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

ver = de /. u -> us//Simplify

(å) Óôç ëýóç sol ðáñïõóéÜæïíôáé ïé óõíáñôÞóåéò õðåñâïëéêü óõíçìßôïíï êáé õðåñâïëéêü çìßôïíï,
üðùò êáé óå ðïëëÜ ðñïâëÞìáôá ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý. Óôï åñþôçìá áõôü æçôåßôáé áðëÜ ç
ëßóôá list1 ôùí õðåñâïëéêþí (ü÷é ôñéãùíïìåôñéêþí) óõíáñôÞóåùí óõíçìßôïíï, çìßôïíï, óõíåöá-
ðôïìÝíç êáé åöáðôïìÝíç ãéá ôçí ôéìÞ ùt ôïõ ïñßóìáôïò. Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

list1 = {Cosh[ù0 t], Sinh[ù0 t], Coth[ù0 t], Tanh[ù0 t]}

(Ôï óýìâïëï ù0 ìå Esc Ëáôéíéêü o Esc êáé 0 ÷ùñßò äåßêôç.) (óô) Óôç óõíÝ÷åéá æçôåßôáé ç ëßóôá list2
ôùí ðáñáãþãùí ôùí óõíáñôÞóåùí ôçò ëßóôáò list1. Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç áðëÞ åíôïëÞ

list2 = D[list1, t]

ìå D ôçí åíôïëÞ ðáñáãùãßóåùò. (æ) ÁíÜëïãá æçôåßôáé êáé ç ëßóôá list3 ôùí áïñßóôùí ïëïêëçñù-
ìÜôùí ôùí óõíáñôÞóåùí ôçò ëßóôáò list1. Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ Integrate ãéá
ôçí ïëïêëÞñùóç. (ç) ÔÝëïò ãéá ôéò õðåñâïëéêÝò óõíáñôÞóåéò íá åëåã÷èåß ìå ìßá ìüíï åíôïëÞ êáé ìå
ôç ÷ñÞóç êáôÜëëçëçò ëßóôáò formulae (ôýðïé) ç éó÷ýò ôùí ôýðùí

tanh x = sinh x
cosh x

, cosh2 x − sinh2 x = 1, sinh 2x = 2 cosh x sinh x.

Õðüäåéîç: Äõóôõ÷þò ç ó÷åôéêÞ åíôïëÞ

formulae = {Tanh[x] == Sinh[x]/Cosh[x], Cosh[x]ˆ2-Sinh[x]ˆ2 == 1}

(ï ôñßôïò ôýðïò íá ðñïóôåèåß áíÜëïãá!) äåí áñêåß ðáñÜ ìüíï óôïí ðñþôï ôýðï. (Ïé åêèÝôåò ìå
Ctrl 6 Þ Ctrl ˆ, ó÷åäüí ôï ßäéï åßíáé, ðáñáêáëþ!) Áðáéôåßôáé êáé áðëïðïßçóç óôïí ßäéï ôýðï ìå ôçí
åíôïëÞ Simplify Þ (ìåôÜ ôçí áðïôõ÷ßá) áìÝóùò ðéï êÜôù ìå ôçí åíôïëÞ

formulae = formulae//Simplify

ÔåëéêÜðñÝðåé íáðñïêýøåé ëßóôá ìå óôïé÷åßá ìüíïTrue, äçëáäÞ «áëçèÝò» (ü÷é âÝâáéáFalse, äçëáäÞ
«øåõäÝò» Þ Üëëá óôïé÷åßá). (è) [×] Æçôåßôáé åðßóçò ç åðßëõóç üëçò ôçò áóêÞóåùò ìå ôï ÷Ýñé.

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉ-E5 ([× êáé Õ] Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí: Äïêïß åðß ÅëáóôéêÞò ÂÜóåùò): Óå äïêü
åðß åëáóôéêÞò âÜóåùò (èåìåëßïõ, èåìåëéþóåùò, óõíÞèùò ôïõ åäÜöïõò) éó÷ýåé ç åîÞò äéáöïñéêÞ
åîßóùóç (Åîßóùóç (11.13.2) ôçò Åíüôçôáò Á11.13 ôïõ ÌÝñïõò Á ôïõ äéäáêôéêïý âéâëßïõ):

d4v
dx4

+ 4â4v = p
EI

, v = v(x),

óýìöùíá ìå ôçí ðñïóåããéóôéêÞ èåùñßá ôïõ Winkler ìå x ôç èÝóç êáôÜ ìÞêïò ôçò äïêïý, v = v(x)
ôï âÝëïò êÜìøåùò, EI ôç äõóêáìøßá ôçò äïêïý êáé â ãíùóôÞ óôáèåñÜ ôïõ óõóôÞìáôïò åëáóôéêÞò
âÜóåùò--äïêïý, ðïõ åîáñôÜôáé ôüóï áðü ôéò éäéüôçôåò ôçò åëáóôéêÞò âÜóåùò üóï êáé áðü ôç
äõóêáìøßá EI êáé ôï ðÜ÷ïò b ôçò äïêïý. Ç êáôáíåìçìÝíç êÜèåôç öüñôéóç p óôç äïêü èåùñåßôáé
óôáèåñÜ. Æçôïýíôáé: (á) Ç äÞëùóç ôçò äéáöïñéêÞò áõôÞò åîéóþóåùò ìå ôï óýìâïëï de. Õðüäåéîç:
Ç äõóêáìøßá ÅÉ ôçò äïêïý íá äçëùèåß ìå ôï åíéáßï óýìâïëï EI êáé ü÷é ìå ðïëëáðëáóéáóìü, ãéáôß
ôá óýìâïëá E êáé I Ý÷ïõí åéäéêÝò óçìáóßåò óôç Mathematica. Ðïéåò; Åðßóçò ãéáôß ðñïôéìÞèçêå ôï
óýìâïëï de ãéá ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç; Ðïéáò ÁããëéêÞò öñÜóåùò áðïôåëåß óýíôìçóç; (Ç áðÜíôçóç
óå êïéíÞ ðáñÜãñáöï êåéìÝíïõ ìå Alt 7, ü÷é ìå Alt 4, ðáñáêáëþ!) (â) ¸îé ÷áñáêôçñéóìïß char
ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò de óå ìïñöÞ ëßóôáò (ðéèáíüò ðñþôïò ÷áñáêôçñéóìüò ôçò: "ÓõíÞèçò").
(ã) Óôç óõíÝ÷åéá ï ïñéóìüò ôçò óôáèåñÞò óõíáñôÞóåùò

vp(x) = p
4 EI â4

. (2)



ÅÖÁÑÌÏÓÌÅÍÅÓ ÁÓÊÇÓÅÉÓ ÉÉ: ÏÌÁÄÅÓ ÁÓÊÇÓÅÙÍ ÃÉÁ ÅÐÉËÕÓÇ ÁÍÁ ÅÂÄÏÌÁÄÁ (ÁóêÞóåéò) 89

(To â ìå Esc b Esc, o åêèÝôçò ìå Ctrl 6 Þ Ctrl ˆ, ó÷åäüí ôï ßäéï åßíáé, ðáñáêáëþ!) (ä) Ç åðáëÞèåõóç
(verification) ver üôé ç óôáèåñÞ áõôÞ óõíÜñôçóç vp(x) åßíáé ìåñéêÞ ëýóç ôçò ðáñïýóáò äéáöïñéêÞò
åîéóþóåùò de. Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

ver = de /. v -> vp

(å) Ç áíôßóôïé÷ç ïìïãåíÞò äéáöïñéêÞ åîßóùóç (homogeneous differential equation) deh. Õðüäåéîç:
Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

deh = de /. p -> 0

(óô) Ï ïñéóìüò ôçò óõíáñôÞóåùò vh(x) = A coshâx cosâx (ìå ôï Á óôáèåñÜ). (æ) Ï õðïëïãéóìüò
ôçò ôÝôáñôçò ðáñáãþãïõ v′′′′

h [x] ôçò óõíáñôÞóåùò áõôÞò. Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

D4vh[x_] = vh’’’’[x]

Þ êÜðïéá éóïäýíáìç åíôïëÞ. (ç) Ç åðáëÞèåõóç üôé ç ßäéá óõíÜñôçóç vh(x) áðïôåëåß ëýóç ôçò
ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò deh. Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

ver = D4vh[x]+4 âˆ4 vh[x] == 0

(Ôï â ìå Esc b Esc ðáñáêáëþ Þ Ýóôù áðëÜ ìå â ìå ãýñéóìá óôï Åëëçíéêü ðëçêôñïëüãéï!) (è) Óôç
óõíÝ÷åéá æçôåßôáé íá âñåèåß ç ãåíéêÞ ëýóç solh ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò deh. Õðüäåéîç: Íá
÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ DSolve. (é) [×] ÔÝëïò æçôåßôáé êé ç åðßëõóç üëçò ôçò áóêÞóåùò ìå ôï ÷Ýñé.

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉ-E6 ([× êáé Õ] Ñåõóôïìç÷áíéêÞ: Éäåáôü Ñåõóôü, Ïñèïãþíéåò Ôñï÷éÝò): Óôç äé-
äéÜóôáôç (åðßðåäç) Ñåõóôïìç÷áíéêÞ éäåáôïý ñåõóôïý èåùñïýìå ìéá ðçãÞ ñåõóôïý óôï óçìåßï
Ï = (0, 0) êáé ôç ó÷åôéêÞ áóôñüâéëç êáé ìüíéìç ñïÞ. Ïé ãñáììÝò ñïÞò åßíáé åõèåßåò ðïõ äéÝñ÷ïíôáé
áðü ôçí ðçãÞ ôïõ ñåõóôïý (óôçí áñ÷Þ ôùí óõíôåôáãìÝíùí Ï = (0, 0)). Æçôïýíôáé: (á) Íá äçëù-
èïýí ïé åîéóþóåéò ôùí åõèåéþí áõôþí óå ÊáñôåóéáíÝò óõíôåôáãìÝíåò (x, y) ìå ôï óýìâïëï lines ìå
áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ ôçí x êáé åîáñôçìÝíç ôçí y = y(x). Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

lines = y[x] == k x

Õðüäåéîç: ÅÜí ðñïêáëïýí äõóöïñßá ïñéóìÝíåò ðñïåéäïðïéÞóåéò ôçò Mathematica, íá óâÞíïíôáé
ìå Ctrl x ðáñáêáëþ. ÐïëëÝò ìðïñïýí íá áðïöåýãïíôáé åíôåëþò ìå ôç ÷ñÞóç ôçò åíôïëÞò Off

{Off[General::spell], Off[General::spell1];

(Ôá spell êáé spell1 öõóéêÜ ìå ell êé ü÷é ìå êåöáëáßï É. Ìðïñåß íá äïêéìáóèåß ç åíôïëÞ áõôÞ óôçí
ðáñïýóá Üóêçóç. Ç áíôßèåôç åíôïëÞ öõóéêÜ ìå On áíôß Off.) (â) Ìå ðáñáãþãéóç ùò ðñïò ôç
ìåôáâëçôÞ x íá âñåèåß ç ó÷åôéêÞ åîßóùóç Dlines. Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

Dlines = D[lines, x]

ãéá ôçí ðáñáãþãéóç áõôÞ. (ã) Íá ãñáöåß ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (differential equation) de1 ôùí
åõèåéþí lines ìå ðñü÷åéñç áðáëïéöÞ ôçò óôáèåñÜò k ìåôáîý ôùí åîéóþóåùí lines êáé Dlines.
Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

de1 = y[x] == y’[x] x

Ðéï åðßóçìá ìðïñåß áóöáëþò íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ Eliminate ôçò Mathematica ãéá ôçí
áðáëïéöÞ ôïõ k. Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

de1 = Eliminate[{lines, Dlines}, k]

(ä) Íá äïèïýí ðÝíôå ÷áñáêôçñéóìïß char1 ãéá ôç äéáöoñéêÞ åîßóùóç de1 óå ìïñöÞ ìéáò ëßóôáò.
(å) Íá ëõèåß ç ðéï ðÜíù äéáöïñéêÞ åîßóùóç de1 (ãåíéêÞ ëýóç ìå äÞëùóÞ ôçò ìå ôï óýìâïëï sol1)
ìå áðëïðïßçóç ìÜëéóôá ôïõ áðïôåëÝóìáôïò. Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèïýí ïé åíôïëÝò DSolve
êáé Simplify ôáõôü÷ñïíá, ç åíôïëÞ Simplify êáëýôåñá óôï ôÝëïò, äçëáäÞ ìå //Simplify óôï ôÝëïò.
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(óô) Íá âñåèåß ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôùí ïñèïãùíßùí ôñï÷éþí ôùí åõèåéþí áõôþí lines ìå äÞëùóÞ
ôçò ìå ôï óýìâïëï de2. Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

de2 = de1 /. y’[x] -> -1/y’[x]

Íá åîçãçèåß åðßóçò ìå ëüãéá (óå ôñåéò ãñáììÝò êáé óå ðáñÜãñáöï êåéìÝíïõ ìå Alt 7, ü÷é ìå Alt 4)
ç ðéï ðÜíù åíôïëÞ áðü ìáèçìáôéêÞò áðüøåùò. (æ) Íá åðéëõèåß ç äéáöïñéêÞ áõôÞ åîßóùóç de2
(ãåíéêÞ ëýóç ìå äÞëùóÞ ôçò ìå ôï óýìâïëï sol2) êáé ìÜëéóôá ìå áðëïðïßçóç ôçò ëýóåùò áõôÞò.
(ç) Íá ïñéóèåß êáé ç ó÷åôéêÞ óõíÜñôçóç y2a(x) ðïõ áíôéóôïé÷åß óôï ðñþôï ìÝñïò ôçò ëýóåùò
sol2[[1,1,2]] êáé íá ãßíåé åðßóçò åðáëÞèåõóç (verification) ôçò óõíáñôÞóåùò--ëýóåùò áõôÞò y2a(x)
ìå äÞëùóÞ ôçò ìå ôï óýìâïëï ver2a. Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèïýí ïé åíôïëÝò

ys2a[x_] = sol2[[1,1,2]]

(ïé äéðëÝò áãêýëåò ìå Esc [[ Esc êáé Esc ]] Esc ðáñáêáëþ!) êáé

ver2a = de2 /. y -> ys2a

(è) Ôï ßäéï áêñéâþò åñþôçìá êáé ãéá ôï äåýôåñï ìÝëïò ôçò ëýóåùò y2b(x), ôþñá üìùò ìå sol2[[2,1,2]].
(é) [×] Ç åðßëõóç ìå ôï ÷Ýñé üëçò ôçò áóêÞóåùò êáé ç ó÷åäßáóç ôùí ïñèïãùíßùí ôñï÷éþí óôï ðáñüí
ðñüâëçìá Ñåõóôïìç÷áíéêÞò éäåáôïý ñåõóôïý. (éá) [×] Ðïéï åßíáé ôï áíÜëïãï (ìå ôéò ßäéåò áêñéâþò
ïñèïãþíéåò ôñï÷éÝò) óôç ÌåôÜäïóç Èåñìüôçôáò;

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉ-E7 ([Õ] ÄõíáìéêÞ êáé Ôáëáíôþóåéò: Áðëü ÅêêñåìÝò): ÌåëåôÜìå ôç ìç ãñáììéêÞ
äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôïõ áðëïý åêêñåìïýò (pendulum) ìå ìÞêïò íÞìáôïò L êáé ìå ìÜæá m óôï Üêñï
ôïõ. Æçôïýíôáé: (á) Ç óåéñÜ Maclaurin (Maclaurin series) ser ôçò óõíáñôÞóåùò sin è ìå üñïõò ìÝ÷ñé
êáé è12. Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ Series

ser = Series[Sin[è], {è,0,12}]

(To è ìå Esc q Esc ðáñáêáëþ!) (â) Ç ßäéá óåéñÜ, áëëÜ ôþñá ÷ùñßò ôï óõìâïëéóìü Ï(è13) óôï
ôÝëïò. Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß êáé ç åíôïëÞ Normal. (ã) Ç ìç ãñáììéêÞ (ç áñ÷éêÞ) äéáöï-
ñéêÞ åîßóùóç PendulumDE ôïõ åêêñåìïýò ìå Üãíùóôç óõíÜñôçóç ôç ãùíßá áðïìáêñýíóåùò ôïõ
íÞìáôïò áðü áðü ôçí êáôáêüñõöç èÝóç è = è(t) ìå t ôï ÷ñüíï. Ç öõóéêÞ êõêëéêÞ óõ÷íüôçôá ù0

(÷ùñßò äåßêôç Þ ìå äåßêôç, ï äåßêôçò ìå Ctrl - Þ Ctrl _, ó÷åäüí ôï ßäéï åßíáé) ôïõ åêêñåìïýò èåùñåßôáé
ãíùóôÞ. (Ôï óýìâïëï ù ìå Esc Ëáôéíéêü ï Esc ðáñáêáëþ!) (ä) Ç ãåíéêÞ ëýóç solg ôçò äéáöïñéêÞò
áõôÞò åîéóþóåùò PendulumDE. (å) Ç ãñáììéêïðïéçìÝíç ìïñöÞ PendulumDE1 ôçò ìç ãñáììéêÞò
(ôçò áñ÷éêÞò) äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò PendulumDE. (óô) Ç ãåíéêÞ ëýóç sol1g ôçò ãñáììéêÞò äéáöï-
ñéêÞò áõôÞò åîéóþóåùò PendulumDE1. (æ) Ç ìåñéêÞ ëýóç sol1p ôçò ßäéáò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò
PendulumDE1 ìå ôéò äýï áñ÷éêÝò óõíèÞêåò

è(0) = è0, è̇(0) = è1.

(To è ìå Esc q Esc.) (ç) Ç ðñïóåããéóôéêÞ ìïñöÞ PendulumDE3 ôçò áñ÷éêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò
PendulumDE ìå üñïõò ìÝ÷ñé êáé è3 (÷ùñßò ôç ëýóç ôçò). Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

PendulumDE3 = è’’[t] + ù0ˆ2 Normal[Series[Sin[è[t]], {è[t], 0, 4}]] == 0

(è) ÔÝëïò æçôåßôáé êáé ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò áñ÷éêÞò (äçëáäÞ ôçò ìç ãñáììéêïðïéçìÝíçò) äéáöïñéêÞò
åîéóþóåùò PendulumDE ìå ÷ñÞóç ôçò åíôïëÞò DSolve. Ôé ó÷üëéï èá ìðïñïýóå íá ãßíåé åäþ;
(Ç áðÜíôçóç óå ðáñÜãñáöï êåéìÝíïõ ìå Alt 7, ü÷é ìå Alt 4 ðáñáêáëþ!)

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉ-E8 ([× êáé Õ] ÊéíçìáôéêÞ--ÄõíáìéêÞ ôïõ Õëéêïý Óçìåßïõ): Èåùñïýìå ôçí êáôá-
êüñõöç êßíçóç õëéêïý óçìåßïõ M ìÜæáò m óôï ãÞéíï ðåäßï âáñýôçôáò (ìå åðéôÜ÷õíóç g), êßíçóç
ôïõ õëéêïý óçìåßïõ ðñïò ôá êÜôù, ðñïò ôç ãç (ü÷é ðñïò ôá ðÜíù) ìå áíôßóôáóç ôïõ áÝñá áíÜ-
ëïãç ôïõ ôåôñáãþíïõ v2(t) ôçò ôá÷ýôçôáò v(t) ôïõ õëéêïý óçìåßïõ Ì ìå ãíùóôÞ èåôéêÞ óôáèåñÜ
áíáëïãßáò c. Æçôïýíôáé: (á) [Õ] Ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç de ãéá ôçí ôá÷ýôçôá v(t) ôïõ õëéêïý áõôïý



ÅÖÁÑÌÏÓÌÅÍÅÓ ÁÓÊÇÓÅÉÓ ÉÉ: ÏÌÁÄÅÓ ÁÓÊÇÓÅÙÍ ÃÉÁ ÅÐÉËÕÓÇ ÁÍÁ ÅÂÄÏÌÁÄÁ (ÁóêÞóåéò) 91

óçìåßïõ ìå èåôéêÞ öïñÜ ôçò ôá÷ýôçôáò ðñïò ôá ðÜíù. (â) [Õ] Ç ìåñéêÞ ëýóç (partial solution) sol
ôçò äéáöïñéêÞò áõôÞò åîéóþóåùò de ìå îåêßíçìá ôïõ õëéêïý óçìåßïõ (ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t = 0) ìå
áñ÷éêÞ ôá÷ýôçôá v(0) = v0 (v0 óôç Mathematica) ìåôÜ áðü áðëïðïßçóÞ ôçò. Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóé-
ìïðïéçèïýí ïé åíôïëÝò DSolve êáé Simplify, ç äåýôåñç êáëýôåñá óôï ôÝëïò, äçëáäÞ óáí //Simplify
óôï ôÝëïò ôçò åíôïëÞò. (ã) [Õ] Ôï ßäéï åñþôçìá, áëëÜ ìå îåêßíçìá ôïõ õëéêïý óçìåßïõ (ãéá t = 0)
áðü ôçí çñåìßá. Ðïéá óõíÜñôçóç ðáñïõóéÜæåôáé óôï áðïôÝëåóìá áõôü; (ä) [×] Ç åðßëõóç ìå ôï
÷Ýñé ôïõ ðñïçãïýìåíïõ åñùôÞìáôïò (ã). (å) [X] Óõìöùíïýí ôá áðïôåëÝóìáôá ìå ôï ÷Ýñé êáé ìå
ôïí õðïëïãéóôÞ;

ÏÌÁÄÁ ÅÌÉÉ-F

ÁÓÊÇÓÇ EMII-F1 ([X êáé Õ] Ôáëáíôþóåéò): Óôéò ôáëáíôþóåéò ìç÷áíéêïý óõóôÞìáôïò ìÜæáò--
åëáôçñßïõ êáé ßóùò áðïóâåóôÞñá æçôïýíôáé (ìå ôá óõíçèéóìÝíá óýìâïëá m êáé î: ôï î ìå Esc
Ëáôéíéêü x Esc, êáéù0: ôïù ìå Esc Ëáôéíéêü o Esc ãéá ôéò ðáñáìÝôñïõò) ïé äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò:

(á) vde1 ãéá åëåýèåñåò ôáëáíôþóåéò ÷ùñßò áðüóâåóç êáé áðëÜ ç ëýóç ôçò sol1. Õðüäåéîç: Íá
÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ DSolve.

(â) vde2 ãéá åîáíáãêáóìÝíåò ôáëáíôþóåéò ÷ùñßò áðüóâåóç õðü áõèáßñåôç öüñôéóç p(t) êáé
áðëÜ ç ëýóç ôçò sol2 ìå ðëÞñç áðëïðïßçóç ôïõ áðïôåëÝóìáôïò. Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß
ç åíôïëÞ FullSimplify, ðïõ åßíáé êáé áõôÞ ÷ñÞóéìç åäþ.

(ã) vde3 ãéá åëåýèåñåò ôáëáíôþóåéò ìå áðüóâåóç êáé áðëÜ ç ëýóç ôçò sol3.

(ä) vde4 ãéá åîáíáãêáóìÝíåò ôáëáíôþóåéò ìå áðüóâåóç õðü áõèáßñåôç öüñôéóç p(t) êáé áðëÜ
ç ëýóç ôçò sol4 ìå áðëïðïßçóç ôïõ áðïôåëÝóìáôïò. Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ
Simplify, ðïõ åßíáé êáé áõôÞ ÷ñÞóéìç åäþ.

(å) vde5 ãéá åëåýèåñåò ôáëáíôþóåéò ìå êñßóéìç áðüóâåóç (õðï÷ñåùôéêÜ ìå âÜóç ôç äéáöïñéêÞ
åîßóùóç vde3) êáé áðëÜ ç ëýóç ôçò sol5 ìå áðëïðïßçóç ôïõ áðïôåëÝóìáôïò. Õðüäåéîç: Íá
÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

vde5 = vde3 /. î -> 1

(óô) vde6 ãéá åîáíáãêáóìÝíåò ôáëáíôþóåéò ìå êñßóéìç áðüóâåóç õðü áõèáßñåôç öüñôéóç p(t)
(õðï÷ñåùôéêÜ ìå âÜóç ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç vde4) êáé áðëÜ ç ëýóç ôçò sol6 ìå áðëïðïßçóç.

ÁÓÊÇÓÇ EMII-F2 ([X] Ôáëáíôþóåéò): Óôéò åîáíáãêáóìÝíåò ôáëáíôþóåéò (õðü öüñôéóç p(t))
åíüò ìïíïâÜèìéïõ ìç÷áíéêïý óõóôÞìáôïò ìÜæáò--åëáôçñßïõ--áðïóâåóôÞñá õðü éó÷õñÞ áðüóâåóç
(ìå ôá óõíçèéóìÝíá óýìâïëá m, î êáé ù0 ãéá ôéò ôñåéò ðáñáìÝôñïõò) æçôåßôáé ç áðüêñéóç ôïõ
óõóôÞìáôïò u(t) ìå ìçäåíéêÝò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò:

u(0) = 0 êáé u̇(0) = 0

õðï÷ñåùôéêÜ ìå ôç ìÝèïäï ôçò ìåôáâïëÞò ôùí ðáñáìÝôñùí.

ÁÓÊÇÓÇ EMII-F3 ([X êáé Õ] Ôáëáíôþóåéò): Óôéò åîáíáãêáóìÝíåò ôáëáíôþóåéò ÷ùñßò áðü-
óâåóç ìïíïâÜèìéïõ ìç÷áíéêïý óõóôÞìáôïò ìÜæáò--åëáôçñßïõ (÷ùñßò áðïóâåóôÞñá) õðü öüñôéóç
(åîùôåñéêÞ äýíáìç)

p(t) = p0e−at ìå a > 0 êáé t ≥ 0
æçôïýíôáé:

(á) Ç áðüêñéóç u1(t) ôïõ óõóôÞìáôïò ìå ìçäåíéêÝò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò ìå ôçí êáôåõèåßáí ÷ñÞóç
ôïõ ó÷åôéêïý ïëïêëçñùôéêïý ôýðïõ ôïõ Duhamel (6.2.18). Õðüäåéîç: Íá ãßíåé äÞëùóç ôçò óõíáñ-
ôÞóåùò u1(t) óôç Mathematica óáí u1[t_]. Íá ãßíåé êáé áðëïðïßçóç ôïõ áðïôåëÝóìáôïò.

(â) Ç áíôßóôïé÷ç óõíÜñôçóç u2(t) ãéá ìïíáäéáßåò ôéìÝò üëùí ôùí ðáñáìÝôñùí åêôüò áðü ôç
óôáèåñÜ a. Ãé’ áõôÞ íá ôåèåß a = 0.1. Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ
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u2[t_] = u1[t] /. {m -> 1, ù0 -> 1, a -> 0.1, p0 -> 1}

(ã) Ç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôçò óõíáñôÞóåùò áõôÞò u2(t) óôï ÷ñïíéêü äéÜóôçìá [0, 30]. Õðü-
äåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

Plot[u2[t], {t, 0, 30}]

Þðéï «åêëåðôõóìÝíç», «êïìøÞ»ðáñáëëáãÞ ôçò (ìå Üîïíåò, ôßôëï, ÷ñþìá, ðá÷ýôåñç ãñáììÞ, êëð.).

(ä) ÔÝëïò íá ãßíïõí êáé ó÷åôéêÝò ðáñáôçñÞóåéò óå ó÷üëéï comment (ìå óõìâïëïóåéñÜ, string,
óå åéóáãùãéêÜ) ãéá ôçí ðñïçãïýìåíç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç.

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉ-F4 ([X] ÄõíáìéêÞ ôïõ Õëéêïý Óçìåßïõ): ¸íá õëéêü óçìåßï Ì ìÜæáò m êéíåßôáé
åõèýãñáììá (êáôÜ ìÞêïò ôïõ ÜîïíáOx) óå ïñéæüíôéï åðßðåäï õðü ôçí åðßäñáóç äõíÜìåùò ôñéâÞò
F = F(t) ôçò ìïñöÞò

F(t) = bv(t) + cv3(t), t ≥ 0,

ìå t ôï ÷ñüíï, v = v(t) ôçí ôá÷ýôçôá ôïõ õëéêïý óçìåßïõ êáé b êáé c ãíùóôÝò êáé ìÜëëïí ðñïöáíþò
áñíçôéêÝò óôáèåñÝò. Æçôïýíôáé: (á) Ç êáôáóêåõÞ (ï ó÷çìáôéóìüò, ç ìüñöùóç) ôçò äéáöïñéêÞò
åîéóþóåùò ãéá ôçí ôá÷ýôçôá v(t) ôïõ õëéêïý óçìåßïõ M. (â) Ç áíáãùãÞ ôçò äéáöïñéêÞò áõôÞò
åîéóþóåùò óå ãñáììéêÞ ìå êáôÜëëçëç íÝá Üãíùóôç óõíÜñôçóç (åîáñôçìÝíç ìåôáâëçôÞ) w = w(t).
Óôç óõíÝ÷åéá ãéá ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôïõ ðñïçãïýìåíïõ åñùôÞìáôïò, äçëáäÞ ãéá ôçí åîßóùóç

dw(t)
dt

+ 2b
m

w(t) = − 2c
m

ìå ôéò ðïóüôçôåò m, b êáé c ãíùóôÝò óôáèåñÝò, áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ ôï ÷ñüíï t êáé åîáñôçìÝíç
ìåôáâëçôÞ (Üãíùóôç óõíÜñôçóç) ôç w = w(t) æçôïýíôáé: (ã) ¸îé ÷áñáêôçñéóìïß ôçò äéáöïñéêÞò
áõôÞò åîéóþóåùò. (ä) Ç åðßëõóç ôçò áíôßóôïé÷çò ïìïãåíïýò (ìå c = 0) äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò
õðï÷ñåùôéêÜ ìå ôç ìÝèïäï ôçò ÷áñáêôçñéóôéêÞò åîéóþóåùò. Ôï ßäéï ìå ôç ìÝèïäï ôùí ÷ùñéæïìÝ-
íùí ìåôáâëçôþí. Óõìöùíïýí ôá áðïôåëÝóìáôá; (å) Ï Ýëåã÷ïò åÜí Þ ü÷é ç ðéï ðÜíù ìç ïìïãåíÞò
äéáöïñéêÞ åîßóùóç (ìå c �= 0) åßíáé ðëÞñçò (Þ áêñéâÞò) Þ ü÷é. (óô) ÁíÜëïãïò Ýëåã÷ïò ìåôÜ áðü
ðïëëáðëáóéáóìü ôçò áñ÷éêÞò (ìå c �= 0) äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò åðß ôç óõíÜñôçóç (ðéèáíü ïëï-
êëçñùôéêü ðáñÜãïíôá)

ì(t) = e(2b/m) t.

(æ) Ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò áñ÷éêÞò (ìå c �= 0) äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìå âÜóç ôï ðñïçãïýìåíï åñþôçìá.
(ç) Ç ëåðôïìåñÞò óýãêñéóç ôùí áðïôåëåóìÜôùí ôùí åñùôçìÜôùí (ä) êáé (æ). (è) Ðïéá åßíáé ìéá
ðñïöáíÞò ìåñéêÞ ëýóç ôçò áñ÷éêÞò, ìç ïìïãåíïýò (ìå c �= 0) äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò;

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉ-F5 ([× êáé Õ] ÄõíáìéêÞ ôïõ Õëéêïý Óçìåßïõ): Ãéá ôç èÝóç r = r(t) (ìå t ôï ÷ñüíï)
õëéêïý óçìåßïõÌ ìÜæáòmðïõ êéíåßôáé ìÝóá óåðåñéóôñåöüìåíï ìå óôáèåñÞ ãùíéáêÞ ôá÷ýôçôáù0

ëåðôü åõèýãñáììï óùëÞíá ìå óôáèåñü ôü Üêñï ôïõ r = 0 éó÷ýåé ç áêüëïõèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç:

r̈(t) − ù2
0 r(t) = 0 ìå t > 0,

÷ùñßò åîùôåñéêÞ äýíáìç p(t) óôï äåîéü ìÝëïò. (Óôçí åîßóùóç áõôÞ Ý÷åé ëçöèåß õðüøç ç öõãü-
êåíôñïò äýíáìç mù2

0 r(t) öõóéêÜ ðñïò ôá Ýîù, ü÷é ðñïò ôï óôáèåñü Üêñï r = 0.) Æçôïýíôáé:
(á) [×] ¸îé ÷áñáêôçñéóìïß ôçò äéáöïñéêÞò áõôÞò åîéóþóåùò. (â) [×] Ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò óå åêèåôéêÞ
ìïñöÞ ìå ôç ìÝèïäï ôçò ÷áñáêôçñéóôéêÞò åîéóþóåùò. (ã) [×] Ç ìåôáôñïðÞ ôçò ðñïçãïýìåíçò ãå-
íéêÞò ëýóåùò óå õðåñâïëéêÞ ìïñöÞ (ìå áðüäåéîç ôïõ áðïôåëÝóìáôïò êáé êáôÜëëçëç áëëáãÞ ôùí
áõèáßñåôùí óôáèåñþí). (ä) [×] Ç ìåñéêÞ ëýóç ðïõ áíôéóôïé÷åß óôéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò

r(0) = r0 ìå ṙ(0) = v0
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(áñ÷éêÞ èÝóç êáé áñ÷éêÞ ôá÷ýôçôá áíôßóôïé÷á) åðßóçò óå õðåñâïëéêÞ ìïñöÞ. (å) [×] Ç ðëÞñçò
åðáëÞèåõóç ôçò ìåñéêÞò ëýóåùò ðïõ âñÝèçêå óôï ðñïçãïýìåíï åñþôçìá, äçëáäÞ ôüóï ùò ðñïò
ôçí ßäéá ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç üóï êáé ùò ðñïò ôéò äýï áñ÷éêÝò óõíèÞêåò. (óô) [×] Õðï÷ñåùôéêÜ
ìå ôç ÷ñÞóç ïñßæïõóáò Wronski ç áðüäåéîç üôé ïé èåìåëéþäåéò ëýóåéò ðïõ ðñïÝêõøáí óôç ãåíéêÞ
ëýóç (óôçí åêèåôéêÞ ôçò ìïñöÞ) åßíáé ãñáììéêÜ áíåîÜñôçôåò. (æ) [×] Ôï ßäéï áêñéâþò åñþôçìá
êáé ãéá ôçí õðåñâïëéêÞ ìïñöÞ ôçò ãåíéêÞò ëýóåùò. (ç) [Õ] Íá åðáíáëçöèïýí üëïé ïé õðïëïãéóìïß
ôùí ðñïçãïýìåíùí Ýîé åñùôçìÜôùí (â) Ýùò êáé (æ) ôçò áóêÞóåùò ìå ôç ÷ñÞóç ôçò Mathematica.
(è) [× Þ Õ] Óõìöùíïýí Þ ü÷é ôá áðïôåëÝóìáôá ìå ôï ÷Ýñé [×] êáé ìå ôïí õðïëïãéóôÞ [Õ];

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉ-F6 ([× êáé Õ] Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí: Ôå÷íéêÞ Èåùñßá ÊÜìøåùò: ÓõíÞèåéò
Äïêïß): Óå óõíÞèç äïêü ìÞêïõò L (ìå 0 ≤ x ≤ L) ìå öüñôéóç áðëÜ êáìðôéêÝò ñïðÝò M0 êáé ML óôá
äýï Üêñá ôçò ðñïêýðôåé ç åîÞò ðÜñá ðïëý áðëÞ ïìïãåíÞò äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôåôÜñôçò ôÜîåùò:

v′′′′(x) = 0, ìå 0 ≤ x ≤ L,

ìå x ôç èÝóç êáôÜ ìÞêïò ôçò äïêïý êáé v(x) ôï âÝëïò êÜìøåùò (åãêÜñóéá ìåôáôüðéóç) ôçò äïêïý, ôï
ïðïßï ó÷çìáôßæåé ôçí åëáóôéêÞ ãñáììÞ ôçò óôçí êÜìøç. Æçôïýíôáé: (á) [× êáé Õ] Ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò
äéáöïñéêÞò áõôÞò åîéóþóåùò. (â) [×] Ç áðüäåéîç üôé ïé èåìåëéþäåéò ëýóåéò ðïõ ðáñïõóéÜæïíôáé
óôç ãåíéêÞ áõôÞ ëýóç åßíáé ãñáììéêÜ áíåîÜñôçôåò ôüóï ìå Üìåóï ôñüðï (äçëáäÞ ìå âÜóç ôïí
ïñéóìü ôùí ãñáììéêÜ áíåîÜñôçôùí óõíáñôÞóåùí) üóï êáé (ã) [× êáé Õ] ìå ôç ÷ñÞóç ôçò ó÷åôéêÞò
ïñßæïõóáò Wronski. (ä) [× êáé Õ] Ç ìåñéêÞ ëýóç ðïõ áíôéóôïé÷åß óå ãíùóôÝò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò

v(0) = v0, v′(0) = è0, v′′(0) = M0

EI
, v′′′(0) = Q0

EI

ìå M0 ôçí êáìðôéêÞ ñïðÞ (Þ ñïðÞ êÜìøåùò), ðïõ Þäç áíáöÝñèçêå, Q0 ôçí ôÝìíïõóá äýíáìç óôï
áñéóôåñü Üêñï x = 0 ôçò äïêïý êáé EI ôç äõóêáìøßá ôçò êáèþò êáé ç åðáëÞèåõóç ôçò ëýóåùò.

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉ-F7 ([× êáé Õ] Ñåõóôïìç÷áíéêÞ, Éäåáôü Ñåõóôü, Ïñèïãþíéåò Ôñï÷éÝò): Óå ìéá
ìüíéìç, áóôñüâéëç, äéäéÜóôáôç (åðßðåäç) ñïÞ éäåáôïýñåõóôïýóôç Ñåõóôïìç÷áíéêÞ ìÝóáóåÜðåéñï
ìÝóïí ðïõ ïöåßëåôáé óå óçìåéáêÞ ðçãÞ óôçí áñ÷Þ ôùí áîüíùí Ï = (0, 0) ïé ãñáììÝò ñïÞò åßíáé
ïé åõèåßåò ãñáììÝò ðïõ äéÝñ÷ïíôáé áðü ôç óçìåéáêÞ ðçãÞ. Æçôïýíôáé: (á) [X êáé Õ] Ïé áëãåâñéêÝò
åîéóþóåéò ôùí ãñáììþí ñïÞò. (â) [× êáé Õ] Ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ðïõ åðáëçèåýïõí. (ã) [× êáé Õ]
Ðïéåò åßíáé ïé éóïäõíáìéêÝò ãñáììÝò ðïõ áðïôåëïýí ôéò ïñèïãþíéåò ôñï÷éÝò ôùí ãñáììþí ñïÞò
õðï÷ñåùôéêÜ ìå ôç ìÝèïäï ôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí, åäþ êáé ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ôùí
éóïäõíáìéêþí ãñáììþí êáé, óôç óõíÝ÷åéá, ìå ôçí åðßëõóç ôïýôçò ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò;
(ä) [×] Íá ãßíåé êáé ôï ó÷åôéêü ó÷Þìá ôùí ïñèïãùíßùí ôñï÷éþí. (å) [× Þ Õ] Ðïéï áêñéâþò åßíáé ôï
öõóéêü áíÜëïãï óôç ÌåôÜäïóç Èåñìüôçôáò; (ìå ðïëëÝò ëåðôïìÝñåéåò).

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉ-F8 ([× êáé Õ] ÄõíáìéêÞ ôïõ Õëéêïý Óçìåßïõ): Äßíåôáé ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôçò
êéíÞóåùò õëéêïý óçìåßïõ Ì ìÝóá óå ëåðôü åõèýãñáììï óùëÞíá ðïõ ðåñéóôñÝöåôáé ìå ãùíéáêÞ
ôá÷ýôçôá ù0 ãýñù áðü ôï óôáèåñü Üêñï ôïõ O (õðü ôçí åðßäñáóç ìüíï ôçò öõãïêÝíôñïõ äõíÜ-
ìåùò) ìå t ôï ÷ñüíï êáé u = u(t) ôç èÝóç ôïõ õëéêïý óçìåßïõ Ì:

d2u
dt2

− ù2
0u = 0

Æçôïýíôáé: Íá äçëùèåß ç ó÷åôéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç (differential equation) de óôç Mathematica.
Õðüäåéîç: To Åëëçíéêüù ìå Esc Ëáôéíéêü o Escðáñáêáëþ, ï åêèÝôçò ìåCtrl ˆ ÞCtrl 6. Áíôß ãéá ôçí
Üìåóç åðßëõóç ôçò äéáöïñéêÞò áõôÞò åîéóþóåùò ìå ôç ÷ñÞóç ôçò åíôïëÞò DSolve èá ðñïôéìçèåß
åäþ êáôáñ÷Þí ç âÞìá ðñïò âÞìá åðßëõóÞ ôçò ãéá ôçí êáôáíüçóç ôçò èåùñßáò. ÅðåéäÞ ðñüêåéôáé
ãéá ïìïãåíÞ ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò, óôçí áñ÷Þ õðïèÝôïõìå ëýóç
åêèåôéêÞò ìïñöÞò ðïõ ôç äçëþíïõìå ìå ôç óõíÜñôçóç

u0(t) = eìt
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Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ (ìå exp, Exp óôç Mathematica, ôçí åêèåôéêÞ óõíÜñôçóç)

u0[t_] = Exp[ì t]

(Ôï Åëëçíéêü ì ìå Esc m Esc ðáñáêáëþ!) Áíôéêáèéóôþíôáò ôç âïçèçôéêÞ áõôÞ óõíÜñôçóç u0(t)
óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç de, ðñïêýðôåé ç ó÷åôéêÞ ÷áñáêôçñéóôéêÞ åîßóùóç (characteristic equation),
áëëÜ ðïëëáðëáóéáóìÝíç êáé åðß ôïí åêèåôéêü üñï eìt. Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

chareq = de /. u -> u0

Íá ãßíåé êáé áðëïðïßçóç ôçò åîéóþóåùò ðïõ ðñïÝêõøå ìå ôçí åíôïëÞ Simplify. Õðüäåéîç: Íá
÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

chareq = chareq // Simplify

Áõôü èá ìðïñïýóå âÝâáéá íá åß÷å ãßíåé êáé áðåõèåßáò. Óôç óõíÝ÷åéá æçôåßôáé ç ëýóç sol ôçò åîéóþ-
óåùò chareq (÷áñáêôçñéóôéêÞ åîßóùóç åðß ôïí åêèåôéêü üñï eìt, áëë’ ï üñïò áõôüò äåí åðçñåÜæåé
ôéò ñßæåò!). Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞSolve. Ðüóåò ëýóåéò lenðñïÝêõøáí; Õðüäåéîç:
Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ Length (ìÞêïò), ðéï óõãêåêñéìÝíá

len = Length[sol]

Ãéá íá êáôáóêåõÜóïõìå ôþñá ôç ãåíéêÞ ëýóç (åäþ óå åêèåôéêÞ ìïñöÞ) ug(t) ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþ-
óåùò de, èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôéò äýï ñßæåò ì1, 2 = ±ù (ðïõ Þäç âñÝèçêáí) ôçò ÷áñáêôçñéóôéêÞò
åîéóþóåùò (ðïëëáðëáóéáóìÝíçò åðß eìt) chareq óôç ëýóç ôçò sol. ÓõãêåêñéìÝíá èá ðÜñïõìå ôéò
ó÷åôéêÝò èåìåëéþäåéò ëýóåéò eì1t êáé eì2t ðïëëáðëáóéáóìÝíåò öõóéêÜ åðß äýï áõèáßñåôåò óôáèåñÝò
C1 êáé C2 áíôßóôïé÷á. ÄçëáäÞ èá ðÜñïõìå ôï ãñáììéêü óõíäõáóìü ôùí äýï èåìåëéùäþí ëýóåùí
eì1t êáé eì2t. Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

ug[t_] = C[1] Exp[sol[[1, 1, 2]] t] + C[2] Exp[sol[[2, 1, 2]] t]

ãéá ôç ãåíéêÞ ëýóç ug(t) ðïõ æçôåßôáé êáé, ëßãï ðéï Ýîõðíá êáé ìå äõíáôüôçôá ãåíéêåýóåùò, ìå
÷ñÞóç êáé ôçò åíôïëÞò Sum ãéá ôï Üèñïéóìá ìÝóù ôçò åíôïëÞò

ug[t_] = Sum[C[k] Exp[sol[[k, 1, 2]] t], {k, 1, len}]

ÁõôÞ êÜíåé ÷ñÞóç êáé ôïõ Þäç ãíùóôïý áñéèìïý len ôùí ëýóåùí (åí ðñïêåéìÝíù 2). ÂñÝèçêå
åðïìÝíùò ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò de, êÜôé ôï ïðïßï æçôåßôáé íá åðáëçèåõèåß
ìå ôç ÷ñÞóç êáé ôçò åíôïëÞò DSolve. Ç ãåíéêÞ áõôÞ ëýóç (solution) ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò
(differential equation) de áò áðïêëçèåß åäþ solde. Ãéá ôçí åðáëÞèåõóç (verification) ôþñá ôçò
ëýóåùò ug(t) ðïõ âñÝèçêå ìðïñåß íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

ver = de /. u -> ug // Simplify

ðïõ óõìðåñéëáìâÜíåé êáé áðëïðïßçóç (simplification) ìå ôçí åíôïëÞ Simplify ôïõ áðïôåëÝóìáôïò,
þóôå íá ðñïêýøåé ôåëéêÜ True (áëçèÝò). Ç ßäéá ãåíéêÞ ëýóç ug(t) ìðïñåß âÝâáéá íá ãñáöåß (êáé
åßíáé óõíÞèùò êáëýôåñï áõôü!) êáé ìå ôç ÷ñÞóç ôùí óõíáñôÞóåùí õðåñâïëéêü óõíçìßôïíï êáé
õðåñâïëéêü çìßôïíï. Õðüäåéîç: Ãéá ôç ìåôáôñïðÞ ôùí åêèåôéêþí óõíáñôÞóåùí óå õðåñâïëéêÝò
íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ ExpToTrig (åäþ åê ôùí ðñáãìÜôùí ãéá ðñáãìáôéêÝò, ü÷é ìéãáäéêÝò,
óõíáñôÞóåéò) êáé ç åíôïëÞ áðëïðïéÞóåùò Simplify ôáõôü÷ñïíá ìÝóù ôçò ôåëéêÞò åíôïëÞò

ugh[t_] = ug[t] // ExpToTrig // Simplify

Åäþ ôï óýìâïëï h õðïôßèåôáé üôé áíáöÝñåôáé óå õðåñâïëéêÝò óõíáñôÞóåéò (hyperbolic functions).
Áí ôï åðéèõìïýìå, ìðïñïýìå ìÜëéóôá ðïëý åýêïëá íá áðëïðïéÞóïõìå êáé ôçí åìöÜíéóç ôùí äýï
áõèáßñåôùí óôáèåñþí C1 êáé C2 áëëÜæïíôÜò ôéò êáôÜëëçëá óå A êáé B ìå ôçí åíôïëÞ

ugh[t_] = ugh[t] /. {C[1] + C[2] -> A, C[2] - C[1] -> B}
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ÔåëéêÜ æçôåßôáé ç åðáëÞèåõóç verh êáé ôçò ôåëéêÞò óõíáñôÞóåùòugh(t), äçëáäÞ üôé áõôÞ åðáëçèåýåé
ôçí áñ÷éêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç (differential equation) de ìå áðëïðïßçóçöõóéêÜ ôïõ áðïôåëÝóìáôïò
ìå ôç ÷ñÞóç ôçò åíôïëÞò Simplify.

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉ-F9 ([× êáé Õ] Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí: Ôå÷íéêÞ Èåùñßá ÊÜìøåùò: Äïêïß): Óå
óõíÞèç äïêü ìÞêïõò L (ìå 0 ≤ x ≤ L) êáé äõóêáìøßáò EI éó÷ýåé ç áêüëïõèç áðëÞ äéáöïñéêÞ
åîßóùóç ôåôÜñôçò ôÜîåùò:

EI
d4v
dx4

= p(x) ìå 0 ≤ x ≤ L,

ìå x ôç èÝóç êáôÜ ìÞêïò ôçò äïêïý êáé v = v(x) ôï âÝëïò êÜìøåùò (åãêÜñóéá ìåôáôüðéóç) ôùí óç-
ìåßùí ôçò, ðïõ ó÷çìáôßæåé ôåëéêÜ ôçí åëáóôéêÞ ãñáììÞ ôçò, êáé p = p(x) ôçí êáôáíåìçìÝíç êÜèåôç
öüñôéóç êáôÜ ìÞêïò ôçò äïêïý. Æçôïýíôáé: (á) [Õ] Íá äçëùèåß ç äéáöïñéêÞ áõôÞ åîßóùóç (differ-
ential equation) ìå ôï óýìâïëï de ãéá ïìïéüìïñöç (óôáèåñÞ) êáôáíåìçìÝíç öüñôéóç p. Õðüäåéîç:
Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

de = EI v’’’’[x] == p

Óå Ýíá Üêñï äïêïý x = a ç äïêüò èåùñåßôáé ðáêôùìÝíç. Ðïéåò åßíáé ïé ó÷åôéêÝò óõíïñéáêÝò
óõíèÞêåò bs1 ãéá ôï âÝëïò êÜìøåùò v(x) óôï Üêñï áõôü; Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

bs1 = {v[a] == 0, v’[a] == 0}

Áðïëýôùò áíÜëïãá íá äçëùèïýí ïé óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò bs2, áí ôï ßäéï Üêñï x = a åßíáé áðëÜ
óôçñéãìÝíï (ìå Üñèñùóç Þ êýëéóç), êáèþò êáé ïé áíôßóôïé÷åò óõíèÞêåò bs3, áí åßíáé åëåýèåñï. Óôç
óõíÝ÷åéá íá äçëùèïýí êáé ïé ðéèáíÝò áñéèìçôéêÝò ôéìÝò (numerical values) values áíôéêáôÜóôáóçò
(åöüóïí èåùñçèåß óêüðéìï) ôçò äõóêáìøßáò EI = 1 (ìå åíéáßï ôï óýìâïëï EI), ôçò êáôáíåìçìÝ-
íçò öïñôßóåùò p = −1 êáé ôïõ ìÞêïõò L = 1, ãéá íá ÷ñçóéìïðïéçèïýí ðéï êÜôù óå ãñáöéêÝò
ðáñáóôÜóåéò (ü÷é ãåíéêÜ!). Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

values = {EI -> 1, p -> -1, L -> 1}

Ëüãù ôçò ÷ñÞóåùò ðáñáðëÞóéùí óõìâüëùí, èá ìðïñïýóå ßóùò íá ÷ñçóéìïðïéçèåß êáé ç åíôïëÞ

{Off[General::spell], Off[General::spell1]};

ãéá íá áðïöåýãïíôáé ïé ó÷åôéêÝò ðñïåéäïðïéÞóåéò ôçòMathematica ãéá ðéèáíÜ ïñèïãñáöéêÜ ëÜèç,
åÜí ßóùò èåùñïýíôáé Ü÷ñçóôåò (áí êáé ìåñéêÝò öïñÝò äåí åßíáé Ü÷ñçóôï, ðñïóï÷Þ ëïéðüí!).

(â) [Õ] Áò ðñï÷ùñÞóïõìå ôþñá óå ìéá áìößðáêôç óõíÞèç äïêü (ìå 0 ≤ x ≤ L), üðùò áíáöÝñ-
èçêå Þäç). ÌåôÜ ôç äÞëùóç Áìößðáêôç äïêüò (ìå Alt 5 ðáñáêáëþ!) æçôåßôáé ðñþôá íá åðéëõèåß
ç ðéï ðÜíù äéáöïñéêÞ åîßóùóç de åýëïãá ìå óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò ðáêôþóåùò bs1 êáé óôá äýï
Üêñá ôçò x = 0 êáé x = L: ðñüêåéôáé ãéá áìößðáêôç äïêü! Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

sola = DSolve[{de, bs1 /. a -> 0, bs1 /. a -> L}, v[x], x]

Êáëýôåñá íá áðëïðïéçèåß ôï áðïôÝëåóìá ìå ôçí åíôïëÞ Simplify ùò åîÞò:

sola = sola // Simplify

Ðïéá åßíáé ç óõíÜñôçóç va(x) ãéá ôï âÝëïò êÜìøåùò; Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

va[x_] = sola[[1, 1, 2]]

Íá ãßíåé êáé åðáëÞèåõóç (verification) ôçò ëýóåùò va(x) ðïõ ðñïóäéïñßóèçêå ôüóï ãéá ôç äéáöïñéêÞ
åîßóùóç de üóï êáé ãéá ôéò ôÝóóåñéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò bs1. (ÐñÝðåé åðïìÝíùò íá ðñïêýøïõí
ðÝíôå True óå êáôÜëëçëåò ëßóôåò, lists!) Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

vera = {de, bs1 /. a -> 0, bs1 /. a -> L} /. v -> va

ÔÝëïò æçôåßôáé êáé ç ó÷åäßáóç ôçò ó÷åôéêÞò åëáóôéêÞò ãñáììÞò va(x) ôçò ðáñïýóáò äïêïý ãéá
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ôéò ðéï ðÜíù ôéìÝò values ôùí óôáèåñþí EI, p êáé L. Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ Plot:

pa = Plot[va[x] /. values, {x, 0, 1}]

(ã) [Õ] ÁíÜëïãá æçôåßôáé ôï âÝëïò êÜìøåùò vb(x) êáé ôá ëïéðÜ áðïôåëÝóìáôá ìÝ÷ñé êáé ôç
ó÷åäßáóç ôçò åëáóôéêÞò ãñáììÞò ãéá ìéá áìöéÝñåéóôç äïêü (äÞëùóÞ ôçò ìå Alt 5), áëëÜ ôþñá ìå
ôç ÷ñÞóç ôïõ äåßêôç b (áíôß ãéá ôï äåßêôç a). Õðüäåéîç: Ãéá ôç ãåíéêÞ ëýóç (solution) solb íá
÷ñçóéìïðïéçèåß ç ðéï Üìåóç åíôïëÞ

solb = DSolve[{de, bs2 /. a -> 0, bs2 /. a -> L}, v[x], x] // Simplify

êáé ìåôÜ ïé ÷ùñéóôÝò åíôïëÝò (ìå ôï äåßêôç b ôþñá, ü÷é ðéá a). (Õðüäåéîç: Íá ìåôáöåñèåß ïëü-
êëçñï ôáõôü÷ñïíá ôï ó÷åôéêü óýíïëï åíôïëþí ìå «óçìåßùóÞ» ôïõò êáé óôç óõíÝ÷åéá ôç ÷ñÞóç ôùí
åíôïëþí Ctrl c êáé Ctrl v êáé ìåôÜ íá ãßíïõí ïé áëëáãÝò! Êåñäßæåôáé åñãáóßá äáêôõëïãñáöÞóåùò!)

vb[x_] = solb[[1, 1, 2]]

verb = {de, bs2 /. a -> 0, bs2 /. a -> L} /. v -> vb

pb = Plot[vb[x] /. values, {x, 0, 1}]

ÁíÜëïãááðïôåëÝóìáôá æçôïýíôáé åðßóçò (ä) ãéá ôç ìïíüðáêôç äïêü ìåðÜêôùóçóôïáñéóôåñü
Üêñï x = 0 êáé ìå êýëéóç óôï äåîéü x = L (ìå äåßêôåò c áíôß a Þ b) êáèþò êáé (å) ãéá ôïí áíôßóôïé÷ï
ðñüâïëï (ìå äåßêôåò d áíôß a, b Þ c). (óô) ÔåëéêÜ æçôåßôáé ç ó÷åäßáóç êáé ôùí ôåóóÜñùí åëáóôéêþí
ãñáììþí óå Ýíá ìüíï ó÷Þìá. Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ Show:

pall = Show[pa, pb, pc, pd]

Ãéá ôçí áìößðáêôç äïêü, ôçí áìöéÝñåéóôç äïêü êáé ôïí ðñüâïëï õðïëïãßæïõìå åýêïëá êáé ôá
ìÝãéóôá âÝëç êÜìøåùò dmax (óå ëßóôá) ìå ôçí åíôïëÞ

dmax = {va[L/2], vb[L/2], vd[L]}

Óå ðïéá óçìåßá ðáñïõóéÜæïíôáé ðñïöáíþò ôá âÝëç áõôÜ; (Ç áðÜíôçóç ìå Alt 7.) ÔåëéêÜ õðïëïãß-
æïíôáé åýêïëá êáé ïé áíôßóôïé÷ïé ëüãïé (ôá ðçëßêá) ratios ôùí ìÝãéóôùí âåëþí êÜìøåùò, ð.÷.

ratios = {dmax[[2]]/dmax[[1]], dmax[[3]]/dmax[[1]], dmax[[3]]/dmax[[2]] // N}

ÅðïìÝíùò ðüóåò öïñÝò ìåéþíåôáé ôï ìÝãéóôï âÝëïò êÜìøåùò dmax ìå ôç äåîéÜ óôÞñéîç óôçí áìöß-
ðáêôç äïêü ó÷åôéêÜ ìå ôïí ðñüâïëï; Õðüäåéîç: Ðñïêýðôåé 48 öïñÝò ìåßùóç áðü ìßá óôÞñéîç!

(æ) [×] ÅéäéêÜ ãéá ôïí ðñüâïëï æçôåßôáé ç åýñåóç ôïõ âÝëïõò êÜìøåùò (ðïõ äçìéïõñãåß ôçí
åëáóôéêÞ ãñáììÞ) vd(x) êáé ìå ôï ÷Ýñé. Óõìöùíïýí ôá áðïôåëÝóìáôá ìå ôï ÷Ýñé êáé ôïí õðïëïãéóôÞ;

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉ-F10 ([×] ÄõíáìéêÞ êáé Ôáëáíôþóåéò): (á) Ìå ôéò ìåèüäïõò ôçò ÷áñáêôçñéóôéêÞò
åîéóþóåùò êáé ôçò ìåôáâïëÞò ôùí ðáñáìÝôñùí íá ëõèåß (óå ôñéãùíïìåôñéêÞ ìïñöÞ!) ç äéáöïñéêÞ
åîßóùóç

ü(t) + ù2
0u(t) = p(t), t > 0,

ìå ìçäåíéêÝò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò, ôï ù0 ãíùóôÞ èåôéêÞ óôáèåñÜ êáé ìå ãíùóôÞ áõèáßñåôç óõíå÷Þ
óõíÜñôçóç p(t). (â) Ðïý ðáñïõóéÜæåôáé ôï ðñüâëçìá áõôü; (ã) Ðþò êáëåßôáé ï ó÷åôéêüò ôýðïò;

ÏÌÁÄÁ ÅÌÉÉ-G

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉ-G1 ([X] ÄõíáìéêÞ): ÓåðôþóçõëéêïýóçìåßïõÌ êáôÜôïí êáôáêüñõöïÜîïíáOy
õðÜñ÷åé ðÝñá áðü ôç ãÞéíç âáñýôçôá ìå åðéôÜ÷õíóç g (ðñïò ôá êÜôù) êáé áíôßóôáóç ôïõ áÝñá F(t)
óôçí åõèýãñáììç áõôÞ êßíçóç áíÜëïãç ôïõ ôåôñáãþíïõ ôçò ôá÷ýôçôáò v(t), äçëáäÞ ôçò ìïñöÞò

F(t) = cv2(t)
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ìå ôï c èåôéêÞ óôáèåñÜ êáé èåôéêÞöïñÜðñïò ôáðÜíù. (Ç êßíçóç Ý÷åé õðïôåèåß ðñïò ôá êÜôù. ¢ñá
ç áíôßóôáóç ôïõ áÝñá F(t) > 0 Ý÷åé äéåýèõíóç ðñïò ôá ðÜíù, åíþ ôo âÜñïò W = −mg < 0 ðñïò
ôá êÜôù ðñïöáíþò!) Æçôïýíôáé: (á) Ï ó÷çìáôéóìüò (ç êáôáóêåõÞ) ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò
ãéá ôçí ôá÷ýôçôá v(t) ôïõ õëéêïý óçìåßïõ ìå èåôéêÞ öïñÜ ðñïò ôá ðÜíù ãéá ôçí ôá÷ýôçôá v(t).
(â) ÔÝóóåñéò ÷áñáêôçñéóìïß ôçò äéáöïñéêÞò áõôÞò åîéóþóåùò. (ã) Ç áðüäåéîç ôïõ ôýðïõ∫

dx
a − bx2

= 1√
ab

tanh−1
(√b

a
x
)

ìå a, b > 0,

ìå ôçí åýñåóç ôïõ áüñéóôïõ ïëïêëçñþìáôïò óôï áñéóôåñü ìÝëïò ìå áíÜëõóç óå áðëÜ êëÜóìáôá.
(ÖõóéêÜ ï åêèÝôçò−1 äçëþíåé åäþáðëÜáíôßóôñïöç óõíÜñôçóç, áóöáëþò ü÷é ýøùóç óå äýíáìç!)
(ä) Ç ìåñéêÞ ëýóç ôçò ßäéáò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìå îåêßíçìá ôïõ õëéêïý óçìåßïõ M áðü ôçí
çñåìßá. (å) Ç ëýóç áõôÞ óå ëõìÝíç ìïñöÞ v = v(t) ùò ðñïò ôçí ôá÷ýôçôá v(t) ôïõ õëéêïý óçìåßïõ
Ì õðï÷ñåùôéêÜ ìå ôç ÷ñÞóç êáé ôùí óõìâüëùí (÷áñáêôçñéóôéêÞò ôá÷ýôçôáò v0 êáé ÷ñüíïõ ô0)

v0 =
√

mg
c

êáé ô0 =
√

m
cg

.

(óô) Ç ïñéáêÞ ôá÷ýôçôá v∞ (ãéá t → ∞) ôïõ õëéêïý óçìåßïõ Ì áðü ôçí ßäéá ôç ëýóç ôïõ ðñïçãïý-
ìåíïõ åñùôÞìáôïò. (æ) Ç ßäéá ôá÷ýôçôá v∞ êáôåõèåßáí ìÝóù ôçò áñ÷éêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò.

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉ-G2 ([X] ÄõíáìéêÞ êáé Ôáëáíôþóåéò): Óôï ðñüâëçìá ôùí åëåýèåñùí ôáëá-
íôþóåùí õëéêïý óçìåßïõ Ì ìå éîþäç áðüóâåóç (óå óýóôçìá ìÜæáò--åëáôçñßïõ--áðïóâåóôÞñá)
ðñïêýðôåé ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç

ü(t) + 2îù0 u̇(t) + ù2
0u(t) = 0, t > 0,

ìå t ôï ÷ñüíï, Üãíùóôç óõíÜñôçóç u = u(t) ôç ìåôáôüðéóç ôïõ õëéêïý óçìåßïõ M áðü ôç èÝóç
éóïññïðßáò ôïõ, î ôï ëüãï áðïóâÝóåùò ôùí ôáëáíôþóåùí êáé ù0 ôç öõóéêÞ êõêëéêÞ óõ÷íüôçôá
(éäéïóõ÷íüôçôá) ôïõ áíôßóôïé÷ïõ ÷ùñßò áðüóâåóç ìç÷áíéêïý óõóôÞìáôïò. Ïé äýï óôáèåñÝò î
êáé ù0 åßíáé ãíùóôÝò êáé èåôéêÝò, áëë’ åäþ êáé ìå ôçí õðüèåóç üôé 0 < î < 1. Æçôïýíôáé: (á) ¸îé
÷áñáêôçñéóìïß ôçò ðéï ðÜíù äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò. (â) Ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò óå ìéãáäéêÞ åêèåôéêÞ
ìïñöÞ õðï÷ñåùôéêÜ ìå ôç ÷ñÞóç êáé ôïõ íÝïõ óõìâüëïõ ùD = ù0

√
1 − î2. (ã) Ç ìåôáôñïðÞ ôçò

ðñïçãïýìåíçò ãåíéêÞò ëýóåùò óå ðñáãìáôéêÞ ìïñöÞ (ìå ÷ñÞóç ôüóï ôçò åêèåôéêÞò óõíáñôÞóåùò
üóï êáé ôñéãùíïìåôñéêþí óõíáñôÞóåùí). (ä) Ç ìåñéêÞ ëýóç ðïõ áíôéóôïé÷åß óôéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò

u(0) = u0 êáé u̇(0) = v0

(áñ÷éêÞ èÝóç u0 êáé áñ÷éêÞ ôá÷ýôçôá v0) õðï÷ñåùôéêÜ óå ðñáãìáôéêÞ ìïñöÞ. (å) Õðï÷ñåùôéêÜ ìå
ôç ÷ñÞóç ïñßæïõóáò Wronski ç áðüäåéîç üôé ïé èåìåëéþäåéò ëýóåéò ðïõ ðñïÝêõøáí óôçí ðñáãìá-
ôéêÞ (ôçí ôåëéêÞ) ìïñöÞ ôçò ãåíéêÞò ëýóåùò, åñþôçìá (ã), åßíáé ãñáììéêÜ áíåîÜñôçôåò.

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉ-G3 ([×] Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí, ÅðéöáíåéáêÝò Èåìåëéþóåéò: Äïêïß åðß Åëáóôé-
êÞò ÂÜóåùò): Èåùñïýìå ìéá óõíÞèç äïêü äõóêáìøßáò ÅÉ åðß åëáóôéêÞò âÜóåùò (Ýóôùðåäéëïäïêü
Þ èåìåëéïäïêü óå èåìåëßùóç êáôáóêåõÞò Þ óéäçñïôñï÷éÜ óôç ÓéäçñïäñïìéêÞ) óýìöùíá ìå ôçí êëá-
óéêÞ õðüèåóç ôïõ Winkler (1867). Ç ó÷åôéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ãéá ôï âÝëïò êÜìøåùò ôçò äïêïý
v = v(x) ðáßñíåé ôåëéêÜ ôç ìïñöÞ

d4v
dx4

+ 4â4v = p(x)
EI

ìå p(x) ôçí êÜèåôç êáôáíåìçìÝíç öüñôéóç êáôÜ ìÞêïò ôçò äïêïý, üðïõ ôï â åßíáé ãíùóôÞ èåôéêÞ
óôáèåñÜ (ðïõ åîáñôÜôáé áðü ôéò éäéüôçôåò ôüóï ôçò åëáóôéêÞò âÜóåùò üóï êáé ôçò äïêïý). Æç-
ôïýíôáé: (á) ¸îé ÷áñáêôçñéóìïß ôçò ðéï ðÜíù äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò. (â) Ç áðüäåéîç ôïõ ôýðïõ

4√−1 = ±1 ± i√
2

.
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(ã) Ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò áíôßóôïé÷çò ïìïãåíïýò (ìå p(x) = 0) äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò óå ìéãáäéêÞ
åêèåôéêÞ ìïñöÞ. (ä) Ç ìåôáôñïðÞ ôçò ãåíéêÞò ëýóåùò óå êáèáñÜ ðñáãìáôéêÞ ìïñöÞ (ìå íÝïõò
óõíôåëåóôÝò!) ìå ÷ñÞóç ôüóï ôçò åêèåôéêÞò óõíáñôÞóåùò üóï êáé ôñéãùíïìåôñéêþí óõíáñôÞóåùí.

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉ-G4 ([× êáé Õ]Ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace, Ôáëáíôþóåéò): Óå êëáóéêü ìïíïâÜèìéï
ìç÷áíéêü óýóôçìá õëéêïý óçìåßïõÌ ìå ìÜæám = 1, åëáôçñßïõ ìå óôáèåñÜ k = 5 êáé áðïóâåóôÞñá
ìå óôáèåñÜ c = 2 ðáñïõóéÜæåôáé ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç

d2u
dt2

+ 2
du
dt

+ 5u = 2e−3t, t ≥ 0,

ùò ðñïò ôç ìåôáôüðéóç u = u(t) (áðü ôç èÝóç éóïññïðßáò) ôïõ õëéêïý óçìåßïõ Ì õðü åîùôåñéêÞ
äýíáìç (öüñôéóç) p(t) = 2e−3t. Æçôïýíôáé: (á) [×] Íá åîçãçèåß ëåðôïìåñþò (ìå âÜóç ôï äåýôåñï
íüìï ôïõ Íåýôùíá) ðþò áêñéâþò ðñïÝêõøå ç ðéï ðÜíù äéáöïñéêÞ åîßóùóç (êáé ìå êáôÜëëçëï
ó÷Þìá ðáñáêáëþ!). (â) [Õ] Íá ëõèåß ç ßäéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå áñ÷éêÝò óõíèÞêåò ôéò u(0) = 1
êáé u̇(0) = 0 (áñ÷éêÞ ìåôáôüðéóç êáé áñ÷éêÞ ôá÷ýôçôá áíôßóôïé÷á) õðï÷ñåùôéêÜ ìå ôç ìÝèïäï ôïõ
ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace. (ã) [×] Ç ßäéá ëýóç íá âñåèåß êáé ìå ôï ÷Ýñé, ðÜëé üìùò ìå ôç ìÝèïäï
ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace. (ä) Ôï ßäéï áêñéâþò åñþôçìá (ã), ôþñá üìùò ìå ôç ìÝèïäï ôçò
÷áñáêôçñéóôéêÞò åîéóþóåùò êáé ôùí ðñïóäéïñéóôÝùí óõíôåëåóôþí. (å) [×] ÔåëéêÜ óõìöùíïýí ôá
áðïôåëÝóìáôá ìå ôïí õðïëïãéóôÞ êáé ìå ôï ÷Ýñé; ÐëÞñùò;

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉ-G5 ([X êáé Y] ÌåôÜäïóç Èåñìüôçôáò): Óýìöùíá ìå ôï ãíùóôü íüìï ôçò øý-
îåùò ôïõ Íåýôùíá óôç ÌåôÜäïóç Èåñìüôçôáò êáôÜ ôçí øýîç åíüò õëéêïý óçìåßïõ Ì ëüãù ôçò
åéóáãùãÞò ôïõ óå ðåñéâÜëëïí óôáèåñÞò èåñìïêñáóßáò Ôs ç èåñìïêñáóßá T = T (t) ôïõ õëéêïý óç-
ìåßïõ Ì (ìå t ôï ÷ñüíï) åðáëçèåýåé ôçí áðëÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç

dT
dt

+ kT = kTs

ìå ôï k ìéá ãíùóôÞ èåôéêÞ óôáèåñÜ (k > 0). Æçôïýíôáé: (á) [X] Ç åðßëõóç ôçò áíôßóôïé÷çò ïìï-
ãåíïýò (Ôs = 0) äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò õðï÷ñåùôéêÜ ìå ôç ãíùóôÞ ìÝèïäï ôçò ÷áñáêôçñéóôéêÞò
åîéóþóåùò. (â) [X] Ôï ßäéï åñþôçìá, áëëÜ ôþñá óáí åîéóþóåùò ÷ùñéæüìåíùí ìåôáâëçôþí. (ã) [X]
Ìå âÜóç ôá ðñïçãïýìåíá áðïôåëÝóìáôá êáé õðï÷ñåùôéêÜ ìå ôç ìÝèïäï ôçò ìåôáâïëÞò ôçò ðá-
ñáìÝôñïõ ç åýñåóç ôçò ãåíéêÞò ëýóåùò ôçò ðéï ðÜíù ìç ïìïãåíïýò (ôþñá ìå Ts �= 0) äéáöïñéêÞò
åîéóþóåùò. (Ï ó÷åôéêüò ôåëéêüò ôýðïò ôçò èåùñßáò äå èåùñåßôáé ãíùóôüò!). (ä) [×] Ôï ßäéï åñþ-
ôçìá ìå ôç ìÝèïäï ôùí ðñïóäéïñéóôÝùí óõíôåëåóôþí. (å) [X] Ôï ßäéï áêñéâþò åñþôçìá ìå ôç
ìÝèïäï ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace. (óô) [×] Óõìöùíïýí ôá áðïôåëÝóìáôá; (æ) [Õ] Ìå ôïí õðï-
ãéóôÞ ôþñá: íá äçëùèåß ç ðéï ðÜíù äéáöïñéêÞ åîßóùóç (differential equation) de óôç Mathematica.
Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

de = T’[t] + k T[t] == k Ts

Íá âñåèåß ç ãåíéêÞ ëýóç (solution) solde ôçò äéáöïñéêÞò áõôÞò åîéóþóåùò de ìå ôç ÷ñÞóç ôçò
åíôïëÞò DSolve. ¸ðåéôá êáé ç ìåñéêÞ ëýóç (partial solution) sol ìå áñ÷éêÞ óõíèÞêç T (0) = T0 ìå
ðëÞñç áðëïðïßçóÞ ôçò ìå ôçí åíôïëÞ FullSimplify. Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

sol = DSolve[{de, T[0] == T0}, T[t], t] // FullSimplify

Íá ïñéóèåß êáé ç ó÷åôéêÞ óõíÜñôçóç Tp(t). Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

Tp[t_] = sol[[1, 1, 2]]

(ç) [Õ] ÁíÜëïãç åñãáóßá íá ãßíåé êáé ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace: Íá åöáñìïóèåß
áõôÞ ç ìÝèïäïò óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç deðïõ Þäç ïñßóèçêå ìáæß ìå ôçí áñ÷éêÞ óõíèÞêç T (0) = T0.
Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ LaplaceTransform, ðéï óõãêåêñéìÝíá ç åíôïëÞ

lt = LaplaceTransform[de, t, s] /. T[0] -> T0
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(ôï lt ìå Ëáôéíéêü ell ðáñáêáëþ!), áí èÝëïõìå ìÜëéóôá (áìößâïëï üìùò åÜí ðñÝðåé íá óõóôç-
èåß áõôü) íá áðëïðïéçèåß ôï áðïôÝëåóìá ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôï óýìâïëï U(s), ãéá íá äçëþíåé ôï
ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace (Laplace transform) ôçò Üãíùóôçò èåñìïêñáóßáò T (t). Õðüäåéîç: Íá ÷ñç-
óéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

lt = lt /. LaplaceTransform[T[t], t, s] -> U[s]

Íá ëõèåß ôþñá ç ðñùôïâÜèìéá áëãåâñéêÞ åîßóùóç lt ðïõ ðñïÝêõøå ùò ðñïò U(s). Õðüäåéîç:
Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ Solve ìå ôç ëýóç (solution) íá äçëþíåôáé ìå sol. Õðüäåéîç: Íá
÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

sol = Solve[lt, U[s]]

ÁíôéóôñÝöïíôáò ôï ìåôáó÷çìáôéóìü LaplaceU(s), åðéóôñÝöïõìå öõóéêÜ óôç èåñìïêñáóßá T (t) óôï
ðåäßï ôïõ ÷ñüíïõ t áðü ôç ìåôáâëçôÞ s ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace. Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìï-
ðïéçèåß ç åíôïëÞ InverseLaplaceTransform, ðéï óõãêåêñéìÝíá

Ts[t_] = InverseLaplaceTransform[sol[[1, 1, 2]], s, t]

Ïé ëýóåéò Ôs(t) êáé Tp(t) ðñÝðåé íá óõìöùíïýí! Óõìâáßíåé ðñáãìáôéêÜ áõôü; (è) [× êáé Õ] ÔåëéêÜ
æçôåßôáé êáé ç åðáëÞèåõóç (verification) ôçò ëýóåùò Ôs(t) ≡ Tp(t) (ðïõ Þäç ðñïóäéïñßóèçêå) ôçò
äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò de ôüóï ìå ôïí õðïëïãéóôÞ [Õ] ìå ôç ÷ñÞóç ôçò åíôïëÞò

ver = de /. T -> Ts // Simplify

üóï êáé ìå ôï ÷Ýñé [×]. Êáëü åßíáé ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò íá åðáëçèåýåé ôéò ëýóåéò ðïõ âñßóêåé!

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉ-G6 ([×] Ìç÷áíéêÜ ÓõóôÞìáôá: ÓõíÜñôçóç ÌåôáöïñÜò G(s)): Óå óõíçèéóìÝíï
ìïíïâÜèìéï ìç÷áíéêü óýóôçìá õëéêïý óçìåßïõ M ìÜæáò m, åëáôçñßïõ S óôáèåñÜò k êáé áðïóâå-
óôÞñá A óôáèåñÜò c ìå åîùôåñéêÞ öüñôéóç p(t) æçôïýíôáé: (á) Ìå âÜóç ôï äåýôåñï íüìï ôïõ
Íåýôùíá íá ó÷çìáôéóèåß ç ó÷åôéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç. (â) Ïé ëåðôïìåñåßò ÷áñáêôçñéóìïß ôçò
åîéóþóåùò áõôÞò. (ã) Ç ìåôáôñïðÞ ôçò óôç óõíÞèéóìÝíç ãéá ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü ìïñöÞ ìå ôç
÷ñÞóç ôùí óôáèåñþí

ù0 =
√

k
m

êáé î = c
2mù0

.

Óçìåéþíåôáé üôé ôïù0 åßíáé ç êõêëéêÞ óõ÷íüôçôá ôïõ áíôßóôïé÷ïõ ÷ùñßò áðüóâåóç (÷ùñßò áðïóâå-
óôÞñá) ìç÷áíéêïý óõóôÞìáôïò (äçëáäÞ ìå c = 0) êáé î åßíáé ï ëüãïò áðïóâÝóåùò (Ýíáò áäéÜóôáôïò
èåôéêüò áñéèìüò óõíÞèùò ìéêñüôåñïò ôçò ìïíÜäáò, ïðüôå ìéëÜìå ãéá áóèåíÞ Þ õðïêñßóéìç áðü-
óâåóç). (ä) Íá âñåèåß ç ó÷åôéêÞ óõíÜñôçóç ìåôáöïñÜòG(s). (å)ÌåôÜ íá âñåèåß êé ç ó÷åôéêÞùóôéêÞ
(ç êñïõóôéêÞ) áðüêñéóç g(t). (óô) Ðïéïò åßíáé åðïìÝíùò ï ïëïêëçñùôéêüò ôýðïò ôïõ Duhamel ãéá
ôçí áðüêñéóç óå ôõ÷áßá öüñôéóç p(t) (ìå âÜóç ôçí ùóôéêÞ áðüêñéóç g(t) ðïõ Þäç âñÝèçêå); (æ) Ôï
ßäéï áêñéâþò åñþôçìá, áëëÜ ôþñá ìå êáôåõèåßáí ÷ñÞóç ôïõ èåùñÞìáôïò ôçò óõíåëßîåùò óôï ìå-
ôáó÷çìáôéóìü Laplace. (ç) Óõìöùíïýí ôá áðïôåëÝóìáôá ôùí äýï ðñïçãïýìåíùí åñùôçìÜôùí;

Óçìåßùóç: ÇóõíÜñôçóç ìåôáöïñÜòG(s) äçëþíåôáé óõíÞèùò ìåH(s) êáé ü÷é ìåG(s) áíôßèåôá ìå
ü,ôé óõìâáßíåé åäþ. ÁíÜëïãá éó÷ýïõí êáé ãéá ôçí ùóôéêÞ (Þ êñïõóôéêÞ) áðüêñéóç g(t) = L−1{G(s)},
ðïõ äçëþíåôáé óõíÞèùò ìå h(t) êáé ü÷é ìå g(t). Ï ëüãïò ôçò ÷ñÞóåùò åäþ ôùí óõìâüëùí G(s) êáé
g(t) åßíáé áðëÜ íá ìç ìðïñåß íá ðñïêëçèåß óýã÷õóç ìå ôç âçìáôéêÞ óõíÜñôçóç ôïõ Heaviside H(t)
ðïõ åßíáé âÝâáéá ìéá åíôåëþò äéáöïñåôéêÞ óõíÜñôçóç áðü ôç óõíÜñôçóç ìåôáöïñÜò G(s) Þ H(s).

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉ-G7 ([×] Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí: ÅëáóôéêÞ ÅõóôÜèåéá: Ëõãéóìüò): Ìå ôç ÷ñÞóç
ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ôåôÜñôçò ôÜîåùò

EI
d4v
dx4

+ P
d2v
dx2

= 0
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ãéá ôï âÝëïò êÜìøåùò v = v(x) óõíÞèïõò óôýëïõ (ñÜâäïõ, õðïóôõëþìáôïò, êïëþíáò) ìÞêïõò L êáé
åëÜ÷éóôçò äõóêáìøßáò ôçò äéáôïìÞò ôïõ EI ðáêôùìÝíïõ óôï êÜôù Üêñï ôïõ x = 0, áñèñùìÝíïõ
óôï ðÜíù Üêñï ôïõ x = L êáé õðü êáôÜëëçëç èëéðôéêÞ áîïíéêÞ öüñôéóç P ðïõ ðñïêÜëåóå ëõãéóìü
æçôïýíôáé: (á) Ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò ðéï ðÜíù äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò. (â) Ïé óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò
ðïõ éó÷ýïõí. (ã) Ôá êñßóéìá öïñôßá ëõãéóìïý (critical buckling loads) Pcr, n êáé éäßùò ôï ðñþôï áðü
ôáöïñôßá áõôÜ Pcr, 1, ôï ïðïßï åßíáé êáé ôï ìüíïðïõ åíäéáöÝñåé ïõóéáóôéêÜ ôïíÐïëéôéêüÌç÷áíéêü.
Ãéáôß óõìâáßíåé áõôü; Ï ó÷åôéêüò ôýðïò åßíáé ï ôýðïò ôïõ Euler ãéá ôï ðáñüí ðñüâëçìá ëõãéóìïý.

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉ-G8 ([× êáé Õ] Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí: Ôå÷íéêÞ Èåùñßá ÊÜìøåùò: Äïêïß): Èå-
ùñïýìå óõíÞèç áìößðáêôç (ïðüôå åßíáé êáé õðåñóôáôéêÞ) äïêü ìÞêïõò L = 10 (ìå Üêñá ôá óçìåßá
x = 0 êáé x = 10 óå m) êáé äõóêáìøßáò EI. Ç äïêüò êáôáðïíåßôáé óå êÜìøç õðü óôáèåñÞ êá-
ôáíåìçìÝíç êÜèåôç öüñôéóç q1 (óå kN/m) óôï äéÜóôçìá (ôìÞìá ôçò) [0, 2], åðßóçò äå óôáèåñÞ
êáôáíåìçìÝíç êÜèåôç öüñôéóç q2 óôï äéÜóôçìá (ôìÞìá ôçò) [7, 9]. ÐÜíù óôçí ßäéá äïêü åöáñ-
ìüæïíôáé åðéðëÝïí êáé óõãêåíôñùìÝíá öïñôßá P1 (óå kN) óôç èÝóç x = 1 êáé P2 óôç èÝóç x = 5.
Ç ó÷åôéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ãéá ôï âÝëïò êÜìøåùò v = v(x) (ìå 0 ≤ x ≤ 10) Ý÷åé ôçí åîÞò ìïñöÞ
(ìå ôï p(x) íá äçëþíåé ôçí ðáñïýóá ãåíéêåõìÝíç öüñôéóç):

EI
d4v
dx4

= p(x) ìå 0 < x < 10.

Æçôïýíôáé: (á) Íá äçëùèåß ç ðéï ðÜíù ãåíéêåõìÝíç êÜèåôç öüñôéóç p(x) ìå êáôÜëëçëç óõíÜñôçóç
óôç Mathematica. (â) [Õ] Íá äçëùèåß åðßóçò ç ó÷åôéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç beamde. Õðüäåéîç: Íá
÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

beamde = EI v’’’’[x] == p[x]

Íá ïñéóèïýí ïé óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò (boundary conditions) ðáêôþóåùò óå Üêñï x = î äïêïý.
Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

bc[î_] = {v[î] == 0, v’[î] == 0}

(Ôï î ìåEsc x Escðáñáêáëþ!) Ðïéåò åßíáé êáé ïé ôÝóóåñéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò bcs óôçí ðáñïýóá
áìößðáêôç äïêü; Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

bcs = {bc[0], bc[10]}

ãéá ôéò ðáêôþóåéò óôá äýï Üêñá ôçò äïêïý x = 0 êáé x = 10. Ìå ôç ÷ñÞóç ôçò åíôïëÞò DSolve íá
ëõèåß ôï ó÷åôéêü ðñüâëçìá óõíïñéáêþí ôéìþí. Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

sol = DSolve[{beamde, bcs}, v[x], x]

Áðü áõôÞí ôç ëýóç (solution) sol ðñïóäéïñßæïõìå êáé ôç ó÷åôéêÞ Üãíùóôç óõíÜñôçóç (ôï âÝëïò
êÜìøåùò) v = v(x) áðëïðïéþíôáò ìÜëéóôáðëÞñùò ôï áðïôÝëåóìá. Õðüäåéîç: Íá÷ñçóéìïðïéçèåß
ç åíôïëÞ

vs[x_] = sol[[1, 1, 2]] // FullSimplify

Áêïëïõèåß ç åðáëÞèåõóç ôùí óõíïñéáêþí óõíèçêþí óôá äýï Üêñá x = 0 êáé x = 10 ôçò áìößðá-
êôçò äïêïý

ver1 = {vs[0], vs’[0], vs[10], vs’[10]} // Simplify

ÔÝëïò ãéá óõãêåêñéìÝíåò áñéèìçôéêÝò ôéìÝò (values) ôùí EI (óå kNm2), q1, 2 (óå kN/m) êáé P1, 2 (óå kN)

values = {EI -> 10ˆ3, q1 -> -2, q2 -> -1, P1 -> 15, P2 -> -2}

êáé ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ ðáêÝôïõ FilledPlot ôçò Mathematica, ôï ïðïßï åéóÜãåôáé ìå ôçí åíôïëÞ

<< Graphics‘FilledPlot‘

(ðñïóï÷Þ óôç âáñåßá: åßíáé ðÜíù áñéóôåñÜ, êÜôù áðü ôï ðëÞêôñï Esc) ìðïñïýìå íá ó÷åäéÜóïõìå
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ôçí åëáóôéêÞ ãñáììÞ (elastic curve) v ôçò äïêïý ìå ôçí åíôïëÞ

FilledPlot[vs[x] /. values, {x, 0, 10}, AxesLabel -> {x, v},
PlotLabel -> "ELASTIC CURVE", PlotStyle -> Thickness[0.01], Fills -> GrayLevel[0.8]]

êáé áíÜëïãá ôç ãùíßá êëßóåùò (óôñïöÞò) è (ôï è ìå Esc q Esc ðáñáêáëþ!) ìå ôçí åíôïëÞ

FilledPlot[vs’[x] /. values, {x, 0, 10}, AxesLabel -> {x, è},
PlotLabel -> "SLOPE", PlotStyle -> Thickness[0.01], Fills -> GrayLevel[0.8]]

ôçí êáìðôéêÞ ñïðÞ (Þ ñïðÞ êÜìøåùò) M = EI v′′ ìå ôçí åíôïëÞ

FilledPlot[EI vs’’[x] /. values, {x, 0, 10}, AxesLabel -> {x, M},
PlotLabel -> "BENDING MOMENT", PlotStyle -> Thickness[0.01], Fills -> GrayLevel[0.8]]

ôçí ôÝìíïõóá äýíáìç (Þ äéáôìçôéêÞ äýíáìç) Q = EI v′′′ ìå ôçí åíôïëÞ

FilledPlot[EI vs’’’[x] /. values, {x, 0, 10}, AxesLabel -> {x, Q},
PlotLabel -> "SHEAR FORCE", PlotStyle -> Thickness[0.01], Fills -> GrayLevel[0.8]]

êáé ôåëåõôáßá ôçí ðñáãìáôéêÜ êáôáíåìçìÝíç öüñôéóç (distributed loading) p∗ = EI v′′′′ (áëëÜ ôþñá
÷ùñßò ôá óõãêåíôñùìÝíá öïñôßá P1, 2) ìå ôçí åíôïëÞ

FilledPlot[EI vs’’’’[x] /. values, {x, 0, 10}, AxesLabel -> {x, p},
PlotLabel -> "DISTRIBUTED LOADING", PlotStyle -> Thickness[0.01], Fills -> GrayLevel[0.8]]

ÔÝëïò æçôåßôáé ï ðñáêôéêüò Ýëåã÷ïò üëùí ôùí ðéï ðÜíù äéáãñáììÜôùí ãéá ôï áí åßíáé óùóôÜ Þ ü÷é
ìå ëåðôïìåñåßò åðåîçãÞóåéò (óå ðáñÜãñáöï êåéìÝíïõ ìå Alt 7 Þ éóïäýíáìá Format -> Style -> Text.)
Óçìåßùóç: Ïé åíäåßîåéò óôïõò Üîïíåò ãñáöéêþí ðáñáóôÜóåùí åßíáé óõìâïëïóåéñÝò êáé êáíïíéêÜ
ðñÝðåé íá ðåñéêëåßïíôáé óå åéóáãùãéêÜ. Áõôü åßíáé ôï óùóôü! ¼ôáí üìùò ðñüêåéôáé ãéá åíäåßîåéò
ìå Ýíá ìüíï ãñÜììá, üðùò óõìâáßíåé óå üëåò ôéò ðáñáðÜíù ãñáöéêÝò ðáñáóôÜóåéò, ôüôå ôá
åéóáãùãéêÜ ìðïñïýí íá ðáñáëåßðïíôáé ÷ùñßò íá áëëÜæïõí êáèüëïõ ïé åíäåßîåéò óôïõò Üîïíåò.

ÏÌÁÄÁ ÅÌÉÉ-H

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉ-H1 ([× êáé Õ] Ôáëáíôþóåéò: Óõíôïíéóìüò): Èåùñïýìå ìïíïâÜèìéï ìç÷áíéêü
óýóôçìá õëéêïý óçìåßïõÌ ìÜæáòm êáé åëáôçñßïõ S óôáèåñÜò k ÷ùñßò áðüóâåóç (c = 0) ìå öõóéêÞ
êõêëéêÞ óõ÷íüôçôá (Þ éäéïóõ÷íüôçôá)

ù0 =
√

k
m

õðü óõíçìéôïíéêÞ (êáé áíçãìÝíç óôç ìÜæám) åîùôåñéêÞ äõíáìç (öüñôéóç) p(t) ìå ôçí ßäéá áêñéâþò
êõêëéêÞ óõ÷íüôçôá ù0 ôçò ìïñöÞò

p(t) = p0 cosù0t

ìå t ôï ÷ñüíï êáé ôï p0 óôáèåñÜ. Ôüôå ðáñïõóéÜæåôáé ôï óõíÞèùò áíåðéèýìçôï öáéíüìåíï ôïõ
óõíôïíéóìïý (resonance). Æçôïýíôáé: (á) [Õ] Ç ó÷åôéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç (differential equation)
de ìå Üãíùóôç óõíÜñôçóç (åîáñôçìÝíç ìåôáâëçôÞ) ôç ìåôáôüðéóç u = u(t) ôïõ õëéêïý óçìåßïõ Ì
ùò ðñïò ôç èÝóç éóïññïðßáò ôïõ. Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

de = u’’[t] +ù0ˆ2 u[t] == p0 Cos[ù0 t]

(Ôï ù ìå Esc Ëáôéíéêü o Esc ðáñáêáëþ!) Óôç óõíÝ÷åéá ç ãåíéêÞ ëýóç (general solution) sol1 ôçò
äéáöïñéêÞò áõôÞò åîéóþóåùò ìå ÷ñÞóç ôçò åíôïëÞò (command)DSolve êáé ìÜëéóôá ìå áðëïðïßçóÞ
ôçò (simplification) ìå ôç ÷ñÞóç êáé ôçò åíôïëÞò áðëïðïéÞóåùò Simplify óôï ôÝëïò (// Simplify).
Áêïëïýèùò æçôåßôáé ç áíÜëïãç ìåñéêÞ ëýóç (partial solution) sol2 (áðëïðïéçìÝíç ðÜëé!) ìå ôç
÷ñÞóç êáé ôùí áñ÷éêþí óõíèçêþí (initial conditions) u(0) = u0 êáé u̇(0) = v0. Ðïéá åßíáé ç ó÷åôéêÞ
óõíÜñôçóç us(t) ãéá ôç ìåñéêÞ áõôÞ ëýóç; Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ
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us[t_] = sol2[[1, 1, 2]]

Ãéáôß áíáöåñèÞêáìå Þäç óå öáéíüìåíï óõíôïíéóìïý; (Ç áðÜíôçóç íá ãñáöåß óå ðáñÜãñáöï êåé-
ìÝíïõ ìå Alt 7 Þ éóïäýíáìá Format -> Style -> Text ðáñáêáëþ!) Áò ãßíïõìå ôþñá ëßãï ðéï óõ-
ãêåêñéìÝíïé: ï óõíôïíéóìüò ïöåßëåôáé óôïí üñï ôçò ëýóåùò ï ïðïßïò áõîÜíåé ãñáììéêÜ ìå ôï
÷ñüíï t. Ï üñïò áõôüò êáèßóôáôáé óáöÞò ìå ôç ÷ñÞóç ôçò åíôïëÞò Coefficient (óõíôåëåóôÞò) ãéá
ôï óõíôåëåóôÞ cf ôïõ t óôç ëýóç us(t). Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

cf = Coefficient[us[t], t]

Áêüìç óáöÝóôåñï ãßíåôáé ôï öáéíüìåíï ôïõ óõíôïíéóìïý ìå ôï ó÷åôéêü ó÷Þìá. Ôïýôï ðñïêýðôåé
åýêïëá ìå ôç ÷ñÞóç ôçò åíôïëÞò Plot, ð.÷. óôï ÷ñïíéêü äéÜóôçìá 0 ≤ t ≤ 30. Õðüäåéîç: Íá
÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ (ãéá ìïíáäéáßåò ôéìÝò ôùí ðáñáìÝôñùí ù0, u0 êáé p0 êáé ìçäåíéêÞ ôéìÞ
ôçò ðáñáìÝôñïõ v0: ôçò áñ÷éêÞò ôá÷ýôçôáò ôïõ õëéêïý óçìåßïõ)

Plot[us[t] /. {ù0 -> 1, u0 -> 1, v0 -> 0, p0 -> 1}, {t, 0, 30}]

Åßíáé ðñáãìáôéêÜ óáöÝóôåñï ôï öáéíüìåíï ôïõ óõíôïíéóìïý ìå ôï ó÷Þìá áõôü Þ ü÷é;

(â) [Õ] Íá âñåèåß ç ßäéá ìåñéêÞ ëýóç (solution) ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace
(Laplace transformation). Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèïýí ïé åíôïëÝò LaplaceTransform, Solve êáé
InverseLaplaceTransform, ðéï óõãêåêñéìÝíá

lt = LaplaceTransform[de, t, s] /. {u[0] -> u0, u’[0] -> v0}

sol = Solve[lt, LaplaceTransform[u[t], t, s]]

ul[t_] = InverseLaplaceTransform[sol[[1, 1, 2]], s, t]

(Tï lt ìå ell ðáñáêáëþ áðü ôç ëÝîç Laplace: ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace.)

(ã) Íá ãßíåé åðáëÞèåõóç (verification) üôé ïé ëýóåéò us(t) êáé ul(t) (ìå ell ðáñáêáëþ êáé ðÜëé:
ìÝèïäïò ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace) ðïõ Þäç ðñïóäéïñßóèçêáí ôáõôßæïíôáé ìå ôï áðïôÝëåóìá
ôçò åðáëçèåýóåùò (verification) íá äçëþíåôáé ìå ver êáé ðñÝðåé íá ðñïêýøåé True: áëçèÝò.

(ä) [×] Íá åðáíáëçöèïýí üëïé ïé õðïëïãéóìïß ôùí åñùôçìÜôùí (á) êáé (â) (äçëáäÞ êáé ìå ôç
ìÝèïäï ôçò ÷áñáêôçñéóôéêÞò åîéóþóåùò êáé ôùí ðñïóäéïñéóôÝùí óõíôåëåóôþí êáèþò êáé ìå ôç
ìÝèïäï ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace, ü÷é üìùò êáé ç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôçò ëýóåùò), áëëÜ ôþñá
ìå ôï ÷Ýñé [×]. Ðïéá áðü ôéò äýï áõôÝò ìåèüäïõò õðÞñîå ãéá óáò õðïëïãéóôéêÜ åõêïëüôåñç;

(å) [×] Óõìöùíïýí üëá ôá áðïôåëÝóìáôá ìå ôï ÷Ýñé [×] êáé ìå ôïí õðïëïãéóôÞ [Õ], üðùò ðñáã-
ìáôéêÜ áíáìÝíïõìå;

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉ-H2 ([× êáé Õ] Ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace, Ôáëáíôþóåéò): Äßíåôáé ç êëáóéêÞ äéá-
öïñéêÞ åîßóùóç ôïõ áñìïíéêïý ôáëáíôùôÞ (óýóôçìá õëéêïý óçìåßïõ M ìÜæáò m êáé åëáôçñßïõ S
óôáèåñÜò k), áëë’ åäþ ìå ùóôéêÞ (êñïõóôéêÞ) åîùôåñéêÞ äýíáìç p0(t) = mÙä(t), ðïõ ðñïêáëåß
þèçóç Ù0 = mÙ ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t = 0:

d2u
dt2

+ ù2
0 u = Ùä(t) ìå t > 0,

ìå u = u(t) ôç ìåôáôüðéóç ôïõ õëéêïý óçìåßïõ Ì, t ôï ÷ñüíï êáé ä(t) ôçí ùóôéêÞ (Þ êñïõóôéêÞ)
óõíÜñôçóç äÝëôá ôïõ Dirac. Æçôïýíôáé: (á) [×] Íá åîçãçèåß (ìå âÜóç ôï äåýôåñï íüìï ôïõ Íåý-
ôùíá) ðþò ðñïÝêõøå ç ðáñáðÜíù äéáöïñéêÞ åîßóùóç. Áðü ðïéï áêñéâþò ôýðï äßíåôáé ç êõêëéêÞ
óõ÷íüôçôá ù0; (â) [Õ] Íá äçëùèåß ç äéáöïñéêÞ áõôÞ åîßóùóç (differential equation) óáí deq óôç
Mathematica. Õðüäåéîç: To ù0 íá ãñáöåß óáí ù0. Åðßóçò ôï ìéêñü ù ìå Esc o Esc, åíþ ôï êåöá-
ëáßï Ù ìå Esc O Esc öõóéêÜ! (Ôá o êáé O ËáôéíéêÜ ðáñáêáëþ!) (â) [Õ] Óôç óõíÝ÷åéá íá ëõèåß ç ßäéá
äéáöïñéêÞ åîßóùóç Üìåóá ìå ôç ÷ñÞóç ôçò åíôïëÞò DSolve ìå ôç ëýóç íá äçëþíåôáé óáí soldeq.
(ã) Åíáëëáêôéêü ôñüðï ëýóåùò ôçò ßäéáò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò áðïôåëåß ç ÷ñÞóç ôïõ ìåôáó÷ç-
ìáôéóìïý Laplace. Æçôïýíôáé ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace lt ôçò ðéï ðÜíù äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò
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deq, ç ëýóç (solution) sol ôçò ðñùôïâÜèìéáò áëãåâñéêÞò åîéóþóåùò ðïõ ðñïêýðôåé êáé ç ó÷åôéêÞ
óõíÜñôçóç us(t). Õðüäåéîç: Ãéá ôç óõíÜñôçóç áõôÞ us(t) íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

us[t_] = InverseLaplaceTransform[sol[[1, 1, 2]], s, t] // Expand

Ðñüêåéôáé ãéá ãåíéêÞ Þ ãéá ìåñéêÞ (Þ åéäéêÞ) ëýóç; Óõìöùíåß ç ëýóç áõôÞ ìå ôç ëýóç soldeq ðïõ
âñÝèçêå ðñïçãïõìÝíùò; ÕðÜñ÷åé ïõóéáóôéêÞ äéáöïñÜ Þ ü÷é; (Ïé áðáíôÞóåéò ìå Alt 7 Þ, áðüëõôá
éóïäýíáìá, ìå Format -> Style -> Text ðáñáêáëþ!) Ðïéá åßíáé ç áíôßóôïé÷ç ìåñéêÞ ëýóç up(t) ãéá
îåêßíçìá ôïõ õëéêïý óçìåßïõ áðü ôçí çñåìßá; Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

up[t_] = us[t] /. {u[0] -> 0, u’[0] -> 0}

Íá ó÷åäéáóèåß ç ßäéá ìåñéêÞ ëýóç up(t) ãéá ìïíáäéáßåò ôéìÝò ôùí óôáèåñþí ù0 êáé Ù óôï ÷ñïíéêü
äéÜóôçìá [0, 10]. Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ Plot, ðéï óõãêåêñéìÝíá

figure = Plot[up[t] /. {ù0 -> 1, Ù -> 1}, {t, 0, 10}]

(ìå ôï ó÷Þìá íá äçëþíåôáé óáí figure, äçëáäÞ ó÷Þìá). ÕðÜñ÷åé áðüóâåóç ôçò êéíÞóåùò Þ ü÷é;
Ãéáôß áêñéâþò; (ä) [×] Íá âñåèïýí ïé ðéï ðÜíù ëýóåéò us(t) (ìåñéêÞ Þ ãåíéêÞ ëýóç, ðïéá áêñéâþò
åßíáé ç äéáöïñÜ;) êáé up(t) (ìåñéêÞ ëýóç ãéá îåêßíçìá áðü ôçí çñåìßá) ìå ôï ÷Ýñé [X], ðÜëé üìùò ìå
ôç ìÝèïäï ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace. (å) [×] Óõìöùíïýí Þ ü÷é ôá áðïôåëÝóìáôá ìå ôï ÷Ýñé êáé
ìå ôïí õðïëïãéóôÞ;

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉ-H3 ([× êáé Õ] Åîéóþóåéò Euler, Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí: Åðßðåäç Åëáóôéêüôçôá:
ÔáóéêÞ ÓõíÜñôçóç ôïõ Airy): Óôçí Åðßðåäç Åëáóôéêüôçôá óôçÌç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí êáé óå ðïëéêÝò
óõíôåôáãìÝíåò (r, è) ïé ïñèÝò ôÜóåéò ór, óè êáé ç äéáôìçôéêÞ ôÜóç ôrè ìðïñïýí íá ðñïóäéïñéóèïýí
ìå ôç âïÞèåéá ìüíï ôçò ôáóéêÞò óõíáñôÞóåùò ôïõ Airy A ðïõ åðáëçèåýåé ôç äéáñìïíéêÞ åîßóùóç
(biharmonic equation). Óå ðåñßðôùóç áîïíéêÞò óõììåôñßáò ç ôáóéêÞ óõíÜñôçóç ôïõ Airy Á åîáñ-
ôÜôáé ðñïöáíþò (ëüãù ôçò áîïíéêÞò, êõêëéêÞò óõììåôñßáò) ìüíï áðü ôçí ðïëéêÞ áêôßíá r, äçëáäÞ
A = A(r), êáé ðáßñíåé ôç ìïñöÞ ìéáò óõíÞèïõò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò bh óõãêåêñéìÝíá ôç ìïñöÞ3

d4A
dr4

+ 2
r
d3A
dr3

− 1
r2

d2A
dr2

+ 1
r3

dA
dr

= 0 ìå A = A(r) êáé r ≥ 0.

Æçôïýíôáé: (á) [Õ]Íáäçëùèåß áõôÞçóõíÞèçò äéáöïñéêÞ åîßóùóçbh (biharmonic equation, äéáñ-
ìïíéêÞ åîßóùóç) óôçMathematica. Ðñüêåéôáé ãéá ïìïãåíÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç Euler (ÞCauchy--Euler),
üðùò äéáðéóôþíåôáé ìå ðïëëáðëáóéáóìü ôçò åðß r 4. Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

bhm = Expand[rˆ4 bh[[1]]] == 0

Ç ó÷åôéêÞ ãåíéêÞ ëýóç As(r) ðñïóäéïñßæåôáé åýêïëá ìå ôç ÷ñÞóç ôçò åíôïëÞò DSolve. Õðüäåéîç:
Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

As[r_] = DSolve[bh, A[r], r][[1, 1, 2]]

Åýêïëá ãßíåôáé êáé ç åðáëÞèåõóç (verification) ver ôçò ëýóåùò áõôÞò ìå ôç ÷ñÞóç êáé ôçò åíôïëÞò
Simplify. Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

ver = bh /. A -> As // Simplify

Ìðïñïýìå âÝâáéá íá åñãáóèïýìå êáé ìå ôïí áíáëõôéêü ôñüðï åõñÝóåùò ôçí ßäéáò ãåíéêÞò
ëýóåùò (general solution) Ag(r) (åäþ ôçò ôáóéêÞò óõíáñôÞóåùò ôïõ Airy A(r)) õðïèÝôïíôáò ìåñéêÞ
ëýóç (partial solution) éóïäýíáìá åéäéêÞ ëýóç (particular solution) ôçò ìïñöÞò Ap(r) = rì (ìå ôï ì
ðñáãìáôéêü áñéèìü) ìå ôçí åíôïëÞ

Ap[r_] = rˆì

êáé áíôéêáèéóôþíôáò óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç bhm ìå ôçí åíôïëÞ

3Timoshenko, S. P. and Goodier, J. N. (1970), Theory of Elasticity, 3ç ¸êäïóç. McGraw-Hill, New York, Tokyo, óó. 68--69.
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cheq = bhm /. A -> Ap

Ç åîßóùóç ðïõ ðñïêýðôåé (äçëáäÞ ç ÷áñáêôçñéóôéêÞ åîßóùóç, characteristic equation, ðïëëáðëá-
óéáóìÝíç åðß rì) ìðïñåß âÝâáéá íá áðëïðïéçèåß ìå ôçí åíôïëÞ Simplify êáé æçôåßôáé íá ãßíåé áõôü.
Ôüôå ðñïêýðôåé ç áðëïýóôåñç åîßóùóç cheq1. Ôï ßäéï æçôåßôáé íá ãßíåé êáé ìå ôçí áñ÷éêÞ äéáöïñéêÞ
åîßóùóç bh. Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

cheq2 = bh /. A -> Ap // Simplify

Óôç óõíÝ÷åéá æçôåßôáé íá ðñïóäéïñéóèïýí üëåò ïé ñßæåò (roots) ôçò ÷áñáêôçñéóôéêÞò åîéóþóåùò
cheq1 Þ cheq2 ðïõ âñÞêáìå (characteristic equation) cheqroots ìå ôç ÷ñÞóç ôçò åíôïëÞò Solve
(ùò ðñïò ì åííïåßôáé, ü÷é ùò ðñïò r!). Ðïéïò åßíáé ï áñéèìüò len ôùí ëýóåùí áõôþí; Õðüäåéîç:
Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ Length. Óýìöùíá ìå ôéò ñßæåò ôçò ÷áñáêôçñéóôéêÞò åîéóþóåùò ðïõ
âñÝèçêáí ç æçôïýìåíç ãåíéêÞ ëýóç (general solution) Ag(r) ôçò ðáñïýóáò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò
Euler (Þ Cauchy--Euler), äçëáäÞ ç ôáóéêÞ óõíÜñôçóç ôïõ Airy A = A(r) õðü óõíèÞêåò áîïíéêÞò
óõììåôñßáò (óõììåôñßáò ãýñù áðü Üîïíá, êõêëéêÞò óõììåôñßáò) ðáßñíåé ôç ìïñöÞ

Ag[r_] = B1 rˆ0 + B2 Log[r] rˆ0 + B3 rˆ2 + B4 Log[r] rˆ2

Óå ðáñÜãñáöï êåéìÝíïõ (ìå Alt 7 Þ éóïäýíáìá ìå Format -> Style -> Text) æçôïýíôáé ïé ëåðôïìåñåßò
åðåîçãÞóåéò, óå äýï ãñáììÝò, ãéá ôç ãåíéêÞ áõôÞ ëýóç Ag(r). Æçôåßôáé Ýðåéôá ç åðáëÞèåõóç ver1
ôçò ßäéáò ãåíéêÞò ëýóåùò ìå áðëïðïßçóç ìÜëéóôá ôïõ áðïôåëÝóìáôïò ìå ôç ÷ñÞóç ôçò åíôïëÞò
Simplify, Ýôóé þóôå íá ðñïêýøåé ôåëéêÜ ôï áðïôÝëåóìá True (áëçèÝò).

¸÷ïíôáò åðéôÝëïõò äéáèÝóéìç (êáé åðáëçèåõìÝíç ìÜëéóôá!) ôçí ôáóéêÞ óõíÜñôçóç ôïõ Airy Ag(r)
óôï ðáñüí áîïíïóõììåôñéêü ðñüâëçìá, ìðïñïýìå íá ðñïóäéïñßóïõìå ôéò óõíéóôþóåò ôùí ïñèþí
ôÜóåùí ór êáé óè (ç äéáôìçôéêÞ ôÜóç ôrè åßíáé ðñïöáíþò ìçäåíéêÞ ëüãù ôçò áîïíéêÞò Þ êõêëéêÞò
óõììåôñßáò) ìå áðëÝò ðáñáãùãßóåéò, ðéï óõãêåêñéìÝíá ìÝóù ôùí ôýðùí

ór = 1
r
dA
dr

êáé óè = d2A
dr2

.

Õðüäåéîç: Ãéá ôçí ôÜóç ór êáëü åßíáé íá ÷ñçóéìïðïéçèåß êáé ç åíôïëÞ Expand, äçëáäÞ

ór[r_] = (1/r) Ag’[r] // Expand

To ó ìå Esc s Esc ðáñáêáëþ! (Ãéá ôçí ôÜóç óè äå ÷ñåéÜæåôáé ç åíôïëÞ Expand. Åðßóçò ôo è ìå
Esc q Esc ðáñáêáëþ!) Ïé ôÜóåéò áõôÝò ðñÝðåé âÝâáéá íá åðáëçèåýïõí ôçí åîßóùóç éóïññïðßáò
(equilibrium equation), ðïõ åäþ åßíáé ìüíï ìßá ëüãù ôçò áîïíéêÞò Þ êõêëéêÞò óõììåôñßáò, ç åîÞò:

dór

dr
+ ór − óè

r
= 0.

Æçôåßôáé ç ó÷åôéêÞ åðáëÞèåõóç. Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß êáé ç åíôïëÞ Simplify óôï ôÝëïò,
þóôå íá ðñïêýøåé True (áëçèÝò, äçëáäÞ íá éó÷ýåé ç åîßóùóç éóïññïðßáò óôï ðáñüí ðñüâëçìá
ôçò Åðßðåäçò Åëáóôéêüôçôáò óôç Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí), ðéï óõãêåêñéìÝíá

EquilibriumEquation = ór’[r] + (1/r) (ór[r] - óè[r]) == 0 // Simplify

(Óôç Mathematica ôï ó ìå Esc s Esc êáé ôï è ìå Esc q Esc ðáñáêáëþ êáé ðÜëé!)

(â) [×] Íá ëõèåß ç ðáñïýóá äéáöïñéêÞ åîßóùóç Euler (Þ Cauchy--Euler) êáé ìå ôï ÷Ýñé [×] ìå
õðïëïãéóìü óôç óõíÝ÷åéá êáé ôùí ôÜóåùí ór êáé óè êáé åðáëÞèåõóç ôçò åîéóþóåùò éóïññïðßáò
(equilibrium equation). (ã) [×] Óõìöùíïýí ôá áðïôåëÝóìáôá ìå ôï ÷Ýñé [×] êáé ôïí õðïëïãéóôÞ [Õ];

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉ-H4 ([× êáé Õ]Ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace, Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí: Ôå÷íéÞÈåùñßá
ÊÜìøåùò: Äïêïß): Äßíåôáé ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (differential equation) óõíÞèïõò äïêïý (beam)
ìÞêïõò L êáé äõóêáìøßáò EI õðü åîùôåñéêÞ êáôáíåìçìÝíç êÜèåôç öüñôéóç p = p(x)

EI
d4v
dx4

= p(x), 0 < x < L.
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Æçôïýíôáé: (á) [Õ] Íá äçëùèåß ç ó÷åôéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç BeamDE. Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéç-
èåß ç åíôïëÞ

BeamDE = EI v’’’’[x] == p[x]

Óçìåßùóç: Ç äõóêáìøßá EI ôçò äïêïý íá äçëþíåôáé ìå åíéáßï óýìâïëï, ü÷é ìå ãéíüìåíï, ðáñá-
êáëþ ðïëý! Áõôü åßíáé óêüðéìï, åðåéäÞ ôá óýìâïëá E êáé I Ý÷ïõí åéäéêÝò óçìáóßåò óôç Mathemat-
ica. ÓõãêåêñéìÝíá ðáñéóôÜíïõí ôç âÜóç ôùí öõóéêþí ëïãáñßèìùí e êáé ôç öáíôáóôéêÞ ìïíÜäá
i = √−1 áíôßóôïé÷á. ¸ôóé êé áëëéþò ç äõóêáìøßá ÅÉ åßíáé ôåëéêÜ Ýíá ÷áñáêôçñéóôéêü ìÝãåèïò ôçò
äïêïý áðü ìüíï ôïõ, Ýóôù êé áí õðïëïãßæåôáé óáí ôï ãéíüìåíï ôïõ ìÝôñïõ åëáóôéêüôçôáò Å ôïõ
éóüôñïðïõ êáé ãñáììéêÜ åëáóôéêïý õëéêïý ôçò äïêïý åðß ôç ñïðÞ áäñáíåßáò É ôçò äéáôïìÞò ôçò
ùò ðñïò ôïí ïõäÝôåñï Üîïíá ôçò äéáôïìÞò óôçí êÜìøç.

Óôç óõíÝ÷åéá íá âñåèåß ç ëýóç (solution) SolBeamDE ôçò äéáöïñéêÞò áõôÞò åîéóþóåùò ìå ôçí
Üìåóç ÷ñÞóç ôçò åíôïëÞò DSolve

SolBeamDE = DSolve[BeamDE, v[x], x]

(â) Áêïëïýèùò æçôåßôáé ç ÷ñÞóç ôçò ìåèüäïõ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace ãéá ôçí åýñåóç ôçò
ßäéáò (ìå åñùôçìáôéêü) ëýóåùò. Ðïéá åßíáé ç ìåôáó÷çìáôéóìÝíç êáôÜ Laplace äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå
äÞëùóÞ ôçò óáí LT; Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ LaplaceTransform. Íá âñåèåß ç ëýóç
(solution) SolLT ôçò áëãåâñéêÞò åîéóþóåùò ðïõ ðñïêýðôåé ùò ðñïò ôï æçôïýìåíï ìåôáó÷çìáôéóìü
Laplace ôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò v(x) êáèþò êáé ï áíôßóôñïöïò ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace Sol.
ÔåëéêÜ æçôåßôáé êáé ç ó÷åôéêÞ óõíÜñôçóç vs(x). Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

vs[x_] = Sol[[1, 1, 2]] // Expand

Ìå ôéò ôÝóóåñéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò (initial conditions) ics

v(0) = v0, v′(0) = è0, v′′(0) = M0

EI
, v′′′(0) = Q0

EI
íá õðïôßèåíôáé ãíùóôÝò óôï áñéóôåñü Üêñï x = 0 ôçò äïêïý êáé íá äçëþíïíôáé ìå ôçí åíôïëÞ

ics = {v[0] -> v0, v’[0] -> è0, v’’[0] -> M0/EI, v’’’[0] -> Q0/EI}

(ôï è ìå Esc q Esc ðáñáêáëþ!) ðïéá åßíáé ç ìåñéêÞ ëýóç vp(x) ôïõ ó÷åôéêïý ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêþí
ôéìþí; Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

vp[x_] = vs[x] /. ics

(ã) [Õ] Óõìöùíïýí Þ ü÷é ïé ãåíéêÝò ëýóåéò ìå ôçí Üìåóç ÷ñÞóç ôçò åíôïëÞò DSolve êáé ìå ôç
÷ñÞóç ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace; (Ç áðÜíôçóç óå ðáñÜãñáöï êåéìÝíïõ ìå Alt 7 Þ éóïäýíáìá
ìå Format -> Style -> Text ðáñáêáëþ!) (ä) [×] Íá åðáëçèåõèåß ìå ôï ÷Ýñé ç ìåñéêÞ ëýóç vp(x) ìå ôç
ìÝèïäï ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace. (å) [×] Ôï ßäéï êáé ç ëýóç ðïõ âñÝèçêå ìå ôçí åíôïëÞ DSolve
ìå Üìåóåò ïëïêëçñþóåéò. (óô) [×, áëëÜ ðñïáéñåôéêü ôï åñþôçìá áõôü] Íá áðïäåé÷èåß ç óõìöùíßá
ôùí äýï ëýóåùí ãéá ôéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò ðïõ äüèçêáí ìå ôç ÷ñÞóç ôçò ãíùóôÞò ìåèüäïõ ôçò
ðáñáãïíôéêÞò ïëïêëçñþóåùò (Þ ïëïêëçñþóåùò êáôÜ ìÝñç Þ ïëïêëçñþóåéò êáôÜ ðáñÜãïíôåò).

ÏÌÁÄÁ ÅÌÉÉ-I

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉ-I1 ([× êáé Õ] Ìç÷áíéêÜ ÓõóôÞìáôá: Ôáëáíôþóåéò): Èåùñïýìå äéâÜèìéï ìç÷á-
íéêü óýóôçìáðïõ áðïôåëåßôáé áðü äýï õëéêÜ óçìåßáÌ1 êáéÌ2 ßóùí ìáæþím êáé äýï êáôáêüñõöá
åëáôÞñéá S1 êáé S2 ßóùí óôáèåñþí k. Ôï ðÜíù Üêñï ôïõ ðÜíù åëáôçñßïõ S1 åßíáé óôáèåñÜ óôåñåù-
ìÝíï, åíþ ôï êÜôùÜêñï ôïõóôçñßæåé ôï õëéêü óçìåßïM1 êáé ðéï êÜôùôï êÜôù åëáôÞñéï S2. Ôï êÜôù
åëáôÞñéï S2 óôçñßæåôáé óôï ðÜíù Üêñï ôïõ óôï õëéêü óçìåßï Ì1 (ìÜæáò m), åíþ óôï êÜôù Üêñï
ôïõ óôçñßæåé ôï õëéêü óçìåßï M2 (åðßóçò ìÜæáò m). ¢ñá Ý÷oõìå Ýíá êáôáêüñõöï äéâÜèìéï ìç÷á-
íéêü óýóôçìá äýï åëáôçñßùí S1 êáé S2 (óôáèåñþí k) êáé äýï õëéêþí óçìåßùí M1 êáé M2 (ìáæþí m).
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Óôï äéâÜèìéï áõôü ìç÷áíéêü óýóôçìá Üãíùóôåò óõíáñôÞóåéò åßíáé ïé (êáôáêüñõöåò) ìåôáôïðß-
óåéò u1(t) êáé u2(t) ôùí õëéêþí óçìåßùí Ì1 êáé M2 áíôßóôïé÷á ùò ðñïò ôéò èÝóåéò éóïññïðßáò ôïõò.
Æçôïýíôáé: [× êáé Õ] Ôá ìçôñþá ìÜæáò M êáé óôéâáñüôçôáò (ü÷é, ðáñáêáëþ, äõóêáìøßáò åäþ,
ãéáôß äåí õðÜñ÷åé êÜìøç) K ôïõ ðáñüíôïò ìç÷áíéêïý óõóôÞìáôïò (ãñáììÝíá åðßóçò êáé óå ìïñöÞ
ìçôñþïõ). Õðüäåéîç: Ãéá ôï ìçôñþï óôéâáñüôçôáò K íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

K = {{2k, -k}, {-k, k}}; K // MatrixForm

(Íá äïèåß êáé ëåðôïìåñÞò åðåîÞãçóç.) ÁíÜëïãá Ý÷ïõìå ôï äéÜíõóìá ôùí ìåôáôïðßóåùí u(t) ôùí
õëéêþí óçìåßùí M1 êáé M2. Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

u[t] = {u1[t], u2[t]}; u[t] // MatrixForm

êáé ôï äéÜíõóìá ôùí åðéôá÷ýíóåùí a(t) ôùí ßäéùí óçìåßùí. Õðüäåéîç: Íá÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

a[t] = D[u[t], {t, 2}]; a[t] // MatrixForm

Ãéá ôçí êáôÜóôñùóç ôïõ ó÷åôéêïý óõóôÞìáôïò ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ìðïñïýìå
íá ó÷çìáôßóïõìå ôï ó÷åôéêü ìçôñþï L ìå ôçí åíôïëÞ

L = M.a[t] + K.u[t]

ãéá äéåõêüëõíóç ìÜëéóôá åéóÜãïíôáò êáé ôï óýìâïëï

ù0 =
√

k
m

óôï ìçôñþï L ìå ôçí åíôïëÞ

L1 = (L/m) /. k -> m ù0ˆ2 // Simplify

(ôïù ìå EscËáôéíéêü o Escðáñáêáëþ!) Ôþñá ôï óýóôçìá ôùí ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí
(differential equations) deqs0 Ý÷åé ôç ìïñöÞ

deqs0 = {L1[[1]] == 0, L1[[2]] == 0}

Ãéá áðëïðïßçóç óôïõò õðïëïãéóìïýò õðïèÝôïõìå åäþ üôé ù0 = 1 ìå ôçí åíôïëÞ

deqs = deqs0 /. ù0 -> 1

êáé ðáßñíïõìå ôï ó÷åôéêü óýóôçìá ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí deqs.

Ãéá ôçí åðßëõóç ôïõ óõóôÞìáôïò áõôïý deqs ìðïñïýìå áóöáëþò íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôç ìÝ-
èïäï ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace, åäþ üìùò ãéá óõóôÞìáôá äéáöïñéêþí åîéóþóåùí. Õðüäåéîç:
Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

lt = LaplaceTransform[deqs, t, s]

(Ôï óýìâïëï lt õðïôßèåôáé üôé óçìáßíåé Laplace transform!) Ãéá ðáñáðÝñá äéåõêüëõíóç ïñßæïõìå
êáé ôéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò (áñ÷éêÝò ìåôáôïðßóåéò êáé áñ÷éêÝò ôá÷ýôçôåò) óôï ðáñüí ðñüâëçìá
åëåýèåñùí (÷ùñßò öïñôßóåéò) óõæåõãìÝíùí ôáëáíôþóåùí óôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace lt ðïõ Þäç
âñÞêáìå ðáßñíïíôáò ôçí ôñïðïðïéçìÝíç ìïñöÞ ôïõ lt1. Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

lt1 = lt /. {u1[0] -> u10, u1’[0] -> v10, u2[0] -> u20, u2’[0] -> v20}

Ôï óýóôçìá ôùí ãñáììéêþí áëãåâñéêþí åîéóþóåùí ðïõ ðñïÝêõøå ìðïñåß ôþñá åýêïëá íá ëõèåß
ìå ôçí åíôïëÞ Solve. Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

sol = Solve[lt, {LaplaceTransform[u1[t], t, s], LaplaceTransform[u2[t], t, s]}] // Simplify

ìå áðëïðïßçóç ìÜëéóôá ôïõ áðïôåëÝóìáôïò. Ðñï÷ùñÜìå ôþñá óôçí áíôéóôñïöÞ ôùí ìåôáó÷ç-
ìáôéóìþí Laplace ôùí áãíþóôùí óõíáñôÞóåùí u1,2(t) ðïõ âñÞêáìå ìå ôçí åíôïëÞ

u1s[t_] = InverseLaplaceTransform[sol[[1, 1, 2]], s, t] // Simplify
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ìå áðëïðïßçóç ìÜëéóôá ôïõ áðïôåëÝóìáôïò Þ êáëýôåñá êáé ðëÞñç áðëïðïßçóÞ ôïõ ìå ôçí åíôïëÞ

u1sa[t_] = u1s[t] // FullSimplify

¸ôóé ðñïóäéïñßæïõìå ðëÞñùò ôç ëýóç ôïõ ðáñüíôïò óõóôÞìáôïò äéáöïñéêþí åîéóþóåùí.

ÅíáëëáêôéêÞ äõíáôüôçôá ìáò ðñïóöÝñåé ç áíáãùãÞ áõôïý ôïõ óõóôÞìáôïò ôùí äéáöïñéêþí
åîéóþóåùí deqs, ôï õðåíèõìßæïõìå ìå ôçí áðëÞ åíôïëÞ

deqs

óå ìßá ìüíï äéáöïñéêÞ åîßóùóç. Ðñüêåéôáé ãéá åýêïëï êáèÞêïí óôï ðáñüí áðëü óýóôçìá äéáöï-
ñéêþí åîéóþóåùí deqs. Âñßóêïõìå ðñþôá ôç ëýóç sol1 ôçò ðñþôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (ãéá
ôï õëéêü óçìåßï Ì1) ùò ðñïò ôç óõíÜñôçóç u2(t) ðïõ äåí åìöáíßæåôáé óå ðáñÜãùãï ìå ôçí åíôïëÞ

sol1 = Solve[deqs[[1]], u2[t]]

êáé ôç ó÷åôéêÞ óõíÜñôçóç u2s(t) ìå ôçí åíôïëÞ

u2s[t_] = sol1[[1, 1, 2]]

Óôç óõíÝ÷åéá áíôéêáèéóôïýìå ôç óõíÜñôçóç áõôÞ óôç äåýôåñç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ôçí åíôïëÞ

deq1 = deqs[[2]] /. u2 -> u2s

ðáßñíïíôáò ìßá äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìßá Üãíùóôç óõíÜñôçóç ôþñá: ìüíï ôç u1(t) (ôç ìåôáôüðéóç
ôçò ìÜæáò M1). Ôç äéáöïñéêÞ áõôÞ åîßóùóç ôç ëýíïõìå åýêïëá ìå ôçí åíôïëÞ DSolve ùò åîÞò:

soldeq1 = DSolve[deq1, u1[t], t] // Simplify

êáé ïñßæïõìå ôç ó÷åôéêÞ óõíÜñôçóç u1s(t) ìå ôçí åíôïëÞ

u1s[t_] = soldeq1[[1, 1, 2]]

êáëýôåñá óå ðëÞñùò áðëïðïéçìÝíç ìïñöÞ ìå ôçí åíôïëÞ FullSimplify

u1sa[t_] = u1s[t] // FullSimplify

Áí èÝëïõìå ìÜëéóôá, ÷ñçóéìïðïéïýìå áñéèìçôéêÞ ðñïóÝããéóç ìå äåêáäéêïýò áñéèìïýò ìå ÷ñÞóç êáé
ôçò åíôïëÞò N ãéá ôçí ðñïóÝããéóç áõôÞ ùò åîÞò:

u1n[t_] = u1s[t] // N

Ôþñá ðéá, Ý÷ïíôáò ðñïóäéïñßóåé ôçí Üãíùóôç óõíÜñôçóç u1(t) (ôç ìåôáôüðéóç ôïõ õëéêïý óç-
ìåßïõ M1), ìðïñïýìå íá áíôéêáôáóôÞóïõìå ôç ëýóç ðïõ âñÝèçêå óôç óõíÜñôçóç u2(t) (ôç ìåôá-
ôüðéóç ôïõ õëéêïý óçìåßïõ M2) ðïõ åß÷áìå åêöñÜóåé óõíáñôÞóåé ôçò u1(t)

u2s[t]

ìå ôçí áêüëïõèç åíôïëÞ áíôéêáôáóôÜóåùò êáé áðëïðïéÞóåùò:

u2sa[t_] = u2s[t] /. u1 -> u1sa // Simplify

Óôç óõíÝ÷åéá êÜíïõìå êáé áñéèìçôéêÞ ðñïóÝããéóç ìå ôéò åíôïëÝò Expand êáé N

u2na[t_] = u2sa[t] // Expand // N

Ìðïñïýìå (ìÜëëïí åßíáé óêüðéìï!) íá êÜíïõìå êáé åðáëÞèåõóç ver ôùí ëýóåùí u1s(t) êáé u2s(t)
ðïõ âñÞêáìå ìå ôçí åíôïëÞ

ver = deqs /. {u1 -> u1sa, u2 -> u2sa} // Simplify

ÔåëéêÜ áò äïêéìÜóïõìå êáé ôçí êáôåõèåßáí åðßëõóç ôïõ ßäéïõ óõóôÞìáôïò ìå ôçí åíôïëÞDSolve.
ºóùò åßíáé êáëü íá ãßíåé êáé ç áðëïðïßçóç ôïõ áðïôåëÝóìáôïò. ºóùò åðéðëÝïí êáé áñéèìçôéêÞ
ðñïóÝããéóÞ ôïõ ìå ôçí åíôïëÞ N. ºóùò êáé áðáëïéöÞ ëáèþí óôñïããõëåýóåùò ìå ôçí åíôïëÞ Chop



108 (ÁóêÞóåéò) ÅÖÁÑÌÏÓÌÅÍÅÓ ÁÓÊÇÓÅÉÓ ÊÁÉ NOTEBOOKS II ÃÉÁ ÐÏËÉÔÉÊÏÕÓ ÌÇ×ÁÍÉÊÏÕÓ:

sol = DSolve[deqs, {u1[t], u2[t]}, t] // Simplify // N // Chop

Äåí åßìáóôå áêüìç áðüëõôá åõ÷áñéóôçìÝíïé! ºóùò êáé ç åíôïëÞ ExpToTrig êÜðïõ. ºóùò, ßóùò . . .

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉ-I2 ([× êáé Õ] ÊéíçìáôéêÞ--ÄõíáìéêÞ ôïõ Õëéêïý Óçìåßïõ, Ôáëáíôþóåéò): Åäþ
èåùñïýìå ôï óýóôçìá ôùí äýï ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùíðñþôçò ôÜîåùò êáé ìå óôáèåñÝò
ôéò ðïóüôçôåò ù0 êáé î óôïõò óõíôåëåóôÝò

ẋ(t) = v(t), v̇(t) + 2îù0 v(t) + ù2
0x(t) = p(t) ìå ù0 > 0, 0 < î < 1, t > 0,

ìå t ôï ÷ñüíï, x(t) êáé v(t) ôéò äýï Üãíùóôåò óõíáñôÞóåéò êáé p(t) ãíùóôÞ ôõ÷áßá ôìçìáôéêÜ óõíå÷Þ
óõíÜñôçóç õðü ôéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò (ãéá t = 0) x(0) = x0 êáé v(0) = v0 (ðñüâëçìá áñ÷éêþí ôéìþí).

(á) [×] Æçôïýíôáé: Ç ëåðôïìåñÞò åîÞãçóç ãéá ôï ðïý áêñéâþò ðáñïõóéÜæåôáé ôï óýóôçìá
áõôü óôçí ÊéíçìáôéêÞ--ÄõíáìéêÞ ôïõ Õëéêïý Óçìåßïõ ìå ó÷Þìá êáé ìå ðëÞñåéò äéåõêñéíßóåéò ãéá ôéò
óõíáñôÞóåéò x(t), v(t) êáé p(t) ðïõ õðåéóÝñ÷ïíôáé êáèþò êáé ôá óýìâïëá î êáé ù0 êáé ôïõò óõãêå-
êñéìÝíïõò ôýðïõò õðïëïãéóìïý ôùí ðïóïôÞôùí áõôþí. Ç áíáãùãÞ ôïõ ðéï ðÜíù óõóôÞìáôïò
äýï ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí óå óýóôçìá äýï ãñáììéêþí áëãåâñéêþí åîéóþóåùí ìå ôç
ìÝèïäï ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace. Ç åðßëõóç ôïõ óõóôÞìáôïò ôùí ãñáììéêþí áëãåâñéêþí åîé-
óþóåùí ùò ðñïò ôïõò Üãíùóôïõò ìåôáó÷çìáôéóìïýò Laplace. ÅéäéêÜ ãéá ôçí Üãíùóôç óõíÜñôçóç
x(t) (ìüíï áõôÞ!) ç åýñåóÞ ôçò ìå áíôéóôñïöÞ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace ôçò ðïõ ðñïÝêõøå óôï
ðñïçãïýìåíï åñþôçìá êáé ìÜëéóôá óôçí ðéï áðëÞ äõíáôÞ ôåëéêÞ ìïñöÞ ôçò ìå ùD = ù0

√
1 − î2.

(â) [Õ]Ìå ôçMathematica ôþñá, áëëÜ óôçí åéäéêÞðåñßðôùóçðïõ î = 0 (äåí õðÜñ÷åé áðüóâåóç
ãéá äéåõêüëõíóçóôéòðñÜîåéò), æçôïýíôáé: Ç äÞëùóç ôïõðéïðÜíùóõóôÞìáôïò äéáöïñéêþí åîéóþ-
óåùí (differential equations) deqs óå ìïñöÞ ëßóôáò (list) ìå äýï óôïé÷åßá: ôéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò
ôïõ óõóôÞìáôïò. Íá åðé÷åéñçèåß ç ëýóç (solution) sol ôïõ óõóôÞìáôïò deqs ìå ÷ñÞóç ôçò åíôï-
ëÞò DSolve êáé ìå áðëïðïßçóç ôïõ áðïôåëÝóìáôïò ìå ôçí åíôïëÞ Simplify óôï ôÝëïò (//Simplify).
ÌÜëëïí áðïôõã÷Üíåé ç åðßëõóç áõôÞ. ¢ñá ðñÝðåé íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç ìÝèïäïò ôïõ ìåôáó÷çìá-
ôéóìïý Laplace. Êáôáñ÷Þí æçôåßôáé ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace ôïõ óõóôÞìáôïò ôùí ãñáììéêþí
äéáöïñéêþí åîéóþóåùí deqs, þóôå íá ðñïêýøåé Ýíá óýóôçìá ãñáììéêþí áëãåâñéêþí åîéóþóåùí
(linear algebraic equations) lineqs. Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ LaplaceTransform. Ôï
óýóôçìá ôùí ãñáììéêþí áõôþí áëãåâñéêþí åîéóþóåùí lineqs åßíáé áðüëõôá éêáíïðïéçôéêü ãéá ôç
Mathematica, ü÷é üìùò ßóùò êáé ãéá ôï ÷ñÞóôç ôçò ìåèüäïõ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace. Ãé’ áõôü
èá ìðïñïýóå ßóùò íá ôñïðïðïéçèåß ìå ôç ÷ñÞóç ôùí áíôéêáôáóôÜóåùí (substitutions) subs

subs = {LaplaceTransform[x[t], t, s] -> X[s],
LaplaceTransform[v[t], t, s] -> V[s],
LaplaceTransform[p[t], t, s] -> P[s]}

Ðñïêýðôåé ç éóïäýíáìç ìïñöÞ ôïõ óõóôÞìáôïò ôùí ãñáììéêþí áëãåâñéêþí åîéóþóåùí lineqs1

lineqs1 = lineqs /. subs

ç ïðïßá åßíáé áóöáëþò ðéï óýíôïìç óôçí åìöÜíéóç. Ìðïñïýìå âÝâáéá íá ëýóïõìå ôï óýóôçìá
ôùí ãñáììéêþí áëãåâñéêþí åîéóþóåùí lineqs (ôï ðñïôéìïýìå êÜðùò áðü ôï lineqs1, ãéáôß Üñáãå;)
ìå ôç ÷ñÞóç ôçò åíôïëÞò Solve, ðéï óõãêåêñéìÝíá

sollin = Solve[lineqs, {LaplaceTransform[x[t], t, s], LaplaceTransform[v[t], t, s]}]

Ôï ôåëåõôáßï ìáò (ó÷åäüí ôåëåõôáßï . . . ) êáèÞêïí åßíáé ç åýñåóç ôçò ëýóåùò (solution) sola ìå
áíôéóôñïöÞ ôùí ìåôáó÷çìáôéóìþí Laplace sollin ðïõ ìüëéò âñÞêáìå. Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéç-
èåß ç åíôïëÞ InverseLaplaceTransform. Ïé Üãíùóôåò óõíáñôÞóåéò x(t) êáé v(t) ðñïêýðôïõí ôþñá
Üìåóá. Ìðïñïýìå íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå êáé ëßóôá äýï óõíáñôÞóåùí, óõãêåêñéìÝíá

{xs[t_] = sola[[1, 1, 2]], vs[t_] = sola[[1, 2, 2]]}
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(Oé äéðëÝò áãêýëåò ìåEsc [[ Esc êáéEsc ]] Escðáñáêáëþ!) ÁðïìÝíåé ç åðáëÞèåõóç (verification) ver
ôïõ óõóôÞìáôïò ôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí deqs. Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

ver = deqs /. {x -> xs, v -> vs} // Simplify

ìåáðëïðïßçóçìÜëéóôá ôïõáðïôåëÝóìáôïò. Ãéá ôéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò (initial conditions) ics äßíïõìå
ôçí åíôïëÞ (ãéá t = 0)

ics = {xs[0], vs[0]}

¸ôóé äéáðéóôþíïõìå áðëÜ ôçí éó÷ý ôïõò, üðùò ðñáãìáôéêÜ ðñÝðåé.

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉ-I3 ([× êáé Õ] Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí, ÁíÜëõóç Ãñáììéêþí ÖïñÝùí: Óôýëïé): Óå
ìïíþñïöï êôßñéï ðïõ ðñïóåããßæåôáé áðü ðëáßóéï èåùñïýìå Ýíá óôýëï (õðïóôýëùìá, êïëþíá)
ýøïõò L (0 ≤ x ≤ L) êáé äõóêáìøßáò EI. Ôï êÜôù Üêñï ôïõ óôýëïõ x = 0 åßíáé ðáêôùìÝíï óôï
Ýäáöïò êáé ôï ðÜíù Üêñï ôïõ óôçí ïñéæüíôéá ðëÜêá ôïõ ìïíþñïöïõ êôéñßïõ. Ï óôýëïò áõôüò
èåùñåßôáé üôé õößóôáôáé ìüíï ìßá ïñéæüíôéá ìåôáôüðéóç v(L) = v0 (v0 óôç Mathematica) óôï ðÜíù
Üêñï ôïõ x = L (ôßðïôå Üëëï!). Ãéá ôï óôýëï áõôü ðïõ åîåôÜæåôáé ìåìïíùìÝíá (ü÷é ãéá üëï ôï
ìïíþñïöï êôßñéï!) æçôïýíôáé [× êáé Õ]: Ç ó÷åôéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôåôÜñôçò ôÜîåùò beamde
ãéá ôï ïñéæüíôéï âÝëïò êÜìøåùò v = v(x) ôùí óçìåßùí x (0 ≤ x ≤ L) ôïõ óôýëïõ. Ïé ó÷åôéêÝò
óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò (boundary conditions) bcs óôï ðáñüí ðñüâëçìá óõíïñéáêþí ôéìþí. Ç ëýóç
(solution) sol ôçò ó÷åôéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò beamde óå áðëïðïéçìÝíç ìïñöÞ. Õðüäåéîç: Íá
÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

sol = DSolve[{beamde, bcs}, v[x], x] // Simplify

êáé ç ó÷åôéêÞ óõíÜñôçóç vs(x). Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

vs[x_] = sol[[1, 1, 2]]

Ç åðáëÞèåõóç (verification) ver ôçò ëýóåùò áõôÞò vs(x) êáé ùò ðñïò ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç beamde
êáé ùò ðñïò ôéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò bcs (óå ìßá åíôïëÞ, åÜí åßíáé äõíáôüí). Ïé åêöñÜóåéò ôïõ
âÝëïõò êÜìøåùò vs(x), áëëÜ êáé ôçò ãùíßáò óôñïöÞò è(x), ôçò êáìðôéêÞò ñïðÞò (Þ ñïðÞò êÜìøåùò)
M(x) êáé ôçò ôÝìíïõóáò äýíáìçò (Þ äéáôìçôéêÞò äýíáìçò) Q(x) êáôÜ ôï ýøïò x (ìå 0 ≤ x ≤ L) ôïõ
óôýëïõ óå ëßóôá óõíáñôÞóåùí êáé óå áðëïðïéçìÝíç ìïñöÞ ìå ôçí åíôïëÞ Simplify. Ç ôÝìíïõóá
äýíáìçQ(L) óôï ðÜíù Üêñï ôïõ óôýëïõ, üðïõ êáé åßíáé ðáêôùìÝíïò óôçí ðëÜêá. Ç ó÷åäßáóç ôïõ
ó÷Þìáôïò ôïõ óôýëïõ (áíçãìÝíïõ óôç ìåôáôüðéóç v0) ãéá L = 1. Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß
êÜðïéá âåëôéùìÝíç ßóùò ìïñöÞ ôçò åíôïëÞò

Plot[vs[x]/v0 /. L -> 1, {x, 0, 1}, AxesLabel -> {x, v}, PlotStyle -> Thickness[0.01],
PlotLabel -> StyleForm["COLUMN SHAPE", FontSize -> 16]]

(Äõóôõ÷þò ï êáôáêüñõöïò Üîïíáò x öáßíåôáé óôï ó÷Þìá áõôü óáí ïñéæüíôéïò! ÊÜðïéá âåëôßùóç
ôçò ðéï ðÜíù åíôïëÞò ßóùò íá õðÜñ÷åé óôç Mathematica! ÁðëÜ ßóùò!) ÔÝëïò æçôåßôáé ï ëåðôïìå-
ñÞò óõó÷åôéóìüò êáé ðáñáëëçëéóìüò ìåôáîý åíüò åëáôçñßïõ (åëáóôéêïý êáé ãñáììéêïý åííïåßôáé)
óôáèåñÜò ks êáé ôïõ ðáñüíôïò óôýëïõ (êïëþíáò, column) ùò ðñïò ôç óõìðåñéöïñÜ ôïõò. Ðïéá
ðïóüôçôá kc óôïí ðáñüíôá óôýëï áíôéóôïé÷åß óôç óôáèåñÜ ks ôïõ åëáôçñßïõ; (Ïé áðáíôÞóåéò íá
ãñáöïýí ìå ðïëý ëåðôïìåñåßò åðåîçãÞóåéò, áí åßíáé äõíáôüí, ðáñáêáëþ!)

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉ-I4 ([× êáé Õ] Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí: Ôå÷íéêÞ Èåùñßá ÊÜìøåùò: Äïêïß): Èåù-
ñïýìå óõíÞèç ðñüâïëï ìÞêïõò 2L êáé äõóêáìøßáò EI ðáêôùìÝíï óôï áñéóôåñü Üêñï ôïõ x = 0
êáé åðïìÝíùò åëåýèåñï óôï äåîéü x = 2L ìå ìüíç åîùôåñéêÞ öüñôéóç ìéá óõãêåíôñùìÝíç äýíáìç P
óôï ìÝóïí ôïõ ðñïâüëïõ x = L. Ãéá ôï Üãíùóôï âÝëïò êÜìøåùò v = v(x) ôïõ ðñïâüëïõ ðïõ
ó÷çìáôßæåé ôçí åëáóôéêÞ ãñáììÞ ôïõ, æçôïýíôáé:

(á) [×] Ç ó÷åôéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç, ìßá êáé õðï÷ñåùôéêÜ ôåôÜñôçò ôÜîåùò, êáé ïé áíôßóôïé÷åò
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óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò (äçëáäÞ ôï ó÷åôéêüðñüâëçìáóõíïñéáêþí ôéìþí) õðü ôçöüñôéóç Pðïõðñï-
áíáöÝñèçêå. Ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace V (s) ôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò v(x) ìå ôéò ðáñáãþãïõò
ôçò v′′(0) êáé v′′′(0) (ðïõ äåí åßíáé Üìåóá äéáèÝóéìåò) íá ðáñáìÝíïõí ó’ áõôüí. Óõíå÷ßæïíôáò, ìå
áíôéóôñïöÞ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace V (s) ç åýñåóç ôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò (ôïõ âÝëïõò
êÜìøåùò) v(x) = L−1{V (s)} ðÜëé óõíáñôÞóåé ôùí ðïóïôÞôùí v′′(0) êáé v′′′(0). Ôï îáíáãñÜøéìï
ôïõ ðñïçãïýìåíïõ áðïôåëÝóìáôïò v(x), ôþñá üìùò ìå äéÜêñéóç ðåñéðôþóåùí: 0 ≤ x ≤ L êáé
L ≤ x ≤ 2L. Ï ðñïóäéïñéóìüò ôùí ìÝ÷ñé óôéãìÞò Üãíùóôùí ðáñáãþãùí v′′(0) êáé v′′′(0) áðü
ôç ëýóç v(x) ðïõ ðñïÝêõøå õðï÷ñåùôéêÜ ìÝóù ôùí óõíïñéáêþí óõíèçêþí óôï åëåýèåñï Üêñï
x = 2L ôïõ ðñïâüëïõ êáé ç åðáëÞèåõóç ôùí ôéìþí áõôþí ìå óôáôéêü ôñüðï. Ôþñá ðéá ç ãñáöÞ
ôïõ Üãíùóôïõ âÝëïõò êÜìøåùò v(x) óôçí ôåëéêÞ ìïñöÞ ôïõ ìå åíéáßï ôñüðï óå üëï ôï ìÞêïò ôïõ
ðñïâüëïõ êáèþò êáé ìå äéÜêñéóç ðåñéðôþóåùí: 0 ≤ x ≤ L êáé L ≤ x ≤ 2L óôéò áðëïýóôåñåò
ìÜëéóôá äõíáôÝò ìïñöÝò ôçò. Ç åðáëÞèåõóç ôçò éó÷ýïò êáé ôùí ôåóóÜñùí óõíïñéáêþí óõíèçêþí
áðü ôï âÝëïò êÜìøåùò v(x) ðïõ âñÝèçêå. ÔÝëïò ïé óõãêåêñéìÝíåò ôéìÝò ôïõ âÝëïõò êÜìøåùò v(x)
ãéá x = 0, x = L êáé x = 2L êáèþò êáé ç ðñü÷åéñç ó÷åäßáóÞ ôïõ.

(â) [Õ]Ìå ôçMathematica ôþñáæçôïýíôáé: Ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (differential equation) ôåôÜñôçò
ôÜîåùò deóôïðáñüíðñüâëçìáðñïâüëïõðïõ èåùñåßôáé ôþñáüôé Ý÷åé ìÞêïò L = 2 (0 ≤ x ≤ 2) êáé
äõóêáìøßá EI (ç äõóêáìøßá ÅÉ ìå åíéáßï óýìâïëï EI óôç Mathematica ðáñáêáëþ, ü÷é ìå ãéíüìåíï!)
êáé üôé êáôáðïíåßôáé ìå óõãêåíôñùìÝíï öïñôßï −P (ìå ìåßïí, ðñïò ôá êÜôù ãéá èåôéêü P) óôï
ìÝóïí ôïõ x = 1. Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß êáé ç óõíÜñôçóç DiracDelta. Ïé ó÷åôéêÝò ôÝóóåñéò
óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò (boundary conditions) bcs óôïí ðáñüíôá ðñüâïëï ìÞêïõò 2 (0 ≤ x ≤ 2) óå
ìïñöÞ óõíçèéóìÝíçò ëßóôáò. Ç ëýóç (solution) sol ôïõ ðáñüíôïò ðñïâëÞìáôïò óõíïñéáêþí ôéìþí
(äéáöïñéêÞ åîßóùóç de êáé óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò bcs). Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ
DSolve ìå ÷ñÞóç êáé ôçò åíôïëÞò Simplify, óõãêåêñéìÝíá

sol = DSolve[{de, bcs}, v[x], x] // Simplify

Ç ëýóç sol ðåñéëáìâÜíåé êáé ôç âçìáôéêÞ óõíÜñôçóç ôïõ Heaviside H(x), ðïõ äçëþíåôáé óôç
Mathematica óáí UnitStep. Óôï áñéóôåñü Þìéóõ ôïõ ðñïâüëïõ (0 < x < 1) Ý÷ïõìå ôç ëýóç

sol1 = sol /. UnitStep[x - 1] -> 0

ÄçëáäÞ èÝôïõìåH(x−1) = 0, åðåéäÞ x−1 < 0. Áíôßèåôá óôï äåîéü Þìéóõ ôïõ ðñïâüëïõ (1 < x < 2)
èÝôïõìå H(x − 1) = 1, åðåéäÞ x − 1 > 0, êáé ðáßñíïõìå ôç ëýóç

sol2 = sol /. UnitStep[x - 1] -> 1 // Simplify

ìå áðëïðïßçóç ôïõ áðïôåëÝóìáôïò. Ç óõíÜñôçóç vs(x) ãéá ôï âÝëïò êÜìøåùò ôïõ ðñïâüëïõ (ó÷å-
äüí éóïäýíáìá ãéá ôçí åëáóôéêÞ ãñáììÞ ôïõ, ðïõ äçìéïõñãåß ôï âÝëïò êÜìøåùò) åßíáé ðñïöáíþò

vs[x_] = sol[[1, 1, 2]]

(Ïé äéðëÝò áãêýëåò ìåEsc [[ Esc êáéEsc ]] Esc.) ÁõôÞðñïêýðôåé áðü ôç ëýóç (solution) sol (ðïõ Þäç
âñÝèçêå) ôïõ ðñïâëÞìáôïò ðñïâüëïõ ðïõ åîåôÜæïõìå. (Åßíáé êé áõôü Ýíá ðñüâëçìá óõíïñéáêþí
ôéìþí.) Ç åðáëÞèåõóç (verification) ver ôçò ëýóåùò vs(x) åðéôõã÷Üíåôáé ìå ôçí åíôïëÞ (áíôéêáôÜ-
óôáóç ôçò ëýóåùò vs(x) óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç êáé óôéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò êáé áðëïðïßçóç)

ver = {de, bcs} /. v -> vs // Simplify

êáé ùò ðñïò ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç de êáé ùò ðñïò ôéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò bcs ìå áðëïðïéÞóåéò
öõóéêÜ ôùí áðïôåëåóìÜôùí ìå ôçí åíôïëÞ Simplify. Ìðïñïýìå íá ó÷åäéÜóïõìå ôçí åëáóôéêÞ
ãñáììÞ vs(x) ôïõ ðñïâüëïõ (0 ≤ x ≤ 2) ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí ðïëý ãíùóôÞ ìáò åíôïëÞ Plot óôï
äéÜóôçìá [0, 2] êáé ìç ëçóìïíþíôáò íá ðïëëáðëáóéÜóïõìå ôï âÝëïò êÜìøåùò vs(x) åðß EI/P, þóôå
íá Ý÷ïõìå ðñïò ó÷åäßáóç óõíÜñôçóç ÷ùñßò óýìâïëá. Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

Plot[(EI/P) vs[x], {x, 0, 2}]
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Åíôåëþò áíÜëïãá æçôåßôáé ç ó÷åäßáóç ôçò äåýôåñçò êáé ôçò ôñßôçò ðáñáãþãïõ ôçò ßäéáò óõíáñ-
ôÞóåùò (ôïõ âÝëïõò êÜìøåùò ôïõ ðñïâüëïõ) vs(x). Ïé äýï áõôÝò ðïóüôçôåò äåß÷íïõí öõóéêÜ ôçí
êáìðôéêÞ ñïðÞ (Þ ñïðÞ êÜìøåùò)M(x) êáé ôçí ôÝìíïõóá äýíáìç (Þ äéáôìçôéêÞ äýíáìç)Q(x) êáôÜ
ìÞêïò ôïõ ðñïâüëïõ áíôßóôïé÷á. Óå ðïéï óçìåßï åßíáé áóõíå÷Þò ç óõíÜñôçóç v′′′

s (x) (êáé ç Q(x))
öõóéêÜ; Ãéáôß; (Õðüäåéîç: Ç áðÜíôçóç óå ìßá ìüíï ðáñÜãñáöï êåéìÝíïõ ìå Alt 7 Þ éóïäýíáìá ìå
Format -> Style -> Text.) ÔåëéêÜ æçôïýíôáé ïé ëßóôåò ôéìþí, values (ôñåéò ëßóôåò: vvalues, Mvalues
êáéQvalues ìå ôñåéò ÷ùñéóôÝò åíôïëÝò) óôï áñéóôåñü Üêñï x = 0 ôïõ ðñïâüëïõ, óôï óçìåßï åöáñ-
ìïãÞò ôçò óõãêåíôñùìÝíçò äõíÜìåùò −P (äçëáäÞ óôï óçìåßï x = 1) êáé óôï äåîéü Üêñï x = 2
ôïõ ðñïâüëïõ ãéá ôï âÝëïò êÜìøåùò vs(x), ôçí êáìðôéêÞ ñïðÞ (Þ ñïðÞ êÜìøåùò) M(x) êáé ôçí
ôÝìíïõóá äýíáìç Q(x). Õðüäåéîç: Ãéá ôçí ôÝìíïõóá äýíáìç Q(x) íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

Qvalues = EI {vs’’’[0], vs’’’[1], vs’’’[2]}

Ðïéá åßíáé ç ìÝãéóôç ôéìÞ ôïõ âÝëïõò êÜìøåùò vs(x) êáé óå ðïéï óçìåßï áêñéâþò ðáñïõóéÜæåôáé
áõôÞ; (Íá äïèåß åìðåéñéêÞ áðÜíôçóç óå ðáñÜãñáöï êåéìÝíïõ ìå Alt 7 ðáñáêáëþ!)

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉ-I5 ([× êáé Õ] Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí: ÅëáóôéêÞ ÅõóôÜèåéá: Ëõãéóìüò Óôýëïõ):
Óå Ýíá óõíÞèç êõêëéêü óôýëï (êïëþíá, column, õðïóôýëùìá Þ áðëïýóôåñá ñÜâäï) ìÞêïõò L
(ìå 0 ≤ x ≤ L) êáé äõóêáìøßáò EI ðáêôùìÝíï óôï êÜôù Üêñï ôïõ x = 0 êáé ìå åëåýèåñï ôï ðÜíù
Üêñï ôïõ x = L áóêåßôáé óôï ðÜíù, ôï åëåýèåñï Üêñï ôïõ êáôÜëëçëá õøçëü èëéðôéêü öïñôßï P
ðïõ ðñïêáëåß (äõóôõ÷þò!) ôï ëõãéóìü ôïõ óôýëïõ. Åäþ èá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç ó÷åôéêÞ äéáöïñéêÞ
åîßóùóç äåõôÝñáò ôÜîåùò

v′′(x) + k2 v(x) = Pä
EI

ìå k =
√

P
EI

ìå Üãíùóôç óõíÜñôçóç ôï âÝëïò êÜìøåùò v = v(x) (åîáéôßáò ôïõ ëõãéóìïý) êáé ä ôï âÝëïò êÜìøåùò
óôï ðÜíù Üêñï ôïõ óôýëïõ: ä = v(L), ðïõ èåùñåßôáé (ôï ä) ãíùóôÞ ðïóüôçôá. Éó÷ýïõí åðßóçò
êáé ïé äýï ãíùóôÝò óõíèÞêåò ðáêôþóåùò v(0) = v′(0) = 0 óôï ðáêôùìÝíï êÜôù Üêñï x = 0 ôïõ
óôýëïõ ðïõ åîåôÜæïõìå.

(á) [×] Æçôïýíôáé: Ç ãåíéêÞ ëýóç v(x) ôçò ðáñáðÜíù äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìáæß ìå ôéò äýï
óõíèÞêåò ðáêôþóåùò (ìüíï áõôÝò!) õðï÷ñåùôéêÜ óå ôñéãùíïìåôñéêÞ ìïñöÞ. Ç ðëÞñçò åðáëÞ-
èåõóç ôçò ëýóåùò ðïõ âñÝèçêå (êáé äéáöïñéêÞ åîßóùóç êáé óõíèÞêåò ðáêôþóåùò!). Áðü ôç ëýóç
áõôÞ v(x) ï õðïëïãéóìüò ôçò ðïóüôçôáò v(L) êáé ç åîßóùóÞ ôïõ ìå ä: v(L) = ä, üðùò Þäç áíáöÝñ-
èçêå. Áðü ôï áðïôÝëåóìá ôïõ ðñïçãïýìåíïõ åñùôÞìáôïò ï õðïëïãéóìüò ôïõ ðñþôïõ êñßóéìïõ
öïñôßïõ ëõãéóìïý Pcr ðïõ ðñïêÜëåóå ôï ëõãéóìü ôïõ óôýëïõ ðïõ åîåôÜæïõìå êáé åßíáé êáé ôï ìüíï
ðïõ ðñáêôéêÜ åíäéáöÝñåé ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü. Ìå äéðëáóéáóìü ôïõ ìÞêïõò L ôïõ óôýëïõ ôé
áêñéâþò èá óõìâåß ìå ôï êñßóéìï öïñôßï ëõãéóìïý ôïõ Pcr; Ìå õðïäéðëáóéáóìü ôïõ ìÞêïõò L;

(â) [Õ] Ìå ôç Mathematica æçôïýíôáé: Ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (differential equation) BucklingDE
ó’ áõôü ôïðñüâëçìá ëõãéóìïý (buckling) óôýëïõ (column). Õðüäåéîç: Íá÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

BucklingDE = v’’[x] + kˆ2 v[x] == Pä/EI

(To ä ìå Esc d Esc ðáñáêáëþ, ç äõóêáìøßá ÅÉ ìå åíéáßï óýìâïëï EI, ü÷é ìå ãéíüìåíï!) Ìå âÜóç ôïí
ðéï ðÜíù ôýðï ïñéóìïý ôçò âïçèçôéêÞò óôáèåñÜò k óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç, Ý÷ïõìå ðñïöáíþò

P = kˆ2 EI

Ìðïñïýìå ôþñá íá åðéëýóïõìå ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç BucklingDE êáé íá âñïýìå ôç ëýóç ôçò
(solution) sol. Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ DSolve. Óôï óçìåßï ðáêôþóåùò x = 0 ôïõ
óôýëïõ Ý÷ïõìå äýï óõíèÞêåò ics. Õðüäåéîç: Íá äçëùèïýí óôç Mathematica ìå ëßóôá áðü äýï
óôïé÷åßá. Ðïéá åßíáé ôþñá ç ëýóç sol1 ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò êáé ôùí äýï óõíèçêþí óôçí
ðÜêôùóç; Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

sol1 = DSolve[{BucklingDE, ics}, v[x], x]
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Ðïéá åßíáé ç ó÷åôéêÞ óõíÜñôçóç ãéá ôï ó÷Þìá ëõãéóìïý (ôï âÝëïò êÜìøåùò) vs(x) ôïõ óôýëïõ ðïõ
ëýãéóå; Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

vs[x_] = sol1[[1, 1, 2]] // Factor

(oé äéðëÝò áãêýëåò ìå Esc [[ Esc êáé Esc ]] Esc ðáñáêáëþ!), êáëýôåñá ìå ðáñáãïíôïðïßçóç
ôïõ áðïôåëÝóìáôïò ìå ôçí åíôïëÞ Factor. Óôï ðÜíù Üêñï x = L ôïõ óôýëïõ Ý÷ïõìå åðßóçò ôç
óõíïñéáêÞ óõíèÞêç (boundary condition) v(L) = ä, ðïõðñÝðåé êáé áõôÞ íá ãßíåé óåâáóôÞ. Õðüäåéîç:
Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

bc = vs[L] == ä // Simplify

(ôï ä ìå Esc d Esc ðáñáêáëþ!) ìå áðëïðïßçóç ôïõ áðïôåëÝóìáôïò ìå ôçí åíôïëÞ Simplify. Ôç
óõíèÞêç áõôÞ, äéçñçìÝíç ìÜëéóôá ìå ä (öõóéêÜ ìå ä �= 0 óå ëõãéóìü), ìðïñïýìå ôþñá íá ôç
ëýóïõìå ùò ðñïò k ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôçí åíôïëÞ Solve

solbc = Solve[bc[[1]]/ä == 0, k]

(Ôï ä ìå Esc d Esc ðáñáêáëþ!) Ôþñá ðéá ôï êñßóéìï öïñôßï ëõãéóìïý Pcr ðñïêýðôåé åýêïëá áðü
ôç ëýóç solbc ëýíïíôáò öõóéêÜ ùò ðñïò Pcr êáé áíôéêáèéóôþíôáò ôçí Ýêöñáóç ôïõ k. Õðüäåéîç:
Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

Psol = Solve[k == ð/(2 L) /. k -> Sqrt[Pcr/EI], Pcr]

(Ôï ð ìå Esc p Esc, Ýíá ìüíï p ðáñáêáëþ!) Ðáßñíïõìå ôþñá ôï êñßóéìï öïñôßï ëõãéóìïý Pcr óå
ðéï êáèáñÞ ìïñöÞ áðü ôç ëýóç Psol ðïõ ìüëéò âñÞêáìå. Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

Pcr = Psol[[1, 1, 2]]

Ãéá ìéá ëßãï ðéï áñéèìçôéêÞ ÝêöñáóÞ ôïõ ÷ñçóéìïðïéïýìå êáé ôçí åíôïëÞ N, ðéï óõãêåêñéìÝíá

NPcr = Pcr // N

Áêüìç ðéï áñéèìçôéêÝò ôéìÝò ðáßñíïõìå äéáéñþíôáò ìå ôç äõóêáìøßá EI ôïõ óôýëïõ êáé èÝôïíôáò
áñéèìçôéêÝò ôéìÝò óôï ìÞêïò ôïõ L, ð.÷. L = 1 Þ L = 2. Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

{NPcr/EI /. L -> 1, NPcr/EI /. L -> 2}

Ç ìåôáâïëÞ ôïõ êñßóéìïõ öïñôßïõ ëõãéóìïý Pcr ìå ôï ìÞêïò L ôïõ óôýëïõ öáßíåôáé êáé óôï ó÷Þìá

Plot[Pcr/EI, {L, 1, 5}, AxesLabel -> {L, "Pcr"},
PlotLabel -> "CRITICAL BUCKLING LOAD", PlotStyle -> Thickness[0.01]]

Ðïéï åßíáé ôï ó÷åôéêü óõìðÝñáóìá ðïõ åîÜãåôáé (óå ðáñÜãñáöï êåéìÝíïõ ìå Alt 7 Þ áðüëõôá
éóïäýíáìá ìå Format -> Style -> Text);

ÏÌÁÄÁ ÅÌÉÉ-J

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉ-J1 ([X êáé Õ] ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí: ÔñéâÜèìéá Ìç÷áíéêÜ ÓõóôÞìáôá,
ÄõíáìéêÜ ×áñáêôçñéóôéêÜ Ìïíþñïöïõ Êôéñßïõ, Éäéïôáëáíôþóåéò, Éäéïóõ÷íüôçôåò): Èåùñïýìå
åäþ ôï ðñüâëçìá ôùí éäéïôáëáíôþóåùí éäåáôïý, áëëÜ åäþ ìç óõììåôñéêïý ìïíþñïöïõ êôéñßïõ.
Ôï ðñüâëçìá áõôü áíÜãåôáé óå Ýíá ïìïãåíÝò óýóôçìá ôñéþí ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí
(ôñéâÜèìéï ìç÷áíéêü óýóôçìá) ìå ôñåéò áãíþóôïõò (ìå ðñïóáíáôïëéóìü êáé óôçí ðáñáðÝñá, áí
êáé äõóôõ÷þò ðÝñá áðü ôçí ðáñïýóá Üóêçóç, ìåëÝôç ôçò óåéóìéêÞò áðïêñßóåùò ôïõ êôéñßïõ õðü
óåéóìéêÞ äéÝãåñóÞ ôïõ áðü ôï Ýäáöïò) ôçò ìïñöÞò

Mü(t) + Ku(t) = 0.

Ôá ìçôñþá ìÜæáòM (äéáãþíéï ìçôñþï üðùò óõíÞèùò, áëë’ áóöáëþò ü÷é ðÜíôïôå, óå êáôÜëëçëï
âÝâáéá óýóôçìá Êáñôåóéáíþí óõíôåôáãìÝíùí) êáé äõóêáìøßáò K (óõììåôñéêü ìçôñþï åîáéôßáò
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ôïõ èåùñÞìáôïò ôçò áìïéâáéüôçôáò ôùí Betti--Maxwell óôçí Ôå÷íéêÞ Ìç÷áíéêÞ) Ý÷ïõí ôéò ìïñöÝò

M =



m 0 0

0 m 0

0 0 mr2


 , K =




kx 0 −eykx
0 ky exky

−eykx exky kz


 .

¸÷ïõìå åðßóçò

u(t) =




ux(t)

uy(t)

èz(t)


 , 0 =




0

0

0




ìå t ôï ÷ñüíï, ux(t) êáé uy(t) ôéò ïñéæüíôéåò ìåôáôïðßóåéò ôïõ êÝíôñïõ âÜñïõò K (êåíôñïâáñéêü
óýóôçìá áíáöïñÜò Kxyz) ôçò ðëÜêáò åðéêáëýøåùò ôïõ ìïíþñïöïõ êôéñßïõ ðïõ åîåôÜæïõìå êáé
èz(t) ôç ãùíßá óôñïöÞò ôçò ðëÜêáò, ðïõ åßíáé áíáãêáßï íá ëçöèåß õðüøç óå ðåñßðôùóç óåéóìéêÞò
öïñôßóåùò ôïõ êôéñßïõ. (ÄçëáäÞ èåùñïýìå ôüóï åõèýãñáììç ïñéæüíôéá êßíçóç üóï êáé óôñïöÞ,
óôñÝøç óôï ìïíþñïöï êôßñéü ìáò ìå äýï ìåôáöïñéêÝò áðïêñßóåéò êáé ìßá ðåñéóôñïöéêÞ áðüêñéóç.
Ôï ó÷åôéêü ãåíéêåõìÝíï äéÜíõóìá ìåôáêéíÞóåùí Ý÷åé åðïìÝíùò ôñåéò óõíéóôþóåò: ôéò ux(t), uy(t) êáé
èz(t).) Ïé áðïóâÝóåéò ôçò êéíÞóåùò èåùñïýíôáé ìçäåíéêÝò. ÐáñáðÝñá ôá ex êáé ey äçëþíïõí ôéò
óôáôéêÝò åêêåíôñüôçôåò ôïõ ìïíþñïöïõ êôéñßïõ, ôá kx, ky êáé kz ôïõò ôñåéò äåßêôåò áíôéóôÜóåùò
Þ óõíôåëåóôÝò äõóêáìøßáò (ïé äýï ðñþôïé) êáé äõóôñåøßáò (ï ôñßôïò) ôïõ ßäéïõ êôéñßïõ, m ôç
óõíïëéêÞ ìÜæá ôïõ êôéñßïõ (ðïõ ðåñéëáìâÜíåé êáé ôéò ìÜæåò ôùí õðïóôõëùìÜôùí ôçò ðëÜêáò êáé
èåùñåßôáé óõãêåíôñùìÝíç óôï êÝíôñï âÜñïõò K ôçòðëÜêáò) êáé r ôç ó÷åôéêÞ áêôßíááäñáíåßáò. ¢ñá

JK = mr2

åßíáé ç öõóéêÞ ñïðÞ áäñáíåßáò (ðïõ ðåñéëáìâÜíåé ôþñá êáé ôç ìÜæá m), ü÷é áðëÜ ç ãåùìåôñéêÞ
ñïðÞ áäñáíåßáò, ôïõ êôéñßïõ óôï ðáñáðÜíù ìçôñþï ìÜæáò M). Æçôïýíôáé:

(á) [×] Ç áíáëõôéêÞ ãñáöÞ (÷ùñßò ìçôñþá) ôïõ ðáñáðÜíù óõóôÞìáôïò ôñéþí ãñáììéêþí
äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ìå ôñåéò Üãíùóôåò óõíáñôÞóåéò.

(â) [×] ÕðïèÝôïíôáò ôéò áðëÝò óõíçìéôïíéêÝò åêöñÜóåéò

ux(t) = öx cos (ùt − â), uy(t) = öy cos (ùt − â), èz(t) = öz cos (ùt − â)

(ìå ôá öx, y, z, ù êáé â óôáèåñÝò) ãéá ôéò ôñåéò Üãíùóôåò óõíáñôÞóåéò (ìåôáôïðßóåéò êáé óôñïöÞ:
ôñåéò åëåõèåñßåò êéíÞóåùò, ôñåéò âáèìïß åëåõèåñßáò), ðïéá åßíáé ç ïñßæïõóá áðü ôçí ïðïßá ìðïñïýí
íá ðñïóäéïñéóèïýí ïé éäéïóõ÷íüôçôåò ùi óôçí éäéïôáëÜíôùóç ôïõ ðáñüíôïò ìïíþñïöïõ êôéñßïõ;

(ã) [×] Ðïéá åßíáé ç ó÷åôéêÞ áëãåâñéêÞ åîßóùóç; Ôé âáèìïý åßíáé ç åîßóùóç áõôÞ ùò ðñïòù2; Ãéá
öõóéêïýò ëüãïõò (÷ùñßò ìáèçìáôéêÞ áðüäåéîç, ðïõ äåí åßíáé êáôáñ÷Þí Ýôóé êé áëëéþò äõíáôÞ ÷ùñßò
ðáñáðÝñá óôïé÷åßá ãéá ôéò óôáèåñÝò ðïõ õðåéóÝñ÷ïíôáé), ôé ñßæåò ðñÝðåé íá Ý÷åé; ÐñáãìáôéêÝò
Þ ìéãáäéêÝò; (Äå æçôïýíôáé ðÜíôùò ïé ôýðïé ðïõ äßíïõí ôç ëýóç ôçò áëãåâñéêÞò áõôÞò åîéóþóåùò,
áí êáé åßíáé èåùñçôéêÜ äéáèÝóéìïé. ¸óôù êé áí äåí ôïõò èõìÜóèå áðü ìíÞìçò, Ý÷åôå ôïõëÜ÷éóôïí
áêïýóåé ãé’ áõôïýò; Ðïý êáé ðüôå áêñéâþò;)

(ä) [Õ] ÔåëéêÜ æçôåßôáé ç åýñåóç ôçò éäßáò áëãåâñéêÞò åîéóþóåùò ãéá ôïí ðñïóäéïñéóìü ôùí éäéï-
óõ÷íïôÞôùí ùi ìå ÷ñÞóç ôçò Mathematica. Õðüäåéîç: Êáôáñ÷Þí ðñÝðåé íá ïñéóèïýí ôá ìçôñþá
ìÜæáò M êáé äõóêáìøßáò K. Ãéá ôï ðñþôï áðü áõôÜ, ôï M, ìðïñåß íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

M = {{m, 0, 0}, {0, m, 0}, {0, 0, m rˆ2}}

(ï åêèÝôçò ìå Ctrl 6 Þ Ctrl ˆ), áí êáé êáôáñ÷Þí ôï áðïôÝëåóìá äå èá åßíáé óå óõíçèéóìÝíç ìïñöÞ
ìçôñþïõ. (Ôé ðáñéóôÜíïõí ïé ðïóüôçôåò m êáé r;) Ç ÷ñÞóç êáé ôçò åíôïëÞò MatrixForm, äçëáäÞ

M = {{m, 0, 0}, {0, m, 0}, {0, 0, m rˆ2}} // MatrixForm
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öáßíåôáé íá âåëôéþíåé ôçí Ýîïäï ôçò åíôïëÞò (ôçí êÜíåé «äéäéÜóôáôç»). ÕðïëïãéóôéêÜ üìùò åßíáé
áðáñÜäåêôç, ãéáôß äåí åðéôñÝðåé ðáñáðÝñá õðïëïãéóìïýò ìå ôï ìçôñþï áõôü M. Ãéá ôï ëüãï
áõôü ìéá êáëÞ ëýóç åßíáé ç ÷ñÞóç ôçò ó÷åôéêÞò äéðëÞò, óýíèåôçò åíôïëÞò

M = {{m, 0, 0}, {0, m, 0}, {0, 0, m rˆ2}}; M // MatrixForm

ðïõ åìöáíßæåé ôï ìçôñþïM óå äéäéÜóôáôç (êáé ïðôéêÜ êáëýôåñç) ìïñöÞ, ÷ùñßò üìùò íá åðåìâáßíåé
óôç äïìÞ ôïõ, ðïõ óõíå÷ßæåé íá åßíáé ìïíïäéÜóôáôç åîáéôßáò ôïõ ðñþôïõ ìÝñïõò ôçò ðéï ðÜíù
óýíèåôçò åíôïëÞò. ÁíÜëïãá ìðïñåß íá ïñéóèåß êáé ôï ìçôñþï äõóêáìøßáò K ìÝóù ôçò åíôïëÞò

K = {{kx, 0, -ey kx}, {0, ky, ex ky}, {-ey kx, ex ky, kz}}; K // MatrixForm

Ôé ÷áñáêôçñéóìïýò ìðïñïýìå íá áðïäþóïõìå óôá ìçôñþá M êáé K; Ðñïöáíþò ìå âÜóç ôç ó÷å-
ôéêÞ èåùñßá (ÐáñÜãñáöïò Á13.4.2 ôïõ ÌÝñïõò Á ôïõ äéäáêôéêïý âéâëßïõ) êáé ôá åñùôÞìáôá ðïõ
ðñïçãÞèçêáí ïé éäéïóõ÷íüôçôåò ùi èá ðñïêýøïõí áðü ôï ìçäåíéóìü ôçò ïñßæïõóáò ôïõ ìçôñþïõ

L = −ù2M+ K.

Ãéáôß Üñáãå; Ôï ìçôñþï áõôü L ìðïñåß íá õðïëïãéóèåß áðëÜ ìÝóù ôçò åíôïëÞò

L = -ùˆ2 M+K; L // MatrixForm

(ï åêèÝôçò ìå Ctrl 6 Þ Ctrl ˆ) ôþñá ðïõ ôá ìçôñþá ìÜæáòM êáé äõóêáìøßáò K åßíáé ðëÝïí ãíùóôÜ
óôç Mathematica. Ãéáôß ç ðáñáðÜíù åíôïëÞ õðÞñîå óýíèåôç êáé áõôÞ; Ôþñá ðéá äåí áðïìÝíåé
ðáñÜ ï õðïëïãéóìüò ôçò ïñßæïõóáò det L ≡ |L| ôïõ ìçôñþïõ L. Áõôüò ìáò äßíåé áìÝóùò ôç ó÷åôéêÞ
åîßóùóç eqf ãéá ôçí åýñåóç ôùí (êõêëéêþí) éäéïóõ÷íïôÞôùí ùi óôçí ðáñïýóá éäéïôáëÜíôùóç ôïõ
éäåáôïý ìïíþñïöïõ êôéñßïõ ðïõ åîåôÜæïõìå. Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ Det (ãéá
ôçí ïñßæïõóá, determinant), ðéï óõãêåêñéìÝíá

eqf = Det[L] == 0

(ôï äéðëü ßóïí ìå áêïëïõèßá Esc, äçëáäÞ ìå Esc == Esc). Ðñüêåéôáé áóöáëþò ãéá ìéá ôñéôïâÜèìéá
(ùò ðñïò ù2) åîßóùóç ìå ôñåéò èåôéêÝò ñßæåò (ãéá öõóéêïýò ëüãïõò): ôéò éäéïóõ÷íüôçôåò ùi. Ïé
áñíçôéêÝò ñßæåò −ùi ðñïöáíþò äåí Ý÷ïõí êáíÝíá ðñáêôéêü íüçìá. Ç áíáëõôéêÞ åðßëõóç ôçò
åîéóþóåùò áõôÞò åßíáé åöéêôÞ, áëëÜ ëßãï ðïëýðëïêç. Ãéá ôï ëüãï áõôü ðïëý óõ÷íÜ ðñïôéìÜôáé
ç áñéèìçôéêÞ åðßëõóç. ÅðïìÝíùò ðïéåò åßíáé ïé éäéïóõ÷íüôçôåòùi ãéá ôéò åîÞò ôéìÝò ôùí óôáèåñþí:

m = 1, r = 1, kx = ky = kz = 1, ex = ey = 1
2

(óå êáôÜëëçëåò êáé óõìâáôÝò ìïíÜäåò åííïåßôáé); Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

sol = Solve[eqf /. {m -> 1, r -> 1, kx -> 1, ky -> 1, kz -> 1, ex -> 1/2, ey -> 1/2}, ù] // Simplify

(ôï âÝëïò, üôáí ÷ñåéÜæåôáé, óáí áêïëïõèßá Esc, äçëáäÞ ìå Esc -> Esc) êáé óôç óõíÝ÷åéá ç åíôïëÞ

sol // N

Ìå ôïí ôñüðï áõôü èá ðñïêýøïõí ïé áñéèìçôéêÝò ôéìÝò ôùí éäéïóõ÷íïôÞôùí áõôþí ùi. Åíáë-
ëáêôéêÜ èá ìðïñïýóå áóöáëþò íá åß÷å ÷ñçóéìïðïéçèåß êáé ç åíôïëÞ NSolve ãéá ôçí êáôåõèåßáí
áñéèìçôéêÞ åðßëõóç ôçò åîéóþóåùò eqf êáé óõíÞèùò áõôü åßíáé ðïõ ðñáãìáôéêÜ ãßíåôáé.

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉ-J2 ([X êáé Õ] ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí: ÄéâÜèìéá Ìç÷áíéêÜ ÓõóôÞìáôá, Äõ-
íáìéêÜ ×áñáêôçñéóôéêÜ Äéþñïöïõ Êôéñßïõ, Éäéïôáëáíôþóåéò, Éäéïóõ÷íüôçôåò, ÉäéïìïñöÝò Ôáëá-
íôþóåùò): Áíáöåñüìáóôå óôç ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí, Ýíá éäéáßôåñá óçìáíôéêü õðï÷ñåùôéêü
ìÜèçìá ëáìâÜíïíôáò õðüøç êáé ôï óåéóìïãåíÞ ÷áñáêôÞñá ôçò ÷þñáò ìáò. Óôï ÔìÞìá Ðïëéôéêþí
Ìç÷áíéêþí ôçò Ðïëõôå÷íéêÞò Ó÷ïëÞò ôïõ Ðáíåðéóôçìßïõ Ðáôñþí ôï ìÜèçìá áõôü äéäÜóêåôáé óôï
8ï åîÜìçíï, óôï Ä’ Ýôïò óðïõäþí. Èåùñïýìå ôï ðñüâëçìá ôùí åëåýèåñùí ôáëáíôþóåùí (óôçí
ðåñßðôùóÞ ìáò éäéïôáëáíôþóåùí ÷ùñßò åîùôåñéêÝò äõíÜìåéò ïýôå áðüóâåóç ôùí ôáëáíôþóåùí)
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äéþñïöïõ êôéñßïõ. Åí ðñïêåéìÝíù ôï äéþñïöï êôßñéï åîéäáíéêåýèçêå óáí Ýíá äéâÜèìéï óôïé÷åéþäåò
åðßðåäï ðëáßóéï (óáí ðëáéóéùôüò öïñÝáò). Ïé (óõíïëéêÝò áíçãìÝíåò) ìÜæåò ôùí ðëáêþí åßíáé 2m
(ôçò ðñþôçò ðëÜêáò, áõôÞò ôïõ ðñþôïõ ïñüöïõ) êáé m (ôçò äåýôåñçò ðëÜêáò, áõôÞò ôïõ äåý-
ôåñïõ ïñüöïõ). Åðßóçò ïé óôáèåñÝò (óõíôåëåóôÝò äõóêáìøßáò Þ äåßêôåò áíôéóôÜóåùò) ôùí (äýï)
ïìÜäùí õðïóôõëùìÜôùí åßíáé 2k (ãéá ôá õðïóôõëþìáôá ìåôáîý ôïõ åäÜöïõò êáé ôçò ðëÜêáò
ôïõ ðñþôïõ ïñüöïõ) êáé k (ãéá ôá õðïóôõëþìáôá ìåôáîý ôùí ðëáêþí ôïõ ðñþôïõ êáé ôïõ äåý-
ôåñïõ ïñüöïõ). Ïé óôáèåñÝò áõôÝò ðñïêýðôïõí ìå âÜóç ôá ýøç h êáé ôéò äõóêáìøßåò EI ôùí
õðïóôõëùìÜôùí, åí ðñïêåéìÝíù ìå âÜóç ôïí ôýðï (13.2.14) ôçò Åíüôçôáò Á13.2 ôïõ ÌÝñïõò Á
ôïõ äéäáêôéêïý âéâëßïõ:

k = 24EI
h3

.

Ìå ôç âïÞèåéá ôçò ÄõíáìéêÞò (äåýôåñïò íüìïò ôïõ Íåýôùíá) êáé ôçò Áíáëýóåùò ôùí Êáôáóêåõþí
ðñïêýðôåé ôï åîÞò óýóôçìá äýï ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí (ôùí åîéóþóåùí ôùí ïñéæü-
íôéùí êéíÞóåùí ôùí ðëáêþí ôùí äýï ïñüöùí):

Mü(t) + Ku(t) = 0,

ìå M =
[

2m 0

0 m

]
, K =

[
3k −k

−k k

]
, u(t) =

{
u1(t)

u2(t)

}
, 0 =

{
0

0

}

ãéá ôéò Üãíùóôåò ìåôáôïðßóåéò, äçëáäÞ ôéò ïñéæüíôéåò ìåôáôïðßóåéò u1(t) ôçò ðñþôçò ðëÜêáò êáé
u2(t) ôçò äåýôåñçò ðëÜêáò ìå t ôï ÷ñüíï. (Êáé ïé äýï ðëÜêåò èåùñïýíôáé ïëüóùìïé åðßðåäïé öïñåßò
êáé ìç ðáñáìïñöþóéìïé ðÜíù óôï åðßðåäü ôïõò.) Ôá M êáé K åßíáé ôá ìçôñþáò ìÜæáò êáé äõ-
óêáìøßáò áíôßóôïé÷á ôïõðëáéóßïõðïõ åîéäáíéêåýåé ôï äéþñïöï êôßñéï. (Ôï ìçôñþïáðïóâÝóåùòC
èåùñåßôáé åäþ ìçäåíéêü.) Æçôïýíôáé: (á) [×] Ç áíáëõôéêÞ ãñáöÞ (÷ùñßò ìçôñþá) ôïõ ðáñáðÜíù
óõóôÞìáôïò äéáöïñéêþí åîéóþóåùí. (â) [×] ÕðïèÝôïíôáò ôéò áðëÝò çìéôïíéêÝò åêöñÜóåéò

ui(t) = öi sin (ùt − á), i = 1, 2

(ìå ôá ö1, 2, ù êáé á óôáèåñÝò) ãé’ áõôÝò ôéò äýï Üãíùóôåò ìåôáôïðßóåéò, æçôïýíôáé ïé (êõêëéêÝò)
éäéïóõ÷íüôçôåò (öõóéêÝò êõêëéêÝò óõ÷íüôçôåò) ù = ùi ôïõ ðëáéóßïõ (äéþñïöïõ êôéñßïõ) ìáò êáé
ïé áíôßóôïé÷åò éäéïðåñßïäïé Ti = 2ð/ùi. Ðüóåò åßíáé ïé éäéïóõ÷íüôçôåò áõôÝò ùi óôï ðñüâëçìá
éäéïôéìÞò ðïõ Ý÷ïõìå; (Õðüäåéîç: äýï). (ã) [×] Ðïéåò åßíáé ïé áíôßóôïé÷åò éäéïìïñöÝò

ö =
{

ö1

ö2

}

ôüóï ãéá ôçí ðñþôç éäéïóõ÷íüôçôá ù1 üóï êáé ãéá ôç äåýôåñç éäéïóõ÷íüôçôá ù2 ôïõ äéþñïöïõ
êôéñßïõ õðïèÝôïíôáò üôé ö2 = 1, äçëáäÞ ìïíáäéáßï ïñéæüíôéï åýñïò ôáëáíôþóåùò ôçò ðëÜêáò
ôïõ äåýôåñïõ ïñüöïõ ôïõ äéþñïöïõ êôéñßïõ; (ä) [Õ] Ìå âÜóç êáé ôéò ïäçãßåò óôï ôåëåõôáßï åñþ-
ôçìá, óôï åñþôçìá (ä), ôçò ðñïçãïýìåíçò áóêÞóåùò ãéá ôçí áðïôåëåóìáôéêÞ (êáé õðïëïãéóôéêÜ
êáé ïðôéêÜ) ãñáöÞ ìçôñþùí óôç Mathematica æçôåßôáé ç åýñåóç ôùí áðïôåëåóìÜôùí ôùí ðñïç-
ãïýìåíùí åñùôçìÜôùí ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ õðïëïãéóôÞ. Õðüäåéîç: Êáôáñ÷Þí ïñßæïõìå ôá ìçôñþá
ìÜæáò M êáé äõóêáìøßáò K ôïõ äéþñïöïõ êôéñßïõ ðïõ åîåôÜæïõìå ìÝóù ôùí åíôïëþí

M = {{2 m, 0}, {0, m}}; M // MatrixForm

K = {{3 k, -k}, {-k, k}}; K // MatrixForm

Óå ôé áêñéâþò ÷ñçóéìåýåé ç åíôïëÞ MatrixForm; ÁíÜëïãá ïñßæåôáé êáé ôï ìçôñþï u ôùí ìåôáôïðß-
óåùí (âÝâáéá óáí óõíÜñôçóç ôïõ ÷ñüíïõ t):

u[t_] = {{u1[t]}, {u2[t]}}; u[t] // MatrixForm
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Ôï ìçôñþï áõôü ìðïñåß áóöáëþò íá ðáñáãùãéóèåß, ð.÷.

u’’[t] // MatrixForm

Ôï óýóôçìá ôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí óôï ðáñüí (åîéäáíéêåõìÝíï êáé ðïëý áðëü) ðñüâëçìá
ÄõíáìéêÞò ôùí Êáôáóêåõþí åßíáé ðñïöáíþò ôï åîÞò:

de = M.u’’[t]+K.u[t] == {{0}, {0}}

(ôï äéðëü = ìå áêïëïõèßá Esc, äçëáäÞ ìå Esc == Esc). Ãéáôß; Óå ôé ÷ñçóéìåýïõí ïé ôåëåßåò óôçí ðéï
ðÜíù åíôïëÞ; (Õðüäåéîç: Óôïí ðïëëáðëáóéáóìü ìçôñþùí óôç Mathematica.) ÕðïèÝôïõìå ôþñá
óáí ìåôáôïðßóåéò u1, 2(t) ôéò çìéôïíéêÝò åêöñÜóåéò ôïõ åñùôÞìáôïò (â). ÅðïìÝíùò

{u1p[t_] = ö1 Sin[ù t-á], u2p[t_] = ö2 Sin[ù t-á]};

(Ôï á ìå Esc a Esc ðáñáêáëþ!) ¢ñá ïé äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìáò de ðáßñíïõí ôéò ìïñöÝò

de = de /. {u1 -> u1p, u2 -> u2p} // Simplify

ÁõôÝò åßíáé ðéá êáèáñÜ áëãåâñéêÝò åîéóþóåéò (÷ùñßò êáèüëïõðáñáãþãïõò). Ìå áðëïðïßçóç ìÜëé-
óôá ôïõ çìéôïíéêïý üñïõ sin (ùt−á), ðáßñíïõìå Ýíá ïìïãåíÝò óýóôçìá äýï ãñáììéêþí áëãåâñéêþí
åîéóþóåùí (linear algebraic equations) ìå äýï áãíþóôïõò: ôá åýñç ôáëáíôþóåùí ö1, 2

Table[eq[i] = de[[1, i, 1, 1]] == 0, {i, 1, 2}]

(ôá äéðëÜ óýìâïëá ìå áêïëïõèßåò Esc ðáñáêáëþ). Ôï óýóôçìá áõôü Ý÷åé êáôáñ÷Þí ìüíï ôçí
ôåôñéììÝíç (äçëáäÞ ôç ìçäåíéêÞ) ëýóç. ÅÜí üìùò ìçäåíßæåôáé ç ïñßæïõóá det L ≡ |L| ôïõ ìçôñþïõ
ôùí óõíôåëåóôþí ôïõ L

L = {{Coefficient[eq[1][[1]], ö1], Coefficient[eq[1][[1]], ö2]},

{Coefficient[eq[2][[1]], ö1], Coefficient[eq[2][[1]], ö2]}}

äçëáäÞ, åÜí éó÷ýåé ç åîßóùóç

Det[L] == 0

ðïõ åßíáé äåõôåñïâÜèìéá ùò ðñïò ù2, ôüôå Ý÷ïõìå êáé ìßá áðëÞ áðåéñßá ìç ìçäåíéêþí ëýóåùí.
(Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ ðñïêýðôïõí ãéá öõóéêïýò ëüãïõò äýï èåôéêÝò éäéïóõ÷íüôçôåò ù1, 2 óôéò
éäéïôáëáíôþóåéò ôïõ éäåáôïý äéþñïöïõ êôßñéïõ ìáò.) Óçìåéþíïõìå üôé ôçí ßäéá ðéï ðÜíù åîßóùóç
ôç âñßóêïõìå åõêïëüôåñá (ðéï Üìåóá) êáé ùò åîÞò:

determinant = Det[K - ùˆ2 M] == 0

(ï åêèÝôçò ìå Ctrl 6 Þ Ctrl ˆ). ÄçëáäÞ ç (êõêëéêÞ) óõ÷íüôçôá ù ðáßñíåé óáí ôéìÞ ôçò ìßá áðü ôéò
äýï éäéïóõ÷íüôçôåò ù1, 2 ôïõ ðáñüíôïò éäåáôïý äéþñïöïõ êôéñßïõ, ðéï óõãêåêñéìÝíá

sol = Solve[determinant, ù] // Simplify

(ï åêèÝôçò óõíå÷þò ìå Ctrl 6 Þ Ctrl ˆ). ÅíáëëáêôéêÜ Ý÷ïõìå ôç ìïñöÞ

sol1 = sol /. k -> m ù0ˆ2 // PowerExpand

ÄçëáäÞ ãéá êáèåìßá áðü ôéò äýï éäéïóõ÷íüôçôåò

{ù[1] = sol[[2, 1, 2]], ù[2] = sol[[4, 1, 2]]}

(ôá äéðëÜ óýìâïëá ìå áêïëïõèßåò Esc: Esc [[ Esc êáé Esc ]] Esc áíôßóôïé÷á) ðïõ åßíáé äéáèÝóéìç
áíáëõôéêÜ Þ ðñïóäéïñßæåôáé áñéèìçôéêÜ ìÝóù ôçò áñéèìçôéêÞò ëýóåùò

sol2 = sol // N

ôï óýóôçìá ôùí äýï ïìïãåíþí ãñáììéêþí áëãåâñéêþí åîéóþóåùí ðïõ ðñïáíáöÝñèçêå

{eq[1], eq[2]}
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Ý÷åé ìßá áðëÞ áðåéñßá ëýóåùí ö1, 2. Ïé ëýóåéò áõôÝò êáëïýíôáé éäéïìïñöÝò ôáëáíôþóåùò (êáé
áñêåôÜ áðëïýóôåñá éäéïìïñöÝò) êáé ðáñéóôÜíïõí ôá ðñïóçìáóìÝíá åýñç ôùí (ïñéæüíôéùí) éäéï-
ôáëáíôþóåùí ôùí ðëáêþí ðïõ åîåôÜæïíôáé åäþ, áí èõìçèïýìå ôéò çìéôïíéêÝò åêöñÜóåéò ôùí
ìåôáôïðßóåùí u1, 2(t) ðïõ Þäç õðïèÝóáìå. Ìåôáîý áõôþí ôùí Üðåéñùí ëýóåùí ðïëý óõ÷íÜ
ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò åðéëÝãåé åêåßíç ðïõ áíáöÝñåôáé óå ìïíáäéáßï åýñïò ôáëáíôþóåùò ôïõ
áíþôåñïõ (åí ðñïêåéìÝíù ôïõ äåýôåñïõ) ïñüöïõ ôïõ êôéñßïõ ôïõ (ãéá ìåãáëýôåñç óáöÞíåéá ôçò
ðëÜêáò ôïõ äåýôåñïõ ïñüöïõ ôïõ êôéñßïõ ôïõ). ÅðïìÝíùò ìå ö2 = 1 ôï ö1 (äçëáäÞ ôï åýñïò ôá-
ëáíôþóåùí ôçò ðëÜêáò ôïõ ðñþôïõ ïñüöïõ ôïõ ßäéïõ êôéñßïõ) ðñïêýðôåé áìÝóùò ìå ôçí åíôïëÞ

s1 = Solve[eq[1] /. {ù -> ù[1], ö2 -> 1}, ö1]

(Èá ìðïñïýóå âÝâáéá íá åß÷å ÷ñçóéìïðïéçèåß åîßóïõ êáëÜ êáé ç Üëëç åîßóùóç, äçëáäÞ ç åîßóùóç
eq[2].) Ç æçôïýìåíç éäéïìïñöÞ ôáëáíôþóåùò ôïõ äéþñïöïõ êôéñßïõ ðïõ åîåôÜæåôáé åßíáé ç åîÞò:

ö[1] = {{s1[[1, 1, 2]]}, {1}}

(Ãéá ðïéï ëüãï Ý÷åé ôåèåß ôï 1 ðáñáðÜíù;) ÁíÜëïãá ìðïñïýìå íá ðÜñïõìå êáé ôç äåýôåñç éäéï-
ìïñöÞ ôáëáíôþóåùò ôïõ êôéñßïõ (ðïõ áíôéóôïé÷åß óôç äåýôåñç éäéïóõ÷íüôçôáù2). Õðüäåéîç: Íá
÷ñçóéìïðïéçèïýí ïé åíôïëÝò

s2 = Solve[eq[1] /. {ù -> ù[2], ö2 -> 1}, ö1]

ö[2] = {{s2[[1, 1, 2]]}, {1}}

(Êáé íá ìçí îå÷íÜìå: ôá äéðëÜ óýìâïëá ìå áêïëïõèßåò Esc, ð.÷. Esc [[ Esc ðáñáêáëþ.)

Ðñéí áêüìç ðëçóéÜóåé óôï ôÝëïò ôçò ç ðáñïýóá Üóêçóç, áò ôåèåß Ýíá ðïëý åýêïëï åñþôçìá.
Ìå ãíùóôÝò ôéò éäéïóõ÷íüôçôåò ù1, 2, ðïéåò åßíáé ïé áíôßóôïé÷åò éäéïðåñßïäïé T1, 2;

ÐñÝðåé íá óçìåéùèåß ôÝëïò üôé, üðùò ãíùñßæïõìå áðü ôçí ÐáñÜãñáöï Á13.4.3 ôïõ Êåöá-
ëáßïõ Á13 ôïõ ÌÝñïõò Á ôïõ äéäáêôéêïý âéâëßïõ, ïé éäéïìïñöÝò ôáëáíôþóåùò ö åßíáé ïñèïãþíéåò
ùòðñïò ôá ìçôñþá ìÜæáòM, ó÷Ýóç (13.4.23), êáé äõóêáìøßáò Ê, ó÷Ýóç (13.4.24). ÄçëáäÞ éó÷ýïõí
ïé åîÞò óõíèÞêåò ïñèïãùíéüôçôáò (Þ ïñèïãùíéêüôçôáò):

öÔ
1 Ìö2 = 0, öÔ

2 Mö1 = 0

(ìå ôï óýìâïëï Ô íá äçëþíåé áíÜóôñïöï ìçôñþï, åí ðñïêåéìÝíù äéÜíõóìá ãñáììÞò áíôß äéÜíõóìá
óôÞëçò) ãéá ôï ìçôñþï ìÜæáò M êáé áíôßóôïé÷á ãéá ôï ìçôñþï äõóêáìøßáò K. Ôïýôï ìðïñåß íá
áðïäåé÷èåß (êáé ãéá ôéò äýï éäéïìïñöÝò ôáëáíôþóåùí ðïõ Þäç âñÝèçêáí) ìå ôç ÷ñÞóç ôçò åíôïëÞò

{Transpose[ö[1]].M.ö[2], Transpose[ö[2]].M.ö[1]}

(ìå ôçí ôåëåßá, õðåíèõìßæåôáé, íá äçëþíåé áðëÜ ðïëëáðëáóéáóìü ìçôñþùí) ãéá ôï ìçôñþï ìÜ-
æáòM ôïõ ðáñüíôïò éäåáôïý äéþñïöïõ êôéñßïõ. Íá åêôåëåóèïýí êáé ïé áíÜëïãïé õðïëïãéóìïß ãéá
ôï ìçôñþï äõóêáìøßáò K.

ÔåëéêÜ ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò ïöåßëåé íá õðïëïãßóåé ôéò ãåíéêåõìÝíåò ìÜæåò M1, 2 êáèþò åðßóçò
êáé ôéò ãåíéêåõìÝíåò äõóêáìøßåò K1, 2 ôïõ ìç÷áíéêïý óõóôÞìáôïò ðïõ åîåôÜæåé (åí ðñïêåéìÝíù
äéâÜèìéïõ êáé áíáöåñüìåíïõ óå éäåáôü äéþñïöï êôßñéï). Ðïéåò åßíáé ïé ôéìÝò ôùí ãåíéêåõìÝíùí
áõôþí ðïóïôÞôùí, ðïõ äßíïíôáé áðü ôïõò ôýðïõò

Mi = öÔ
i Ìöi, Ki = öÔ

i Köi, i = 1, 2;
Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

{Transpose[ö[1]].M.ö[1], Transpose[ö[2]].M.ö[2]}

ãéá ôçí åýñåóç ôùí ãåíéêåõìÝíùí ìáæþíM1, 2 êáé ìéá áðüëõôá áíÜëïãç åíôïëÞ ãéá ôçí åýñåóç ôùí
ãåíéêåõìÝíùí äõóêáìøéþí Ê1, 2. Õðüäåéîç: ÐñÝðåé íá ðñïêýøïõí ïé ôéìÝò

M1 = 3
2
m, M2 = 3m êáé åðßóçò K1 = 3

4
k, K2 = 6k.
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Íá åëåã÷èåß åðßóçò åÜí éó÷ýïõí ïé ó÷Ýóåéò

Ki = ù2
i Mi, i = 1, 2,

ðïõ óõíäÝïõí ôéò ãåíéêåõìÝíåò ìÜæåò Mi êáé ôéò ãåíéêåõìÝíåò äõóêáìøßåò Ki.

(å) [×] Íá áðïäåé÷èïýí êáé ìå ôï ÷Ýñé ïé ðéï ðÜíù óõíèÞêåò ïñèïãùíéüôçôáò ôùí éäéïìïñöþí
ôáëáíôþóåùòöi. ÌåôÜ íá õðïëïãéóèïýí êáé ïé ãåíéêåõìÝíåò ìÜæåòMi êáé äõóêáìøßåò Ki (i = 1, 2).

(óô) [Õ] Èá Þôáí ßóùò åíäéáöÝñïí íá ãßíåé êáé ç ó÷åäßáóç ôùí éäéïìïñöþí ôáëáíôþóåùò ôïõ
êôéñßïõ (ðïõ Ý÷ïõí Þäç ðñïóäéïñéóèåß) ìå ôç ÷ñÞóç ôçò Mathematica. Ôá óçìåßá ôá ïðïßá ðñÝðåé
íá ÷ñçóéìïðïéçèïýí åßíáé ôá åîÞò:

data1 = {{0, 0}, {1/2, 1}, {1, 2}, {-1, 2}, {-1/2, 1}, {0, 0}};

ãéá ôçíðñþôç éäéïìïñöÞ (ìå ôéò ôåôìçìÝíåò íá äçëþíïõíðñïóçìáóìÝíá åýñç ôáëáíôþóåùí, Ýóôù
êáé áñíçôéêÜ, åíþ ôéò ôåôáãìÝíåò: 0, 1 êáé 2 ôïí üñïöï ôïõ êôéñßïõ (ìå 0 óôçí êÜôù ðëÜêá ôïõ
éóïãåßïõ: óôçí ðëÜêá ðÜíù óôï Ýäáöïò). Õðüäåéîç: Ìéá ðñþôç äõíáôüôçôá áðïôåëåß ç ÷ñÞóç
ôçò åíôïëÞò ListPlot:

ListPlot[data1, PlotJoined -> True, PlotStyle -> Thickness[0.012]]

(ôá âÝëç ìå áêïëïõèßá Esc: Esc -> Esc) Þ êÜðïéá âåëôéùìÝíç ìïñöÞ ôçò ãéá ôçí ðñþôç éäéïìïñöÞ
ôáëáíôþóåùòö1. ¼ìïéá êáé ãéá ôç äåýôåñç éäéïìïñöÞ ôáëáíôþóåùòö2 ìå data2 áíôß data1, üðïõ

data2 = {{0, 0}, {-1, 1}, {1, 2}, {-1, 2}, {1, 1}, {0, 0}};

äçëáäÞ

ListPlot[data2, PlotJoined -> True, PlotStyle -> Thickness[0.012]]

(Ãéáôß äüèçêáí áõôÝò ïé ôéìÝò ôùí äåäïìÝíùí óôéò ëßóôåò data1 êáé data2;) Ìéá äåýôåñç (êáé ßóùò
âåëôéùìÝíç) åðéëïãÞ áðïôåëåß ç ÷ñÞóç ôçò åíôïëÞò Graphics, ðéï óõãêåêñéìÝíá

Show[Graphics[{GrayLevel[0.7], Polygon[data1]}, Axes -> True],

PlotLabel -> "TWO-STOREY BUILDING: FIRST VIBRATION MODE"]

ãéá ôçí ðñþôç éäéïìïñöÞ óôï éäåáôü äéþñïöï êôßñéï (two-storey building) ðïõ åîåôÜæåôáé êáé

Show[Graphics[{GrayLevel[0.7], Polygon[data2]}, Axes -> True],

PlotLabel -> "TWO-STOREY BUILDING: SECOND VIBRATION MODE"]

ãéá ôç äåýôåñç éäéïìïñöÞ ö2, ç ïðïßá åßíáé êáé ëßãï ðéï åíôõðùóéáêÞ. Ãéáôß åßíáé Ýôóé; Ðïëý
âåëôéùìÝíåò ìïñöÝò ðáñáóôÜóåùò ôùí éäéïìïñöþí ôáëáíôþóåùò åßíáé åðßóçò äõíáôÝò.

Óôï óçìåßï áõôü ôåëåéþíåé ç ðáñïýóá ìáêñÜ (áëë’ ßóùò ü÷é êáé ôüóï Ü÷ñçóôç) [× êáé Õ] Üóêçóç.
Åëðßæåôáé ðùò Ý÷åé äþóåé ìéá (Ýóôù êáé áìõäñÞ) åéêüíá óôï öïéôçôÞ êáé óôç öïéôÞôñéá Ðïëéôéêü
Ìç÷áíéêü ãéá ôçí åðßëõóç ôùí óõóôçìÜôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ôá ïðïßá ðáñïõóéÜæïíôáé
óôéò éäéïôáëáíôþóåéò êôéñßùí êáé óôïí õðïëïãéóìü ôùí éäéïóõ÷íüôçôùí êáé ôùí éäéïìïñöþí ôá-
ëáíôþóåùò. (Ïé éäéïôáëáíôþóåéò áðïôåëïýí ôç âÜóç ãéá ôçí ðáñáðÝñá ìåëÝôç ôùí åëåýèåñùí
êáé óôç óõíÝ÷åéá êáé ôùí åîáíáãêáóìÝíùí ôáëáíôþóåùí ôùí ßäéùí êôéñßùí.) Áí Ý÷åé óõìâåß áõôü,
ôüôå ç Üóêçóç ðÝôõ÷å ôï óêïðü ôçò. Ðñïöáíþò ï óêïðüò ìáò äåí Þôáí ç åêìÜèçóç åíôïëþí ôçò
Mathematica, áëë´ ç ÷ñÞóç ôïõò ìüíï óáí åñãáëåßï! ¢ëëéþò áðÝôõ÷å äõóôõ÷þò!

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉ-J3 ([× êáé Õ] Ôáëáíôþóåéò: ÄéâÜèìéá Ìç÷áíéêÜ Óýóôçìáôá, ÉäéïôéìÝò): Åäþ
èåùñïýìå ôéò éäéïôáëáíôþóåéò äéâÜèìéïõ ìç÷áíéêïýóýóôçìáôïò, ð.÷. ôïõóõíçèéóìÝíïõ ìç÷áíéêïý
óõóôÞìáôïò äýï ìáæþí m êáé äýï åëáôçñßùí óôáèåñþí k Þ åíáëëáêôéêÜ åíüò äéþñïöïõ éäåáôïý
êôéñßïõ ìå Üêáìðôåò ðëÜêåò ðïõ Ý÷ïõí ìÜæåò m êáé ðïõ ðñïóåããßæåôáé áðü áðëü áíôßóôïé÷ï
äéþñïöï ðëáßóéï. ÕðïèÝôïõìå åðßóçò üôé äåí õðÜñ÷åé áðüóâåóç (ôï ìçôñþï áðïóâÝóåùò C åßíáé
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ìçäåíéêü). Óå Ýíá ôÝôïéï ìç÷áíéêü óýóôçìá ðñïêýðôåé ôï åîÞò óýóôçìá äéáöïñéêþí åîéóþóåùí
(system of differential equations) deqs:

mü1(t) + 2ku1(t) − ku2(t) = 0, mü2(t) − ku1(t) + ku2(t) = 0.

Æçôïýíôáé [× êáé Õ]: Ïé ó÷åôéêÝò éäéïóõ÷íüôçôåò (eigenfrequencies) Þ öõóéêÝò êõêëéêÝò óõ÷íüôçôåò
(natural frequencies) ù1 êáé ù2 (ãéáôß åßíáé ìüíï äýï;) õðï÷ñåùôéêÜ ìå ôç ãíùóôÞ ìÝèïäï ôçò
åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò

u1(t) = A eìt, u2(t) = B eìt.

Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèïýí ïé åíôïëÝò

Clear[A, B]

deqs = {m u1’’[t] + 2 k u1[t] - k u2[t] == 0, m u2’’[t] - k u1[t] + k u2[t] == 0}

{u1h[t_] = A Exp[ì t], u2h[t_] = B Exp[ì t]}

(ôï ì ìå Esc m Esc ðáñáêáëþ Þ ìå áëëáãÞ ðëçêôñïëïãßïõ êáé êáôåõèåßáí Åëëçíéêü ì)

subs = deqs /. {u1 -> u1h, u2 -> u2h} // Simplify

lineqs = {eq1 = subs[[1, 1]]/Exp[ì t] == 0, eq2 = subs[[2, 1]]/Exp[ì t] == 0

sol = Solve[lineqs, {A, B}]

det = Det[{{Coefficient[eq1[[1]], A], Coefficient[eq1[[1]], B]},

{Coefficient[eq2[[1]], A], Coefficient[eq2[[1]], B]}}] == 0

det1 = (det[[1]] /. k -> m ù0ˆ2)/mˆ2 == 0 // Simplify

solì = Solve[det1, ì] // Simplify

(ôï ì ìå Esc m Esc ðáñáêáëþ êáé ðÜëé Þ áðëÜ ìå áëëáãÞ ôïõ ðëçêôñïëïãßïõ êáé Åëëçíéêü ì)

nsolì = solì // N

eigenfrequencies = {ù1 = nsolì[[4, 1, 2, 1]] ù0, ù2 = nsolì[[2, 1, 2, 1]] ù0}

(ôï ù ìå Esc Ëáôéíéêü o Esc, ðáñáêáëþ ðÜíôá ìå Åëëçíéêü ù, ü÷é áóöáëþò ìå w, áðáñÜäåêôï!)

{ù1, ù2}

ìå ëåðôïìåñåßò åðåîçãÞóåéò ôïõ Ýñãïõ ôçò êáèåìéÜò áðü ôéò åíôïëÝò áõôÝò. Ðïéá èá ìðïñïýóå
íá åß÷å ðáñáëåéöèåß; Ðïéåò íá åß÷áí óõìðôõ÷èåß;

ÅéäéêÜ óôï ðáñüí äéâÜèìéï ìç÷áíéêü óýóôçìá, åðåéäÞ äåí õðÜñ÷åé êáèüëïõ áðüóâåóç ôùí
ôáëáíôþóåùí, óõ÷íÜ (ðïëý óõ÷íÜ!) ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò ÷ñçóéìïðïéåß ãéá ôï ßäéï áêñéâþò óý-
óôçìá äéáöïñéêþí åîéóþóåùí deqs áíôßóôïé÷åò ôñéãùíïìåôñéêÝò áíôéêáôáóôÜóåéò (óõíçìéôïíéêÝò
Þ çìéôïíéêÝò) êáé ìå ãùíßåò öÜóåùò á ìÜëéóôá, þóôå íá áðïöýãåé ôéò öáíôáóôéêÝò éäéïôéìÝò ì, ð.÷.

{u1h[t_] = A Cos[ù t - á], u2h[t_] = B Cos[ù t - á]}

(ôï á ìåEsc aEscðáñáêáëþ!). Ðïéåò åßíáé ôþñá ïé ó÷åôéêÝò áíôéêáôáóôÜóåéò subs; Ïé áíôßóôïé÷åò
ãñáììéêÝò áëãåâñéêÝò åîéóþóåéò lineqs; Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

lineqs = {eq1 = subs[[1, 1]]/Cos[ù t - á] == 0, eq2 = subs[[2, 1]]/Cos[ù t - á] == 0

(ôï ù ìå Esc Ëáôéíéêü o Esc êáé ôï á ìå Esc a Esc ðáñáêáëþ!). Ðïéá åßíáé ç ó÷åôéêÞ ëýóç sol;
Ç ó÷åôéêÞ ÷áñáêôçñéóôéêÞ åîßóùóç det ãéá ôéò éäéïôéìÝò ù1 êáé ù2; Íá ðñïóäéïñéóèïýí êáé ðÜëé
ïé éäéïóõ÷íüôçôåò áõôÝò ìå áíÜëïãåò åíôïëÝò, óôï ôÝëïò ßóùò êáé ëßãï áðëïýóôåñåò. Óõìöùíïýí
ôá áðïôåëÝóìáôá ôçò ôñéãùíïìåôñéêÞò áõôÞò áíôéêáôáóôÜóåùò ìå åêåßíá ôçò åêèåôéêÞò áíôéêá-
ôáóôÜóåùò ðñïçãïõìÝíùò; Ðñïêýðôïõí áêñéâþò ïé ßäéåò éäéïóõ÷íüôçôåò ù1 êáé ù2 Þ ü÷é;

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉ-J4 ([× êáé Õ] Ôáëáíôþóåéò: ÁðüêñéóçÌïíïâÜèìéïõÌç÷áíéêïý ÓõóôÞìáôïò óå
ÁñìïíéêÞ Öüñôéóç, ÌéãáäéêÞ ÓõíÜñôçóç Áðïêñßóåùò óôï Ðåäßï ôçò Óõ÷íüôçôáò): Èåùñïýìå
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ôï ìïíïâÜèìéï ìç÷áíéêü óýóôçìá ìÜæáò, åëáôçñßïõ êáé áðïóâåóôÞñá, ôï ïðïßï ðåñéãñÜöåôáé
óôçí ÐáñÜãñáöï Á6.1.1 ôïõ Êåöáëáßïõ Á6 ôïõ ÌÝñïõò Á ôïõ äéäáêôéêïý âéâëßïõ. Æçôïýíôáé
[× êáé Õ]: Ç ó÷åôéêÞ ïìïãåíÞò äéáöïñéêÞ åîßóùóç (ÐáñÜãñáöïò Á6.1.2) êáé ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò ôüóï
óå åêèåôéêÞ üóï êáé óå õðåñâïëéêÞ ìïñöÞ. Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèïýí ïé åíôïëÝò

deh = u’’[t] + 2 î ù0 u’[t] + ù0ˆ2 u[t] == 0

(ôï î ìå Esc x Esc êáé ôï ù ìå Esc Ëáôéíéêü o Esc, ðáñáêáëþ!)

us[t_] = DSolve[deh, u[t], t][[1, 1, 2]]

us1[t_] = us[t] // ExpToTrig

Óôç óõíÝ÷åéá æçôåßôáé ç ìåñéêÞ ëýóç ôçò ìç ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò õðü óõíçìéôïíéêÞ
öüñôéóç p0 cosùt (ÐáñÜãñáöïò Á6.1.3). Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèïýí ïé åíôïëÝò

Clear[A, B]

dec = deh[[1]] == (p0/m) Cos[ù t]

uc[t_] = A Cos[ù t] + B Sin[ù t]

eq = dec /. u -> uc // FullSimplify

lineqs = {eq1 = Coefficient[eq[[1]], Cos[ù t]] == 0,
eq2 = Coefficient[eq[[1]], Sin[ù t]] == 0}

sol2 = Solve[lineqs, {A, B}] // Simplify

sol3 = (sol2 /. ù -> â ù0 // Simplify) /.ù0 -> Sqrt[k/m]

(ôï â ìå Esc b Esc ðáñáêáëþ Þ êáôåõèåßáí ìå ôç ÷ñÞóç Åëëçíéêïý ðëçêôñïëïãßïõ)

sol4 = {A, B} /. sol3[[1]]

ucs[t_] = uc[t] /. sol3[[1]] // Simplify

Ìå ôç ÷ñÞóç (áñ÷éêÜ) êáé ôçò åíôïëÞò

Clear[A, B]

íá ãßíåé áíÜëïãç åñãáóßá ãéá ôçí áíôßóôïé÷ç çìéôïíéêÞ öüñôéóç ìå äåßêôåò s (sine) áíôß c (cosine)
ôþñá, ð.÷. ìå us áíôß uc. Óõìöùíïýí ôá áðïôåëÝóìáôá ìå åêåßíá ôçò ÐáñáãñÜöïõ Á6.1.3;

ÁíÜëïãç åñãáóßá æçôåßôáé íá ãßíåé êáé ãéá ôç ìéãáäéêÞ åêèåôéêÞ «öüñôéóç» (ãéáôß ìðÞêáí ôá
åéóáãùãéêÜ óôç ëÝîç öüñôéóç;) p0eiùt (ÐáñÜãñáöïò Á6.1.4 ôïõ Êåöáëáßïõ Á6 ôïõ ÌÝñïõò Á ôïõ
äéäáêôéêïý âéâëßïõ). Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèïýí ïé åíôïëÝò

dee = deh[[1]] == (p0/m) Exp[I ù t]

(ç öáíôáóôéêÞ ìïíÜäá I, äçëáäÞ ç ðïóüôçôá i = √−1, óõíå÷þò ìå Esc ii Esc, äéðëü i ðáñáêáëþ!)

ue[t_] = C Exp[I ù t]

eq = dee /. u -> ue // FullSimplify

lineq = {eq1 = Coefficient[eq[[1]], Exp[I ù t]] == 0}

sol2 = Solve[lineq, C] // Simplify

sol3 = (sol2 /.ù -> â ù0 // Simplify) /.ù0 -> Sqrt[k/m]

(ôï â ìå Esc b Esc ðáñáêáëþ Þ êáôåõèåßáí ìå ôç ÷ñÞóç Åëëçíéêïý ðëçêôñïëïãßïõ)

sol4 = C /. sol3[[1]]

use[t_] = ue[t] /. sol3[[1]] // Simplify

Óôç óõíÝ÷åéá æçôåßôáé íá åðáëçèåõèåß [× êáé Õ] üôé ç áðüêñéóç óôçí ðáñáðÜíù ìéãáäéêÞ
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åêèåôéêÞ «öüñôéóç» p0eiùt åßíáé ßóç ìå ôï Üèñïéóìá ôùí áíôßóôïé÷ùí áðïêñßóåùí óôç óõíçìéôïíéêÞ
öüñôéóç p0 cosùt êáé óôçí çìéôïíéêÞ öüñôéóç p0 sinùt, ïé ïðïßåò åîåôÜóèçêáí ðñïçãïõìÝíùò.
Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

ver = ucs[t] + I uss[t] == use[t]

(äåí áñêåß!) êáé åðéðëÝïí ç åíôïëÞ áðëïðïéÞóåùò Simplify

ver // Simplify

Ðïéá åßíáé ç ó÷åôéêÞ ìéãáäéêÞ óõíÜñôçóçáðïêñßóåùòG(ù) (ÞÇ(ù), áñêåß íá ìç ãßíåôáé óýã÷õóç
ìå ôç âçìáôéêÞ óõíÜñôçóç ôïõ Heaviside H(x)) åííïåßôáé óôï ðåäßï ôçò (êõêëéêÞò) óõ÷íüôçôáò ù
(ÐáñÜãñáöïò Á6.1.6 ôïõ Êåöáëáßïõ Á6 ôïõ ÌÝñïõò Á ôïõ äéäáêôéêïý âéâëßïõ). Õðüäåéîç: Íá
÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

G0[ù_] = sol4/p0

êáé ÷ùñßò ôç ÷ñÞóç ôïõ ëüãïõ â = ù/ù0 ç êÜðùò óýíèåôç åíôïëÞ (åðåéäÞ ù0 = √
k/m )

G[ù_] = (G0[ù] /. â -> ù/ù0 // Simplify) /. k -> m ù0ˆ2 // Factor

Óõìöùíïýí ôá áðïôåëÝóìáôá ìå åêåßíá ôïõ äéäáêôéêïý âéâëßïõ (óôï ÌÝñïò Á, ÊåöÜëáéï Á6) Þ ü÷é;

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉ-J5 ([× êáé Õ] Ôáëáíôþóåéò: ÄéâÜèìéï Ìç÷áíéêü Óýóôçìá): Óôéò Ôáëáíôþóåéò
èåùñïýìå ôï äéâÜèìéï ìç÷áíéêü óýóôçìá ôï ïðïßï áðïôåëåßôáé áðü Ýíá åëáôÞñéï S1 óôáèåñÜò k1
ìå óôåñåùìÝíï (áêßíçôï) ôï ðÜíù Üêñï ôïõ êáé ìå ôï êÜôù Üêñï ôïõ íá óôçñßæåé õëéêü óçìåßï Ì1

ìÜæáò m1. Áêïëïõèåß óôç óåéñÜ (ðñïò ôá êÜôù) äåýôåñï åëáôÞñéï S2 óôáèåñÜò k2 ðïõ óôçñßæåé
äåýôåñï õëéêü óçìåßïÌ2 ìÜæáòm2. Óôï õëéêü óçìåßïÌ2 óôçñßæåôáé ôñßôï åëáôÞñéï S3 óôáèåñÜò k3
ìå óôåñåùìÝíï (áêßíçôï) ôï êÜôù Üêñï ôïõ (êÜôù--êÜôù óôï ìç÷áíéêü óýóôçìÜ ìáò). Zçôïýíôáé:

(á) Ìå ôçí áðëïðïéçôéêÞ õðüèåóç ßóùí ìáæþí m1 = m2 = m ôùí äýï õëéêþí óçìåßùí Ì1

êáé Ì2 êáé ßóùí óôáèåñþí k1 = k2 = k3 = k ôùí ôñéþí åëáôçñßùí S1, S2 êáé S3 æçôïýíôáé ïé äýï
ó÷åôéêÝò éäéïóõ÷íüôçôåò ù1 êáé ù2 ôüóï ìå ôï ÷Ýñé [×] üóï êáé ìå ôïí õðïëïãéóôÞ [Õ] êáé ìå üëåò
ôéò ãíùóôÝò ìåèüäïõò.

(â) Óõìöùíïýí üëá ôá áðïôåëÝóìáôá (êáé ìå ôï ÷Ýñé [X] êáé ìå ôïí õðïëïãéóôÞ [Y]) Þ ü÷é;

(ã) Ðïéá åßíáé ç ïõóéáóôéêÞ äéáöïñÜ áíÜìåóá óôï ðáñüí äéâÜèìéï ìç÷áíéêü óýóôçìá (ìå ìÜæåò
êáé åëáôÞñéá) êáé óôï áíôßóôïé÷ï (áðëïðïéçìÝíï âÝâáéá) ìç÷áíéêü óýóôçìá ðïõ ðñïóåããßæåé (ìå
ðëáßóéï) äéþñïöï éäåáôü êôßñéï äéáôìÞóåùò;

(ä) Óôç ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí ðïéåò ðñïóåããßóåéò ãßíïíôáé óõíÞèùò óôçí ðåñßðôùóç ôïõ
êôéñßïõ áðü ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü;

ÏÌÁÄÁ ÅÌÉÉ-K

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉ-K1 ([×] ÓõóôÞìáôá Äéáöïñéêþí Åîéóþóåùí. Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí: Ôå÷íéêÞ
Èåùñßá ÊÜìøåùò: Ðáñáìïñöþóåéò áðü ÔÝìíïõóá Äýíáìç: Äïêüò Timoshenko): Óôçí Ôå÷íéêÞ
Èåùñßá ÊÜìøåùò óôç Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôçò êÜìøåùò óõíÞèïõò äïêïý
ðïõ ÷ñçóéìïðïéåßôáé óõíÞèùò ðñïêýðôåé óýìöùíá ìå ôç èåùñßá ôùí Euler--Bernoulli Þ éóïäýíáìá
Bernoulli--Euler (ðåñßðïõ 1750 ì.×.) êáé åßíáé ç áêüëïõèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç:

EIv′′′′(x) = p(x).

Ó’ áõôÞí v(x) åßíáé ôï âÝëïò êÜìøåùò ôçò äïêïý (ðïõ ó÷çìáôßæåé ôçí åëáóôéêÞ ãñáììÞ ôçò äïêïý),
p(x) ç êáôáíåìçìÝíç êÜèåôç öüñôéóç ðÜíù óôç äïêü (êáé ôá äýï åäþ ìå èåôéêÞ äéåýèõíóç ðñïò ôá
ðÜíù) êáé EI ç äõóêáìøßá ôçò äïêïý. Ç åðéññïÞ ôçò ôÝìíïõóáò äýíáìçòQ(x) óôéò ðáñáìïñöþóåéò
ôçò äïêïý Ý÷åé áãíïçèåß. Ôçí åðéññïÞ áõôÞ ôçí ðÞñå õðüøç ôïõ ï Timoshenko (ôï 1921 ì.×.).
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Ï Timoshenko ÷ñçóéìïðïßçóå óôéò óõíèÞêåò éóïññïðßáò ôçò äïêïý ôç ãùíßá óôñïöÞò ø(x) ôçò
äéáôïìÞò ôçò äïêïý (óáí äåýôåñç Üãíùóôç ðïóüôçôá ðÝñá áðü ôï âÝëïò êÜìøåùò v(x)) áíôß ãéá
ôçí êëßóç v′(x) ôçò åëáóôéêÞò ãñáììÞò ôçò äïêïý. ÄçëáäÞ äå äå÷èçêå üôé ø(x) = v′(x). Óýìöùíá ìå
ôçí áêñéâÝóôåñç áõôÞ èåùñßá ôïõ Timoshenko (1921 ì.×.) ðñïêýðôåé ôï óýóôçìá äýï ãñáììéêþí
äéáöïñéêþí åîéóþóåùí

kGF[v′′(x) − ø′(x)] + p(x) = 0,

EIø′′(x) + kGF[v′(x) − ø(x)] = 0.

Óôï óýóôçìá áõôü õðåéóÝñ÷åôáé åðéðëÝïí êáé ç óôáèåñÜ

kGF = kFG = (kF)G = F ′G,

äçëáäÞ ôï ãéíüìåíï ôçò åðéöÜíåéáò ïëéóèÞóåùò F ′ = kF ôçò äéáôïìÞò ôçò äïêïý ðïõ êÜìðôåôáé åðß
ôï ìÝôñï äéáôìÞóåùò (Þ ïëéóèÞóåùò)G ôïõ (éóüôñïðïõ êáé ãñáììéêÜ åëáóôéêïý) õëéêïý ôçò äïêïý.
Ç åðéöÜíåéá ïëéóèÞóåùò F ′ = kF ôçò äéáôïìÞò ôçò äïêïý ðñïóäéïñßæåôáé ìå ðïëëáðëáóéáóìü ôçò
áëçèéíÞò åðéöáíåßáò F ôçò äéáôïìÞò áõôÞò åðß Ýíá óõíôåëåóôÞ k ðïõ åîáñôÜôáé áðü ôï ó÷Þìá ôçò
äéáôïìÞò. Ï óõíôåëåóôÞò áõôüò k áðïäåéêíýåôáé üôé åßíáé ßóïò ìå k = 5/6 ãéá ïñèïãùíéêÞ äéáôïìÞ
êáé ìå k = 0.9 ãéá êõêëéêÞ äéáôïìÞ. Óêïðü ôçò ðáñïýóáò áóêÞóåùò äåí áðïôåëåß ç äéåñåýíçóç
ôçò ó÷åôéêÞò èåùñßáò, áëë’ áðëÜ ç áíáãùãÞ ôïõ ðáñáðÜíù óõóôÞìáôïò äýï äéáöïñéêþí åîéóþ-
óåùí ìå äýï Üãíùóôåò óõíáñôÞóåéò, ôéò v(x) êáé ø(x), óå óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò (åßôå ùò
ðñïò v(x) åßôå ùò ðñïò ø(x)). Æçôïýíôáé: (á) Ðïéá åßíáé ç ó÷åôéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ùò ðñïò ôç
ãùíßá óôñïöÞò ø(x) ôçò äéáôïìÞò ôçò äïêïý; Õðüäåéîç: Íá ðáñáãùãéóèåß ìßá öïñÜ ç äåýôåñç
äéáöïñéêÞ åîßóùóç êáé íá áíôéêáôáóôáèåß ç Üãíùóôç ðïóüôçôá v′′(x) − ø′(x) ðïõ õðåéóÝñ÷åôáé
áðü ôçí ðñþôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (ìå áöáßñåóç ôùí äýï åîéóþóåùí). ÐñÝðåé ôüôå íá ðñïêýøåé
ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç

EI ø′′′(x) = p(x).

Ðïéá åßíáé ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò äéáöïñéêÞò áõôÞò åîéóþóåùò ôüóï ìå ôñåéò (äéáäï÷éêÝò) ïëïêëçñþóåéò
üóï êáé (ðïëý êáëýôåñá) ìå ôç ÷ñÞóç ôçò ìåèüäïõ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace êáé ôåëéêÜ åíüò
óõíåëéêôéêïý ïëïêëçñþìáôïò; (â) Ðïéá åßíáé ç áíôßóôïé÷ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ùò ðñïò ôï ßäéï ôï
âÝëïò êÜìøåùò v(x); Õðüäåéîç: Êáé ðÜëé íá ðáñáãùãéóèåß ç äåýôåñç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìßá öïñÜ
êáé óôç óõíÝ÷åéá íá áíôéêáôáóôáèïýí ó’ áõôÞí ïé åêöñÜóåéò ôùí ø′(x) êáé ø′′′(x) áðü ôçí ðñþôç
äéáöïñéêÞ åîßóùóç. (Ðñïöáíþò ãéá ôçí åýñåóç ôçò ø′′′(x) ç ðñþôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç èá ðñÝðåé
íá ðáñáãùãéóèåß äýï öïñÝò.) ÔåëéêÜ ðñÝðåé íá ðñïêýøåé ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôåôÜñôçò ôÜîåùò

EIv′′′′(x) = p(x) − EI
kGF

p′′(x).

ÁõôÞ ìïéÜæåé ìå ôçí áñ÷éêÞ åîßóùóç

EIv′′′′(x) = p(x)

óýìöùíá ìå ôç èåùñßá ôùí Euler--Bernoulli (Þ Bernoulli--Euler) ìå ôç äéáöïñÜ üìùò ðùò ôþñá (åäþ
óýìöùíá ìå ôç èåùñßá ôïõ Timoshenko) óôï äåîéü ìÝëïò Ý÷ïõìå ôçí ðïóüôçôá

p∗(x) = p(x) − EI
kGF

p′′(x).

ÄçëáäÞ ôþñá õðåéóÝñ÷åôáé åðéðëÝïí êáé ç äåýôåñç ðáñÜãùãïò p′′(x) ôçò êáôáíåìçìÝíçò êÜèåôçò
öïñôßóåùò p(x). Ðïéá åßíáé ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò äéáöïñéêÞò áõôÞò åîéóþóåùò:

EI v′′′′(x) = p∗(x),
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ôüóï ìå ôÝóóåñéò ïëïêëçñþóåéò üóï êáé (ðïëý êáëýôåñá) ìå ôç ÷ñÞóç ôçò ìåèüäïõ ôïõ ìåôáó÷çìá-
ôéóìïý Laplace êáé ôåëéêÜ óõíåëéêôéêïý ïëïêëçñþìáôïò; (ã) Áóöáëþòáò óçìåéùèåß üôé ç èåùñßá ôïõ
Timoshenko ìåôáðßðôåé ó’ áõôÞí ôùí Euler--Bernoulli, áí èåùñçèåß Üðåéñï ôï ìÝôñï äéáôìÞóåùò
(Þ ïëéóèÞóåùò) G ôïõ éóüôñïðïõ åëáóôéêïý õëéêïý ôçò äïêïý (G → ∞). Áò óçìåéùèåß åðßóçò üôé
ðÜñá ðïëý óõ÷íÜ óôçí ðñÜîç ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò áãíïåß, äå ëáìâÜíåé õðüøç ôïõ ôçí åðéññïÞ
ôçò ôÝìíïõóáò äýíáìçò Q(x) ðÜíù óôçí ðáñáìüñöùóç ôçò äïêïý ðïõ êÜìðôåôáé. Ðåñéïñßæåôáé
Ýôóé óôç èåùñßá ôçò äïêïý ôùí Euler--Bernoulli (ðåñßðïõ 1750 ì.×.) áíôß ãéá ôçí ðïëý áêñéâÝóôåñç
èåùñßá ôçò äïêïý ôïõ Timoshenko (1921 ì.×.).

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉ-K2 ([× êáé Õ] ÄéáöïñéêÝò Åîéóþóåéò, Ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace, ÙóôéêÞ Óõ-
íÜñôçóç äÝëôá ôïõ Dirac. Ôáëáíôþóåéò: Ìç÷áíéêÜ ÓõóôÞìáôá: Óýóôçìá ÌÜæáò--Åëáôçñßïõ,
ÓõíÜñôçóç ÌåôáöïñÜò, ÙóôéêÞ Áðüêñéóç, ÓõíÝëéîç, ÏëïêëÞñùìá Duhamel): Èåùñïýìå ôï
ãíùóôü ìç÷áíéêü óýóôçìá (m, k) ìÜæáò--åëáôçñßïõ (ìå m ôç ìÜæá êáé k ôç óôáèåñÜ ôïõ åëá-
ôçñßïõ) ìå ôï Ýíá Üêñï ôïõ åëáôçñßïõ áêßíçôï, åíþ óôï Üëëï Üêñï åßíáé óôåñåùìÝíç ç ìÜæá m.
Ç ãíùóôÞ ìáò ó÷åôéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç Ý÷åé ôç ìïñöÞ

mü(t) + ku(t) = p(t)

ìå u(t) ôç ìåôáôüðéóç ôïõ õëéêïý óçìåßïõ ùò ðñïò ôç èÝóç éóïññïðßáò ôïõ êáé p(t) ôçí åîùôåñéêÞ
äýíáìç (ôç öüñôéóç) ðïõ áóêåßôáé ðÜíù óôï õëéêü óçìåßï (êáôÜ ôç äéåýèõíóç ôçò åðéìçêýíóåùò
ôïõ åëáôçñßïõ). ÅðïìÝíùò ç ôáëÜíôùóç Ý÷åé èåùñçèåß ÷ùñßò áðüóâåóç êáé åîáíáãêáóìÝíç ëüãù
ôçò åîùôåñéêÞò äõíÜìåùò (ôçò öïñôßóåùò) p(t). Æçôïýíôáé: (á) [×] Ðþò ðñïÝêõøå ç ðáñáðÜíù
ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç; Ôé ÷áñáêôçñéóìïýò ìðïñïýìå íá êÜíïõìå ãé’ áõôÞí; (â) [×] Ç áíá-
ãùãÞ ôçò äéáöïñéêÞò áõôÞò åîéóþóåùò óå ðñùôïâÜèìéá áëãåâñéêÞ åîßóùóç ùò ðñïò ôï ìåôáó÷ç-
ìáôéóìü Laplace U(s) = L{u(t)} ôçò Üãíùóôçò óõíáñôÞóåùò u(t) õðü ìçäåíéêÝò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò

u(0) = 0 êáé u̇(0) = 0.

(ã) [×] Ç åöáñìïãÞ óôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóç ùóôéêÞò äõíÜìåùò (ùèÞóåùò)

p(t) = Ùä(t)

ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t = 0 ìå ä(t) ôçí ùóôéêÞ óõíÜñôçóç (Þ êñïõóôéêÞ óõíÜñôçóç) äÝëôá ôïõ Dirac.
Ðïéïò åßíáé ôþñá ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace U(s) ôçò ëýóåùò u(t); (ä) [×] Ç ó÷åôéêÞ óõíÜñôçóç
ìåôáöïñÜò G(s) (Þ H(s)); Ç áíôßóôïé÷ç ùóôéêÞ áðüêñéóç g(t) (Þ h(t)) ìå

g(t) = L−1{G(s)};

(å) [×] Ç ëýóç u(t) ôïõ óõãêåêñéìÝíïõ ðñïâëÞìáôïò (ìçäåíéêþí) áñ÷éêþí ôéìþí; Ç (êõêëéêÞ) éäéï-
óõ÷íüôçôá (öõóéêÞ êõêëéêÞ óõ÷íüôçôá) ù0 ôïõ ðáñüíôïò ìç÷áíéêïý óõóôÞìáôïò; Ç áíôßóôïé÷ç
éäéïðåñßïäïò T ; (óô) [Õ] Ç åýñåóç ôùí ßäéùí áðïôåëåóìÜôùí (êáé ðÜëé ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ ìåôáó÷ç-
ìáôéóìïý Laplace) ìå ôç âïÞèåéá ôçòMathematica. Õðüäåéîç: Ìðïñïýí, ð.÷., íá ÷ñçóéìïðïéçèïýí
ïé áêüëïõèåò áíåîÜñôçôåò åíôïëÝò Þ ðáñáëëáãÝò ôïõò:

de = m u’’[t] + k u[t] == Ù DiracDelta[t];
con = {u[0] -> 0, u’[0] -> 0};
lp = LaplaceTransform[de, t, s] /. con /. LaplaceTransform[u[t], t, s] -> U[s] // Simplify
sol = Solve[lp, U[s]]
G[s_] = sol[[1, 1, 2, 1]]
g[t_] = InverseLaplaceTransform[G[s], s, t]
us[t_] = InverseLaplaceTransform[sol[[1, 1, 2]], s, t]
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Óå ôé ÷ñçóéìåýåé ç êáèåìßá áðü ôéò åíôïëÝò áõôÝò; (æ) [× Þ Õ] Óõìöùíïýí ôá áðïôåëÝóìáôá ìå
ôï ÷Ýñé [×] êáé ìå ôïí õðïëïãéóôÞ [Õ] ðïõ âñÝèçêáí óôá ðñïçãïýìåíá äýï åñùôÞìáôá; (ç) [×]
Óå ðåñßðôùóç ôõ÷áßáò äõíÜìåùò p(t) ðïõ åöáñìüæåôáé ðÜíù óôï õëéêü óçìåßï óôçí ðáñïýóá
åîáíáãêáóìÝíç ôáëÜíôùóç ðïéá åßíáé ç ó÷åôéêÞ áðüêñéóç up(t) ìå ôç âïÞèåéá ôïõ èåùñÞìáôïò
ôçò óõíåëßîåùò Þ (ó÷åäüí éóïäýíáìá) ìå ôç ÷ñÞóç ôçò ùóôéêÞò (Þ êñïõóôéêÞò) áðïêñßóåùò g(t),
ç ïðïßá Ý÷åé Þäç ðñïóäéïñéóèåß; Ðþò êáëåßôáé ôï ó÷åôéêü ïëïêëÞñùìá;

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉ-Ê3 ([× êáé Y] ÄõíáìïóåéñÝò, Ôáëáíôþóåéò): Èåùñïýìå ðÜëé ôçí åîáéñåôéêÜ
áðëÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç äåõôÝñáò ôÜîåùò de ôïõ áñìïíéêïý ôáëáíôùôÞ ÷ùñßò áðüóâåóç

ü(t) + ù2
0u(t) = 0

óå óõíçèéóìÝíï ìç÷áíéêü óýóôçìá ìÜæáò--åëáôçñßïõ (m, k) ìå m ôç ìÜæá êáé k ôç óôáèåñÜ ôïõ
åëáôçñßïõ, üðïõ t äçëþíåé ôï ÷ñüíï êáé u(t) ôç ìåôáôüðéóç ôçò ìÜæáò m ùò ðñïò ôç èÝóç éóïñ-
ñïðßáò ôçò. Æçôïýíôáé: (á) [×] Áðü ðïéïí áêñéâþò ôýðï Ý÷åé ðñïóäéïñéóèåß ç óôáèåñÜ ù0; Ðþò
áðïäåéêíýåôáé ï ôýðïò áõôüò ìå âÜóç ôï äåýôåñï íüìï ôïõ Íåýôùíá; (â) [×] Ðïéá åßíáé ç ãåíéêÞ
ëýóç ôçò ðéï ðÜíù äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìå ôç ìÝèïäï ôùí äõíáìïóåéñþí; Óõìöùíåß ç ëýóç
áõôÞ ìå ôçí ðéï Üìåóç ëýóç ðïõ âáóßæåôáé óôç ÷áñáêôçñéóôéêÞ åîßóùóç êáé óôéò ôñéãùíïìåôñéêÝò
óõíáñôÞóåéò; (Åíôïýôïéò ç ìÝèïäïò ôùí äõíáìïóåéñþí åßíáé ãåíéêüôåñç, éó÷ýåé êáé ãéá äéáöïñéêÝò
åîéóþóåéò ìå ìåôáâëçôïýò óõíôåëåóôÝò!) (ã) [Y] Ðþò ìðïñåß íá ãñáöåß ç ðéï ðÜíù äéáöïñéêÞ
åîßóùóç de óôç Mathematica; (Õðüäåéîç: Ôï óýìâïëï ù ãñÜöåôáé ìå Esc Ëáôéíéêü ï Esc.)

Èá ðñï÷ùñÞóïõìå ôþñá óôçí åðßëõóç áõôÞò ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìå ôç ìÝèïäï ôùí
äõíáìïóåéñþí (ãýñù áðü ôï ïìáëü óçìåßï t = 0, ãéáôß ïìáëü;) ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôç Mathematica
ìå üñïõò ìÝ÷ñé êáé t20. Ç ðñïóåããéóôéêÞ áõôÞ ëýóç ôçò ìïñöÞò

us(t) ≈
20∑
k=0

aktk

ìðïñåß íá ãñáöåß óôç Mathematica óáí

us[t_] = Sum[a[k] tˆk, {k, 0, 20}]

(ä) [Õ] Ðïéåò åßíáé ïé åêöñÜóåéò ôçò ðñþôçò êáé ôçò äåýôåñçò ðáñáãþãïõ ôçò óõíáñôÞóåùò us(t);
ÅðïìÝíùò ðïéá ðñïóåããéóôéêÞ ìïñöÞ äõíáìïóåéñÜò des ðáßñíåé ôþñá (÷ùñßò ðéá ðáñáãþãïõò)
ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç de; Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

des = de /. u -> us

(å) [Õ] ÈÝëïõìå ôþñá íá ìçäåíßóïõìå üëïõò ôïõò óõíôåëåóôÝò ôùí äõíÜìåùí tk ôçò áíåîÜñôçôçò
ìåôáâëçôÞò t (ãéá k = 0, 1, . . . , 20). Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

{eq[0] = des /. t -> 0, Table[eq[k] = Coefficient[des[[1]], tˆk] == 0, {k, 1, 20}]}

ãéá ôéò ó÷åôéêÝò åîéóþóåéòeq (ïé äéðëÝò áãêýëåò ìåáêïëïõèßåòEsc, äçëáäÞEsc [[ Esc êáéEsc ]] Esc).
Ôï åðüìåíï âÞìá ìáò åßíáé áóöáëþò áöÞíïíôáò ôéò äýï ðñþôåò óôáèåñÝò a0 êáé a1 áõèáßñåôåò
(âÝâáéá Üìåóá ðñïóäéïñßóéìåò áðü ôéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò), íá ðñïóäéïñßóïõìå ìå âÜóç áõôÝò ôéò
äýï óôáèåñÝò üëåò ôéò åðüìåíåò óôáèåñÝò ak (ìå k ≥ 2). Ãéá ôï óêïðü áõôü ëýíïõìå ðïëý åýêïëá
ôéò ðéï ðÜíù åîéóþóåéò ìå ôç ÷ñÞóç ôçò åíôïëÞò Solve. Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

tb = Table[s[k] = Solve[eq[k], a[k+2]][[1]], {k, 0, 18}]

¸÷ïíôáò ôþñá äéáèÝóéìåò ôéò åêöñÜóåéò ôùí óôáèåñþí áõôþí ak, ôéò áíôéêáèéóôïýìå óôçí áñ÷éêÞ
äõíáìïóåéñÜ ìáò us(t). Ðñïóäéïñßæïõìå Ýôóé ôçí ôåëéêÞ ÝêöñáóÞ ôçò ëýóåùò ug(t) (ðñïóåããéóôéêÞ
ãåíéêÞ ëýóç ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåþò ìáò de), ð.÷. ìÝóù ôçò åíôïëÞò

uf[t_] = us[t] /. s[18] /. s[17] /. s[16] /. s[15] /. s[14] /. s[13] /. s[12] /. s[11]

/. s[10] /. s[9] /. s[8] /. s[7] /. s[6] /. s[5] /. s[4] /. s[3] /. s[2] /. s[1] /. s[0] // Simplify
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ðïõ êÜíåé ôéò ó÷åôéêÝò áíôéêáôáóôÜóåéò. Ðþòáêñéâþò; Áóöáëþò çðéï êÜôùóõíåðôõãìÝíç ìïñöÞ
ôçò ðéï ðÜíù åíôïëÞò (ìå ôç ÷ñÞóç ôçò åíôïëÞò Do, óå ôé óõìâÜëëåé áõôÞ;)

ug[t_] = us[t]; Do[ug[t_] = ug[t] /. s[k], {k, 18, 0, -1}]

(ðþò ëåéôïýñãçóå ç åíôïëÞ áõôÞ;) åßíáé óáöþò ðñïôéìüôåñç êáé ìáò äßíåé áêñéâþò ôï ßäéï áðïôÝ-
ëåóìá, üðùò áìÝóùò äéáðéóôþíïõìå ãñÜöïíôáò óôç óõíÝ÷åéá áðëÜ ug[t]. (óô) [Y] Óôçí ðáñïýóá
áðëÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç de ìðïñïýìå íá åëÝãîïõìå ôï áðïôÝëåóìáðïõ âñÝèçêå ìå ôçí Üìåóç åðß-
ëõóç ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò de ìå ôçí åíôïëÞDSolve. Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

sol = DSolve[de, u[t], t]

(ëýóç ìå ôñéãùíïìåôñéêÝò óõíáñôÞóåéò, óõíçìßôïíï êáé çìßôïíï, óôçí ðáñïýóá åëåýèåñç ôáëÜ-
íôùóç ôïõ áñìïíéêïý ôáëáíôùôÞ) êáé íá âñåèåß ôï áíÜðôõãìá ôçò ëýóåùò sol ðïõ ðñïóäéïñß-
óèçêå óå äõíáìïóåéñÜ ãéá ôçí åýñåóç ôçò áíôßóôïé÷çò ðñïóåããéóôéêÞò (ìå üñïõò ìÝ÷ñé êáé t20)
ëýóåùò uh(t). Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

uh[t_] = Series[sol[[1, 1, 2]], {t, 0, 20}] // Normal // Simplify

(ïé äéðëÝò áãêýëåò ìå áêïëïõèßåò Esc, ð.÷. Esc [[ Esc.). Åð’ åõêáéñßá, óå ôé Ý÷åé «÷ñçóéìåýóåé» (åÜí
Ý÷åé ÷ñçóéìåýóåé, áìößâïëï) ç åíôïëÞ Normal; (æ) [Õ] ÔåëéêÜ äéáðéóôþíåôáé üôé ïé äõíáìïóåéñÝò
uh(t) êáé ug(t) óõìðßðôïõí, áñêåß íá óçìåéùèåß ç êÜðùò äéáöïñåôéêÞ Ýêöñáóç ôùí äýï áõèáßñåôùí
óôáèåñþí ó’ áõôÝò. Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

uh[t] == ug[t] /. {C[1] -> a[0], C[2] -> a[1]/ù} // Simplify

Äéáðéóôþíåôáé ðñÜãìáôé ç óýìðôùóç áõôÞ; (ç) [Õ] Áðïëýôùò áíÜëïãá ìðïñïýìå íá ðÜñïõìå ôéò
äõíáìïóåéñÝò s2 ôùí ôñéãùíïìåôñéêþí óõíáñôÞóåùí cosùt êáé sinùt ðïõ åìöáíßæïíôáé (ìå ôç
÷ñÞóç êáé ðÜëé ôùí åíôïëþí Series êáé Normal) êáé íá åëÝãîïõìå åÜí ìðïñåß Þ ü÷é íá ðñïêýøåé
áðü áõôÝò ç óõíÜñôçóç uh(t). Ðéèáíþò áõôü ìðïñåß íá ãßíåé ìÝóù ôçò åíôïëÞò

uh[t] == C[1] s2[[1]] + C[2] s2[[2]] // Simplify

(ïé äéðëÝò áãêýëåò ìå äýï áêïëïõèßåò Esc: ôéò áêïëïõèßåò Esc [[ Esc ãéá ôéò äéðëÝò áñéóôåñÝò
áãêýëåò êáé Esc ]] Esc ãéá ôéò äéðëÝò äåîéÝò áãêýëåò áíôßóôïé÷á) Þ ìéáò êáôÜëëçëá ôñïðïðïéçìÝíçò
ìïñöÞò ôçò. (Õðüäåéîç: ÐñÝðåé öõóéêÜ íá ðñïêýøåé óáí áðïôÝëåóìá ôï áðïôÝëåóìá True.)

ÏÌÁÄÁ ÅÌÉÉ-L

ÁÓÊÇÓÇ EMII-L1 ([X] Ìåôáó÷çìáôéóìüò Fourier. Ôáëáíôþóåéò, ÌïíïâÜèìéá Ìç÷áíéêÜ Óõ-
óôÞìáôá, ÅîáíáãêáóìÝíåò Ôáëáíôþóåéò, ÌéãáäéêÞ ÓõíÜñôçóç Áðïêñßóåùò): Åäþ åîåôÜæïõìå
ôï êëáóéêü ìïíïâÜèìéï ìç÷áíéêü óýóôçìá õëéêïý óçìåßïõ Ì ìÜæáò m, åëáôçñßïõ óôáèåñÜò k êáé
áðïóâåóôÞñá óôáèåñÜò c (ìå c > 0) åßôå ìå áóèåíÞ (õðïêñßóéìç) åßôå ìå éó÷õñÞ (õðåñêñßóéìç)
áðüóâåóç. Áõôü ôï óýóôçìá äéÝðåôáé áðü ôçí ôüóï ãíùóôÞ ìáò óõíÞèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç

m
d2u
dt2

+ c
du
dt

+ ku = p(t), t ≥ 0,

ìå t ôï ÷ñüíï, u = u(t) ôçí Üãíùóôç óõíÜñôçóç (ôç ìåôáôüðéóç ôïõ õëéêïý óçìåßïõ Ì ùò ðñïò ôç
èÝóç éóïññïðßáò ôïõ u = 0) êáé p(t) ôçí åîùôåñéêÞ äýíáìç (ôç öüñôéóç) ðïõ áóêåßôáé ðÜíù óôï
õëéêü óçìåßï Ì óôçí ðáñïýóá åîáíáãêáóìÝíç (áöïý p(t) �≡ 0) ôáëÜíôùóÞ ôïõ. ×ñçóéìïðïéïýìå
êáé ôç óôáèåñÜ ù0 (ôç öõóéêÞ êõêëéêÞ óõ÷íüôçôá ôáëáíôþóåùí ôïõ ðáñüíôïò ìç÷áíéêïý óõóôÞ-
ìáôïò ÷ùñßò üìùò ôïí áðïóâåóôÞñá) êáèþò êáé ôï ëüãï áðïóâÝóåùò ôùí ôáëáíôþóåùí î ìå

ù0 =
√

k
m

êáé î = c
2mù0

.
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Ìðïñïýìå Ýôóé Üìåóá (äéáéñþíôáò ìå ôç ìÜæá m) íá öÝñïõìå ôçí ðéï ðÜíù óõíÞèç äéáöïñéêÞ
åîßóùóç óôçí ôüóï ìá ôüóï êëáóéêÞ ãéá ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü ìïñöÞ ôçò

d2u
dt2

+ 2îù0
du
dt

+ ù2
0u = p∗(t) ìå u = u(t), p∗(t) := 1

m
p(t) êáé t ≥ 0.

Ç íÝá óõíÜñôçóç p∗(t) := p(t)/m åßíáé ðñïöáíþò ç áíçãìÝíç óôç ìÜæá m öüñôéóç. Æçôïýíôáé:

(á) Óå ðåñßðôùóç ðåñéïäéêÞò åîùôåñéêÞò äõíÜìåùò (öïñôßóåùò) p(t) (ìå ðåñßïäï T ) ðïéá åßíáé
ç ó÷åôéêÞ ìå ôç äýíáìç áõôÞ p(t) ôñéãùíïìåôñéêÞ óåéñÜ Fourier; Ðïéïé ôýðïé äßíïõí ôïõò óõíôåëå-
óôÝò ôçò an êáé bn; Ðïéá åßíáé ç áíôßóôïé÷ç ôñéãùíïìåôñéêÞ óåéñÜ Fourier ãéá ôç ìåñéêÞ (Þ åéäéêÞ)
ëýóç u(t) ôçò ðéï ðÜíù äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò; Ðïéïé ôýðïé äßäïõí ôïõò óõíôåëåóôÝò ôçò; Ãéá
ðïéï ëüãï óõ÷íÜ ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò áãíïåß óôçí ðñÜîç ôç ãåíéêÞ ëýóç uh(t) ôçò áíôßóôïé÷çò
ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò; Óå ðïéåò ðåñéðôþóåéò äåí ðñÝðåé íá ôçí áãíïåß;

(â) Ç åðßëõóç ôïõ ðñïçãïýìåíïõ åñùôÞìáôïò ìå ôç ÷ñÞóç ìéãáäéêÞò (Þ åêèåôéêÞò) óåéñÜò
Fourier. Óõìöùíïýí ôåëéêÜ ôá áðïôåëÝóìáôá ôïõ ðñïçãïýìåíïõ åñùôÞìáôïò êáé ôïõ ðáñüíôïò;

(ã) Óå ðåñßðôùóç ìç ðåñéïäéêÞò åîùôåñéêÞò äõíÜìåùò p(t) (÷ùñßò ðåñßïäï Ô ) ç åöáñìïãÞ ôïõ
ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier ãéá ôçí áíáãùãÞ ôçò ðéï ðÜíù ãñáììéêÞò óõíÞèïõò äéáöïñéêÞò åîéóþ-
óåùò óå ðñùôïâÜèìéá áëãåâñéêÞ åîßóùóçùò ðñïò ôï ìåôáó÷çìáôéóìü FourierU(ù) ôçò Üãíùóôçò
óõíáñôÞóåùò u(t). (Óôçí åîßóùóç áõôÞ õðåéóÝñ÷åôáé âÝâáéá êáé ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Fourier P(ù)
ôçò åîùôåñéêÞò äõíÜìåùò p(t).) Ðïéá åßíáé ç ëýóç U(ù) ôçò ðñùôïâÜèìéáò áëãåâñéêÞò åîéóþóåùò
ðïõ ðñïêýðôåé; Ðþò ïñßæåôáé ç ìéãáäéêÞ óõíÜñôçóç áðïêñßóåùò (óôï ðåäßï ôçò êõêëéêÞò óõ÷íü-
ôçôáò ù) G(ù) (Þ H(ù), áí äåí õðÜñ÷åé êáíÝíáò êßíäõíïò óõã÷ýóåùò ìå ôç âçìáôéêÞ óõíÜñôçóç
ôïõ Heaviside H(t), åäþ üìùò õðÜñ÷åé óôï åðüìåíï åñþôçìá!) êáé ðþò õðåéóÝñ÷åôáé óôç ëýóç
ðïõ ðñïáíáöÝñèçêå; ÅðïìÝíùò ðïéá åßíáé ç ìåñéêÞ ëýóç u(t) ôçò ðéï ðÜíù óõíÞèïõò äéáöïñéêÞò
åîéóþóåùò ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ ïëïêëçñùôéêïý ôýðïõ áíôéóôñïöÞò ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier;

(ä) Ôé éó÷ýåé óôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóç ôçò åîùôåñéêÞò äõíÜìåùò (öïñôßóåùò) p(t) = ä(t) ìå ä(t) ôç
ãíùóôÞ ùóôéêÞ (Þ êñïõóôéêÞ) óõíÜñôçóç äÝëôá ôïõ Dirac; Óôçí ðåñßðôùóç ðïõ p(t) = Ç(t) ìåÇ(t)
ôç âçìáôéêÞ óõíáñôÞóç ôïõ Heaviside; ÔÝëïò ðþò áêñéâþò ó÷åôßæåôáé ç ìéãáäéêÞ óõíÜñôçóç áðï-
êñßóåùò G(ù) ìå ôçí ùóôéêÞ áðüêñéóç g(t) ôïõ ðáñüíôïò ìïíïâÜèìéïõ ìç÷áíéêïý óõóôÞìáôïò;

ÁÓÊÇÓÇ EMII-L2: ([Õ] ÓåéñÝò Fourier. Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí: Äïêïß): Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò
õðïôßèåôáé üôé ðñüêåéôáé íá åðéëýóåé ðñüâëçìááìöéÝñåéóôçò óõíÞèïõò äïêïý (ÜñèñùóçáñéóôåñÜ
êáé êýëéóç äåîéÜ Þ áíôßóôñïöá) ìÞêïõò L (ìå 0 ≤ x ≤ L) õðü ðåðåñáóìÝíç êáôáíåìçìÝíç êÜèåôç
öüñôéóç p(x) (óå kN/m) ìå ôç ÷ñÞóç óåéñþí Fourier. Áí êáé êáôáñ÷Þí êÜèå óåéñÜ Fourier (ðëÞñçò
ôñéãùíïìåôñéêÞ, åêèåôéêÞ, óõíçìéôïíéêÞ Þ çìéôïíéêÞ) åßíáé êáôÜëëçëç, åíôïýôïéò êáôÜ ôç ãíþìç
óáò ðïéá áðü áõôÝò ôáéñéÜæåé ðåñéóóüôåñï óôï óõãêåêñéìÝíï ðñüâëçìá; (ìå ëåðôïìÝñåéåò!)

ÁÓÊÇÓÇ EMII-L3 ([X êáé Y] ÓåéñÝò Fourier, Öüñôéóç Äïêïý): Èåùñïýìå äïêü Ä ìÞêïõò L = 2ð
(ç èÝóç x óôï äéÜóôçìá [−ð,ð]) õðü êÜèåôç öüñôéóç p(x) (óå kN/m) ðïõ äßíåôáé áðü ôïí ôýðï

p(x) = p0 sgn x ìå − ð ≤ x ≤ ð

ìå sgn ôï ðñüóçìï, sign, ôï óõí 1 Þ ôï ðëçí 1, óôç Mathematica åíôïëÞ Sign åíüò áñéèìïý êáé
ìå ôï p0 ìéá èåôéêÞ óôáèåñÜ. Æçôïýíôáé: (á) [Õ] Íá ó÷åäéáóèåß ç ðéï ðÜíù óõíÜñôçóç p(x) óôï
äéÜóôçìá [−ð,ð] óå áíçãìÝíç ìïñöÞ, äçëáäÞ ç óõíÜñôçóç p(x)/p0. Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß
ç åíôïëÞ Plot. (â) [× êáé Õ] Íá õðïëïãéóèïýí ïé óõíôåëåóôÝò an êáé bn ãéá ôç ó÷åôéêÞ ðëÞñç óåéñÜ
Fourier (ãéá n ìÝ÷ñé êáé 15) õðï÷ñåùôéêÜ ìå ôïí õðïëïãéóìü ôùí ó÷åôéêþí ïëïêëçñùìÜôùí ôüóï
ìå ôï ÷Ýñé [×] üóï êáé ìå ôïí õðïëïãéóôÞ [Õ]. Õðüäåéîç: [Õ] Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ Table
êáé íá äçìéïõñãçèïýí äýï ëßóôåò óõíôåëåóôþí: ïé A êáé Â. (ã) [× Þ Õ] Ôé ðáñáôçñåßôáé ãéá ôïõò
óõíôåëåóôÝò an; Ãéáôß åßíáé üëïé ìçäåíéêïß; (Æçôïýíôáé ôüóï ç ìáèçìáôéêÞ åîÞãçóç üóï êáé áðëÞ
öõóéêÞ åîÞãçóç.) (ä) [× êáé Õ] ÔåëéêÜ ðïéá áêñéâþò åßíáé ç ðñïóåããéóôéêÞ óåéñÜ Fourier p15(x)
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(ìå üñïõò ìÝ÷ñé êáé n = 15) ôçò ðáñáðÜíù öïñôßóåùò p(x) ôçò äïêïý Ä óôçí ðéï áðëÞ ìïñöÞ ôçò
ôüóï ìå ôï ÷Ýñé [×] üóï êáé ìå ôïí õðïëïãéóôÞ [Õ]; Õðüäåéîç: [Õ] Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

pf[x_] = Sum[B[[n]] Sin[n x], {n, 1, 15}]

ôüóï óå êëåéóôÞ ìïñöÞ üóï êáé áñéèìçôéêÜ. (Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß êáé ç åíôïëÞ N.) Ôé
ðáñáôçñåßôáé ãéá ôç óýãêëéóç áõôÞò ôçò óåéñÜò Fourier; Åßíáé ãñÞãïñç, ìÝôñéáò ôá÷ýôçôáò óõ-
ãêëßóåùò Þ áñãÞ; Ãéáôß Üñáãå; (å) Íá ó÷åäéáóèïýí (óôï ßäéï ó÷Þìá) ôüóï ç áëçèéíÞ öüñôéóç p(x)
ôçò äïêïý Ä üóï êáé ç ðñïóÝããéóÞ ôçò p15(x) óå áíçãìÝíç ìïñöÞ öõóéêÜ. Ðïý ðáñáôçñïýíôáé ïé
ìåãáëýôåñåò áðïêëßóåéò, äçëáäÞ ôï ìåãáëýôåñï óöÜëìá å15(x) = p(x)−p15(x); (óô) Ôé ðáñáôçñåßôáé
ùò ðñïò ôç óõíÝ÷åéá ôùí óõíáñôÞóåùí p(x) êáé p15(x) óôï ìÝóïí x = 0 ôçò äïêïý; (æ) ÐáñáðÝñá
áðü ôçí ðáñáðÜíù ðñïóåããéóôéêÞ óåéñÜ Fourier p15(x) æçôåßôáé íá äéáðéóôùèåß ìå êáôÜëëçëç
áíôéêáôÜóôáóç (óõãêåêñéìÝíá ãéá x = ð/ 2) üôé ìéá ðñþôç ñçôÞ ðñïóÝããéóç ôïõ áñéèìïý ð åßíáé
ç ðñïóÝããéóç ð ≈ 135904/45045 ≈ 3.01707. Ãéáôß Üñáãå ç ðñïóÝããéóç áõôÞ åßíáé ôüóï êáêÞ;
(ç) Áêïëïýèùò ôé Ý÷åôå ðáñáôçñÞóåé ãéá ôç óåéñÜ Fourier ðïõ âñÝèçêå ãéá n = 15; ÐáñïõóéÜæåôáé
Þ ü÷é ôï öáéíüìåíï Gibbs êáé ðïý; (è) ÔÝëïò æçôåßôáé íá åëåã÷èåß ç éó÷ýò ôçò ôáõôüôçôáò ôïõ
Parseval (ðñïóåããéóôéêÜ ãéá n = 15 êáé ðÜëé).

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌII-L4 ([× êáé Õ] ÓåéñÝò Fourier, Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí: Åðßðåäç Åëáóôéêüôçôá: Äï-
êïß): Èåùñïýìå ôï êëáóéêü ðñüâëçìá ìéáò åðéìÞêïõò ïñèïãùíéêÞò ðåñéï÷Þò R = [−L, L]× [−h, h]
óôçí Åðßðåäç Åëáóôéêüôçôá óôç Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí (âë., ð.÷., Timoshenko, S. P. and Young J. N.,
Theory of Elasticity, 3rd edition. McGraw-Hill, New York, 1970, óó. 53--61) õðü êáôáíåìçìÝíç êÜèåôç
öüñôéóç p(x) êáôÜ ìÞêïò ôïõ ÜîïíáOx óôçí êÜôù ðëåõñÜ ôïõ ïñèïãùíßïõ R. Ãéá ôçí åðßëõóç ôïõ
ðñïâëÞìáôïò áõôïý êáé ôïí õðïëïãéóìü üëùí ôùí óõíéóôùóþí óij ôïõ ôáíõóôÞ ôùí ôÜóåùí ó
åßíáé óêüðéìï ç öüñôéóç p(x) íá áíáëõèåß óå óåéñÜ Fourier. Óáí åéäéêÞ ðåñßðôùóç èåùñïýìå åêåßíç
üðïõ ç öüñôéóç áõôÞ åßíáé óôáèåñÞ, ßóç ìå p óôï äéÜóôçìá [−d, d] (ìå 0 < d < L) êáé ìçäÝí Ýîù
áðü ôï äéÜóôçìá áõôü. Ìéá ôÝôïéá ðåñßðôùóç ðáñïõóéÜæåôáé óå äïêü ìå óôÞñéîç óôï äéÜóôçìá
[−d, d] ôüóï óôï áðëü ðéï ðÜíù ðñüâëçìá üóï êáé óôï ðñüâëçìá ôçò ðñïóåããéóôéêÜ ðåñéïäéêÞò
óôçñßîåùò ôçò äïêïý, ð.÷. óå ìéá ãÝöõñá ìå ðåñéïäéêÜ ôïðïèåôçìÝíåò óôçñßîåéò. Æçôïýíôáé:

(á) Ï õðïëïãéóìüò ôùí óõíôåëåóôþí Fourier an (ìå n = 0, 1, 2, . . . ) óôï ðéï ðÜíùðñüâëçìá êáé
ç åðáëÞèåõóç üôé ïé óõíôåëåóôÝò bn åßíáé ìçäåíéêïß. (ÈåùñçôéêÜ ìéëþíôáò, ãéáôß åßíáé ìçäåíéêïß;)
Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ Integrate. ÐñÝðåé ôåëéêÜ íá ðñïêýøïõí ïé åêöñÜóåéò

a0 = pd
L

êáé an = 2p
nð

sin
nðd
L

ìå n = 1, 2, . . . .

(â) Ðïéåò åßíáé ïé ôéìÝò ôùí óõíôåëåóôþí an (ãéá n = 0, 1, . . . , 10) óôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóç üðïõ
p = 10 kN/m, d = 6 m êáé L = 10 m; Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèïýí ç åíôïëÝò Table êáé N.

(ã) Íá ãñáöåß óõíÜñôçóç ãéá ôï ìåñéêü Üèñïéóìá Sm(x) ôçò óåéñÜò Fourier ðïõ ðñïáíáöÝñèçêå
ìå m üñïõò. Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ Sum.

(ä) Ðïéá åßíáé ç áñéèìçôéêÞ Ýêöñáóç ôïõ áèñïßóìáôïò áõôïý ãéá m = 9; Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóé-
ìïðïéçèåß êáé ðÜëé ç åíôïëÞ N.

(å) ÔåëéêÜ æçôåßôáé íá ó÷åäéáóèïýí (óôçí ßäéá ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç) êáé ôá ôÝóóåñá áèñïßóìáôá
S1(x), S3(x), S9(x) êáé S27(x) óå üëï ôï ìÞêïò ôçò äïêïý (ãéá L = 10 öõóéêÜ) êáé óôïí Üîïíá Oy óôï
äéÜóôçìá [−2, 14]. Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ Plot êáé ìÝóá óôçí åíôïëÞ áõôÞ ç ðñï-
áéñåôéêÞ åðéëïãÞ PlotRange. Ôé ðáñáôçñïýìå áðü ôç ó÷åäßáóç áõôÞ; Öáßíåôáé íá åßíáé áêñéâÞò
Þ ü÷é; ÐáñïõóéÜæåôáé ôï öáéíüìåíï Gibbs Þ ü÷é; Åð’ åõêáéñßá óå ôé áöïñÜ ôï öáéíüìåíï Gibbs;

ÁÓÊÇÓÇ EMII-L5 ([X êáé Õ] ÓåéñÝò Fourier. Ôáëáíôþóåéò: ÌïíïâÜèìéáÌç÷áíéêÜÓõóôÞìáôá,
ÅîáíáãêáóìÝíåò Ôáëáíôþóåéò): Èåùñïýìå ôçí êëáóéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôçò êéíÞóåùò (åí
ðñïêåéìÝíù ôùí ôáëáíôþóåùí) õëéêïý óçìåßïõ M óôç ìßá äéÜóôáóç (êáôÜ ìÞêïò ôïõ Üîïíá Ou)
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óôï êëáóéêü ìç÷áíéêü óýóôçìá ìÜæáò--åëáôçñßïõ--áðïóâåóôÞñá

mü(t) + cu̇(t) + ku(t) = p(t), (1)

üðïõ m åßíáé ç ìÜæá, c ï óõíôåëåóôÞò áðïóâÝóåùò, k ç óôáèåñÜ ôïõ åëáôçñßïõ (ôï ïðïßï Ýëêåé
ôï õëéêü óçìåßïMðñïò ôçí áñ÷Þ ôùí óõíôåôáãìÝíùí u = 0) êáé p(t) ç åîùôåñéêÞ äýíáìç (öüñôéóç)
ðïõ áóêåßôáé ðÜíù óôï õëéêü óçìåßï M. Èåùñïýìå ôþñá ôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóç ðoõ m = 2, c = 3
êáé k = 98 (óôéò óõíÞèåéò ìïíÜäåò). Ôüôå ç ðéï ðÜíù äéáöïñéêÞ åîßóùóç ðáßñíåé ôçí åîÞò ìïñöÞ:

2ü(t) + 3u̇(t) + 98u(t) = p(t). (2)

Óôç óõíÝ÷åéá èåùñïýìå üôé ç åîùôåñéêÞ äýíáìç (öüñôéóç) p(t) ðïõ áóêåßôáé ðÜíù óôï õëéêü
óçìåßï M Ý÷åé ôçí åîÞò Ýêöñáóç:

p(t) =
{

2t + ð, åÜí −ð ≤ t ≤ 0,

−2t + ð, åÜí 0 ≤ t ≤ ð.
(3)

Åðßóçò üôé åßíáé ðåñéïäéêÞ ìå ðåñßïäï 2ð, äçëáäÞ ìå p(t + 2kð) = p(t) ãéá áêÝñáéåò ôéìÝò ôïõ k.

Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ Sign ãéá ôï ðñüóçìï åíüò áñéèìïý. Ðéï óõãêåêñéìÝíá
íá äçëùèåß ç ðéï ðÜíù óõíÜñôçóç p(t) ùò åîÞò:

p[t_] := -2 t Sign[t] + ð

(Ôï ð ìå Esc p Esc, ðáñáêáëþ, Þ áðëÜ ìå ð áðü ôï Åëëçíéêü ðëçêôñïëüãéï.)

Ç ðáñïýóá Üóêçóç ìðïñåß íá ëõèåß êáé ôï ÷Ýñé [×] êáé ìå ôïí õðïëïãéóôÞ [Õ] ìå óýãêñéóç
ìÜëéóôá ôùí áðïôåëåóìÜôùí. Åðßóçò óå ðïëëÜ áðü ôá ðáñáêÜôù åñùôÞìáôá õðÜñ÷ïõí êáé
õðïäåßîåéò ãéá ôç ëýóç ôçò ìå ôç ÷ñÞóç ôçò Mathematica.

Êáôáñ÷Þí ðïéá åßíáé ç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôçò óõíáñôÞóåùò p(t) ìÝóá óôï äéÜóôçìá [−ð,ð];
Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ Plot. Óôç óõíÝ÷åéá æçôåßôáé ï õðïëïãéóìüò ôùí óõíôåëå-
óôþí an êáé bn ôçò óåéñÜò Fourier ôçò óõíáñôÞóåùò p(t) óôï ÷ñïíéêü äéÜóôçìá [−ð,ð] ìå âÜóç
ôïõò ãíùóôïýò ôýðïõò

a0 = 1
2ð

∫ ð

−ð
p(t) dt, an = 1

ð

∫ ð

−ð
p(t) cos nt dt, bn = 1

ð

∫ ð

−ð
p(t) sin nt dt ìå n = 1, 2, . . . . (4)

Ôé ðáñáôçñåßôáé ãéá ôïõò óõíôåëåóôÝò bn; (Ç áðÜíôçóç ìÝóá óôï notebook ðáñáêáëþ ìå Alt 7
Þ ìå Format -> Style -> Text), áí åßíáé äõíáôüí.) Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ áðëï-
ðïéÞóåùò Simplify. ¢ñá ðþò ìðïñïýí íá áðëïðïéçèïýí ïé ôýðïé ãéá ôïõò óõíôåëåóôÝò a0 êáé an
(ìå n = 1,2, . . . ); Óýìöùíá ìå áõôÜ æçôåßôáé ôþñá íá õðïëïãéóèïýí ïé óõíôåëåóôÝò a0 êáé an ìå
ôïí áñ÷éêü (ðéï ðÜíù) Þ ôïí áðëïðïéçìÝíï ó÷åôéêü ôýðï. Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ
Integrate, ðéï óõãêåêñéìÝíá (ãéá ôïõò óõíôåëåóôÝò an ìå n = 1, 2, . . . ),

a[n_] = (2/Pi) Integrate[p[t] Cos[n t], {t, 0, Pi}]

ÐáñáðÝñá, åÜí ÷ñåéÜæåôáé, íá ãßíåé êáé áðëïðïßçóç ôïõ áðïôåëÝóìáôïò ðïõ âñÝèçêå. Õðüäåéîç:
Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ Simplify. Ðïéåò åßíáé ïé ôéìÝò ôùí óõíôåëåóôþí an ãéá n = 1, 2, . . . , 15;
Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

Ac = Table[a[n], {n, 1, 15}]

Ðïéåò åßíáé ôþñá ïé áñéèìçôéêÝò ôéìÝò ôùí ðéï ðÜíù óõíôåëåóôþí; Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß
ç åíôïëÞ N, äçëáäÞ N[Ac]. ¢ñá ðïéá åßíáé ç ðñïóåããéóôéêÞ Ýêöñáóç p15(t) ôçò äõíÜìåùò p(t),
ç ïðïßá áóêåßôáé (óõãêåêñéìÝíá p15(t) ≈ p(t)) ìå üñïõò ìÝ÷ñé êáé äÝêáôçò ðÝìðôçò ôÜîåùò: cos 15t;
Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

p15 = Sum[a[n] Cos[n t], {n, 0, 15}]
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ÐáñáôÞñçóç: Õðåíèõìßæåôáé üôé óáí óýìâïëï ôïõ ðïëëáðëáóéáóìïý óôçMathematica óõíéóôÜôáé
íá ÷ñçóéìïðïéåßôáé ôï êåíü (space). Ìðïñåß üìùò íá ÷ñçóéìïðïéåßôáé êáé ôï áóôåñÜêé (*).

Áêïëïýèùò æçôåßôáé ç ãñáöÞ ôïõ ïìïãåíïýò ìÝñïõò de ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (2) õðü ôéò
ðáñïýóåò óõíèÞêåò. Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

de = 2 un’’[t] + 3 un’[t] + 98 un[t] == 0

Ðïéá åßíáé ç ëýóç áõôÞò ôçò ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò; Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìï-
ðïéçèåß ç åíôïëÞ DSolve, äçëáäÞ

sol1 = DSolve[de, un[t], t]

Ðïéá åßíáé ç áñéèìçôéêÞ Ýêöñáóç ôçò ßäéáò ëýóåùò; Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ N
(öõóéêÜ ìå ôï êáôÜëëçëï üñéóìá). Ôé ðáñáôçñåßôáé ùò ðñïò ôï áðïôÝëåóìá ôçò áðïóâÝóåùò
ðïõ õðÜñ÷åé; Åßíáé ëïãéêü áõôü; Óôç óõíÝ÷åéá èá åîåôáóèåß ìüíï ç ìåñéêÞ ëýóç (Þ åéäéêÞ ëýóç) ôçò
ìç ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò êáé èá áãíïçèåß ç ãåíéêÞ ëýóç ôïõ ïìïãåíïýò ìÝñïõò ôçò,
ôï ïðïßï áöïñÜ óôï ìåôáâáôéêü öáéíüìåíï). Åßíáé åðéôñåðôü áõôü; Ðüôå íáé êáé ðüôå ü÷é;

¢ñá ìðïñïýìå íá èåùñÞóïõìå ôç óåéñÜ Fourier ôçò óõíáñôÞóåùò p(t) üñï ðñïò üñï óôï äåîéü
ìÝëïò ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (2). (Óçìåéþíåôáé üôé õðÜñ÷ïõí ìüíï óõíçìéôïíéêïß üñïé an cos nt.)
Äå÷üìáóôå ó÷åôéêÞ ìåñéêÞ (Þ åéäéêÞ) ëýóç ôçò áíôßóôïé÷çò ìç ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò

2ün(t) + 3u̇n(t) + 98un(t) = an cos nt ìå n = 1, 2, . . . (5)
ôçò ìïñöÞò

up(t) = An cos nt + Bn sin nt. (6)

Áðáéôåßôáé óô’ áëÞèåéá êáé ï çìéôïíéêüò üñïò Bn sin nt; Ãéáôß; (Ç áðÜíôçóç ìÝóá óôï notebook ìå
Alt 7 Þ ìå Format -> Style -> Text). Ðïéá ôåëéêÞ Ýêöñáóç Ý÷ïõìå åðïìÝíùò ãéá ôïí õðïëïãéóìü
ôùí ðñïóäéïñéóôÝùí óõíôåëåóôþí An êáé Bn ôçò ìåñéêÞò (Þ åéäéêÞò) ëýóåùò up(t) ôçò ðáñáðÜíù
äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò, üðïõ ç åîùôåñéêÞ äýíáìç (ç öüñôéóç) p(t) óôï äåîéü ìÝëïò áíáëýèçêå Þäç
óå óåéñÜ Fourier, óõíçìéôïíéêÞ åí ðñïêåéìÝíù. Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

up[t_] = An Cos[n t] + Bn Sin[n t]

êáé ðáñáðÝñá ç åíôïëÞ

eqn = Simplify[de = 2 up’’[t] + 3 up’[t] + 98 up[t] == an Cos[n t]]

ÁðïìÝíåé íá âñåèïýí ïé óõíôåëåóôÝò An êáé Bn, þóôå ôüóï ï óõíïëéêüò óõíçìéôïíéêüò üóï êáé
ï óõíïëéêüò çìéôïíéêüò óõíôåëåóôÞò íá åßíáé ßóïé ìå ìçäÝí. Õðüäåéîç:Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

sol2 = Simplify[Solve[{eqn /. Cos[n t] -> 0, eqn /. Sin[n t] -> 0, {An, Bn}]]

Áðü ôï ó÷åôéêü áðïôÝëåóìá ðáñáôçñïýìå ôéò åêöñÜóåéò ãéá ôïõò óõíôåëåóôÝò An êáé Bn óôç
ìÝèïäï ôùí ðñïóäéïñéóôÝùí óõíôåëåóôþí ãéá äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò. Ôï åýñïò Cn ãéá êÜèå êõêëéêÞ
óõ÷íüôçôá äßíåôáé ðñïöáíþò áðü ôïí ôýðï

Cn =
√
A2
n + B2

n ìå n = 1, 2, . . . . (7)

ÅðïìÝíùò ìðïñïýìå íá õðïëïãßóïõìå áñéèìçôéêÜ ôïõò óõíôåëåóôÝò áõôïýò Cn, ð.÷. ôïõò 15
ðñþôïõò óõíôåëåóôÝò. Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

Cn = Table[Sqrt[Anˆ2 + Bnˆ2] /. sol2, {n, 1, 15}]

(ÐáñáôÞñçóç: H åíôïëÞ /.sol2 õðïäçëþíåé ôéò áíôéêáôáóôÜóåéò ðïõ áíáöÝñïíôáé óôçí Ýêöñáóç
sol2.) ÅðïìÝíùò ôþñá ìðïñåß íá âñåèåß ç ãåíéêÞ Ýêöñáóç ôçò ìåñéêÞò (Þ åéäéêÞò) ëýóåùò un(t) ôçò
ìç ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (5). Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

f = Simplify[(An /. sol2) Cos[n t] + (Bn /. sol2) Sin[n t]]
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Ôþñá ðéá ìðïñïýìå íá ðÜñïõìå êáé ôéò óõãêåêñéìÝíåò åêöñÜóåéò ôùí óõíáñôÞóåùí un(t).
Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ

{u1 = f /. n -> 1 // N, u2 = f /. n -> 2 // N, u3 = f /. n -> 3 // N, u4 = f /. n -> 4 // N,
u5 = f /. n -> 5 // N, u6 = f /. n -> 6 // N}

Ìðïñåß íá ãñáöåß áðëïýóôåñá ç ðéï ðÜíù åíôïëÞ;

Ç ôåëéêÞ áðüêñéóç u(t) ôïõ ìç÷áíéêïý óõóôÞìáôüò ìáò Ý÷åé åðïìÝíùò âñåèåß ðñïóåããéóôéêÜ.
Ðáñáäåßãìáôïò ÷Üñç, ìå üñïõò ìÝ÷ñé êáé Ýêôçò ôÜîåùò ìÝóù ôçò åíôïëÞò

response = Simplify[u1 + u2 + u3 + u4 + u5 + u6]

(Ðþò ìðïñåß íá ãñáöåß áðëïýóôåñá ç ßäéá åíôïëÞ;)

[Y] ÁðïìÝíåé ç ó÷åäßáóç ôïõ áðïôåëÝóìáôïò áõôïý. Èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôï äéÜóôçìá
[−3ð, 3ð]. Æçôåßôáé ç ó÷åäßáóç ôçò áðïêñßóåùò (ìåôáôïðßóåùò êáôÜ ìÞêïò ôïõ Üîïíá Ou) u(t)
(ðñïóåããéóôéêÜ âÝâáéá). Õðüäåéîç: Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åíôïëÞ ó÷åäéÜóåùò

Plot[response, {t, -3 Pi, 3 Pi}]

ÏÌÁÄÁ ÅÌÉÉ-M

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉ-M1 ([X êáé Y] Ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace, Ìåôáó÷çìáôéóìüò Fourier, Áñìï-
íéêüò ÔáëáíôùôÞò ìå Éîþäç Áðüóâåóç, ÓõíÜñôçóç ÌåôáöïñÜò, ÌéãáäéêÞ ÓõíÜñôçóç Áðïêñß-
óåùò, Ðåäßá ×ñüíïõ êáé Óõ÷íüôçôáò): (á) Ãéá ìéá óõíÜñôçóç u(t) æçôïýíôáé (ìå ôç ÷ñÞóç ôùí äýï
åíôïëþí LaplaceTransform êáé FourierTransform) ïé ìåôáó÷çìáôéóìïß Laplace êáé Fourier ôçò ðñþ-
ôçò êáé ôçò äåýôåñçò ðáñáãþãïõ ôçò u̇(t) êáé ü(t) áíôßóôïé÷á. Ôé ðáñáôçñåßôáé; (â) Èåùñïýìå ôçí
êëáóéêÞ óõíÞèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç de ôïõ áñìïíéêïý ôáëáíôùôÞ ìå éîþäç áðüóâåóç (óýóôçìá
ìÜæáò--åëáôçñßïõ--áðïóâåóôÞñá)

mü(t) + cu̇(t) + ku(t) = p(t)

(ìå t ôï ÷ñüíï). Ôé ðáñéóôÜíïõí ïé èåôéêÝò óôáèåñÝòm, c êáé k óôï áñéóôåñü ìÝëïò; Ç Üãíùóôç óõ-
íÜñôçóç u(t); Ç ãíùóôÞ óõíÜñôçóç p(t) óôï äåîéü ìÝëïò; (ã) Ìå åöáñìïãÞ ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý
Laplace íá õðïëïãéóèåß ç óõíÜñôçóç ìåôáöïñÜòGL(s) = 1/ZL(s) ôïõ ìç÷áíéêïý áõôïý óõóôÞìáôïò.
ÅðïìÝíùò ãéá ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace PL(s) ôçò ãíùóôÞò óõíáñôÞóåùò p(t) (ôçò åîùôåñéêÞò äõíÜ-
ìåùò, ôçò öïñôßóåùò) ðïéïò åßíáé ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace UL(s) ôçò áðïêñßóåùò (response) ôïõ
ìç÷áíéêïý óõóôÞìáôïò ìå ãíùóôÝò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò u(0) = u0 êáé u̇(0) = v0; (ä) Ôþñá ìå åöáñìïãÞ
ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Fourier (äõóôõ÷þò ü÷é áõôüìáôá óôç Mathematica) æçôåßôáé íá õðïëïãéóèåß
ç ìéãáäéêÞ óõíÜñôçóç áðïêñßóåùò GF(ù) = 1/ZF(ù) ôïõ ßäéïõ ìç÷áíéêïý óõóôÞìáôïò, ðïõ åßíáé
âÝâáéá óõíÜñôçóç ôïõ ù óôï ðåäßï ôçò óõ÷íüôçôáò ù, áóöáëþò ü÷é óôï ðåäßï ôïõ ÷ñüíïõ t.
ÅðïìÝíùò ãéá ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier PF(ù) ôçò ãíùóôÞò óõíáñôÞóåùò p(t) ðïéïò åßíáé ï ìåôá-
ó÷çìáôéóìüò Fourier UF(ù) ôçò áðïêñßóåùò (response) ôïõ ìç÷áíéêïý óõóôÞìáôïò; Áðáéôïýíôáé
áñ÷éêÝò óõíèÞêåò êáé óôï ìåôáó÷çìáôéóìü Fourier; Ãéáôß áõôÞ ç äéáöïñÜ áðü ôï ìåôáó÷çìáôéóìü
Laplace; (å) Íá óõãêñéèïýí ïé ÷ñÞóåéò ôùí ìåôáó÷çìáôéóìþí Laplace êáé Fourier óôçí ðáñïýóá
åöáñìïãÞ óå êëáóéêÜ ìç÷áíéêÜ óõóôÞìáôá åíäéáöÝñïíôïò ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý.

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉ-M2 ([Õ] Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí: Äïêïß): Åäþ åîåôÜæïõìå ðñüâïëï ìÞêïõò L
(ìå 0 ≤ x ≤ L) êáé äõóêáìøßáò ÅÉ õðü óôáèåñÞ öüñôéóç p0. ¢ãíùóôç óõíÜñôçóç åßíáé åäþ ôï
âÝëïò êÜìøåùò v(x). Æçôïýíôáé: (1) Ç ó÷åôéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôåôÜñôçò ôÜîåùò beamde êáé
(2) ïé áíôßóôïé÷åò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò bcs. (3) ¼ëåò ìáæß ïé åîéóþóåéò áõôÝò eqs. (4) Ç ëýóç
ôïõò sol êáé (5) ç ó÷åôéêÞ óõíÜñôçóç vs(x) (ìå áðëïðïßçóç). (6) Ç åðáëÞèåõóç ôçò ëýóåùò sol êáé
ç Ýîïäïò (output) ôçò ó÷åôéêÞò åíôïëÞò. (7) Óå ëßóôá ïé óõíáñôÞóåéò ãéá ôç ãùíßá óôñïöÞò è(x),
ôçí êáìðôéêÞ ñïðÞ M(x) êáé ôçí ôÝìíïõóá (äéáôìçôéêÞ) äýíáìç Q(x) (ìå áðëïðïßçóç).
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ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉ-M3 ([Õ] Ôáëáíôþóåéò): Åäþ èåùñïýìå ìïíïâÜèìéï áñìïíéêü ôáëáíôùôÞ õëéêïý
óçìåßïõ--åëáôçñßïõ éäéïóõ÷íüôçôáò ù0 ÷ùñßò áðüóâåóç êáé óå åîáíáãêáóìÝíç ôáëÜíôùóç õðü
öüñôéóç (åîùôåñéêÞ äýíáìç) p(t). Æçôïýíôáé: (8) Ç ó÷åôéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç vde êáé ç (9) äÞ-
ëùóç ìå ôï óýìâïëï ics ôùí áñ÷éêþí óõíèçêþí u(0) = u0 êáé u̇(0) = v0 óå ìïñöÞ äçëþóåùí ôéìþí
(ü÷é åîéóþóåùí!). Èåùñïýìå ôþñá ôéò Ýîé åîùôåñéêÝò öïñôßóåéò

p1(t) = p0 cosù0t, p2(t) = p0 sin (ù0t − á), p3(t) = p0eiùt,

p4(t) = p0 + p1t + p2t2 + p3t3, p5(t) = p0 t cosùt êáé p6(t) = p0 t cosù0t

(ìå ù �= ù0). Æçôïýíôáé áðëÜ ïé õðïèÝóåéò (10) up1(t), (11) up2(t), (12) up3(t), (13) up4(t), (14) up5(t)
êáé (15) up6(t) ðïõ ðñÝðåé íá ãßíïõí ãéá ôéò áíôßóôïé÷åò ìåñéêÝò (Þ åéäéêÝò) ëýóåéò up(t) óýìöùíá
ìå ôç ãíùóôÞ ìáò ìÝèïäï ôùí ðñïóäéïñéóôÝùí óõíôåëåóôþí. (16) Óå ó÷üëéï comment1 ðïéåò
Üëëåò ìÝèïäïé èá ìðïñïýóáí íá åöáñìïóèïýí; Óôç óõíÝ÷åéá æçôïýíôáé åðßóçò: (17) ï ìåôáó÷ç-
ìáôéóìüò Laplace lt ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò vde, (18) ç ëýóç sol ôçò áëãåâñéêÞò åîéóþóåùò ðïõ
ðñïêýðôåé, (19) ï áíôßóôñïöïò ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace ilt, (20) ç óõíÜñôçóç us(t) ãéá ôç ëýóç
ôïõ ðñïâëÞìáôïò áõôïý, (21) ç åðáëÞèåõóç ver1 ôùí áñ÷éêþí óõíèçêþí êáé (22) ver2 ôçò äéá-
öïñéêÞò åîéóþóåùò (ìå áðëïðïßçóç). Áðü ôçí ðáñáðÜíù ëýóç us(t) æçôïýíôáé ìåôÜ ïé ëýóåéò
(23) ãéá p(t) = p0, (24) ãéá p(t) = p0e−ct êáé (25) ãéá p(t) = p0 cosù0t (êáé ïé ôñåéò ìå áðëïðïéÞóåéò).

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉ-M4 ([Õ] Ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace): Èåùñïýìå ôï ãíùóôü ìåôáó÷çìáôéóìü
Laplace. Æçôïýíôáé: (26) Ç äÞëùóç ôçò åíôïëÞò õðïëïãéóìïý ôïõ óôçMathematica ìå ôï óýìâïëï L
áíôß ãéá ôï óýìâïëï LaplaceTransform. (Áðü ’äþ êáé ðÝñá æçôåßôáé ç óõíå÷Þò ÷ñÞóç ôïõ óõìâüëïõ
áõôïý L.) (27) Ëßóôá ìå äýï óôïé÷åßá: (i) ôç öñÜóç «ÃñáììéêÞ éäéüôçôá» êáé ôçí éäéüôçôá áõôÞ,
þóôå íá ðñïêýøåé áðïôÝëåóìá True (áëçèÞò). ÁíÜëïãá ãéá ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace (28) ôçò
äåõôÝñáò ðáñáãþãïõ êáé (29) ôçò ôåôÜñôçò ðáñáãþãïõ åðáñêþò ðáñáãùãßóéìçò óõíáñôÞóåùò
u(t), (30) ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace ïëïêëçñþìáôïò êáé (31) ôïõ èåùñÞìáôïò ôçò óõíåëßîåùò.
(32) Ðßíáêáò TableOfDerivatives ôùí äÝêá ðñþôùí ðáñáãþãùí ðáñáãùãßóéìçò óõíáñôÞóåùò
u(t) êáé (33) ëßóôá ìå ôïõò áíôßóôïé÷ïõò ìåôáó÷çìáôéóìïýò Laplace.

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉ-M5 ([Õ] ÓõóôÞìáôá Äéáöïñéêþí Åîéóþóåùí): Èåùñïýìå åäþ ôï óýóôçìá ôùí
ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí:

ẋ(t) = x(t) + 2y(t) êáé ẏ(t) = 4x(t) + 3y(t)

ìå ôéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò x(0) = x0 êáé y(0) = y0. Æçôïýíôáé: Ç äÞëùóç (34) ôùí äéáöïñéêþí
åîéóþóåùí ìå ôï óýìâïëï sde êáé (35) ôùí áñ÷éêþí óõíèçêþí ìå ôï óýìâïëï ics. Óôç óõíÝ÷åéá
(36) ç Üìåóç ëýóç sol áõôïý ôïõ ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêþí ôéìþí (ìå ðëÞñç áðëïðïßçóç), (37) ïé
áíôßóôïé÷åò óõíáñôÞóåéò xs(t) êáé ys(t) óå ëßóôá êáé (38) ç åðáëÞèåõóç ver ôüóï ôùí äéáöïñéêþí
åîéóþóåùíüóï êáé ôùíáñ÷éêþíóõíèçêþí (ìå ìßá åíôïëÞ êáé áðëïðïßçóç). ÌåôÜ (39) íá äçëùèïýí
ïé ôéìÝò x0 = 3 êáé y0 = 1 óáí áíôéêáôáóôÜóåéò ìå ôï óýìâïëï values êáé (40) íá ó÷åäéáóèåß
ç áíôßóôïé÷ç ëýóç xs(t) êáé ys(t) ìå ôßôëï «SOLUTION OF THE SYSTEM» êáé Üîïíåò t êáé x, y.

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉ-M6 ([Õ] Ôáëáíôþóåéò): Æçôïýíôáé: (41) Íá äçëùèåß ï ðßíáêáò ôùí åííÝá óõ-
íáñôÞóåùí x3k ìå k = 0, 1, . . . , 8 óå ëßóôá list. (42) Óôç óõíÝ÷åéá ìå ìéá óýíôïìç åíôïëÞ íá õðï-
ëïãéóèïýí (43) ôï ìçôñþïWmat ôçò áíôßóôïé÷çò ïñßæïõóáò Wronski W êáé ìåôÜ (44) ç ßäéá ç ïñß-
æïõóá Wronski W . Èåùñïýìå ôþñá ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôïõ ìïíïâÜèìéïõ ôáëáíôùôÞ õëéêïý
óçìåßïõ--åëáôçñßïõ--áðïóâåóôÞñá ìå éó÷õñÞ áðüóâåóç óå åëåýèåñåò ôáëáíôþóåéò ìå óôáèåñÝòù0

êáé î. Æçôïýíôáé: (45) Ç äÞëùóÞ ôçò ìå ôï óýìâïëï vde êáé (46) ôùí áñ÷éêþí óõíèçêþí u(0) = u0

êáé u̇(0) = v0 (óáí åîéóþóåùí) ìå ôï óýìâïëï ics. (47) Ç ëýóç sol ôïõ ðñïâëÞìáôïò áõôïý (ìå
ðëÞñç áðëïðïßçóç) êáé (48) ç ó÷åôéêÞ óõíÜñôçóç us(t) ìå ÷ñÞóç êáé ôïõ óõìâüëïõ aD = ù0

√
î2 − 1

(ìå êáôÜëëçëç áíôéêáôÜóôáóç). Íá õðïëïãéóèïýí ïé äýï óõíáñôÞóåéò (49) u1(t) êáé (50) u2(t) ðïõ
ðïëëáðëáóéÜæïõí ôéò áñ÷éêÝò ôéìÝò u0 êáé v0 áíôßóôïé÷á óôç ëýóç êáé (51) íá áðïäåé÷èåß ç ãñáììéêÞ
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áíåîáñôçóßá ôïõò ìå ÷ñÞóç êáôÜëëçëçò ïñßæïõóáò W . ÔÝëïò óå ó÷üëéá comment2 êáé comment3
íá ãñáöïýí ôá ãåíéêÜ óõìðåñÜóìáôá ðïõ ìðïñïýí íá åîá÷èïýí áðü ôçí ïñßæïõóá W (52) ãåíéêÜ
êáé (53) ãéá ëýóåéò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò.

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉ-M7 ([Õ] Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí: Äïêïß): Èåùñïýìå ìéá óõíÞèç äïêü ìÞêïõò 2a
(a > 0) êáé äõóêáìøßáò ÅÉ ìå êÜèåôçöüñôéóçp(x). ¢ãíùóôçóõíÜñôçóç åßíáé ôï âÝëïò êÜìøåùò v(x)
ôçò äïêïý. Æçôïýíôáé: (54) Ç ó÷åôéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç bde. (55) Ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace lt
ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò bde (÷ùñßò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò) êáé (56) ç áðëïðïéçìÝíç ãñáöÞ ôïõ
lt1 ìå ôç ÷ñÞóç ôùí óõìâüëùí V (s) = L{v(x)} êáé P(s) = L{p(x)}. (57) Ç ëýóç sol1 ôçò áëãåâñéêÞò
åîéóþóåùò lt1 êáé (58) ç ëýóç sol ôçò áíôßóôïé÷çò åîéóþóåùò lt. (59) Óôç óõíÝ÷åéá áðü ôç ëýóç
sol ôï âÝëïò êÜìøåùò vs(x) ÷ùñßò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò êáé õðü áõèáßñåôç öüñôéóç p(x). (60) Ôþñá
ç äÞëùóç subs1 áíôéêáôáóôÜóåùí ôùí áñ÷éêþí ôéìþí v(0), v′(0), v′′(0) êáé v′′′(0) ìå êáôÜëëçëç
÷ñÞóç ãíùóôþí ôéìþí v0, è0, M0 êáé Q0 ãéá x = 0. (61) Óå ó÷üëéï comment4 ôé äçëþíåé êáèåìéÜ
áðü ôéò ôÝóóåñéò áõôÝò ôéìÝò; Óå ó÷üëéá comment5 êáé comment6 áðü ðïéïõò áðëïýò ôýðïõò
ìðïñïýí íá õðïëïãéóèïýí ïé ðïóüôçôåò (62)Ì0 êáé (63)Q0 ãéáðñüâïëï ìåðÜêôùóç óôï áñéóôåñü
Üêñï ôïõ x = 0; (64) Ôþñá æçôåßôáé íá îáíáãñáöåß ç ëýóç vs(x) óáí vs1(x) ìå ôéò áíôéêáôáóôÜóåéò
subs1 êáé ôç ÷ñÞóç êáé ôçò åíôïëÞò Apart êáé óôç óõíÝ÷åéá (65) íá ãßíåé åðáëÞèåõóç ver1 ôçò
ëýóåùò vs1(x) ùò ðñïò ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç bde. (66) Óå ëßóôá íá õðïëïãéóèïýí ïé ôéìÝò ôçò
óõíáñôÞóåùò vs1(x) êáé ôùí ôñéþí ðñþôùí ðáñáãþãùí ôçò ãéá x = 0. Èåùñïýìå ôþñá ôç
öüñôéóç p(x) ôçò äïêïý üôé áðïôåëåßôáé áðü ìéá ïìïéüìïñöç êáôáíåìçìÝíç öüñôéóç p0 êáé äýï
óõãêåíôñùìÝíáöïñôßá P1 êáé P2 óôï ìÝóïí ôçò äïêïý êáé óôï äåîéü Üêñï ôçòáíôßóôïé÷á. Æçôïýíôáé
åðßóçò: (67) Ç äÞëùóç ôçò ùóôéêÞò óõíáñôÞóåùò ä(x) ôïõ Dirac ìå ôï óýìâïëï ä. (68) Ç äÞëùóç
ôçò ðéï ðÜíù öïñôßóåùò ôçò äïêïý óáí p1(x) êáé (69) ç áíôßóôïé÷ç ìïñöÞ bde1 ôçò äéáöïñéêÞò
åîéóþóåùò bde. (70) Ìå ôï óýìâïëï subs2 ç äÞëùóç ôùí áíôéêáôáóôÜóåùí H(a) → 1, H(2a) → 1
êáé Ç(x − 2a) → 0 ãéá ôç âçìáôéêÞ óõíÜñôçóç ôïõ Heaviside H(x) åéäéêÜ óôï ðáñüí ðñüâçìá
äïêïý ìå 0 ≤ x ≤ 2a. (71) Ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò bde1 ìå ôéò
áíôéêáôáóôÜóåéò subs1 êáé subs2, (72) ç ëýóç sol1 ôçò áëãåâñéêÞò åîéóþóåùò ðïõ ðñïêýðôåé êáé
(73) ôï âÝëïò êÜìøåùò vs1(x) õðü ôçí ðáñïýóá öüñôéóç p1(x) (ìå áðëïðïßçóç). (74) Óå äýï ó÷üëéá
comment7 êáé comment8 íá åîçãçèåß (75) ðïý õóôåñåß ç ëýóç áõôÞ vs1(x) ãéá ìéá óõãêåêñéìÝíç
äïêü (ð.÷. ãéá Ýíáí ðñüâïëï) êáé (76) ôé áêñéâþò ðñÝðåé íá êÜíåé ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò, þóôå íá
ìðïñÝóåé íá ôçí áîéïðïéÞóåé;

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉ-M8 ([Õ] ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí): Èåùñïýìå Ýíá äéþñïöï éäåáôü êôßñéï äéá-
ôìÞóåùò. Ìå ôéò óõíÞèåéò ðáñáäï÷Ýò ðñïêýðôïõí ïé åîÞò äýï óõæåõãìÝíåò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò
ùò ðñïò ôéò äýï Üãíùóôåò ïñéæüíôéåò ìåôáôïðßóåéò ôùí ïñüöùí u1(t) êáé u2(t):

4ü1(t) + 221ù2
0u1(t) − 125ù2

0u2(t) = 0 êáé 3ü2(t) − 125ù2
0u1(t) + 125ù2

0u2(t) = 0.

(Ôï ù0 åßíáé ãíùóôÞ óôáèåñÜ.) Æçôïýíôáé: (77) Ç äÞëùóç ôïõ óõóôÞìáôïò áõôþí ôùí ãñáììé-
êþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí óáí bdes. (78) Ç äÞëùóç ôïõ óõìâüëïõ c = cos (ùt − á). (79) Óå
ëßóôá ç äÞëùóç äýï äïêéìáóôéêþí óõíáñôÞóåùí u10(t) êáé u20(t) ãéá ôç ÷ñÞóç ôçò ìåèüäïõ ôçò
ôñéãùíïìåôñéêÞò áíôéêáôáôáóôÜóåùò ìå âÜóç ôï c êáé (80) ç ìïñöÞ baes ðïõ ðáßñíåé ôþñá ôï
óýóôçìá bdes. (81) Óôç óõíÝ÷åéá áðü ôéò åîéóþóåéò baes ç åýñåóç ôùí ãñáììéêþí áëãåâñéêþí
åîéóþóåùí (82) eq1 êáé (83) eq2 (ìå áðëïðïéÞóåéò). Ôþñá (84) ç êáôåõèåßáí ãñáöÞ ôçò åîéóþóåùò
éäéïóõ÷íïôÞôùí FrequencyEquation1 ìå ôç ÷ñÞóç ïñßæïõóáò êáé (85) ç ëýóç ôçò sol (ìå äåêáäéêÝò
ðñïóåããßóåéò). Óå ó÷üëéá comment9 êáé comment10 (86) ðüóåò åßíáé ïé ëýóåéò ôçò åîéóþóåùò
FrequencyEquation1 êáé (87) ðüóåò áðü áõôÝò åßíáé äåêôÝò óôï äéþñïöï êôßñéü ìáò; (88) ÁõôÝò
ðïõ äåí åßíáé áðïäåêôÝò ãéá ðïéï ëüãï áðïññßðôïíôáé; (89) Áí ãíùñßæáìå ôá ìçôñþá ìÜæáòM êáé
äõóêáìøßáò K, íá ãñáöåß ðÜëé ç åîßóùóç éäéïóõ÷íïôÞôùí. Óå ó÷üëéá comment11 êáé comment12
ðïéåò Üëëåò ìÝèïäïé èá ìðïñïýóáí íá ÷ñçóéìïðïéçèïýí (90) ãéá ôï ßäéï ðñüâëçìá êáé (91) ãéá ôï
êÜðùò äéáöïñåôéêü êáé ðñáêôéêÜ ðéï åíäéáöÝñïí ðñüâëçìá ôçò óåéóìéêÞò öïñôßóåùò ôïõ êôéñßïõ;
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ÅÖÁÑÌÏÓÌÅÍÅÓ ÁÓÊÇÓÅÉÓ ÉÉ:
ÏÌÁÄÅÓ ÁÓÊÇÓÅÙÍ

ÌÅ ËÕÓÅÉÓ ÔÏÕÓ ÓÅ NOTEBOOKS

Ôá äýï ðñïçãïýìåíá ìÝñç áõôïý ôïõ ôåý÷ïõò ôùí ÅöáñìïóìÝíùí Ìáèçìáôéêþí ÉÉ ãéá Ðï-
ëéôéêïýò Ìç÷áíéêïýò ðåñéåëÜìâáíáí åêöùíÞóåéò åöáñìïóìÝíùí áóêÞóåùí óôçí ÅðéóôÞìç ôïõ
Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý ÷ùñßò ôéò ëýóåéò ôïõò. Åðßóçò óôï êýñéï ôåý÷ïò ôïõ ßäéïõ äéäáêôéêïý óõã-
ãñÜììáôïò, ÅöáñìïóìÝíá ÌáèçìáôéêÜ ÉÉ ãéá Ðïëéôéêïýò Ìç÷áíéêïýò, ðÝñá áðü ôç èåùñßá Ý÷ïõí
óõìðåñéëçöèåß êáé ðïëëÝò ðëÞñùò ëõìÝíåò åöáñìïãÝò ôçò ÷ùñßò üìùò ôç ÷ñÞóç ôïõ õðïëïãéóôÞ.

¢ñá õðÜñ÷åé Ýëëåéøç ëõìÝíùí áóêÞóåùí ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ õðïëïãéóôÞ êáé åäþ ôïõ ðñïãñÜì-
ìáôïò óõìâïëéêþí õðïëïãéóìþí (êáé ü÷é ìüíï . . . ) Mathematica åííïåßôáé ðÜíôïôå óôçí ÅðéóôÞìç
ôïõ ÐïëéôéêïýÌç÷áíéêïý. ÁõôÞ ç Ýëëåéøç åðéäéþêåôáé íá êáëõöèåß óôï ðáñüí ìÝñïò ôïõ ôåý÷ïõò.

ÓõãêåêñéìÝíá óôï ìÝñïò áõôü ðåñéëáìâÜíïíôáé ïêôþ åêôåíåßò ïìÜäåò áóêÞóåùí (ìå 57 áóêÞ-
óåéò) ðïõ åßíáé ðñïóáíáôïëéóìÝíåò óôç ëýóç ôïõò ìå ôç Mathematica. ÌåôÜ ôéò åêöùíÞóåéò ôùí
áóêÞóåùí áêïëïõèïýí ïé ëýóåéò ôïõò óå notebooks ôçò Mathematica, åäþ ìå ÷ñÞóç ôçò Ýêäïóçò
(version) 4.1 ôçò Mathematica, ìå ôçí ðëÞñç ðáñÜèåóç ôùí notebooks áõôþí (êáé åíôïëþí êáé
åîüäùí ôçò Mathematica) êáé ü÷é áðëÜ õðïäåßîåùí. Ðñüêåéôáé ãéá ðÜíù áðü 700 åíôïëÝò ôçò
Mathematica, ðïõ áíôéóôïé÷ïýí óôá åñùôÞìáôá ôùí åêöùíÞóåùí ìáæß ìå ôéò ó÷åôéêÝò åîüäïõò
ôçò Mathematica. ÌåñéêÝò áðü ôéò åíôïëÝò áõôÝò (ü÷é üìùò ðïëëÝò) åßíáé ó÷üëéá ðïõ Ý÷ïõí óáí
óôü÷ï íá êáôáíïçèïýí Ýííïéåò ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý. ¸ôóé êé áëëéþò ó÷åäüí üëåò ïé áóêÞóåéò
(ãéá ôçí áêñßâåéá ïé 55 áðü ôéò 57) åßíáé åöáñìïóìÝíåò óôçí ÅðéóôÞìç ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý.

Ìå ôïí ôñüðï ðïõ ðåñéãñÜöçêå, óôï ìÝñïò áõôü ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò Ý÷åé óôç äéÜèåóÞ
ôïõ ôéò ðëÞñåéò ëýóåéò ìå ôç Mathematica ðÜñá ðïëëþí åöáñìïóìÝíùí áóêÞóåùí ôçò åðéóôÞìçò
ôïõ áêñéâþò üðùò ïé ëýóåéò áõôÝò ðñïêýðôïõí ìå ôç Mathematica óôá notebooks, äçëáäÞ ÷ùñßò
êáìßá áðïëýôùò áëëïßùóÞ ôïõò áðü ôï ãñÜöïíôá. Ç âáóéêÞ éäÝá åßíáé íá ãßíåôáé ç ðñïóðÜèåéá
åðéëýóåùò ôùí åöáñìïóìÝíùí áóêÞóåùí áðü ôï öïéôçôÞ/ôç öïéôÞôñéá Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü óôïí
õðïëïãéóôÞ êáé óå ðåñßðôùóç äõóêïëßáò Þ ãéá ôçí åðáëÞèåõóç ôùí áðïôåëåóìÜôùí ðïõ âñßóêï-
íôáé íá åëÝã÷ïíôáé ïé áðáíôÞóåéò óôá notebooks ôá ïðïßá áêïëïõèïýí ôçí êÜèå ïìÜäá áóêÞóåùí.

Åíôïýôïéò ðñÝðåé íá ïìïëïãçèåß ðùò êé ç ìåëÝôç ôùí ßäéùí ôùí notebooks ÷ùñßò Üìåóç ÷ñÞóç
ôïõ õðïëïãéóôÞ (Þ/êáé ìå ÷ñÞóç ôïõ õðïëïãéóôÞ) Ý÷åé êé áõôÞ áñêåôÜ íá ðñïóöÝñåé óôï öïéôçôÞ/
óôç öïéôÞôñéá Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü óôéò ãíþóåéò ôïõ/ôçò óôçí åðéóôÞìç ôïõ/ôçò óå óõíäõáóìü
ìå ôç Mathematica. ÌåôÜ áðü ìéá ôÝôïéá ìåëÝôç èá ìðïñÝóåé óßãïõñá íá áíôéìåôùðßóåé ìüíïò
ôïõ/ìüíç ôçò ôéò ßäéåò áóêÞóåéò Þ/êáé Üëëåò áóêÞóåéò, üðùò ôéò õðïëïãéóôéêÝò áóêÞóåéò (ìå ôï óýì-
âïëï [Õ]) ôïõ ðñïçãïýìåíïõ ìÝñïõò áõôïý ôïõ ôåý÷ïõò, Ý÷ïíôáò áõîçìÝíåò åìðåéñßá êáé ãíþóåéò
êáé áóöáëþò ìå ðïëý ìåãáëýôåñç åðéôõ÷ßá. Áò ìçí åßìáóôå ëïéðüí åíôåëþò áíôßèåôïé ìå ôç ìåëÝôç
ôùí notebooks ðïõ åðéóõíÜðôïíôáé óôéò åêöùíÞóåéò ôùí ïìÜäùí ôùí áóêÞóåùí áêüìç êáé ÷ùñßò
ôçí ôáõôü÷ñïíç ÷ñÞóç ôïõ õðïëïãéóôÞ áðëÜ ãéá åîïéêåßùóç ìå ôéò ìåèüäïõò ðïõðáñïõóéÜæïíôáé.

ÔÝëïò åßíáé ðñïöáíÝò, áëë’ áò óçìåéùèåß, üôé ï öïéôçôÞò/ç öïéôÞôñéá ÐïëéôéêüòÌç÷áíéêüò ðïõ
èá ðñïóðáèÞóåé íá åðéëýóåé ôéò ðáñïýóåò ïìÜäåò áóêÞóåùí ìå ôç âïÞèåéá êáé ôùí notebooks
ðïõ ôéò áêïëïõèïýí èá ðñÝðåé íá åßíáé áðü ðñéí åîïéêåéùìÝíïò/åîïéêåéùìÝíç ìå ôç Mathematica.



134 (ÁóêÞóåéò) ÅÖÁÑÌÏÓÌÅÍÅÓ ÁÓÊÇÓÅÉÓ ÊÁÉ NOTEBOOKS II ÃÉÁ ÐÏËÉÔÉÊÏÕÓ ÌÇ×ÁÍÉÊÏÕÓ:

ÁÓÊÇÓÅÉÓ TOY NOTEBOOK ÅÌÉÉ-MÁ

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉ-ÌÁ1 (ÐåñéâáëëïíôéêÞ Ìç÷áíéêÞ: Êáèáñéóìüò Íåñïý): Êáôáñ÷Þí íá ãñáöåß
(1) ëßóôá äýï åíôïëþí ãéá ôç ìç åìöÜíéóç ðñïåéäïðïéÞóåùí ãéá ðéèáíÜ ïñèïãñáöéêÜ ëÜèç ôýðùí
spell êáé spell1. Èåùñïýìå ôþñá áíôéäñáóôÞñá êáèáñéóìïý íåñïý ðëÞñïõò áíáìßîåùò êáé áóõíå-
÷ïýò ôñïöïäïôÞóåùò (áíôéäñáóôÞñáò CMBR) ìå áðïäüìçóç ðñþôçò ôÜîåùò ñýðïõ Á óôï íåñü ìå
ãíùóôÞ óôáèåñÜ k ôïõ ñõèìïý áðïäïìÞóåùò ôïõ ñýðïõ A. ¢ãíùóôç åßíáé ç óõãêÝíôñùóç c(t) ôïõ
ñýðïõAìå áñ÷éêÞ ôéìÞ c(0) = c0. (2) Æçôåßôáé ç ó÷åôéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóçde. Ôþñá åöáñìüæïõìå
ôç ìÝèïäï ôùí äéáäï÷éêþíðñïóåããßóåùí ôïõ Picard. Æçôïýíôáé: (3) Ç áñ÷éêÞ ìçäåíéêÞðñïóÝããéóç
óáí óõíÜñôçóç c[0, t] (ôï t ìå ðáýëá óôïí ïñéóìü ôçò). (4) Ïé åðüìåíåò äÝêá ðñïóåããßóåéò c[n, t]
(ôï t ìå ðáýëá óôïõò ïñéóìïýò ôïõò) ìå ÷ñÞóç êáôÜëëçëçò åíôïëÞò (ü÷é ìßá--ìßá óõíÜñôçóç!) êáé ìå
ðáñáãïíôïðïßçóç. (5) ÁðëÜ áíáöïñÜ ôçò óõíáñôÞóåùò c10(t) ðïõ Þäç ïñßóèçêå êáé (6) ïíïìáóßá
ôçò êáé óáí c10a[t]. (7) Ç óåéñÜ Maclaurin c10b[t] ôçò åêèåôéêÞò óõíáñôÞóåùò c0e−kt ìå üñïõò
ìÝ÷ñé êáé t10 êáé (8) ç ôñïðïðïßçóÞ ôçò c10c[t] ÷ùñßò ôïí Ï-üñï ôçò êáé ìå ðáñáãïíôïðïßçóç.
(9) ÔÝëïò ç åðáëÞèåõóç ver üôé c10a(t) = c10c(t) (ìå áðëïðïßçóç) êáé (10) ó÷üëéï ãéáôß óõíÝâç áõôü.

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉ-ÌÁ2 (Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí: Äïêïß): Óôçí Ôå÷íéêÞ Èåùñßá ôçò ÊÜìøåùò óôç
Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí èåùñïýìå ôï áêüëïõèï ôñïðïðïéçìÝíï ðñüâëçìá ãéá ìéá áìößðáêôç óõ-
íÞèç äïêü. Ç áìößðáêôç áõôÞ äïêüò ìÞêïõò L (ìå 0 ≤ x ≤ L) êáé äõóêáìøßáò ÅÉ Ý÷åé ôéò óõíçèéóìÝ-
íåò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò óôï Ýíá Üêñï ôçò x = 0. Óôï Üëëï Üêñï ôçò x = L éó÷ýåé ìåí ç óõíïñéáêÞ
óõíèÞêç ãéá ôç óôñïöÞ ôçò, áëë’ ç óõíïñéáêÞ óõíèÞêç ãéá ôï âÝëïò êÜìøåþò ôçò Ý÷åé ôñïðïðïéç-
èåß óôç ìïñöÞ v(L) = d ìå ôï d ãíùóôÞ óôáèåñÜ. ÕðÜñ÷åé äçëáäÞ âÝëïò êÜìøåùò óôï Üêñï x = L
ôçò äïêïý ðáñÜ ôçí ðÜêôùóç ëüãù êÜèåôçò óôç äïêü ìåôáôïðßóåùò áõôïý ôïõ óçìåßïõ ðáêôþ-
óåùò x = L. Äåí ðñüêåéôáé âÝâáéá ãéá ôï êëáóéêü ðñüâëçìá ôçò áìößðáêôçò äïêïý! Ðñüêåéôáé
üìùò ãéá Ýíá åíäéáöÝñïí ðñüâëçìá ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý óå ðåñßðôùóç ìéáò êïëþíáò óå ìéá
êáôáóêåõÞ ðïõ åßíáé ðáêôùìÝíç óôï Ýäáöïò óôç èÝóç x = 0 êáé åðßóçò êáôÜ êÜðïéïí ôñüðï
«ðáêôùìÝíç» êáé óôçí ïñïöÞ, äçëáäÞ óôçí ðëÜêá ôïõ ïñüöïõ ðÜíù áðü ôçí êïëþíá. Óçìåéþ-
íåôáé åðßóçò üôé äåí õðÜñ÷åé êÜðïéá êáôáíåìçìÝíç öüñôéóç p(x) (Þ/êáé óõãêåíôñùìÝíá öïñôßá
Þ ñïðÝò) ðÜíù óôç äïêü. Ç êÜìøç ôçò ïöåßëåôáé áðïêëåéóôéêÜ óôçí êÜèåôç ìåôáôüðéóç v(L) = d
ôïõ Üêñïõ ôçò x = L ðïõ ðñïáíáöÝñèçêå. Åäþ æçôïýíôáé: (11) Ç ó÷åôéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôå-
ôÜñôçò ôÜîåùò BeamDifferentialEquationùò ðñïò ôï Üãíùóôï âÝëïò êÜìøåùò v(x) ôçò ðáñïýóáò
áìößðáêôçò äïêïý êáé (12) ïé ôÝóóåñéò ó÷åôéêÝò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò BeamBoundaryConditions.
(13) Ç ãåíéêÞ ëýóç BeamGeneralSolution ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò BeamDifferentialEquation êáé
(14) ç ó÷åôéêÞ óõíÜñôçóç vg(x) ãéá ôï âÝëïò êÜìøåùò. (15) Êáôåõèåßáí ôï ó÷åôéêü èåìåëéþäåò
óýóôçìá (Þ èåìåëéþäåò óýíïëï) ëýóåùí flist. (16) Íá õðïëïãéóèåß ç ëßóôá Dflist ôùí ðñþôùí ðá-
ñáãþãùí ôùí ôåóóÜñùí óõíáñôÞóåùí ôçò ëßóôáò flist. (17) Íá õðïëïãéóèåß ç ïñßæïõóáWronskiW
ãéá ôéò ôÝóóåñéò óõíáñôÞóåéò ôçò ëßóôáò flist êáé (18) óå ó÷üëéï comment íá åîçãçèåß ãéáôß åßíáé
ãñáììéêÜ áíåîÜñôçôåò. (19) Íá õðïëïãéóèåß ôï ìçôñþï matrix ðïõ áíôéóôïé÷åß óôçí ïñßæïõóá
Wronski W êáé (20) áðü áõôü îáíÜ ç ßäéá ïñßæïõóá W . (21) Ðïéåò åßíáé üëåò ìáæß ïé åîéóþóåéò (äéá-
öïñéêÞ åîßóùóç êáé óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò) Equations óôï ðáñüí ðñüâëçìá óõíïñéáêþí ôéìþí óå
äïêü; (22) Íá âñåèåß ç ëýóç BeamPartialSolution ôùí åîéóþóåùí Equations êáé áðü áõôÞí (23) ôï
áíôßóôïé÷ï âÝëïò êÜìøåùò vp(x) ôçò äïêïý (ìå ðáñáãïíôïðïßçóç). (24) Íá ãßíåé êáé ç åðáëÞèåõóç
Verification ôçò ëýóåùò ðïõ âñÝèçêå ùò ðñïò ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç êáé ôéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò.
(25) Óå ëßóôá BeamQuantities íá õðïëïãéóèïýí åðßóçò ç óôñïöÞ ôçò äïêïý è(x), ç êáìðôéêÞ ñïðÞ
(Þ ñïðÞ êÜìøåùò) Ì(x) êáé ç ôÝìíïõóá äýíáìç Q(x), üëåò ôïõò óå áðëïðïéçìÝíåò ìïñöÝò. ÌåôÜ
ïé ôéìÝò ôùí vp(x), è(x),M(x) êáéQ(x) (26) ãéá x = 0 êáé (27) ãéá x = L. (28) Íá äçëùèïýí ïé ôéìÝò ôùí
óôáèåñþí EI = 10, L = 10 êáé d = 0.1 (ìå ßóïí) óå ëßóôá values. Ãéá ôéò ôéìÝò values íá ãßíïõí ïé ãñá-
öéêÝò ðáñáóôÜóåéò ãéá ôéò ðïóüôçôåò (29) v(x), (30) è(x), (31)M(x) êáé (32)Q(x) ìå ðÜ÷ïò ãñáììÞò
0.015, êáôÜëëçëïõò Üîïíåò êáé êáôÜëëçëï ôßôëï, ëüãï ýøïõò ðñïò ðëÜôïò ôçò ãñáöéêÞò ðáñá-
óôÜóåùò 0.5, ìÝãåèïò ó÷Þìáôïò 315, ãñáììáôïóåéñÜ Arial óôá 12 pt êáé äéáöïñåôéêÜ ÷ñþìáôá óå
÷ùñéóôÜ ó÷Þìáôá êáé ôÝëïò (33) ó’ Ýíá åíéáßï ó÷Þìá êáé ìÜëéóôá áõôü ôï ó÷Þìá ìÝóá óå ðëáßóéï.



à Notebook  ΕΜΙΙ-ΜA

ΛΥΣΕΙΣ ΤΩΝ ΑΣΚΗΣΕΩΝ EMII-MA
(ΑΣΚΗΣΕΙΣ EMII-MA1 Ε(Σ ΕΜΙΙ-ΜA2)

à ΑΣΚΗΣΗ ΕΜΙΙ-MA1 (ΠΕΡΙΒΑΛΛΟΝΤΙΚΗ ΜΗΧΑΝΙΚΗ: ΚΑΘΑΡΙΣΜΟΣ 
ΝΕΡΟΥ)

ΕΝΤΟΛΕΣ ΓΙΑ ΤΗ ΜΗ ΕΜΦΑΝΙΣΗ ΠΡΟΕΙ∆ΟΠΟΙΗΣΕΩΝ ΓΙΑ ΠΙΘΑΝΑ ΟΡΘΟΓΡΑΦΙΚΑ ΛΑΘΗ

In[1]:= 8Off@General::spellD, Off@General::spell1D<;
Η ∆ΙΑΦΟΡΙΚΗ ΕΞΙΣΩΣΗ ΤΟΥ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΟΣ

In[2]:= de = m c'@tD == −k c@tD
Out[2]= m c£HtL == -k cHtL
ΑΡΧΙΚΗ ΠΡΟΣΕΓΓΙΣΗ ΤΗΣ ΛΥΣΕΩΣ ΠΟΥ ΥΠΟΤΙΘΕΤΑΙ ΠΩΣ ΕΙΝΑΙ Η ΜΗ∆ΕΝΙΚΗ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ

In[3]:= c@0, t_D = c0;

ΟΙ  ΕΠΟΜΕΝΕΣ  ∆ΕΚΑ  ΠΡΟΣΕΓΓΙΣΕΙΣ  ΤΗΣ  ΛΥΣΕΩΣ  ΜΕ  ΤΗ  ΜΕΘΟ∆Ο  ΤΩΝ  ∆ΙΑ∆ΟΧΙΚΩΝ
ΠΡΟΣΕΓΓΙΣΕΩΝ TOY PICARD

In[4]:= Table@c@n, t_D = c0 − k Integrate@c@n − 1, τD, 8τ, 0, t<D êê Factor, 8n, 1, 10<D
Out[4]= :-c0 Hk t - 1L, 1ÅÅÅÅÅÅ

2
c0 Hk2 t2 - 2 k t + 2L, -

1
ÅÅÅÅÅÅ
6

c0 Hk3 t3 - 3 k2 t2 + 6 k t - 6L,
1

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
24

c0 Hk4 t4 - 4 k3 t3 + 12 k2 t2 - 24 k t + 24L, -
1

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
120

c0 Hk5 t5 - 5 k4 t4 + 20 k3 t3 - 60 k2 t2 + 120 k t - 120L,
1

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
720

c0 Hk6 t6 - 6 k5 t5 + 30 k4 t4 - 120 k3 t3 + 360 k2 t2 - 720 k t + 720L,
-

c0 Hk7 t7 - 7 k6 t6 + 42 k5 t5 - 210 k4 t4 + 840 k3 t3 - 2520 k2 t2 + 5040 k t - 5040L
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

5040
,

c0 Hk8 t8 - 8 k7 t7 + 56 k6 t6 - 336 k5 t5 + 1680 k4 t4 - 6720 k3 t3 + 20160 k2 t2 - 40320 k t + 40320L
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

40320
,

-
1

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
362880

Hc0 Hk9 t9 - 9 k8 t8 + 72 k7 t7 - 504 k6 t6 + 3024 k5 t5 -

15120 k4 t4 + 60480 k3 t3 - 181440 k2 t2 + 362880 k t - 362880LL,
1

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
3628800

Hc0 Hk10 t10 - 10 k9 t9 + 90 k8 t8 - 720 k7 t7 + 5040 k6 t6 - 30240 k5 t5 +

151200 k4 t4 - 604800 k3 t3 + 1814400 k2 t2 - 3628800 k t + 3628800LL>
ΑΝΑΦΟΡΑ ΤΗΣ ∆ΕΚΑΤΗΣ ΠΡΟΣΕΓΓΙΣΗΣ c10HtL
In[5]:= c@10, tD
Out[5]=

1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
3628800Hc0 Hk10 t10 - 10 k9 t9 + 90 k8 t8 - 720 k7 t7 + 5040 k6 t6 - 30240 k5 t5 + 151200 k4 t4 - 604800 k3 t3 +

1814400 k2 t2 - 3628800 k t + 3628800LL
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ΚΑΙ ΟΝΟΜΑΣΙΑ ΤΗΣ ΣΑΝ ΝΕΑ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ c10 aHtL
In[6]:= c10a@t_D = c@10, tD
Out[6]=

1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
3628800Hc0 Hk10 t10 - 10 k9 t9 + 90 k8 t8 - 720 k7 t7 + 5040 k6 t6 - 30240 k5 t5 + 151200 k4 t4 - 604800 k3 t3 +

1814400 k2 t2 - 3628800 k t + 3628800LL
Η ΣΕΙΡΑ MACLAURIN c10 bHtL  ΤΗΣ ΕΚΘΕΤΙΚΗΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΣ c0 e-kt  ΜΕ ΟΡΟΥΣ ΜΕΧΡΙ ΚΑΙ t10

In[7]:= c10b@t_D = Series@c0 Exp@−k tD, 8t, 0, 10<D
Out[7]= c0 - c0 k t +

1
ÅÅÅÅÅÅ
2

c0 k2 t2 -
1
ÅÅÅÅÅÅ
6

Hc0 k3L t3 +
1

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
24

c0 k4 t4 -
1

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
120

Hc0 k5L t5 +

1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
720

c0 k6 t6 -
Hc0 k7L t7
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

5040
+

c0 k8 t8
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
40320

-
Hc0 k9L t9
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
362880

+
c0 k10 t10
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
3628800

+ OHt11L
ΚΑΙ ΣΕ ΤΡΟΠΟΠΟΙΗΜΕΝΗ ΜΟΡΦΗ c10 cHtL  ΧΩΡΙΣ ΤΟΝ Ο-ΟΡΟ ΤΗΣ ΚΑΙ ΜΕ ΠΑΡΑΓΟΝΤΟΠΟΙΗΣΗ

In[8]:= c10c@t_D = c10b@tD êê Normal êê Factor

Out[8]=
1

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
3628800Hc0 Hk10 t10 - 10 k9 t9 + 90 k8 t8 - 720 k7 t7 + 5040 k6 t6 - 30240 k5 t5 + 151200 k4 t4 - 604800 k3 t3 +

1814400 k2 t2 - 3628800 k t + 3628800LL
Η ΕΠΑΛΗΘΕΥΣΗ ΤΗΣ ΣΥΜΠΤΩΣΕΩΣ ΤΩΝ ∆ΥΟ ΛΥΣΕΩΝ c10 cHtL  KAI c10 aHtL
In[9]:= ver = c10c@tD $ c10a@tD êê Simplify

Out[9]= True

ΚΑΙ ΤΕΛΟΣ ΣΧΟΛΙΟ ΓΙΑΤΙ ΣΥΝΕΒΗ Η ΣΥΜΠΤΩΣΗ ΑΥΤΗ

In[10]:= comment =

"√È ��Ô ÛùÓ·ÚÙ�ÛÂÈ� c10 cHtL Î·È c10 aHtL ÛùÌð�ðÙÔùÓ, ÂðÂÈ�� ðÚ·ÁÌ·ÙÈÎ¿ Ë �È·ÊÔÚÈÎ� ÂÍ�Û�ÛË de
Ì·ú� ÌÂ ÙË ÛxÂÙÈÎ� ·ÚxÈÎ� ÛùÓõ�ÎË ¤xÂÈ Ï�ÛË ÙËÓ ÂÎõÂÙÈÎ� ÛùÓ¿ÚÙËÛË c0 e-kt. ∏ ÂÎõÂÙÈÎ�

·ùÙ� Ï�ÛË �Ú�ÛÎÂÙ·È Ï�ÁÔ-Ï�ÁÔ ÌÂ ÙË Ì¤õÔ�Ô Ù�Ó �È·�ÔxÈÎÒÓ ðÚÔÛÂÁÁ�ÛÂ�Ó ÙÔù Picard.

�ùÁÎÂÎÚÈÌ¤Ó· Ë Ì¤õÔ�Ô� Ù�Ó �È·�ÔxÈÎÒÓ ðÚÔÛÂÁÁ�ÛÂ�Ó ÙÔù Picard ��ÓÂÈ Â�Ò, ÞxÈ ð¿ÓÙÔÙÂ,

¤Ó·Ó-¤Ó·Ó ÙÔù� ÞÚÔù� ÙË� ÛÂÈÚ¿� Maclaurin ÙË� Ï�ÛÂ��. ºùÛÈÎ¿ Ë Ì¤õÔ�Ô� Ù�Ó �È·�ÔxÈÎÒÓ
ðÚÔÛÂÁÁ�ÛÂ�Ó ÙÔù Picard Â�Ó·È ·ÚÎÂÙ¿ ÁÂÓÈÎ� Î·È ÂÊ·ÚÌÞúÂÙ·È Âð�ÛË� Î·È ÛÂ ðÂÚÈðÙÒÛÂÈ�

ÞðÔù �ÂÓ ùð¿ÚxÂÈ ÎÏÂÈÛÙ� Ï�ÛË � ùð¿ÚxÂÈ ÌÂÓ, ·ÏÏ¿ �Â ÌðÔÚÂ� Â�ÎÔÏ· Ó· ðÚÔÛ�ÈÔÚÈÛõÂ�.";

à ΑΣΚΗΣΗ ΕΜΙΙ-MA2 (ΜΗΧΑΝΙΚΗ ΤΩΝ ΥΛΙΚΩΝ: ∆ΟΚΟΙ)

Η ∆ΙΑΦΟΡΙΚΗ ΕΞΙΣΩΣΗ ΤΕΤΑΡΤΗΣ ΤΑΞΕΩΣ ΤΗΣ ΠΑΡΟΥΣΑΣ ΑΜΦΙΠΑΚΤΗΣ ∆ΟΚΟΥ

In[11]:= BeamDifferentialEquation = EI v''''@xD $ 0

Out[11]= EI vH4LHxL == 0

ΟΙ ΤΕΣΣΕΡΙΣ ΣΥΝΟΡΙΑΚΕΣ ΣΥΝΘΗΚΕΣ ΣΤΗΝ ΠΑΡΟΥΣΑ ΑΜΦΙΠΑΚΤΗ ∆ΟΚΟ

In[12]:= BeamBoundaryConditions = 8v@0D $ 0, v'@0D $ 0, v@LD $ d, v'@LD $ 0<
Out[12]= 8vH0L == 0, v£H0L == 0, vHLL == d, v£HLL == 0<
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Η ΓΕΝΙΚΗ ΛΥΣΗ ΤΗΣ ∆ΙΑΦΟΡΙΚΗΣ ΕΞΙΣΩΣΕΩΣ ΤΗΣ ΠΑΡΟΥΣΑΣ ΑΜΦΙΠΑΚΤΗΣ ∆ΟΚΟΥ

In[13]:= BeamGeneralSolution = DSolve@BeamDifferentialEquation, v@xD, xD
Out[13]= 88vHxL Ø c4 x3 + c3 x2 + c2 x + c1<<
ΚΑΙ Η ΣΧΕΤΙΚΗ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ vgHxL ΓΙΑ ΤΟ ΒΕΛΟΣ ΚΑΜΨΕΩΣ ΤΗΣ Ι∆ΙΑΣ ∆ΟΚΟΥ

In[14]:= vg@x_D = BeamGeneralSolutionP1, 1, 2T
Out[14]= c4 x3 + c3 x2 + c2 x + c1

ΤΟ ΣΧΕΤΙΚΟ ΘΕΜΕΛΙΩ∆ΕΣ ΣΥΣΤΗΜΑ (Ή ΘΕΜΕΛΙΩ∆ΕΣ ΣΥΝΟΛΟ) ΛΥΣΕΩΝ

In[15]:= flist = 81, x, x2, x3<
Out[15]= 81, x, x2, x3<
Η ΛΙΣΤΑ ΤΩΝ ΠΡΩΤΩΝ ΠΑΡΑΓΩΓΩΝ ΤΟΥ ΘΕΜΕΛΙΩ∆ΟΥΣ ΣΥΣΤΗΜΑΤΟΣ ΛΥΣΕΩΝ

In[16]:= Dflist = D@flist, 8x, 2<D
Out[16]= 80, 0, 2, 6 x<
Η ΣΧΕΤΙΚΗ ΟΡΙΖΟΥΣΑ WRONSKI ΚΑΙ ΤΟ ΑΝΤΙΣΤΟΙΧΟ ΣΧΟΛΙΟ ΓΙΑ ΤΗ ΓΡΑΜΜΙΚΗ ΑΝΕΞΑΡΤΗΣΙΑ 

In[17]:= W = Det@8flist, D@flist, xD, D@flist, 8x, 2<D, D@flist, 8x, 3<D<D
Out[17]= 12

In[18]:= comment = "∞ÊÔ� Ë ðÈÔ ð¿Ó� ÔÚ�úÔùÛ·WronskiW ðÚÔ¤Îù�Â �È¿ÊÔÚË ÙÔù ÌË�ÂÓÞ�,
�ÛË ÌÂ 12, ÔÈ Ù¤ÛÛÂÚÈ� ÛùÓ·ÚÙ�ÛÂÈ� ÙË� Ï�ÛÙ·� flist Â�Ó·È ÁÚ·ÌÌÈÎ¿ ·ÓÂÍ¿ÚÙËÙÂ�.

∞ùÙÞ Â�Ó·È ðÚÔÊ·Ó¤� Î·È ·ðÞ ÙË õÂ�Ú�·, ·ÊÔ� Ô ÁÚ·ÌÌÈÎÞ� ÛùÓ�ù·ÛÌÞ� Ù�Ó

ÙÂÛÛ¿Ú�Ó ·ùÙÒÓ ÛùÓ·ÚÙ�ÛÂ�Ó �ËÌÈÔùÚÁÂ� ¤Ó· ÙÂÙ·ÚÙÔ�¿õÌÈÔ ðÔÏùÒÓùÌÔ.";

ΚΑΙ ΠΙΟ ΣΥΝΤΟΜΕΣ ΣΧΕΤΙΚΕΣ ΕΝΤΟΛΕΣ ΓΙΑ ΤΗΝ Ι∆ΙΑ ΟΡΙΖΟΥΣΑ WRONSKI

In[19]:= matrix = Table@D@flist, 8x, k<D, 8k, 0, 3<D
Out[19]=

i
k
jjjjjjjjjjjjjj
1 x x2 x3

0 1 2 x 3 x2

0 0 2 6 x
0 0 0 6

y
{
zzzzzzzzzzzzzz

In[20]:= W = Det@matrixD
Out[20]= 12

ΟΛΕΣ ΜΑΖΙ ΟΙ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ: ∆ΙΑΦΟΡΙΚΗ ΕΞΙΣΩΣΗ ΚΑΙ ΣΥΝΟΡΙΑΚΕΣ ΣΥΝΘΗΚΕΣ

In[21]:= Equations = 8BeamDifferentialEquation, BeamBoundaryConditions<
Out[21]= 8EI vH4LHxL == 0, 8vH0L == 0, v£H0L == 0, vHLL == d, v£HLL == 0<<
ΚΑΙ Η ΛΥΣΗ ΤΩΝ ΕΞΙΣΩΣΕΩΝ ΑΥΤΩΝ

In[22]:= BeamPartialSolution = DSolve@Equations, v@xD, xD
Out[22]= ::vHxL Ø

3 d L x2 - 2 d x3
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

L3 >>
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ΤΟ ΒΕΛΟΣ ΚΑΜΨΕΩΣ vpHxL  ΤΗΣ ΠΑΡΟΥΣΑΣ ΑΜΦΙΠΑΚΤΗΣ ∆ΟΚΟΥ

In[23]:= vp@x_D = BeamPartialSolutionP1, 1, 2T êê Factor

Out[23]=
d H3 L - 2 xL x2
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

L3

Η ΠΛΗΡΗΣ ΕΠΑΛΗΘΕΥΣΗ ΤΗΣ ΛΥΣΕΩΣ

In[24]:= Verification = Equations ê. v → vp

Out[24]= 8True, 8True, True, True, True<<
ΚΑΙ ΤΑ ΥΠΟΛΟΙΠΑ ΜΕΓΕΘΗ ΚΑΤΑ ΜΗΚΟΣ ΤΗΣ ΠΑΡΟΥΣΑΣ ΑΜΦΙΠΑΚΤΗΣ ∆ΟΚΟΥ

ΥΠΟ∆ΕΙΞΗ: ΤΟ q  ΜΕ Esc q Esc (Ή ΑΠΛΑ ΜΕ ΕΛΛΗΝΙΚΟ q, ΣΥΝΕΧΩΣ ΟΜΩΣ ΓΙΑ ΤΟ q)

In[25]:= BeamQuantities =8θ@x_D = vp'@xD, M@x_D = EI θ'@xD, Q@x_D = M'@xD, p@x_D = Q'@xD< êê Simplify

Out[25]= : 6 d HL - xL x
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

L3 ,
6 d EI HL - 2 xL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

L3 , -
12 d EI
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

L3 , 0>
ΟΙ ΤΙΜΕΣ ΤΩΝ ΜΕΓΕΘΩΝ ΤΗΣ ∆ΟΚΟΥ ΣΤΑ ∆ΥΟ ΑΚΡΑ ΤΗΣ: ΠΡΩΤΑ ΣΤΟ ΑΡΙΣΤΕΡΟ ΑΚΡΟ ΤΗΣ

In[26]:= LeftBeamEndQuantities = 8vp@0D, θ@0D, M@0D, Q@0D<
Out[26]= :0, 0,

6 d EI
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

L2 , -
12 d EI
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

L3 >
ΚΑΙ ΜΕΤΑ ΚΑΙ ΣΤΟ ∆ΕΞΙΟ ΑΚΡΟ ΤΗΣ

In[27]:= RightBeamEndQuantities = 8vp@LD, θ@LD, M@LD, Q@LD< êê Simplify

Out[27]= :d, 0, -
6 d EI
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

L2 , -
12 d EI
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

L3 >
ΟΙ ΓΡΑΦΙΚΕΣ ΠΑΡΑΣΤΑΣΕΙΣ ΤΩΝ ΒΑΣΙΚΩΝ ΜΕΓΕΘΩΝ ΤΗΣ ∆ΟΚΟΥ: ΒΕΛΟΣ ΚΑΜΨΕΩΣ, ΣΤΡΟΦΗ,
ΚΑΜΠΤΙΚΗ ΡΟΠΗ ΚΑΙ ΤΕΜΝΟΥΣΑ ∆ΥΝΑΜΗ ΓΙΑ ΣΥΓΚΕΚΡΙΜΕΝΕΣ ΤΙΜΕΣ ΤΩΝ ΠΑΡΑΜΕΤΡΩΝ EI, L
ΚΑΙ  d.  ΑΥΤΕΣ  ΓΙΝΟΝΤΑΙ  ΠΡΩΤΑ  ΣΕ  ΧΩΡΙΣΤΕΣ  ΓΡΑΦΙΚΕΣ  ΠΑΡΑΣΤΑΣΕΙΣ  (ΚΑΙ  ΜΑΛΙΣΤΑ  ΜΕ
∆ΙΑΦΟΡΕΤΙΚΑ ΧΡΩΜΑΤΑ ΣΤΗΝ ΟΘΟΝΗ) ΚΑΙ ΣΤΟ ΤΕΛΟΣ ΣΕ ΜΙΑ ΕΝΙΑΙΑ ΓΡΑΦΙΚΗ ΠΑΡΑΣΤΑΣΗ.

In[28]:= values = 8EI = 10, L = 10, d = 0.1<
Out[28]= 810, 10, 0.1<
In[29]:= Pv = Plot@vp@xD, 8x, 0, L<, PlotStyle → 8Thickness@0.015D, Hue@0.1D<,

AxesLabel → 8x, v<, AspectRatio → 0.5, ImageSize → 315,

PlotLabel → "ΒΕΛΟΣ ΚΑΜΨΕΩΣ ΤΗΣ ∆ΟΚΟΥ", DefaultFont → 8"Arial", 12<D;

2 4 6 8 10
x

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1
v ΒΕΛΟΣ ΚΑΜΨΕΩΣ ΤΗΣ ∆ΟΚΟΥ
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In[30]:= Pθ = Plot@θ@xD, 8x, 0, L<, PlotStyle → 8Thickness@0.015D, Hue@0.4D<,
AxesLabel → 8x, θ<, AspectRatio −> 0.5, ImageSize → 315,

PlotLabel → "ΣΤΡΟΦΗ ΤΗΣ ∆ΟΚΟΥ", DefaultFont → 8"Arial", 12<D;

2 4 6 8 10
x

0.002
0.004
0.006
0.008
0.01

0.012
0.014

q ΣΤΡΟΦΗ ΤΗΣ ∆ΟΚΟΥ

In[31]:= PM = Plot@M@xD, 8x, 0, L<, PlotStyle → 8Thickness@0.015D, Hue@0.7D<,
AxesLabel → 8x, M<, AspectRatio −> 0.5, ImageSize → 315,

PlotLabel → " ΚΑΜΠΤΙΚΗ ΡΟΠΗ ΤΗΣ ∆ΟΚΟΥ", DefaultFont → 8"Arial", 12<D;

2 4 6 8 10
x

-0.06

-0.04

-0.02

0.02

0.04

0.06
M ΚΑΜΠΤΙΚΗ ΡΟΠΗ ΤΗΣ ∆ΟΚΟΥ

In[32]:= PQ = Plot@Q@xD, 8x, 0, L<, PlotStyle → 8Thickness@0.015D, Hue@1D<,
AxesLabel → 8x, Q<, AspectRatio −> 0.5, ImageSize → 315,

PlotLabel → " ΤΕΜΝΟΥΣΑ ∆ΥΝΑΜΗ ΤΗΣ ∆ΟΚΟΥ", DefaultFont → 8"Arial", 12<D;
2 4 6 8 10

x

-0.02

-0.015

-0.01

-0.005

Q ΤΕΜΝΟΥΣΑ ∆ΥΝΑΜΗ ΤΗΣ ∆ΟΚΟΥ

In[33]:= AllQuantitiesTogether = Show@Pv, Pθ, PM, PQ, AxesLabel → 8x, "M, v, θ, Q"<,
ImageSize → 315, PlotLabel → "ΤΑ ΚΥΡΙΑ ΜΕΓΕΘΗ ΤΗΣ ∆ΟΚΟΥ",
DefaultFont → 8"Arial", 12<, Frame → True D;

0 2 4 6 8 10

-0.05
-0.025

0
0.025
0.05

0.075
0.1

x

ΤΑ ΚΥΡΙΑ ΜΕΓΕΘΗ ΤΗΣ ∆ΟΚΟΥ
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140 (ÁóêÞóåéò) ÅÖÁÑÌÏÓÌÅÍÅÓ ÁÓÊÇÓÅÉÓ ÊÁÉ NOTEBOOKS II ÃÉÁ ÐÏËÉÔÉÊÏÕÓ ÌÇ×ÁÍÉÊÏÕÓ:

ÁÓÊÇÓÅÉÓ TOY NOTEBOOK ÅÌÉÉ-MB

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉ-MB1 (Ñåõóôïìç÷áíéêÞ: Ïñèïãþíéåò Ôñï÷éÝò): Èåùñïýìå ôçí áðëÞ åîßóùóç
eq1 ôùí ðåñéöåñåéþí ìå êÝíôñï ôçí áñ÷Þ ôùí áîüíùí O = (0, 0) êáé áêôßíá a óå ÊáñôåóéáíÝò óõ-
íôåôáãìÝíåò (x, y) ìå y = y(x): åîáñôçìÝíç ìåôáâëçôÞ ç y = y(x). Æçôïýíôáé: (á) Ç åîßóùóç áõôÞ
eq1. (â) Ìå ðáñáãþãéóç ùò ðñïò x ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ode1 ôùí ðåñéöåñåéþí áõôþí. (ã) Ç
ëýóç sol1 ôçò äéáöïñéêÞò áõôÞò åîéóþóåùò ode1 ùò ðñïò ôçí ßäéá ôçí ðáñÜãùãï dy/dx. (ä) Áðü
ôç ëýóç sol1 ç êëßóç s1 ôçò ðåñéöÝñåéáò áõôÞò óôï óçìåßï

(
x, y(x)

)
. (å) Ç åîßóùóç eq2 ôùí åõèåéþí

y/x = k (ìå k ôç ó÷åôéêÞ êëßóç) ðïõ äéÝñ÷ïíôáé áðü ôçí áñ÷Þ ôùí áîüíùí Ï. (óô) Må ðáñáãþãéóç
ùò ðñïò x ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ode2 ôùí åõèåéþí áõôþí. (æ) Ç ëýóç sol2 ôçò äéáöïñéêÞò áõôÞò
åîéóþóåùò ode2 ùò ðñïò ôçí ßäéá ôçí ðáñÜãùãï dy/dx êáé áðü ôç ëýóç áõôÞ sol2 ç êëßóç s2 ôçò
åõèåßáò áõôÞò óôï óçìåßï

(
x, y(x)

)
. (ç) Ç áðüäåéîç ôçò ïñèïãùíéüôçôáò ôùí ðåñéöåñåéþí eq1 êáé

ôùí åõèåéþí eq2 ìå ôçí åðáëÞèåõóç (åê ôáõôüôçôïò) óõãêåêñéìÝíçò åîéóþóåùò. Óôç Ñåõóôïìç-
÷áíéêÞ ðñüêåéôáé ãéá ôï ðåäßï ìüíéìçò (óôáèåñÞò), äéäéÜóôáôçò (åðßðåäçò) êáé áóôñüâéëçò ñïÞò
éäåáôïý ñåõóôïý ðïõ ïöåßëåôáé óå óçìåéáêÞ ðçãÞ óôï óçìåßï O. Ïé ðåñéöÝñåéåò eq1 äçëþíïõí
ôéò éóïäõíáìéêÝò ãñáììÝò êáé ïé åõèåßåò eq2 ôéò ãñáììÝò ñïÞò ôïõ ñåõóôïý.

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉ-MB2 (ÄõíáìéêÞ): Óôç ÄõíáìéêÞ æçôïýíôáé: (á) Íá ãñáöåß ï äåýôåñïò íüìïò
ôïõ Íåýôùíá NewtonLaw óáí ìÜæá m åðß ôçí ðáñÜãùãï dv/dt ôçò ôá÷ýôçôáò v(t) ßóïí äýíáìç F.
(â) Óôçí åõèýãñáììç êßíçóç õëéêïý óçìåßïõ M ìÜæáò m ðáñïõóéÜæåôáé áíôßóôáóç ôçò ìïñöÞò
F = −bv(t)−cv2(t) ìå ôá b êáé c èåôéêÝò óôáèåñÝò. Íá äçëùèåß ç áíôßóôáóç áõôÞ F. (ã) Ðïéá ìïñöÞ
de ðáßñíåé ôþñá ï íüìïò ôïõ Íåýôùíá NewtonLaw ÷ùñßò íá îáíáãñáöåß áðü ôçí áñ÷Þ; (ä) Íá
äçëùèåß ç áñ÷éêÞ óõíèÞêç v(0) = v0 óáí ic. (å) Íá âñåèåß ç ëýóç sol ôïõ ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêÞò
ôéìÞò de êáé ic êáé (óô) íá ðñïóäéïñéóèåß êáé ç ó÷åôéêÞ óõíÜñôçóç vp(t) ìå ðëÞñç áðëïðïßçóç ôïõ
áðïôåëÝóìáôïò. (æ) Íá ãßíåé åðáëÞèåõóç ôçò ëýóåùò áõôÞò vp(t) ùò ðñïò ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç
de: åðáëÞèåõóç ver1 êáé (ç) ùò ðñïò ôçí áñ÷éêÞ óõíèÞêç ic: åðáëÞèåõóç ver2.

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉ-MB3 (ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí: ÊáìðôéêÝò Éäéïôáëáíôþóåéò Äïêïý): Åäþ
èåùñïýìå ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç

d4X
dx4

− â4X = 0

ìå X = X(x) êáé ôï â èåôéêÞ óôáèåñÜ. Æçôïýíôáé: (á) Íá äçëùèåß ç åîßóùóç áõôÞ ìå ôï óýìâïëï
BeamDE. Óå ó÷üëéï comment1 ðåñßðïõ ôñéÜíôá ëÝîåùí ðïý áêñéâþò ðáñïõóéÜæåôáé; (â) Íá
äïèïýí óå ëßóôá CharBeamDE üëïé ïé âáóéêïß ÷áñáêôçñéóìïß ôçò. (ã) Íá âñåèåß Üìåóá ç ëýóç sol
ôçò äéáöïñéêÞò áõôÞò åîéóþóåùò BeamDE. (ä) Íá ïñéóèåß ç ó÷åôéêÞ óõíÜñôçóç Xs1(x). ÁíÜëïãá
êáé ç óõíÜñôçóç Xs2(x), áëëÜ ôþñá ìå õðåñâïëéêÝò óõíáñôÞóåéò áíôß ãéá ôçí åêèåôéêÞ óõíÜñôçóç
êáé ìå áðëïðïßçóç ôïõ áðïôåëÝóìáôïò. (å) Íá ãßíåé ç åðáëÞèåõóç ver êáé ôùí äýï ëýóåùí
Xs1(x) êáé Xs2(x) ìå ëßóôá äýï óôïé÷åßùí êáé ìå ôç ÷ñÞóç êáé ôçò åíôïëÞò áðëïðïéÞóåùò. (óô) Óå
ðåñßðôùóç áìöéÝñåéóôçò äïêïý íá ãñáöïýí óå ëßóôá bcs ìå ôÝóóåñá óôïé÷åßá ïé óõíïñéáêÝò
óõíèÞêåò óôá äýï Üêñá ôçò x = 0 êáé x = L. (æ) Íá äïèïýí óå áðëÞ ëßóôá list ìå ôÝóóåñá óôïé÷åßá
ïé óõíáñôÞóåéò cosâx, coshâx, sinâx êáé sinhâx, ïé ïðïßåò ðáñïõóéÜæïíôáé óôç ëýóç Xs2(x). Óôç
óõíÝ÷åéá íá õðïëïãéóèïýí ìå ôï ìéêñüôåñï äõíáôü õðïëïãéóôéêü êüóôïò ïé ëßóôåò list1, list2 êáé
list3 ôùí ôñéþí ðñþôùí ðáñáãþãùí ôùí óõíáñôÞóåùí áõôþí êáèþò êáé ç ó÷åôéêÞ ïñßæïõóá
Wronski, ç ÂñïíóêéáíÞ ïñßæïõóá W(x). (ç) Óå ó÷üëéï comment2 ðåñßðïõ åîÞíôá ëÝîåùí, ðïý
áêñéâþò åßíáé ÷ñÞóéìç ç ïñßæïõóá áõôÞ W(x); Tß áêñéâþò áðïäåßîáìå óôï ðñïçãïýìåíï åñþôçìá;

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉ-MB4 (ÄõíáìéêÞ): Õëéêü óçìåßï Ì ìÜæáò m êéíåßôáé ìÝóá óå çìéÜðåéñï óùëÞíá
[0,∞) ï ïðïßïò ðåñéóôñÝöåôáé ìå óôáèåñÞ ãùíéáêÞ ôá÷ýôçôá ù0 ãýñù áðü ôï óôáèåñü Üêñï
ôïõ u = 0 õðü ôçí åðßäñáóç ôçò öõãüêåíôñçò äýíáìçò F = mù2

0u. Æçôïýíôáé: (á) Ç ó÷åôéêÞ
äéáöïñéêÞ åîßóùóç de ìå Üãíùóôç óõíÜñôçóç ôç èÝóç u = u(t) ôïõ õëéêïý óçìåßïõ Ì ìå t ôï
÷ñüíï. (â) Íá äïèïýí óå ëßóôá charde üëïé ïé âáóéêïß ÷áñáêôçñéóìïß ôçò. (ã) Íá âñåèåß Üìåóá ç
ãåíéêÞ ëýóç sol ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò de. (ä) Íá äçëùèåß êáé ç ó÷åôéêÞ óõíÜñôçóç us(t) ìå ôç
÷ñÞóç õðåñâïëéêþí óõíáñôÞóåùí êáé ìå áðëïðïßçóç ôïõ áðïôåëÝóìáôïò. (å) Íá äïèïýí óå ìéá
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áðëÞ ëßóôá listf ïé äýï óõíáñôÞóåéò coshù0t êáé sinhù0t ðïõ åìöáíßæïíôáé óôçí ðéï ðÜíù ãåíéêÞ
ëýóç us(t). (óô) Ìå ôç âïÞèåéá ôçò ëßóôáò listf íá õðïëïãéóèåß êé ç ó÷åôéêÞ ïñßæïõóá Wronski W .
(æ) ÅÜí ôï ðáñüí ðñüâëçìá ÄõíáìéêÞò óõíïäåýåôáé êáé áðü ôéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò us(0) = u0 êáé
u̇s(0) = v0, íá äçëùèïýí áõôÝò ïé äýï óõíèÞêåò óå ëßóôá eqs ìå äýï óôïé÷åßá. (ç) Ëýíïíôáò áõôÝò
ôéò äýï åîéóþóåéò eqs, íá ðñïóäéïñéóèïýí ïé äýï óôáèåñÝò c1 êáé c2 óôçí Þäç ðñïóäéïñéóìÝíç
ãåíéêÞ ëýóç us(t). (è) Óôç óõíÝ÷åéá áðü ôçí ßäéá ëýóç us(t) íá ðñïóäéïñéóèåß êáé ç áíôßóôïé÷ç
ìåñéêÞ ëýóç up(t) óå áðëïðïéçìÝíç ìïñöÞ.

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉ-MB5 (Ôáëáíôþóåéò): Óå Ýíá ìïíïâÜèìéï ìç÷áíéêü óýóôçìá ìÜæáò--åëáôçñßïõ--
áðïóâåóôÞñá ìå éó÷õñÞ áðüóâåóç (î > 1) êáé ìå Üãíùóôç óõíÜñôçóç ôç ìåôáôüðéóç u = u(t) ôçò
ìÜæáò áðü ôç èÝóç éóïññïðßáò ôçò æçôïýíôáé: (á) ÁðëÜ íá äçëùèåß (ü÷é íá âñåèåß) ç ó÷åôéêÞ äéá-
öïñéêÞ åîßóùóç de õðï÷ñåùôéêÜ ìå ôç ÷ñÞóç ôçò êõêëéêÞò óõ÷íüôçôáò ù0 ôïõ áíôßóôïé÷ïõ ÷ùñßò
áðüóâåóç ìç÷áíéêïý óõóôÞìáôïò êáé ôïõ ëüãïõ áðïóâÝóåùò î ìå óõíÜñôçóç óôï äåîéü ìÝëïò
ôçí áíçãìÝíç öüñôéóç (áíçãìÝíç åîùôåñéêÞ äýíáìç ðÜíù óôç ìÜæá m) p(t)/m. (â) Õðï÷ñåùôéêÜ
áðü ôçí åîßóùóç áõôÞ de (ü÷é áðü ôçí áñ÷Þ!) íá ïñéóèåß êáé ç áíôßóôïé÷ç ïìïãåíÞò åîßóùóç deh:
÷ùñßò ôç öüñôéóç p(t). (ã) Íá âñåèåß ç ëýóç solh ôçò åîéóþóåùò deh (ìå ôç ÷ñÞóç êáé ôçò åíôïëÞò
Expand) êáèþò êáé ç áíôßóôïé÷ç óõíÜñôçóç us(t). (ä) Êáé ðÜëé ìå âÜóç ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç
de íá ïñéóèåß ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç dec ìå óõíçìéôïíéêÞ öüñôéóç ôçò ìïñöÞò p(t) = p0 cosùt ìå
ôï p0 óôáèåñÜ êáé ãåíéêÜ ù �= ù0. (å) Íá âñåèåß ç ëýóç solg ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò dec óå
áðëïðïéçìÝíç ìïñöÞ êáèþò êáé ç áíôßóôïé÷ç óõíÜñôçóç ug(t). (óô) Óôï ó÷åôéêü ðñüâëçìá áñ÷é-
êþí ôéìþí íá äçëùèïýí ïé áñ÷éêÝò óõíèÞêåò u(0) = u0 êáé u̇(0) = v0 óå ëßóôá ics. (æ) Íá âñåèåß
êáôåõèåßáí ç ìåñéêÞ ëýóç solp ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò dec êáé ôùí áñ÷éêþí óõíèçêþí ics ìå
ðëÞñç áðëïðïßçóç ôïõ áðïôåëÝóìáôïò êáèþò êáé ç áíôßóôïé÷ç óõíÜñôçóç up(t). (ç) Íá ãßíåé ç
åðáëÞèåõóç ver ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò dec êáé ôùí áñ÷éêþí óõíèçêþí ics áðü ôç ëýóç up(t)
ôïõ ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêþí ôéìþí.

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉ-MB6 (Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí: ÅëáóôéêÞ ÅõóôÜèåéá: Ëõãéóìüò): Óôï ðñüâëçìá
ôïõ ëõãéóìïý (buckling) åõèýãñáììïõ áìößðáêôïõ óôýëïõ (Þ ñÜâäïõ Þ õðïóôõëþìáôïò Þ êïëþ-
íáò) ðáñïõóéÜæåôáé ç áêüëïõèç ïìïãåíÞò ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç:

d4v
dx4

+ k2 d2v
dx2

= 0 ìå v = v(x)

ôçí åãêÜñóéá (êÜèåôç óôï óôýëï) ìåôáôüðéóç ôïõ óôýëïõ êáé k èåôéêÞ óôáèåñÜ. Æçôïýíôáé: (á) Íá
äçëùèåß ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç óáí BucklingDE. (â) Ãéá ôç ìÝèïäï ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò
íá ïñéóèåß óáí óõíÜñôçóç ìéá ðéèáíÞ ëýóç v0(x) óå êáôÜëëçëç åêèåôéêÞ ìïñöÞ. Óôç óõíÝ÷åéá
íá ðñïóäéïñéóèåß ç ó÷åôéêÞ ÷áñáêôçñéóôéêÞ åîßóùóç CharEq (áíáãêáóôéêÜ ðïëëáðëáóéáóìÝíç
åðß v0(x)) êáôåõèåßáí áðü ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç BucklingDE ìå ôç âïÞèåéá êáé ôçò óõíáñôÞóåùò
v0(x). (ã) Íá âñåèåß ç ëýóç sol ôçò ÷áñáêôçñéóôéêÞò åîéóþóåùò CharEq. Óå ó÷üëéï comment3 íá
áíáöåñèåß ðüóåò åßíáé ïé ñßæåò ôçò ÷áñáêôçñéóôéêÞò åîéóþóåùò êáé ðïéåò áêñéâþò. (ä) Íá ïñéóèåß
ç óõíÜñôçóç--ëýóç vs(x) óáí ãñáììéêüò óõíäõáóìüò ôùí óõíáñôÞóåùí 1, x, cos kx êáé sin kx ìå
óôáèåñÝò c1, c2, c3 êáé c4 áíôßóôïé÷á. (å) Íá ãßíåé ç åðáëÞèåõóç ver üôé ç óõíÜñôçóç áõôÞ vs(x)
åðáëçèåýåé ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç BucklingDE ìåôÜ áðü áðëïðïßçóç ôïõ áðïôåëÝóìáôïò. (óô) Íá
ãñáöïýí ïé ôÝóóåñéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò eqsb (ëßóôá ìå ôÝóóåñá óôïé÷åßá) óôá äýï Üêñá x = 0
êáé x = L ôïõ ðáñüíôïò áìößðáêôïõ óôýëïõ ìå ôç ÷ñÞóç ôçò ãåíéêÞò ëýóåùò vs(x). (æ) Áðü ôéò
ôÝóóåñéò áõôÝò óõíèÞêåò eqsb íá áðáëåéöèïýí ïé ôñåéò óôáèåñÝò c1, c2 êáé c3 ìå ÷ñÞóç ôçò åíôïëÞò
áðáëïéöÞò Eliminate, óõãêåêñéìÝíá

teq = Eliminate[eqsb, {C[1], C[2], C[3]}] // Simplify

Óôç óõíÝ÷åéá íá áðëïðïéçèåß ôï áðïôÝëåóìá teq ôçò áðáëïéöÞò áõôÞò äéáéñþíôáò ôï áñéóôåñü
ìÝëïò ôïõ ìå kc4 êáé áðëïðïéþíôáò ôçí ôåëéêÞ åîßóùóç ìå ôåëéêü áðïôÝëåóìá ôï teqb. (ç) Íá
áíáöåñèïýí óå ó÷üëéï comment4 (óáñÜíôá ðåñßðïõ ëÝîåéò) ï ÷áñáêôçñéóìüò ôçò åîéóþóåùò
teqb êáé ç åêôßìçóç ãéá ôïí áñéèìü ôùí ëýóåþí ôçò. Ðüóåò áðü áõôÝò ôéò ëýóåéò åßíáé ðñáãìáôéêÜ
÷ñÞóéìåò ãéá ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü êáé ãéá ðïéï óêïðü áêñéâþò;



à Notebook  ΕΜΙΙ-ΜB

ΛΥΣΕΙΣ ΤΩΝ ΑΣΚΗΣΕΩΝ EMII-MB
(ΑΣΚΗΣΕΙΣ EMII-MB1 ΕΩΣ ΕΜΙΙ-ΜB6)

In[1]:= Off@General::spellD
In[2]:= Off@General::spell1D
à ΑΣΚΗΣΗ ΕΜΙΙ-MB1 (ΡΕΥΣΤΟΜΗΧΑΝΙΚΗ Ι∆ΕΑΤΟΥ ΡΕΥΣΤΟΥ: 
ΟΡΘΟΓΩΝΙΕΣ ΤΡΟΧΙΕΣ)

In[3]:= eq1 = x2 + y@xD2 == a2

Out[3]= x2 + yHxL2 == a2

In[4]:= ode1 = D@eq1, xD
Out[4]= 2 x + 2 yHxL y£HxL == 0

In[5]:= sol1 = Solve@ode1, y'@xDD
Out[5]= ::y£HxL Ø -

x
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
yHxL >>

In[6]:= s1 = sol1P1, 1, 2T
Out[6]= -

x
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
yHxL

In[7]:= eq2 = y@xDêx == k

Out[7]=
yHxL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

x
== k

In[8]:= ode2 = D@eq2, xD
Out[8]=

y£HxL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

x
-

yHxL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
x2 == 0

In[9]:= sol2 = Solve@ode2, y'@xDD
Out[9]= ::y£HxL Ø

yHxL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

x
>>

In[10]:= s2 = sol2P1, 1, 2T
Out[10]=

yHxL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

x

In[11]:= OrthogonalityVerification = s1 s2 # −1

Out[11]= True
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à  ΑΣΚΗΣΗ ΕΜΙΙ-MB2 (∆ΥΝΑΜΙΚΗ)

In[12]:= NewtonLaw = m v'@tD # F@tD
Out[12]= m v£HtL == FHtL
In[13]:= F@t_D = −b v@tD − c v@tD2
Out[13]= -c vHtL2 - b vHtL
In[14]:= de = NewtonLaw

Out[14]= m v£HtL == -c vHtL2 - b vHtL
In[15]:= ic = v@0D == v0;

In[16]:= sol = DSolve@8de, ic<, v@tD, tD
Solve::ifun :  Inverse functions are being used by Solve, so some solutions may not be found.

Out[16]= ::vHtL Ø
b v0

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
‰

b tÅÅÅÅÅÅÅÅm b + c ‰
b tÅÅÅÅÅÅÅÅm v0 - c v0

>>
In[17]:= vp@t_D = solP1, 1, 2T êê FullSimplify

Out[17]=
b v0

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
‰

b tÅÅÅÅÅÅÅÅm Hb + c v0L - c v0

In[18]:= ver1 = de ê. v → vp êê Simplify

Out[18]= True

In[19]:= ver2 = ic ê. v → vp

Out[19]= True

à  ΑΣΚΗΣΗ ΕΜΙΙ-MB3 (∆ΥΝΑΜΙΚΗ ΤΩΝ ΚΑΤΑΣΚΕΥΩΝ: ΚΑΜΠΤΙΚΕΣ 
Ι∆ΙΟΤΑΛΑΝΤΩΣΕΙΣ ∆ΟΚΟΥ)

In[20]:= BeamDE = X''''@xD − β4 X@xD # 0;

In[21]:= comment1 = "¶·ÚÔùÛÈ¿úÂÙ·È ÛÙË ¢ùÓ·ÌÈÎ� Ù�Ó ∫·Ù·ÛÎÂùÒÓ ÛÙÈ� Î·ÌðÙÈÎ¤� È�ÈÔÙ·Ï·ÓÙÒÛÂÈ� Î·È

ÛÙÈ� ÂÏÂ�õÂÚÂ� Ù·Ï·ÓÙÒÛÂÈ� �ÔÎÔ�. ∏ ¿ÁÓ�ÛÙË ÛùÓ¿ÚÙËÛË XHxL ·ÊÔÚ¿ ÛÙÔ x�ÚÈÎÞ Ì¤ÚÔ�
Ù�Ó Ù·Ï·ÓÙÒÛÂ�Ó Î·È ÂÎÊÚ¿úÂÈ ÙÔ ðÚÔÛËÌ·ÛÌ¤ÓÔ Â�ÚÔ� ÙÔù� ÛÙÔ ÛËÌÂ�Ô x ÙË� �ÔÎÔ�.";

In[22]:= CharBeamDE = 8"�ùÓ�õË� �È·ÊÔÚÈÎ� ÂÍ�Û�ÛË", "∆ÂÙ¿ÚÙË� Ù¿ÍÂ��",
"¶ÚÒÙÔù �·õÌÔ�", "°Ú·ÌÌÈÎ�", "√ÌÔÁÂÓ��", "ªÂ ÛÙ·õÂÚÔ�� ÛùÓÙÂÏÂÛÙ¤�"<;

In[23]:= sol = DSolve@BeamDE, X@xD, xD
Out[23]= 88XHxL Ø ‰-x b c2 + ‰x b c4 + c1 cosHx bL + c3 sinHx bL<<
In[24]:= Xs1@x_D = solP1, 1, 2T
Out[24]= ‰-x b c2 + ‰x b c4 + c1 cosHx bL + c3 sinHx bL
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In[25]:= Xs2@x_D = Xs1@xD êê ExpToTrig êê Simplify

Out[25]= c1 cosHx bL + Hc2 + c4L coshHx bL + c3 sinHx bL + Hc4 - c2L sinhHx bL
In[26]:= ver = 8BeamDE ê. X → Xs1, BeamDE ê. X → Xs2< êê Simplify

Out[26]= 8True, True<
In[27]:= bcs = 8X@0D # 0, X''@0D # 0, X@LD # 0, X''@LD # 0<;
In[28]:= list = 8Cos@β xD, Cosh@β xD, Sin@β xD, Sinh@β xD<;
In[29]:= 8list1 = D@list, xD, list2 = D@list1, xD, list3 = D@list2, xD<
Out[29]=

ikjjjjjjjjj
- b sinHx bL b sinhHx bL b cosHx bL b coshHx bL

- b2 cosHx bL b2 coshHx bL - b2 sinHx bL b2 sinhHx bL
b3 sinHx bL b3 sinhHx bL - b3 cosHx bL b3 coshHx bL y{zzzzzzzzz

In[30]:= W@x_D = Det@8list, list1, list2, list3<D êê Simplify

Out[30]= -4 b6

In[31]:= comment2 = " H ÔÚ�úÔùÛ·Wronski Â�Ó·È xÚ�ÛÈÌËÛÙËÓ
·ðÞ�ÂÈÍË ÙË� ÁÚ·ÌÌÈÎ��·ÓÂÍ·ÚÙËÛ�·�ÛùÓ·ÚÙ�ÛÂ�Ó. �ùÁÎÂÎÚÈÌ¤Ó·,

Â¿Ó Ë ÔÚ�úÔùÛ·WronskinÛùÓ·ÚÙ�ÛÂ�ÓÂ�Ó·È �È¿ÊÔÚËÙÔù ÌË�ÂÓÞ�,

ÙÞÙÂ ÔÈ ÛùÓ·ÚÙ�ÛÂÈ�·ùÙ¤� Â�Ó·È ÁÚ·ÌÌÈÎ¿·ÓÂÍ¿ÚÙËÙÂ�. ÕÚ·ÛÙÔðÚÔËÁÔ�ÌÂÓÔ ÂÚÒÙËÌ··ðÔ -

�Â�Í·ÌÂ ÙË ÁÚ·ÌÌÈÎ�·ÓÂÍ·ÚÙËÛ�·Ù�ÓÛùÓ·ÚÙ�ÛÂ�Ócos �x, cosh�x,
sin �x Î·È sinh�x. ∂¿ÓÌ¿ÏÈÛÙ·ðÚÞÎÂÈÙ·È ÁÈ· Ï�ÛÂÈ� ÔÌÔÁÂÓÒÓÁÚ·ÌÌÈÎÒÓ�È·ÊÔÚÈÎÒÓÂÍÈÛÒÛÂ�Ó,

ÙÞÙÂ ÈÛx�ÂÈ Î·È ÙÔ ·ÓÙ�ÛÙÚÔÊÔ : Â¿Ó Ë ÔÚ�úÔùÛ·Wronski Â�Ó·È �ÛË ÌÂ ÙÔ ÌË�¤Ó,

ÙÞÙÂ ÔÈ ÛùÓ·ÚÙ�ÛÂÈ�- Ï�ÛÂÈ� ·ùÙ¤� Â�Ó·È ÁÚ·ÌÌÈÎ¿ÂÍ·ÚÙËÌ¤ÓÂ�. ∂ðÔÌ¤Ó��ÛÙËÓ ÂÈ�ÈÎ�·ùÙ�

ðÂÚ�ðÙ�ÛËðÚÞÎÂÈÙ·È ÁÈ· ÌÈ··Ó·ÁÎ·�·Î·È ÈÎ·Ó�ÛùÓõ�ÎË ÁÚ·ÌÌÈÎ��·ÓÂÍ·ÚÙËÛ�·�.";

à  ΑΣΚΗΣΗ ΕΜΙΙ-MB4 (∆ΥΝΑΜΙΚΗ)

In[31]:= de = u''@tD − ω02 u@tD # 0;

In[32]:= charde = 8"�ùÓ�õË� �È·ÊÔÚÈÎ� ÂÍ�Û�ÛË", "¢ÂùÙ¤Ú·� Ù¿ÍÂ��",
"¶ÚÒÙÔù �·õÌÔ�", "°Ú·ÌÌÈÎ�", "√ÌÔÁÂÓ��", "ªÂ ÛÙ·õÂÚÔ�� ÛùÓÙÂÏÂÛÙ¤�"<;

In[33]:= sol = DSolve@de, u@tD, tD
Out[33]= 88uHtL Ø ‰t w0 c1 + ‰-t w0 c2<<
In[34]:= us@t_D = sol@@1, 1, 2DD êê ExpToTrig êê Simplify

Out[34]= Hc1 + c2L coshHt w0L + Hc1 - c2L sinhHt w0L
In[35]:= listf = 8Cosh@ω0 tD, Sinh@ω0 tD<;
In[36]:= W = Det@8listf, D@listf, tD<D êê Simplify

Out[36]= w0

In[37]:= eqs = 8us@0D # u0, us'@0D # v0<
Out[37]= 8c1 + c2 == u0, w0 Hc1 - c2L == v0<
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In[38]:= solc = Solve@eqs, 8C@1D, C@2D<D
Out[38]= ::c1 Ø -

-v0 - u0 w0
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

2 w0
, c2 Ø -

v0 - u0 w0
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

2 w0
>>

In[39]:= up@t_D = us@tD ê. solc@@1DD êê Simplify

Out[39]= u0 coshHt w0L +
v0 sinhHt w0L
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

w0

à  ΑΣΚΗΣΗ ΕΜΙΙ-MB5 (ΤΑΛΑΝΤΩΣΕΙΣ)

In[40]:= de = u''@tD + 2 ξ ω0 u'@tD + ω02 u@tD # p@tDê m
Out[40]= uHtL w02 + 2 x u£HtL w0 + u££HtL ==

pHtL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
m

In[41]:= deh = de ê. p@tD → 0

Out[41]= uHtL w02 + 2 x u£HtL w0 + u££HtL == 0

In[42]:= solh = DSolve@deh, u@tD, tD êê Expand

Out[42]= 99uHtL Ø ‰t I-x w0-
è!!!!!!!!!!!!!!

x2-1 w0M c1 + ‰t Iè!!!!!!!!!!!!!!
x2-1 w0-x w0M c2==

In[43]:= us@t_D = solhP1, 1, 2T
Out[43]= ‰t I-x w0-

è!!!!!!!!!!!!!!
x2-1 w0M c1 + ‰t Iè!!!!!!!!!!!!!!

x2-1 w0-x w0M c2

In[44]:= dec = de ê. p@tD → p0 Cos@ω tD
Out[44]= uHtL w02 + 2 x u£HtL w0 + u££HtL ==

p0 cosHt wL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

m

In[45]:= solg = DSolve@dec, u@tD, tD êê Simplify

Out[45]= ::uHtL Ø ‰-t Ix+
è!!!!!!!!!!!!!!

x2-1 M w0 c1 + ‰t Iè!!!!!!!!!!!!!!
x2-1 -xM w0 c2 +

p0 HHw02 - w2L cosHt wL + 2 x w w0 sinHt wLL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

m Hw4 + 2 H2 x2 - 1L w02 w2 + w04L >>
In[46]:= ug@t_D = solgP1, 1, 2T
Out[46]= ‰-t Ix+

è!!!!!!!!!!!!!!
x2-1 M w0 c1 + ‰t Iè!!!!!!!!!!!!!!

x2-1 -xM w0 c2 +
p0 HHw02 - w2L cosHt wL + 2 x w w0 sinHt wLL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

m Hw4 + 2 H2 x2 - 1L w02 w2 + w04L
In[47]:= ics = 8u@0D # u0, u'@0D == v0<
Out[47]= 8uH0L == u0, u£H0L == v0<
In[48]:= solp = DSolve@8dec, ics<, u@tD, tD êê FullSimplify

Out[48]= ::uHtL Ø J‰-t Ix+
è!!!!!!!!!!!!!!

x2-1 M w0JI-1 + ‰2 t è!!!!!!!!!!!!!!
x2-1 w0M Hm Hv0 + u0 x w0L Hw4 + 2 H2 x2 - 1L w02 w2 + w04L - p0 x w0 Hw2 + w02LL +"###############x2 - 1 II1 + ‰2 t è!!!!!!!!!!!!!!

x2-1 w0M w0 Hp0 Hw - w0L Hw + w0L + m u0 Hw4 + 2 H2 x2 - 1L w02 w2 + w04LL +

2 ‰t Ix+
è!!!!!!!!!!!!!!

x2-1 M w0 p0 w0 HHw02 - w2L cosHt wL + 2 x w w0 sinHt wLLMNN íJ2 m"###############x2 - 1 w0 Hw4 + 2 H2 x2 - 1L w02 w2 + w04LN>>
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In[49]:= up@t_D = solpP1, 1, 2T
Out[49]= J‰-t Ix+

è!!!!!!!!!!!!!!
x2-1 M w0 JI-1 + ‰2 t è!!!!!!!!!!!!!!

x2-1 w0M Hm Hv0 + u0 x w0L Hw4 + 2 H2 x2 - 1L w02 w2 + w04L - p0 x w0 Hw2 + w02LL +"###############x2 - 1 II1 + ‰2 t è!!!!!!!!!!!!!!
x2-1 w0Mw0 Hp0 Hw - w0L Hw + w0L + m u0 Hw4 + 2 H2 x2 - 1L w02 w2 + w04LL +

2 ‰t Ix+
è!!!!!!!!!!!!!!

x2-1 M w0 p0 w0 HHw02 - w2L cosHt wL + 2 x w w0 sinHt wLLMNN íJ2 m"###############x2 - 1 w0 Hw4 + 2 H2 x2 - 1L w02 w2 + w04LN
In[50]:= ver = 8dec, ics< ê. u → up êê Simplify

Out[50]= 8True, 8True, True<<
à  ΑΣΚΗΣΗ ΕΜΙΙ-MB6 (ΜΗΧΑΝΙΚΗ ΤΩΝ ΥΛΙΚΩΝ: ΕΛΑΣΤΙΚΗ 
ΕΥΣΤΑΘΕΙΑ: ΛΥΓΙΣΜΟΣ)

In[51]:= BucklingDE = v''''@xD + k2 v''@xD # 0;

In[52]:= v0@x_D = Exp@µ xD;
In[53]:= CharEq = BucklingDE ê. v → v0 êê Simplify

Out[53]= ‰x m m2 Hk2 + m2L == 0

In[54]:= sol = Solve@CharEq, µD
Out[54]= 88m Ø 0<, 8m Ø 0<, 8m Ø -Â k<, 8m Ø Â k<<
In[55]:= comment3 =

" √È Ï�ÛÂÈ� ÙË� x·Ú·ÎÙËÚÈÛÙÈÎ��·ùÙ�� ÂÍÈÛÒÛÂ��Â�Ó·È ÙÚÂÈ� Hx�Ú��ÞÌ��ÙÈ�ðÔÏÏ·ðÏÞÙËÙ¤�ÙÔù�L :
ÙÔ ÌË�¤Ó, ðÔù Â�Ó·ÈÞÌ�� �ÈðÏ�Ú�ú·, ÙÔ - ik Î·È ÙÔ ik.";

In[55]:= vs@x_D = C@1D + C@2D x + C@3D Cos@k xD + C@4D Sin@k xD;
In[56]:= ver = BucklingDE ê. v → vs êê Simplify

Out[56]= True

In[57]:= eqsb = 8vs@0D # 0, vs'@0D # 0, vs@LD # 0, vs'@LD # 0<
Out[57]= 8c1 + c3 == 0, c2 + k c4 == 0, c1 + L c2 + c3 cosHk LL + c4 sinHk LL == 0, c2 + k c4 cosHk LL - k c3 sinHk LL == 0<
In[58]:= teq = Eliminate@eqsb, 8C@1D, C@2D, C@3D<D êê Simplify

Out[58]= k c4 H2 cosHk LL + k L sinHk LL - 2L == 0

In[59]:= teqb = teq@@1DDêHk C@4DL # 0 êê Simplify

Out[59]= 2 cosHk LL + k L sinHk LL == 2

In[60]:= comment4 =

"¶ÚÞÎÂÈÙ·È ÁÈ· ÌÈ· ÙÚÈÁ�ÓÔÌÂÙÚÈÎ� ÂÍ�Û�ÛË Ë ÔðÔ�· ¤xÂÈ ¿ðÂÈÚÂ� Ú�úÂ�. ∞ðÞ ·ùÙ¤� xÚ�ÛÈÌË ÁÈ· ÙÔÓ

¶ÔÏÈÙÈÎÞªËx·ÓÈÎÞ Â�Ó·È ·ðÔÎÏÂÈÛÙÈÎ¿ Ë ÌÈÎÚÞÙÂÚË õÂÙÈÎ� Ú�ú·. ∞ðÞ ·ùÙ�Ó ðÚÔÎ�ðÙÂÈ ÙÔ
ÎÚ�ÛÈÌÔ ÊÔÚÙ�Ô ÏùÁÈÛÌÔ� Pcr ÙÔù ÛÙ�ÏÔù, �ËÏ·�� ÙÔ ·ÍÔÓÈÎÞ õÏÈðÙÈÎÞ ÊÔÚÙ�Ô ÛÙÔ ÛÙ�ÏÔ ðÔù

õ· ðÚÔÎ·Ï¤ÛÂÈ ÙÔ ÏùÁÈÛÌÞ ÙÔù. ¶Ú·ÎÙÈÎ¿, ¿Ì· Á�ÓÂÈ ÏùÁÈÛÌÞ� ÙÔù ÛÙ�ÏÔù ÁÈ· ðÚÒÙË ÊÔÚ¿HÌÂ ÙÔ ðÚÒÙÔ ÊÔÚÙ�Ô PcrL, Ù· ÂðÞÌÂÓ· ÎÚ�ÛÈÌ· ÊÔÚÙ�· ÏùÁÈÛÌÔ� Â�Ó·È ÂÓÙÂÏÒ� ¿xÚËÛÙ·."
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ÁÓÊÇÓÅÉÓ TOY NOTEBOOK ÅÌÉÉ-MC

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉ-MC1 (ÄõíáìéêÞ): Èåùñïýìå ôçí êáôáêüñõöç êßíçóç åíüò õëéêïý óçìåßïõ M
ìÜæáò m ìå èåôéêÞ êáôåýèõíóç ðñïò ôá ðÜíù. Ôçí êßíçóç áõôÞ ôçí åðçñåÜæåé ç åðéôÜ÷õíóç ôçò
âáñýôçôáò g (ðñïò ôá êÜôù!) êáèþò êáé áíôßóôáóç ôïõ áÝñá cv(t) áíÜëïãç ôçò ôá÷ýôçôáò v(t)
ôïõ õëéêïý óçìåßïõ ìå ãíùóôÞ ôç èåôéêÞ óôáèåñÜ c. Æçôïýíôáé: Äçëþóåéò ìç åìöáíßóåùò (ãåíéêÜ)
ëáèþí ôýðïõ (1) spell êáé (2) spell1. (3) Ç ó÷åôéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç VerticalMovement1 ùò
ðñïò ôçí ôá÷ýôçôá v(t). (4) ×ùñßò íá îáíáãñáöåß áõôÞ ç äÞëùóÞ ôçò êáé ìå ôï óõíôïìüôåñï
óýìâïëï vm1. (5) Ç äÞëùóç ôçò áñ÷éêÞò óõíèÞêçò v(0) = v0 ìå ôï óýìâïëï ic1. (6) Ç åýñåóç
ôçò ëýóåùò solvm1 áõôïý ôïõ ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêÞò ôéìÞò êáé ìåôÜ (7) ç ó÷åôéêÞ óõíÜñôçóç vs1(t)
(÷ùñßò äåßêôåò!) óå ðëÞñùò áðëïðïéçìÝíç ìïñöÞ. (8) Ç åðáëÞèåõóç vervm1 ôçò ëýóåùò ðïõ
âñÝèçêå. (9) Ç áíôßóôïé÷ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç VerticalMovement2 ãéá êßíçóç ôïõ õëéêïý óçìåßïõ
ðñïò ôá ðÜíù, ôþñá üìùò ìå áíôßóôáóç óôçí êßíçóç cv2(t). (10) Óå ëßóôá char2 óõìâïëïóåéñþí
(strings) ïé ëåðôïìåñåßò ÷áñáêôçñéóìïß ôçò äéáöïñéêÞò áõôÞò åîéóþóåùò. (11) ÄÞëùóç îáíÜ ôçò
áñ÷éêÞò óõíèÞêçò v(0) = v0, ôþñá üìùò ìå ôï óýìâïëï ic2. (12) Ïé äýï åîéóþóåéò eqs2 áõôïý
ôïõ äåýôåñïõ ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêÞò ôéìÞò óå ëßóôá. (13) Ç ëýóç ôïõò sol2 (ìå áðëïðïßçóç),
(14) ç ó÷åôéêÞ óõíÜñôçóç vs2(t) (÷ùñßò äåßêôåò!) êáé (15) ç åðáëÞèåõóç vers2 ôùí åîéóþóåùí eqs2
(ìå áðëïðïßçóç). (16) Ç áíôßóôïé÷ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç VerticalMovement3, ôþñá ãéá êßíçóç ôïõ
õëéêïý óçìåßïõ ðñïò ôá êÜôù, ðÜëé ìå áíôßóôáóç óôçí êßíçóç cv2(t). (17) ÄÞëùóç ôçò íÝáò áñ÷éêÞò
óõíèÞêçò v(0) = 0 ìå ôï óýìâïëï ic3. (18) Ïé äýï åîéóþóåéò eqs3 áõôïý ôïõ ôñßôïõ ðñïâëÞìáôïò
áñ÷éêÞò ôéìÞò óå ëßóôá. (19) Ç ëýóç ôïõò sol3, (20) ç ó÷åôéêÞ óõíÜñôçóç vs3(t) (÷ùñßò äåßêôåò!) êáé
(21) ç åðáëÞèåõóç vers3 ôùí åîéóþóåùí eqs3 (ìå áðëïðïßçóç). (22) ÄÞëùóç ôùí ôéìþí values:
m → 1, g → 9.81, c → 1 êáé v0 → 0 (ìå âÝëç óôç Mathematica) óå ëßóôá. (23) ÁðëÞ ó÷åäßáóç óå
åíéáßï ó÷Þìá P1 ôùí äýï óõíáñôÞóåùí vs1(t) êáé vs3(t) (ìå ôéò áíôéêáôáóôÜóåéò values êáé óôéò äýï
óõíáñôÞóåéò: äýï öïñÝò!) óôï ÷ñïíéêü äéÜóôçìá [0, 1], ìå ðÜ÷ïò ãñáììÞò 0.009, ìå Üîïíåò t êáé v,
ìå ôßôëï ÔÁ×ÕÔÇÔÁ ÐÔÙÓÅÙÓ YËÉÊÏÕ ÓÇÌÅÉÏÕ êáé ìå ãñáììáôïóåéñÜ Arial-Bold .

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉ-MC2 (Ôáëáíôþóåéò): Óå ìïíïâÜèìéï ìç÷áíéêü óýóôçìá õëéêïý óçìåßïõ (ìÜ-
æáò m), åëáôçñßïõ (óôáèåñÜò k) êáé áðïóâåóôÞñá (óôáèåñÜò c) ìå öüñôéóç (åîùôåñéêÞ äýíáìç)
p(t) íá áóêåßôáé ðÜíù óôç ìÜæá m æçôïýíôáé: (24) Ìå âÜóç áõôÝò ôéò ôñåéò ðáñáìÝôñïõò: m, k
êáé c, ç ó÷åôéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç vde1a ãéá ôéò ôáëáíôþóåéò (vibrations) ôïõ õëéêïý óçìåßïõ ìå
Üãíùóôç óõíÜñôçóç ôç ìåôáôüðéóç u(t) ôïõ õëéêïý óçìåßïõ. (25) Áðü áõôÞí (ü÷é áðü ôçí áñ÷Þ!)
ç áíôßóôïé÷ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç vde2a ÷ùñßò ôïí áðïóâåóôÞñá. (26) Áðü ôçí ðñþôç äéáöïñéêÞ
åîßóùóç vde1a ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç vde3a ìå ôïí áðïóâåóôÞñá, áëëÜ ôþñá óå åëåýèåñåò ôáëá-
íôþóåéò. (27) Áðü ôçí ðñïçãïýìåíç äéáöïñéêÞ åîßóùóç vde3a ç áíôßóôïé÷ç åîßóùóç vde4a ÷ùñßò
ôïí áðïóâåóôÞñá. Ìå ôïí ßäéï ôñüðï åñãáóßáò ïé áíôßóôïé÷åò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò (28) vde1b,
(29) vde2b, (30) vde3b êáé (31) vde4b, ôþñá üìùò ìå ôç ÷ñÞóç ôùí óôáèåñþí ù0 êáé î áíôß ãéá
ôéò óôáèåñÝò k êáé c áíôßóôïé÷á. (32) Ç äÞëùóç ôçò óõ÷íüôçôáò ùD ôùí ôáëáíôþóåùí ìå áóèåíÞ
(õðïêñßóéìç) áðüóâåóç ìå ôéò óôáèåñÝò ù0 êáé î ãíùóôÝò. (33) Êáôåõèåßáí ç ãåíéêÞ óõíÜñôçóç
uD(t) ãéá ôç ìåôáôüðéóç u(t) ìå ìçäåíéêÝò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò, ìå áóèåíÞ áðüóâåóç êáé ìå öüñôéóç
p(t) (ìå áðëïðïßçóç). (34) Ìå êáôÜëëçëç áíôéêáôÜóôáóç óôç óõíÜñôçóç áõôÞ uD(t) (ü÷é áðü ôçí
áñ÷Þ!) ç åýñåóç ôçò ëýóåùò up0(t) ðïõ áíôéóôïé÷åß óå óôáèåñÞ öüñôéóç p0 (êáé ìå ðëÞñç áðëï-
ðïßçóç). (35) Óå ìéá ëßóôá values ïé áíôéêáôáóôÜóåéò p0 → 1, m → 1, î → 0.05 êáé ù0 → 1.
(36) Óå ðßíáêá tb ïé ôéìÝò ôçò óõíáñôÞóåùò up0(t) (ìå ôéò ôéìÝò values) ãéá t = 0, 1, . . . , 50 êáé (37) ç
ìÝãéóôç áðü áõôÝò. (38) ÔÝëïò ç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôçò ßäéáò óõíáñôÞóåùò ðÜëé ìå ôéò ôéìÝò
values, ìå 0 ≤ t ≤ 50, ìå Üîïíåò t êáé u, ìå ðÜ÷ïò ãñáììÞò 0.01 êáé ìå ãñáììáôïóåéñÜ Arial.

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉ-MC3 (Ôáëáíôþóåéò): Óå ÝíáìïíïâÜèìéï ìç÷áíéêüóýóôçìáõëéêïýóçìåßïõ--åëá-
ôçñßïõ öõóéêÞò êõêëéêÞò óõ÷íüôçôáò ù0 áóêåßôáé öüñôéóç p∗(t) = p0 sinù0t (Þäç áíçãìÝíç óôç
ìÜæá m). Æçôïýíôáé: (39) Óå ó÷üëéï comment1 ðïéï öáéíüìåíï ðáñïõóéÜæåôáé êáé ãéáôß áêñéâþò
åßíáé ôüóï åðéâëáâÝò ãéá ôéò êáôáóêåõÝò; (40) Ç ó÷åôéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç rde ìå Üãíùóôç óõ-
íÜñôçóç ôç ìåôáôüðéóç u(t) ôïõ õëéêïý óçìåßïõ. (41) Ç äÞëùóç ìçäåíéêþí áñ÷éêþí óõíèçêþí ics.
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(42) Ç ëýóç solrde ôïõ ðéï ðÜíù ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêþí ôéìþí (ìå áðëïðïßçóç), (43) ç ó÷åôéêÞ óõ-
íÜñôçóç ur(t) êáé (44) ç åðáëÞèåõóç (ìå ìßá ìüíï åíôïëÞ) üëùí ôùí åîéóþóåùí ôïõ ðñïâëÞìáôïò
(ìå áðëïðïßçóç). (45) Ç ó÷åäßáóç óå ó÷Þìá Pr ôçò óõíáñôÞóåùò áõôÞò ur(t) ìå p0 → 1 êáéù0 → 1
ãéá 0 ≤ t ≤ 50. Óôç ãñáöéêÞ áõôÞ ðáñÜóôáóç íá äçëùèïýí Üîïíåò t êáé u, ôßôëïò RESONANCE
ìå ãñáììáôïóåéñÜ Arial-BoldItalic óôéò 14 óôéãìÝò (points) êáé íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ðÜ÷ïò ãñáììÞò
0.01. (46) Ìå âÜóç ôï áñéóôåñü ìÝëïò ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò rde íá ó÷çìáôéóèåß íÝá äéáöï-
ñéêÞ åîßóùóç nde, ôþñá ìå êõêëéêÞ óõ÷íüôçôá ù ôçò ðéï ðÜíù áíçãìÝíçò åîùôåñéêÞò öïñôßóåùò
p∗(t). (47) Ìå ìßá ìüíï åíôïëÞ íá ðñïóäéïñéóèåß ç ëýóç un(t) ôïõ ðéï ðÜíù ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêþí
ôéìþí, áëëÜ åäþ ìå ôç íÝá öüñôéóç p∗(t), óå ìïñöÞ óõíáñôÞóåùò (ìå áðëïðïßçóç). (48) Íá ãßíåé
êáé ç áíôßóôïé÷ç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç Pn, ôþñá üìùò ìå ù → 2 êáé ìå ôïí ôßôëï NO RESONANCE.
(49) Óôç óõíÝ÷åéá óå åíéáßï ó÷Þìá íá äïèïýí êáé ïé äýï ãñáöéêÝò ðáñáóôÜóåéò Pr êáé Pn ìå ôïí
ôßôëï RESONANCE vs. NO RESONANCE. (50) ÔÝëïò íá áíáöåñèïýí ôá ó÷üëéá êáé óõìðåñÜóìáôá
comment2 ðïõ ðñïêýðôïõí áðü ôéò ãñáöéêÝò áõôÝò ðáñáóôÜóåéò.

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉ-MC4 (Ôáëáíôþóåéò): Èåùñïýìå ôéò åîáíáãêáóìÝíåò ôáëáíôþóåéò óõóôÞìáôïò
ìÜæáò--åëáôçñßïõ éäéïóõ÷íüôçôáò ù0 ìå áíçãìÝíç óôç ìÜæá åîùôåñéêÞ öüñôéóç p(t) ÷ùñßò áðü-
óâåóç. Æçôïýíôáé: (51) Ç ó÷åôéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç VibrationsODE ùò ðñïò ôç ìåôáôüðéóç u(t).
(52) Ç ôñïðïðïßçóç ôïõ óõìâüëïõ ôçò óå vde (÷ùñßò üìùò íá îáíáãñáöåß!). (53) Ç ãåíéêÞ ëýóç
ôçò sol. (54) Ãéá áíçãìÝíç öüñôéóç ôçò ìïñöÞò p1(t) = a2t2 + a1t+ a0 ç õðüèåóç u1(t) ãéá ìéá áíôß-
óôïé÷ç ìåñéêÞ ëýóç êáé ç ãåíéêÞ ëýóç u1g(t) ôçò ßäéáò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (öõóéêÜ ìå p → p1) ìå
ôç ÷ñÞóç ôçò åíôïëÞò DSolve êáé áðëïðïßçóç. (Ïé ôñåéò óõíáñôÞóåéò p1(t), u1(t) êáé u1g(t) óå ìéá
ãñáììÞ ìå ôç ÷ñÞóç ëßóôáò!) (55) ÁíÜëïãá ãéá p2(t) = a cos (ùt−á), (56) p3(t) = a cos (ù0t−á) êáé
(57) p4(t) = a + be−2t + c sinù0t (ìå ðëÞñç áðëïðïßçóç). (58) Óå ó÷üëéï comment3 óõìöùíïýí
ïé ìåñéêÝò ëýóåéò uk(t) ìå ôéò ãåíéêÝò ëýóåéò ukg(t);

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉ-MC5 ([Õ] Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí, ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí: Äïêïß): Èåù-
ñïýìå óõíÞèç äïêü ìÞêïõò L, ãñáììéêÞò ðõêíüôçôáò ñÁ êáé äõóêáìøßáò ÅÉ õðü êÜèåôç êáôáíå-
ìçìÝíç öüñôéóç p0. Æçôïýíôáé: (59) Ç ó÷åôéêÞ óõíÞèçò äéáöïñéêÞ åîßóùóç BeamODE1. (60) Ç
áíôßóôïé÷ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç BeamODE2 ìå óôÞñéîç ôçò äïêïý áõôÞò åðß åëáóôéêÞò âÜóåùò (åäþ
ôïõ åäÜöïõò) êáé ìå óõíïëéêÞ óôáèåñÜ åäÜöïõò--äïêïý k. (61) Ç áíôßóôïé÷ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç
BeamODE3a, ôþñá ÷ùñßò óôÞñéîç êáé ìå Üãíùóôç óõíÜñôçóç ôç X(x), óå êáìðôéêÝò éäéïôáëáíôþ-
óåéò (åííïåßôáé ìå p0 = 0) ìå êõêëéêÞ óõ÷íüôçôá ù. (62) Ç ßäéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç BeamODE3b
ãñáììÝíç áðü ôçí áñ÷Þ, ôþñá üìùò ìå ôçí êáôåõèåßáí ÷ñÞóç ôçò âïçèçôéêÞò óôáèåñÜò â. (63) Ç
ëýóç sol3b ôçò ôåëåõôáßáò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò BeamODE3b êáé (64) ç ó÷åôéêÞ óõíÜñôçóç X1(x).
(65) Ç ßäéá óõíÜñôçóç, ôþñá óôç ìïñöÞ X2(x) ìå ôç ÷ñÞóç ìüíï õðåñâïëéêþí êáé ôñéãùíïìåôñéêþí
óõíáñôÞóåùí (êáé ìå áðëïðïßçóç). (66) Ç åðáëÞèåõóç ver ôçò ôåëåõôáßáò ëýóåùò X2(x) (îáíÜ ìå
áðëïðïßçóç).

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉ-MC6 (ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí: Äïêïß): Èåùñïýìå ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç
(ùò ðñïò ôç èÝóç x) ôùí êáìðôéêþí éäéïôáëáíôþóåùí óõíÞèïõò äïêïý ìÞêïõò L (ìå 0 ≤ x ≤ L) ìå
ãíùóôÞ ôç ó÷åôéêÞ óõíïëéêÞ óôáèåñÜ â êáé Üãíùóôï ôï ðñïóçìáóìÝíï åýñïò ôùí ôáëáíôþóåùí
X(x). Æçôïýíôáé: (67) Ç áðáëïéöÞ ôõ÷üí ðñïçãïýìåíçò äçëþóåùò ôïõ óõìâüëïõX. (68) Ç ó÷åôéêÞ
äéáöïñéêÞ åîßóùóç beamde. (69) Óå ëßóôá bcs oé óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò óôá Üêñá ôçò äïêïý ãéá
ìéá áìöéÝñåéóôç äïêü. (70) Ç ëýóç sol áõôïý ôïõ ðñïâëÞìáôïò óõíïñéáêþí ôéìþí. (71) Óå Ýíá
ó÷üëéï comment4 ãéáôß åßíáé áðïãïçôåõôéêÞ ç ëýóç áõôÞ; (72) Ëßóôá list (ìå ôç ÷ñÞóç åíôïëÞò
ãéá ôï ó÷çìáôéóìü ðßíáêá) ôùí ðÝíôå ðñþôùí éäéïìïñöþí Xn(x) ôçò ðéï ðÜíù äïêïý, ïé ïðïßåò
èåùñïýíôáé åê ôùí ðñïôÝñùí ãíùóôÝò. (73) Ôï ìçôñþïWMðïõ áíôéóôïé÷åß óôç ó÷åôéêÞ ïñßæïõóá
Wronski êáé óôç óõíÝ÷åéá (74) ç ßäéá ç ïñßæïõóá Wronski W (ìå áðëïðïßçóç). (75) Óå ó÷üëéï
comment5 åêôßìçóç ôïõ ÷ñüíïõ õðïëïãéóìïý ôçò ïñßæïõóáò W ìå ôï ÷Ýñé êáé (76) óå Üëëï ó÷üëéï
comment6 ôé áêñéâþò óõíÜãåôáé áðü ôïí õðïëïãéóìü ôçò ïñßæïõóáò W; (77) ÔåëéêÜ ãéá L = 1
ç ó÷åäßáóç êáé ôùí ðÝíôå ðñþôùí éäéïìïñöþí ôáëáíôþóåùò Xn(x) ôçò äïêïý (ó’ Ýíá åíéáßï ó÷Þìá)
ìå Üîïíåò x êáé X , ðÜ÷ïò ãñáììÞò 0.008 êáé ôßôëï SIMPLY-SUPPORTED BEAM: VIBRATION MODES.



à Notebook  ΕΜΙΙ-ΜC

ΛΥΣΕΙΣ ΤΩΝ ΑΣΚΗΣΕΩΝ EMII-MC
(ΑΣΚΗΣΕΙΣ EMII-MC1 ΕΩΣ ΕΜΙΙ-ΜC6)

à ΑΣΚΗΣΗ EMII-MC1 (∆ΥΝΑΜΙΚΗ) 

In[1]:= Off@General::spellD
In[2]:= Off@General::spell1D
In[3]:= VerticalMovement1 = m v'@tD == −m g − c v@tD
Out[3]= m v£HtL == -g m - c vHtL
In[4]:= vm1 = VerticalMovement1

Out[4]= m v£HtL == -g m - c vHtL
In[5]:= ic1 = v@0D # v0

Out[5]= vH0L == v0

In[6]:= solvm1 = DSolve@8vm1, ic1<, v@tD, tD
Out[6]= ::vHtL Ø -

‰- c tÅÅÅÅÅÅÅÅm I‰ c tÅÅÅÅÅÅÅÅm g m - g m - c v0M
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

c
>>

In[7]:= vs1@t_D = solvm1P1, 1, 2T êê FullSimplify

Out[7]=
‰- c tÅÅÅÅÅÅÅÅm Hg m + c v0L - g m
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

c

In[8]:= vervm1 = vm1 ê. v → vs1

Out[8]= True

In[9]:= VerticalMovement2 = m v'@tD == −m g − c v@tD2
Out[9]= m v£HtL == -c vHtL2 - g m

In[10]:= char2 = 8"Συνήθης διαϕορική εξίσωση", "µη γραµµική", "πρώτης τάξεως",

"πρώτου βαθµού", "χωριζόµενων µεταβλητών", "µε άγνωστη συνάρτηση

την ταχύτητα vHtL και ανεξάρτητη µεταβλητή το χρόνο t"<;
In[11]:= ic2 = v@0D # v0

Out[11]= vH0L == v0

In[12]:= eqs2 = 8VerticalMovement2, ic2<
Out[12]= 8m v£HtL == -c vHtL2 - g m, vH0L == v0<
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In[13]:= sol2 = DSolve@eqs2, v@tD, tD êê Simplify

Solve::ifun :  Inverse functions are being used by Solve, so some solutions may not be found.

Out[13]= ::vHtL Ø -

è!!!!!g è!!!!!!m tanJ è!!!!!c è!!!!!g tÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅè!!!!!!m
- tan-1J è!!!!!c v0ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅè!!!!!g è!!!!!!m

NN
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅè!!!!c >>

In[14]:= vs2@t_D = sol2P1, 1, 2T
Out[14]= -

è!!!!!g è!!!!!!m tanJ è!!!!!c è!!!!!g tÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅè!!!!!!m
- tan-1J è!!!!!c v0ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅè!!!!!g è!!!!!!m

NN
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅè!!!!c

In[15]:= vers2 = eqs2 ê. v → vs2 êê Simplify

Out[15]= 8True, True<
In[16]:= VerticalMovement3 = m v'@tD == −m g + c v@tD2
Out[16]= m v£HtL == c vHtL2 - g m

In[17]:= ic3 = v@0D # 0;

In[18]:= eqs3 = 8VerticalMovement3, ic3<
Out[18]= 8m v£HtL == c vHtL2 - g m, vH0L == 0<
In[19]:= sol3 = DSolve@eqs3, v@tD, tD

Solve::ifun :  Inverse functions are being used by Solve, so some solutions may not be found.

Out[19]= ::vHtL Ø -

è!!!!!g è!!!!!!m tanhJ è!!!!!c è!!!!!g tÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅè!!!!!!m
N

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅè!!!!c >>
In[20]:= vs3@t_D = sol3P1, 1, 2T
Out[20]= -

è!!!!!g è!!!!!!m tanhJ è!!!!!c è!!!!!g tÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅè!!!!!!m
N

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅè!!!!c
In[21]:= vers3 = eqs3 ê. v → vs3 êê Simplify

Out[21]= 8True, True<
In[22]:= values = 8m → 1, g → 9.81, c → 1, v0 → 0<;
In[23]:= P1 = Plot@8vs1@tD ê. values, vs3@tD ê. values<,8t, 0, 1<, PlotStyle → Thickness@0.009D, AxesLabel → 8"t", "v"<,

PlotLabel −> "ΤΑΧΥΤΗΤΑ ΠΤΩΣΕΩΣ ΥΛΙΚΟΥ ΣΗΜΕΙΟΥ", DefaultFont → "Arial−Bold"D;
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à ΑΣΚΗΣΗ EMII-MC2 (ΤΑΛΑΝΤΩΣΕΙΣ)

In[24]:= vde1a = m u''@tD + c u'@tD + k u@tD # p@tD
Out[24]= k uHtL + c u£HtL + m u££HtL == pHtL
In[25]:= vde2a = vde1a ê. c → 0

Out[25]= k uHtL + m u££HtL == pHtL
In[26]:= vde3a = vde1a ê. p@tD → 0

Out[26]= k uHtL + c u£HtL + m u££HtL == 0

In[27]:= vde4a = vde3a ê. c → 0

Out[27]= k uHtL + m u££HtL == 0

In[28]:= vde1b = u''@tD + 2 ξ ω0 u'@tD + ω02 u@tD # p@tDê m
Out[28]= uHtL w02 + 2 x u£HtL w0+ u££HtL ==

pHtL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
m

In[29]:= vde2b = vde1b ê. ξ → 0

Out[29]= uHtL w02 + u££HtL ==
pHtL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
m

In[30]:= vde3b = vde1b ê. p@tD → 0

Out[30]= uHtL w02 + 2 x u£HtL w0+ u££HtL == 0

In[31]:= vde4b = vde3b ê. ξ → 0

Out[31]= uHtL w02 + u££HtL == 0

In[32]:= ωD = ω0 Sqrt@1 − ξ2D
Out[32]=

"###############1- x2 w0

In[33]:= uD@t_D =H1 êHm ωDLL Integrate@p@τD Exp@−ξ ω0 Ht − τLD Sin@ωD Ht − τLD, 8τ, 0, t<D êê Simplify

Out[33]=
Ÿ0t ‰x Ht-tLw0 pHtL sinIè!!!!!!!!!!!!!!!1- x2 Ht - tL w0M „ t
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

mè!!!!!!!!!!!!!!!1- x2 w0

In[34]:= up0@t_D = uD@tD ê. p@τD → p0 êê FullSimplify

Out[34]=
p0 J‰-t x w0 J-cosIt è!!!!!!!!!!!!!!!1- x2 w0M -

x sinIt è!!!!!!!!!!!!!!1-x2 w0M
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅè!!!!!!!!!!!!!!1-x2

N + 1N
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

m w02

In[35]:= values = 8p0 → 1, m → 1, ξ → 0.05, ω0 → 1<
Out[35]= 8p0 Ø 1, m Ø 1, x Ø 0.05, w0 Ø 1<
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In[36]:= tb = Table@up0@tD ê. values, 8t, 0, 50<D
Out[36]= 80, 0.445008, 1.33325, 1.84539, 1.56914, 0.821214, 0.300892, 0.441757, 1.05764, 1.56449, 1.52921,

1.03427, 0.556444, 0.512173, 0.898932, 1.33731, 1.43885, 1.14676, 0.754061, 0.613912, 0.824901,
1.16901, 1.3325, 1.18952, 0.894324, 0.719682, 0.806918, 1.05479, 1.23113, 1.18847, 0.98497,
0.813985, 0.822022, 0.985013, 1.14561, 1.16352, 1.03666, 0.889798, 0.853329, 0.948659, 1.07984,
1.12868, 1.06029, 0.945658, 0.889481, 0.935347, 1.03342, 1.09291, 1.06546, 0.983343, 0.923616<

In[37]:= Max@tbD
Out[37]= 1.84539

In[38]:= Plot@up0@tD ê. values, 8t, 0, 50<, AxesLabel → 8t, u<,
PlotStyle → Thickness@0.01D, DefaultFont → "Arial"D;

10 20 30 40 50
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0.25

0.5

0.75

1

1.25

1.5

1.75

u

à ΑΣΚΗΣΗ EMII-MC3 (ΤΑΛΑΝΤΩΣΕΙΣ)

In[39]:= comment1 =

"Παρουσιάζεται το ανεπιθύµητο ϕαινόµενο του συντονισµού. Αυτό συµβαίνει,

επειδή η κυκλική συχνότητα της εξωτερικής ϕορτίσεως ω0 συµπίπτει µε τη

ϕυσική κυκλική συχνότητα Hτην ιδιοσυχνότηταL ω0 του µηχανικού συστήµατος.

Η συνέπεια είναι ότι το εύρος ταλαντώσεων της µετατοπίσεως του υλικού
σηµείου αυξάνει συνεχώς µε το χρόνο t. Τούτο έχει σαν πιθανή συνέπεια την

καταστροϕή του µηχανικού συστήµατος Hεδώ του ελατηρίουL και γενικότερα

της κατασκευής. Η πιο πάνω συνθήκη συντονισµού πρέπει εποµένως να

αποϕεύγεται από τον Πολιτικό Μηχανικό στις µελέτες του για κατασκευές.";

In[40]:= rde = u''@tD + ω02 u@tD # p0 Sin@ω0 tD;
In[41]:= ics = 8u@0D # 0, u'@0D # 0<;
In[42]:= solrde = DSolve@8rde, ics<, u@tD, tD êê Simplify

Out[42]= ::uHtL Ø
p0 HsinHt w0L - t w0 cosHt w0LL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

2w02
>>

In[43]:= ur@t_D = solrdeP1, 1, 2T
Out[43]=

p0 HsinHt w0L - t w0 cosHt w0LL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

2w02

In[44]:= ver = 8rde, ics< ê. u → ur êê Simplify

Out[44]= 8True, 8True, True<<
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In[45]:= Pr = Plot@ur@tD ê. 8p0 → 1, ω0 → 1<, 8t, 0, 50<, AxesLabel → 8t, u<,
PlotLabel → FontForm@"RESONANCE", 8"Arial−BoldItalic", 14<D,
PlotStyle → Thickness@0.01DD;

10 20 30 40 50
t

-20

-10

10

20

u RESONANCE

In[46]:= nde = rdeP1T # p0 Sin@ω tD
Out[46]= uHtL w02 + u££HtL == p0 sinHt wL
In[47]:= un@t_D = DSolve@8nde, ics<, u@tD, tDP1, 1, 2T êê Simplify

Out[47]=
p0 Hw0 sinHt wL - w sinHt w0LL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

w03 - w2 w0

In[48]:= Pn = Plot@un@tD ê. 8p0 → 1, ω0 → 1, ω → 2<, 8t, 0, 50<, AxesLabel → 8t, u<,
PlotLabel → FontForm@"NO RESONANCE", 8"Arial−BoldItalic", 14<D,
PlotStyle → Thickness@0.01DD;

10 20 30 40 50
t

-0.75
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-0.25

0.25

0.5

0.75

u NO RESONANCE

In[49]:= Show@Pr, Pn, PlotLabel →

FontForm@" RESONANCE vs. NO RESONANCE", 8"Arial−BoldItalic", 14<DD;
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t
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In[50]:= comment2 =

"Είναι σαϕές ότι το εύρος των ταλαντώσεων στην περίπτωση δύο διαϕορετικών

κυκλικών συχνοτήτων ω και ω0 παραµένει σταθερό µε το χρόνο t. Αντίθετα
στην περίπτωση δύο ίσων κυκλικών συχνοτήτων ω0 Hδηλαδή όταν παρουσιάζεται

το ανεπιθύµητο ϕαινόµενο του συντονισµούL το εύρος των

ταλαντώσεων αυξάνεται συνεχώς µε το χρόνο t Hσυγκεκριµένα

έχει γραµµική αύξησηL. Το συµπέρασµα είναι και πάλι ότι

θα πρέπει µε κάθε δυνατό τρόπο να αποϕεύγεται το ϕαινόµενο

του συντονισµού σε κάθε κατασκευή του Πολιτικού Μηχανικού.";

à ΑΣΚΗΣΗ EMII-MC4 (ΤΑΛΑΝΤΩΣΕΙΣ)

In[51]:= VibrationsODE = u''@tD + ω02 u@tD # p@tD
Out[51]= uHtL w02 + u££HtL == pHtL
In[52]:= vde = VibrationsODE

Out[52]= uHtL w02 + u££HtL == pHtL
In[53]:= sol = DSolve@vde, u@tD, tD
Out[53]= ::uHtL Ø c1 cosHt w0L + c2 sinHt w0L +

1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
w0

ikjjjikjjj‡K$1437t
cosHK$1436w0L pHK$1436L „K$1436y{zzz sinHt w0L -

cosHt w0L ‡
K$1423

t
pHK$1422L sinHK$1422w0L „K$1422y{zzz>>

In[54]:= 8p1@t_D = a2 t2 + a1 t + a0, u1@t_D = A t2 + B t + C,

u1g@t_D = DSolve@vde ê. p → p1, u@tD, tDP1, 1, 2T<
Out[54]= :a2 t2 + a1 t + a0, A t2 + B t + C,

a2 t2 w02 + a0w02 + a1 t w02 - 2 a2
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

w04
+ c1 cosHt w0L + c2 sinHt w0L>

In[55]:= 8p2@t_D = a Cos@ω t − αD, u2@t_D = A Cos@ω t − αD,
u2g@t_D = DSolve@vde ê. p → p2, u@tD, tDP1, 1, 2T< êê Simplify

Out[55]= :a cosHa - t wL, A cosHa - t wL, a cosHa - t wL - Hw2 - w02L Hc1 cosHt w0L + c2 sinHt w0LL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅHw0- wL Hw + w0L >

In[56]:= 8p3@t_D = a Cos@ω0 t − αD, u3@t_D = t HA Cos@ω0 t − αD + B Sin@ω0 t − αDL,
u3g@t_D = DSolve@vde ê. p → p3, u@tD, tDP1, 1, 2T< êê Simplify

Out[56]= :a cosHa - t w0L, t HA cosHa - t w0L - B sinHa - t w0LL,
c1 cosHt w0L +

a cosHa - t w0L
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

4w02
+ c2 sinHt w0L -

a t sinHa - t w0L
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

2w0
>

In[57]:= 8p4@t_D = a + b Exp@−2 tD + c Sin@ω0 tD,
u4@t_D = A + B Exp@−2 tD + t HC Cos@ω0 tD + D Sin@ω0 tDL,
u4g@t_D = DSolve@vde ê. p → p4, u@tD, tDP1, 1, 2T< êê FullSimplify

Out[57]= :a + b ‰-2 t + c sinHt w0L, A + B ‰-2 t + C t cosHt w0L + D t sinHt w0L,
a

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
w02

+ ikjjc1 -
c t

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
2w0

y{zz cosHt w0L + J c
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
4w02

+ c2N sinHt w0L +
b ‰-2 t

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
w02 + 4

>
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In[58]:= comment3 =

"Ναι συµϕωνούν σ' όλες τις περιπτώσεις. Εννοείται ότι η Mathematica έδωσε τη

γενική λύση, της οποίας όµως ένα µέρος είναι η µερική λύση που έχει

υποτεθεί. Το υπόλοιπο µέρος αποτελεί τη γενική λύση της αντίστοιχης

οµογενούς διαϕορικής εξισώσεως, όπως µπορεί πολύ εύκολα να διαπιστωθεί.";

à ΑΣΚΗΣΗ EMII-MC5 (ΜΗΧΑΝΙΚΗ ΤΩΝ ΥΛΙΚΩΝ, ∆ΥΝΑΜΙΚΗ ΤΩΝ 
ΚΑΤΑΣΚΕΥΩΝ: ∆ΟΚΟΙ)

In[59]:= BeamODE1 = EI v''''@xD == p@xD
Out[59]= EI vH4LHxL == pHxL
In[60]:= BeamODE2 = EI v''''@xD + k v@xD # p@xD
Out[60]= k vHxL +EI vH4LHxL == pHxL
In[61]:= BeamODE3a = EI X''''@xD − ρΑ ω^2 X@xD # 0

Out[61]= EI X H4LHxL - rΑw2 XHxL == 0

In[62]:= BeamODE3b = X''''@xD − β^4 X@xD # 0

Out[62]= X H4LHxL - b4 XHxL == 0

In[63]:= sol3b = DSolve@BeamODE3b, X@xD, xD
Out[63]= 88XHxL Ø ‰-x b c2 + ‰x b c4 + c1 cosHx bL + c3 sinHx bL<<
In[64]:= X1@x_D = sol3bP1, 1, 2T
Out[64]= ‰-x b c2 + ‰x b c4 + c1 cosHx bL + c3 sinHx bL
In[65]:= X2@x_D = X1@xD êê ExpToTrig êê Simplify

Out[65]= c1 cosHx bL + Hc2 + c4L coshHx bL + c3 sinHx bL + Hc4 - c2L sinhHx bL
In[66]:= ver = BeamODE3b ê. X → X2 êê Simplify

Out[66]= True

à ΑΣΚΗΣΗ EMII-MC6 (∆ΥΝΑΜΙΚΗ ΤΩΝ ΚΑΤΑΣΚΕΥΩΝ: ∆ΟΚΟΙ)

In[67]:= Clear@XD
In[68]:= beamde = X''''@xD − β4 X@xD # 0

Out[68]= X H4LHxL - b4 XHxL == 0

In[69]:= bcs = 8X@0D # 0, X''@0D # 0, X@LD # 0, X''@LD # 0<
Out[69]= 8XH0L == 0, X ££H0L == 0, XHLL == 0, X ££HLL == 0<
In[70]:= sol = DSolve@8beamde, bcs<, X@xD, xD
Out[70]= 88XHxL Ø 0<<
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In[71]:= comment4 = "Η πιο πάνω λύση είναι απογοητευτική, γιατί είναι η τετριµµένη,

η µηδενική λύση, δηλαδή η λύση που δηλώνει την πλήρη έλλειψη

καµπτικών ταλαντώσεων της δοκού µας. Αντίθετα για ορισµένες

τιµές, τις ιδιοτιµές βn της σταθεράς β, παίρνουµε αληθινές

ταλαντώσεις, τις ιδιοταλαντώσεις. Σ' αυτές αντιστοιχούν οι

ιδιοµορϕές ταλαντώσεων ΧnHxL, που δίνονται στην επόµενη εντολή.";

In[72]:= list = Table@v@n, x_D = Sin@n π xêLD, 8n, 5<D
Out[72]= :sinJ p x

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
L

N, sinikjj 2 p x
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

L
y{zz, sinikjj 3 p x

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
L

y{zz, sinikjj 4 p x
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

L
y{zz, sinikjj 5 p x

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
L

y{zz>
In[73]:= WM = 8list, D@list, xD, D@list, 8x, 2<D, D@list, 8x, 3<D, D@list, 8x, 4<D<
Out[73]=

i

k

jjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjj

sinH p xÅÅÅÅÅÅÅÅL L sinI 2 p xÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅL M sinI 3 p xÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅL M sinI 4 p xÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅL M sinI 5 p xÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅL M
p cosH p xÅÅÅÅÅÅÅÅÅL L
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅL

2 p cosI 2 p xÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅL M
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅL

3 p cosI 3 p xÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅL M
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅL

4 p cosI 4 p xÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅL M
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅL

5 p cosI 5 p xÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅL M
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅL

-
p2 sinH p xÅÅÅÅÅÅÅÅÅL L
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅL2 -

4 p2 sinI 2 p xÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅL M
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅL2 -

9 p2 sinI 3 p xÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅL M
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅL2 -

16p2 sinI 4 p xÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅL M
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅL2 -

25p2 sinI 5 p xÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅL M
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅL2

-
p3 cosH p xÅÅÅÅÅÅÅÅÅL L
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅL3 -

8 p3 cosI 2 p xÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅL M
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅL3 -

27p3 cosI 3 p xÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅL M
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅL3 -

64p3 cosI 4 p xÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅL M
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅL3 -

125p3 cosI 5 p xÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅL M
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅL3

p4 sinH p xÅÅÅÅÅÅÅÅÅL L
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅL4

16p4 sinI 2 p xÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅL M
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅL4

81p4 sinI 3 p xÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅL M
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅL4

256p4 sinI 4 p xÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅL M
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅL4

625p4 sinI 5 p xÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅL M
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅL4

y

{

zzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzz
In[74]:= W = Det@WMD êê Simplify

Out[74]=
294912 p10 sin15H p xÅÅÅÅÅÅÅÅL L
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

L10

In[75]:= comment5 = "Πάρα πολύ µεγάλος χρόνος, πολλές ώρες ίσως και πολύ µεγαλύτερος.

Και πάντοτε µε τον κίνδυνο κάποιου λάθους µε το χέρι, κάτι που δεν ισχύει

στους υπολογισµούς µε τη Mathematica τουλάχιστον σ' αυτήν την περίπτωση.";

In[76]:= comment6 =

"Από τον πιο πάνω υπολογισµό της ορίζουσας Wronski W, η οποία προέκυψε µη

µηδενική, συνάγεται ότι οι παραπάνω ιδιοµορϕές ταλαντώσεων είναι γραµµικά
ανεξάρτητες συναρτήσεις. Τούτο είναι πολύ σηµαντικό για τον Πολιτικό
Μηχανικό σε προβλήµατα καµπτικών ταλαντώσεων δοκών Hείτε ελεύθερων είτε

εξαναγκασµένωνL, τα οποία αναλύονται κατάλληλα σε ιδιοµορϕές ταλαντώσεων

µε πλήρωση µάλιστα και όλων των συνοριακών συνθηκών. Αυτό το θέµα θα

εξετασθεί λεπτοµερώς στο επόµενο µάθηµα: στα Εϕαρµοσµένα Μαθηµατικά ΙΙΙ.";

In[77]:= Plot@Evaluate@list ê. L → 1D, 8x, 0, 1<,
PlotStyle → Thickness@0.008D, AxesLabel → 8x, X<, DefaultFont → "Arial",

PlotLabel → " SIMPLY−SUPPORTED BEAM: VIBRATION MODES"D;
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ÁÓÊÇÓÅÉÓ TOY NOTEBOOK ÅÌÉÉ-MD

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉ-MD1 (Ïñèïãþíéåò Ôñï÷éÝò, Ñåõóôïìç÷áíéêÞ): Óôç Ñåõóôïìç÷áíéêÞ èåùñïýìå
åäþ ôç ìüíéìç, äéäéÜóôáôç, áóôñüâéëç ñïÞ éäåáôïý ñåõóôïý ç ïðïßá ïöåßëåôáé óå óçìåéáêÞ ðçãÞ
(Þ êáôáâüèñá) óôçí áñ÷Þ ôùí áîüíùí Ï = (0, 0) óå ÊáñôåóéáíÝò óõíôåôáãìÝíåò (x, y). Æçôïýíôáé:
(1) Ëßóôá äýï åíôïëþí ãéá ôç ìç åìöÜíéóçðéèáíþí ïñèïãñáöéêþí ëáèþí. Ïé åîéóþóåéò (2)eq1 ôùí
ãñáììþí ñïÞò êáé (3) eq2 ôùí éóïäõíáìéêþí ãñáììþí. Óôç óõíÝ÷åéá ìå ôç ÷ñÞóç åéäéêÞò åíôïëÞò
áðáëïéöÞò ïé áíôßóôïé÷åò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò (4)ODE1 êáé (5)ODE2. ÌåôÜ ïé áíôßóôïé÷åò êëßóåéò
(6) Dy1 êáé (7) Dy2. ¸ðåéôá (8) ç åðáëÞèåõóç verification ôçò ïñèïãùíéüôçôáò ôùí ãñáììþí
áõôþí. (9) Ëßóôá OTList4 ôåóóÜñùí åðéóôçìïíéêþí ðåñéï÷þí ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý üðïõ
ðáñïõóéÜæïíôáé ïé ïñèïãþíéåò ôñï÷éÝò.

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉ-MD2 (Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí: Ëõãéóìüò): Óôï öáéíüìåíï ôï ëõãéóìïý óôýëïõ
ðñïêýðôåé ç ôåôñáðáñáìåôñéêÞ ïéêïãÝíåéá ôùí óõíáñôÞóåùí ys(x) = C1+C2x+C3 cos kx+C4 sin kx
ìå ðáñáìÝôñïõò ôá C1, 2, 3, 4 êáé ôï k «ãíùóôÞ» óôáèåñÜ. Æçôïýíôáé: (10) Ç äÞëùóÞ ôçò óáí óõ-
íÜñôçóç. (11) Ç áíôßóôïé÷ç åîßóùóç eq1: y(x) = ys(x). (12) Ëßóôá Solutions ôùí ó÷åôéêþí óõíáñ-
ôÞóåùí êáé (13) áðüäåéîç ôçò ãñáììéêÞò áíåîáñôçóßáò ôïõò ìå ôç ÷ñÞóç ïñßæïõóáò W(x) (êáé ìå
áðëïðïßçóç). (14) Ç ëßóôá SAF ôùí óõíáñôÞóåùí Solutions ìå ðñïóèÞêç óôï ôÝëïò êáé ôçò óõ-
íáñôÞóåùò y(x). (15) Ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ode1 ðïõ åðáëçèåýïõí ïé óõíáñôÞóåéò ys(x) ìå ÷ñÞóç
ïñßæïõóáò êáé áðëïðïßçóç. (16) Ëßóôá ðÝíôå åîéóþóåùí ListOfEquations ìå ðñþôï óôïé÷åßï ôçí
åîßóùóç eq1, äåýôåñï óôïé÷åßï eq2 ôçí ðñþôç ðáñÜãùãï ôçò åîéóþóåùò eq1 êáé áíÜëïãá ìÝ-
÷ñé êáé ôï ðÝìðôï óôïé÷åßï áõôÞò ôçò ëßóôáò. (17) Ç ëßóôá ListOfConstants ôùí ðñïò áðáëïéöÞ
ðáñáìÝôñùí C1, 2, 3, 4. (18) Ìå ôç ÷ñÞóç åéäéêÞò åíôïëÞò áðáëïéöÞò ï ó÷çìáôéóìüò ode2 (ìå äåý-
ôåñï ôñüðï) ôçò ßäéáò ðáñáðÜíù äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò. (19) Ç êáôåõèåßáí áíáöïñÜ áõôÞò ôçò
äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ode. (20) Óå ðïéï óõãêåêñéìÝíï ðñüâëçìá ôçò Ìç÷áíéêÞò ôùí Õëéêþí ðá-
ñïõóéÜæåôáé; (21) Ãéá ðïéï ëüãï ìðÞêáí ôá åéóáãùãéêÜ óôç ëÝîç «ãíùóôÞ» óôç äåýôåñç ãñáììÞ;

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉ-MD3 (Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí: Äïêïß): Èåùñïýìå óõíÞèç äïêü ìÞêïõò L (ìå
0 ≤ x ≤ L) ìå äõóêáìøßá ÅÉ óå êÜìøç. Æçôïýíôáé: Ãéá ôï âÝëïò êÜìøåþò ôçò v(x) ïé ó÷åôéêÝò
ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò (22) bde1 ìå ôç ñïðÞ êÜìøåùò (êáìðôéêÞ ñïðÞ)M(x) êáé (23) bde2
ìå ôçí êáôáíåìçìÝíç êÜèåôç öüñôéóç p(x). (24) Áðü ôçí åîßóùóç bde2 ç áíôßóôïé÷ç åîßóùóç
bde2a ìå p(x) = p0. Ïé óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò ãéá ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç bde2 óôéò ðåñéðôþóåéò:
(25) áìößðáêôçò äïêïý: bc1, (26) ìïíüðáêôçò õðåñóôáôéêÞò äïêïý ìå ôçí ðÜêôùóç áñéóôåñÜ:
bc2, (27) ðñïâüëïõ ìå ôçíðÜêôùóçáñéóôåñÜ: bc3a êáé (28) äåîéÜ: bc3b, (29) áìöéÝñåéóôçò äïêïý:
bc4 êáé (30) áðüëõôá åëåýèåñçò äïêïý: bc5 ìå (31) áñíçôéêü ó÷üëéï comment1 ãéá ôçí ôåëåõôáßá
êáé ãéáôß. (32) Åðßóçò ó÷üëéï comment2 ãéá ôï óå ðïéá äéáöïñåôéêÞ äïêü èá ßó÷õå èåôéêü ó÷üëéï êáé
ãéáôß. Óôç óõíÝ÷åéá (33) ç ëýóç solution4 ôïõ ðñïâëÞìáôïò óõíïñéáêþí ôéìþí ãéá ôçí áìöéÝñåéóôç
äïêü ìå óôáèåñÞ öüñôéóç p(x) = p0 (ìå áðëïðïßçóÞ ôçò) êáé (34) ôï áíôßóôïé÷ï âÝëïò êÜìøåùò
vs4(x) ìå (35) ðëÞñç åðáëÞèåõóÞ ôïõ BeamDeflectionFullVerification.

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉ-MD4 (Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí: Äïêïß): Èåùñïýìå äïêü äõóêáìøßáò ÅÉ óå êÜìøç
ìå ñïðÞ êÜìøåùò M(x) ãíùóôÞ. Æçôïýíôáé: (36) Ç ó÷åôéêÞ ìç ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç äåõ-
ôÝñáò ôÜîåùò BeamNonlinearODE ùò ðñïò ôï âÝëïò êÜìøåþò v(x). (37) Aðü áõôÞí ç áíôßóôïé÷ç
ãñáììéêÞ åîßóùóç BeamLinearODE (ìå ãñáììéêïðïßçóç). ÔÝëïò (38) ç ëýóç sol ôçò ôåëåõôáßáò
åîéóþóåùò (ìå áðëïðïßçóç) êáé (39) ôï áíôßóôïé÷ï âÝëïò êÜìøåùò vs(x) ìå (40) åðáëÞèåõóÞ ôïõ.

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉ-MD5 (Ôáëáíôþóåéò): Èåùñïýìå ôéò ÷ùñßò áðüóâåóç åëåýèåñåò ôáëáíôþóåéò óå
áðëü åêêñåìÝò ìå ôçí (êõêëéêÞ) óõ÷íüôçôÜ ôïõò ù0 ãíùóôÞ. Æçôïýíôáé: (41) Ç ó÷åôéêÞ ìç ãñáì-
ìéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç PendulumNonlinearODE ùò ðñïò ôç ãùíßá è(t), (42) ç ëýóç ôçò soln (ìå
áðëïðïßçóç), ðïõðåñéëáìâÜíåé ôçí åéäéêÞ óõíÜñôçóç JacobiAmplitude (am) êáé (43) áðëÞðëçñï-
öüñçóçáðü ôçMathematica ãéá ôç óõíÜñôçóçáõôÞ. (44) Áðü ôçí åîßóùóçPendulumNonlinearODE
ç áíôßóôïé÷ç ãñáììéêÞ åîßóùóç PendulumLinearODE (ìå ôç óùóôÞ ãñáììéêïðïßçóç) êáé (45) ç ëýóç
ôçò soll (ìå áðëïðïßçóç).
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ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉ-MD6 (Ðáñáäåßãìáôá êáé ÅöáñìïãÝò Äéáöïñéêþí Åîéóþóåùí): Æçôïýíôáé:
(46) Ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç SeparatedVariablesODE ãéá ôéò ôáëáíôþóåéò óõóôÞìáôïò õëéêïý óç-
ìåßïõ (ìÜæáò m) êáé åëáôçñßïõ (óôáèåñÜò k) ìå âÜóç ôçí åíåñãåéáêÞ ôïõò èåþñçóç êáé (47) ïé
÷áñáêôçñéóìïß ôçò characterizations1. (48) Ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç LinearODE1 ãéá ôç ìåôáöïñÜ
ñýðïõ ìå äéÜ÷õóç (ìå óõíôåëåóôÞ D) êáé ìåôáãùãÞ (ìå ôá÷ýôçôá V ) ìáæß ìå áðïäüìçóç ôïõ ñý-
ðïõ (ìå óõíôåëåóôÞ k) êáé áðü áõôÞí ïé áíôßóôïé÷åò åîßóùóåéò åßôå (49) ÷ùñßò äéÜ÷õóç ôïõ ñýðïõ
LinearODE1a åßôå (50) ÷ùñßò áðïäüìçóç ôïõ ñýðïõ LinearODE1b. (51) Ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç
LinearODE2 ãéá ôçí áîïíéêÞ ìåôáôüðéóç w(z) ôùí óçìåßùí ðáóóÜëïõ óå èåìåëßùóç óôï Ýäáöïò
ìå ôç óõíïëéêÞ óôáèåñÜ ç ãíùóôÞ, (52) ïé ÷áñáêôçñéóìïß ôçò characterizations2, (53) ç ëýóç
ôçò sol2, (54) ç ó÷åôéêÞ óõíÜñôçóç ws1(z) êáé (55) ç êáôåõèåßáí ãñáöÞ ws2(z) ôçò ßäéáò ëýóåùò.
(56) ÐáñÜäåéãìá EulerODE ìç ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò Euler óå åðéöáíåéáêü öïñÝá êáé
(57) ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò sol. Ó÷üëéá (58) comment3 ãéá ôï öïñÝá, (59) comment4 ôç öüñôéóÞ ôïõ
êáé (60) comment5 ãéá ôç ëýóç sol.

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉ-MD7 (Ôáëáíôþóåéò): Èåùñïýìå ôéò åîáíáãêáóìÝíåò ôáëáíôþóåéò ìå (ìç áíçã-
ìÝíç) öüñôéóç p(t) óå ìç÷áíéêü óýóôçìá ìÜæáò m êáé åëáôçñßïõ ÷ùñßò áðüóâåóç (ìå î = 0) êáé
ìå ãíùóôÞ êõêëéêÞ óõ÷íüôçôá ù0. Æçôïýíôáé: (61) Ç ó÷åôéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç vde êáé óôç óõ-
íÝ÷åéá ïé óõíáñôÞóåéò ðïõ ðñÝðåé íá õðïôåèïýí óôç ìÝèïäï ôùí ðñïóäéïñéóôÝùí óõíôåëåóôþí
(Á, Â, C, êëð.) ãéá öïñôßóåéò: (62) p0, (63) eat, (64) cosh at, (65) cosùt ìå ù �= ù0 (ç ðéï áðëÞ
äõíáôüôçôá), (66) cosù0t, (67) at2.

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉ-MD8 (Ôáëáíôþóåéò): ÅîåôÜæïõìå ôéò åîáíáãêáóìÝíåò ôáëáíôþóåéò ìå öüñôéóç
p(t) óå ìïíïâÜèìéï ìç÷áíéêü óýóôçìá õëéêïý óçìåßïõ (ìÜæáò m), åëáôçñßïõ (óôáèåñÜò k) êáé
áðïóâåóôÞñá (óôáèåñÜò c). Æçôïýíôáé: (68) Ç ó÷åôéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç vde1a (ìå óôáèåñÝò
m, c, k) êáé áðü áõôÞí (69) ç áíôßóôïé÷ç åîßóùóç óå åëåýèåñåò ôáëáíôþóåéò vde2a êáé (70) ÷ùñßò
ôïí áðïóâåóôÞñá vde3a, áëëÜ óå åîáíáãêáóìÝíåò ôáëáíôþóåéò, êáé áðü áõôÞí (71) óå åëåýèåñåò
ôáëáíôþóåéò ÷ùñßò áðüóâåóç vde4a. Ïé ôÝóóåñéò áíôßóôïé÷åò åîéóþóåéò (72) vde1b (êáôåõèåßáí
ãñáöÞ), (73) vde2b (åýñåóç) (74) vde3b (åýñåóç) êáé (75) vde4b (åýñåóç) ìå êáôÜëëçëç ÷ñÞóç
ôùí óôáèåñþí m, ù0 êáé î óå óõôÝò. (76) ÁðëÝò ðëçñïöïñßåò áðü ôç Mathematica ãéá ôçí åíôïëÞ
DSolve, (77) ëßóôá lst ãéá ôéò éäéüôçôÝò ôçò êáé (78) ï áñéèìüò ôïõò. (79)Ç ëýóç sol4b ôçò äéáöïñéêÞò
åîéóþóåùò vde4b, (80) ç ó÷åôéêÞ óõíÜñôçóç u4b(t) êáé (81) ç åðáëÞèåõóÞ ôçò ver. (82) ¢ìåóá
ç ëßóôá solutions4b ôùí ìåñéêþí ëýóåùí óôç ãåíéêÞ ëýóç u4b(t) êáé (83) áðüäåéîç ôçò ãñáììéêÞò
áíåîáñôçóßáò ôïõò (ìå áðëïðïßçóç). Êáôåõèåßáí ïé ôýðïé ôçò áðïêñßóåùò u(t) óå åîáíáãêáóìÝíåò
ôáëáíôþóåéò (84) ÷ùñßò áðüóâåóç uD1(t), (85) ìå áóèåíÞ uD2(t) êáé (86) ìå éó÷õñÞ áðüóâåóç uD3(t).

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉ-MD9 (ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí): Èåùñïýìå ôéò êáìðôéêÝò éäéïôáëáíôþóåéò
êáé ãåíéêüôåñá åëåýèåñåò ôáëáíôþóåéò áìöéÝñåéóôçò äïêïý ìÞêïõò L, ãñáììéêÞò ðõêíüôçôáò ñÁ
êáé äõóêáìøßáò ÅÉ. Æçôïýíôáé: (87) Ç ó÷åôéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç vbdeùòðñïò ôï ðñïóçìáóìÝíï
åýñïò ôïõò X(x), (88) ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò solvbde êáé (89) ç áíôßóôïé÷ç óõíÜñôçóç Xs1(x) (90) ôå-
ëéêÜ óå õðåñâïëéêÞ--ôñéãùíïìåôñéêÞ ìïñöÞ Xs2(x) (ìå áðëïðïßçóç). (91) Ç êáôåõèåßáí ãñáöÞ
ôçò ßäéáò ëýóåùò Xs3(x) óôç óõíÞèç ìïñöÞ ôçò. (92) Ç ëßóôá SolutionsList ôùí ó÷åôéêþí ìåñéêþí
ëýóåùí êáé (93) ç áðüäåéîç ôçò ãñáììéêÞò áíåîáñôçóßáò ôïõò (êáé ìå áðëïðïßçóç). (94) Èå-
ôéêü Þ áñíçôéêü (åîáñôÜôáé . . . ) õðïëïãéóôéêü ó÷üëéï comment6 ãéá ôçí ðñïçãïýìåíç åíôïëÞ.
(95) Ëßóôá BeamFrequenciesList ôùí Ýîé ðñþôùí éäéïóõ÷íïôÞôùí ùn êáé (96) ç áíôßóôïé÷ç ëßóôá
BeamVibrationModesList ôùí ãíùóôþí ó÷åôéêþí éäéïìïñöþí ôáëáíôþóåùò Xn(x) ÷ùñßò üìùò ôéò
ðïëëáðëáóéáóôéêÝò óôáèåñÝò Dn ó’ áõôÝò.

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉ-MD10 (Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí: Ëõãéóìüò): Èåùñïýìå åäþ ôï ëõãéóìü êõêëéêïý
óôýëïõ (Þ õðïóôõëþìáôïò) ìÞêïõò L êáé äõóêáìøßáò ÅÉ õðüáîïíéêü èëéðôéêüöïñôßï P. Æçôïýíôáé:
(97) ¢ìåóá ç ó÷åôéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôåôÜñôçò ôÜîåùò BucklingDE1. (98) Êáôåõèåßáí ç éóïäý-
íáìç åîßóùóçBucklingDE2 ìå ôç âïçèçôéêÞ óôáèåñÜ k êáé (99) ç ëýóç ôçòSolutionBucklingDE2. Ôá
êñßóéìá öïñôßá ëõãéóìïý (áñéèìçôéêÜ üóï åßíáé äõíáôüí) ãéá (100) óôýëï ìå ðÜêôùóç óôï Ýíá Üêñï
ôïõ êé åëåýèåñï ôï Üëëï Pcr1, (101) ãéá áìöéáñèñùôü óôýëï Pcr2 êáé (102) ãéá áìößðáêôï óôýëï Pcr3.
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ΛΥΣΕΙΣ ΤΩΝ ΑΣΚΗΣΕΩΝ EMII-MD
(ΑΣΚΗΣΕΙΣ EMII-MD1 ΕΩΣ ΕΜΙΙ-ΜD10)

à ΑΣΚΗΣΗ EMII-MD1 (ΟΡΘΟΓΩΝΙΕΣ ΤΡΟΧΙΕΣ, ΡΕΥΣΤΟΜΗΧΑΝΙΚΗ)

In[1]:= 8Off@General::spellD, Off@General::spell1D<;
In[2]:= eq1 = y@xD " k x;

In[3]:= eq2 = x2 + y@xD2 == a2;

In[4]:= ODE1 = Eliminate@8eq1, D@eq1, xD<, kD
Out[4]= x y£HxL == yHxL
In[5]:= ODE2 = Eliminate@8eq2, D@eq2, xD<, aD
Out[5]= yHxL y£HxL == -x

In[6]:= Dy1 = Solve@ODE1, y'@xDDP1, 1, 2T
Out[6]=

yHxL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

x

In[7]:= Dy2 = Solve@ODE2, y'@xDDP1, 1, 2T
Out[7]= -

x
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
yHxL

In[8]:= verification = Dy1 Dy2 " −1

Out[8]= True

In[9]:= OT1List4 = 8"1. Βαρύτητα µε τις γραµµές εντάσεως

του πεδίου βαρύτητας και τις ισοδυναµικές γραµµές",

"2. Μετάδοση Θερµότητας µε τις γραµµές ροής της θερµότητας

και τις ισόθερµες Hή ισοθερµοκρασιακέςL γραµµές",

"3. Ρευστοµηχανική µε τις γραµµές ροής και τις ισοδυναµικές γραµµές",

"4. Γεωδαισία µε τις ισοϋψείς καµπύλες και τις καµπύλες της κλίσεως"<;
à ΑΣΚΗΣΗ EMII-MD2 (ΜΗΧΑΝΙΚΗ ΤΩΝ ΥΛΙΚΩΝ: ΛΥΓΙΣΜΟΣ)

In[10]:= ys@x_D = C1 + C2 x + C3 Cos@k xD + C4 Sin@k xD;
In[11]:= eq1 = y@xD " ys@xD
Out[11]= yHxL == C1 + C2 x + C3 cosHk xL + C4 sinHk xL
In[12]:= Solutions = 81, x, Cos@k xD, Sin@k xD<
Out[12]= 81, x, cosHk xL, sinHk xL<
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In[13]:= W@xD =

Det@8Solutions, D@Solutions, xD, D@Solutions, 8x, 2<D, D@Solutions, 8x, 3<D<D êê
Simplify

Out[13]= k5

In[14]:= SAF = Append@Solutions, y@xDD
Out[14]= 81, x, cosHk xL, sinHk xL, yHxL<
In[15]:= ode1 = Det@8SAF, D@SAF, xD, D@SAF, 8x, 2<D, D@SAF, 8x, 3<D, D@SAF, 8x, 4<D<D " 0 êê

Simplify

Out[15]= y££HxL k7 + yH4LHxL k5 == 0

In[16]:= ListOfEquations =8eq1, eq2 = D@eq1, xD, eq3 = D@eq2, xD, eq4 = D@eq3, xD, eq5 = D@eq4, xD<
Out[16]= 8yHxL == C1 + C2 x + C3 cosHk xL + C4 sinHk xL,

y£HxL == C2 + C4 k cosHk xL - C3 k sinHk xL, y££HxL == -C3 cosHk xL k2 - C4 sinHk xL k2,
yH3LHxL == C3 k3 sinHk xL - C4 k3 cosHk xL, yH4LHxL == C3 cosHk xL k4 + C4 sinHk xL k4<

In[17]:= ListOfConstants = 8C1, C2, C3, C4<;
In[18]:= ode2 = Eliminate@ListOfEquations, ListOfConstantsD
Out[18]= -yH4LHxL == k2 y££HxL
In[19]:= ode = y''''@xD + k2 y''@xD " 0

Out[19]= y££HxL k2 + yH4LHxL == 0

In[20]:= "Η διαϕορική αυτή εξίσωση παρουσιάζεται στο πρόβληµα του λυγισµού ελαστικού
στύλου Hή ράβδου ή υποστυλώµατοςL σύµϕωνα µε τη γραµµική θεωρία

του Euler, που πρώτος έλυσε ένα τέτοιο πρόβληµα. Η θεωρία του

λυγισµού µελετάται στη Μηχανική των Υλικών και πολύ εκτενέστερα

στην Ελαστική Ευστάθεια, όπου βέβαια ο Πολιτικός Μηχανικός δεν

περιορίζεται σε στύλους. Φυσικά πολύ ακριβέστερη και πλησιέστερη

στην πραγµατικότητα είναι η αντίστοιχη µη γραµµική θεωρία.";

In[21]:= "Τα εισαγωγικά µπήκαν εδώ στη λέξη γνωστή, απλά επειδή µερικές ϕορές,

όχι πάντοτε, στο πρόβληµα του λυγισµού ελαστικού στύλου Hή ράβδου

ή υποστυλώµατοςL, όπου αναϕερόµαστε εδώ, η βοηθητική σταθερά k δεν

είναι γνωστή εκ των προτέρων. Αντίθετα χρησιµοποιείται συχνά για τον

προσδιορισµό του κρίσιµου ϕορτίου λυγισµού Pcr για το στύλο που εξετάζεται

µετά βέβαια από τον προσδιορισµό των ιδιοτιµών της Hή χαρακτηριστικών

τιµών τηςL µε βάση τις συνοριακές συνθήκες στα άκρα του στύλου.";

à ΑΣΚΗΣΗ EMII-MD3 (ΜΗΧΑΝΙΚΗ ΤΩΝ ΥΛΙΚΩΝ: ∆ΟΚΟΙ)

In[22]:= bde1 = EI v''@xD == M@xD
Out[22]= EI v££HxL == MHxL
In[23]:= bde2 = EI v''''@xD " p@xD
Out[23]= EI vH4LHxL == pHxL
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In[24]:= bde2a = bde2 ê. p@xD → p0

Out[24]= EI vH4LHxL == p0

In[25]:= bc1 = 8v@0D " 0, v'@0D " 0, v@LD " 0, v'@LD " 0<;
In[26]:= bc2 = 8v@0D " 0, v'@0D " 0, v@LD " 0, v''@LD " 0<;
In[27]:= bc3a = 8v@0D " 0, v'@0D " 0, v''@LD " 0, v'''@LD " 0<;
In[28]:= bc3b = 8v''@0D " 0, v'''@0D " 0, v@LD " 0, v'@LD " 0<;
In[29]:= bc4 = 8v@0D " 0, v''@0D " 0, v@LD " 0, v''@LD " 0<;
In[30]:= bc5 = 8v''@0D " 0, v'''@0D " 0, v''@LD " 0, v'''@LD " 0<;
In[31]:= comment1 =

"Αρνητικό σχόλιο: Η δοκός αυτή δεν είναι στατικά αποδεκτή. ∆ε µπορούν να

ισχύσουν οι εξισώσεις ισορροπίας, επειδή δεν υπάρχουν καθόλου στηρίξεις

της δοκού ικανές να αναπτύξουν αντιδράσεις ήêκαι ροπές πακτώσεως.

Αντίθετα µια ελεύθερη δοκός είναι απόλυτα αποδεκτή στη

∆υναµική των Κατασκευών. Εκεί όµως δεν ισορροπεί: κινείται!";

In[32]:= comment2 = "Θετικό σχόλιο: Η αντίστοιχη αποδεκτή δοκός είναι η δοκός

επί ελαστικής βάσεως, π.χ. µια πεδιλοδικός Hή θεµελιοδοκόςL στις

Επιϕανειακές Θεµελιώσεις ή µια σιδηροτροχιά στη Σιδηροδροµική. Σε

µια δοκό επί ελαστικής βάσεως η στήριξή της πάνω στην ελαστική βάση,

συνήθως στο έδαϕος, επιτρέπει την πλήρωση των εξισώσεων ισορροπίας.";

In[33]:= solution4 = DSolve@8bde2a, bc4<, v@xD, xD êê Simplify

Out[33]= ::vHxL Ø
p0 x HL3 - 2 x2 L + x3L
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

24 EI
>>

In[34]:= vs4@x_D = solution4P1, 1, 2T
Out[34]=

p0 x HL3 - 2 x2 L + x3L
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

24 EI

In[35]:= BeamDeflectionFullVerification= 8bde2a, bc4< ê. v → vs4

Out[35]= 8True, 8True, True, True, True<<
à ΑΣΚΗΣΗ EMII-MD4 (ΜΗΧΑΝΙΚΗ ΤΩΝ ΥΛΙΚΩΝ: ∆ΟΚΟΙ)

In[36]:= BeamNonlinearODE = EI v''@xD ë H1 + v'@xD2L3ê2 " M@xD
Out[36]=

EI v££HxL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅHv£HxL2 + 1L3ê2 == MHxL

In[37]:= BeamLinearODE = BeamNonlinearODE ê. v'@xD → 0

Out[37]= EI v££HxL == MHxL
In[38]:= sol = DSolve@BeamLinearODE, v@xD, xD êê Simplify

Out[38]= ::vHxL Ø c1 + x c2 +
ŸK$56

x IŸK$29
K$55MHK$28L „ K$28M „ K$55

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
EI

>>
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In[39]:= vs@x_D = solP1, 1, 2T
Out[39]= c1 + x c2 +

ŸK$56
x IŸK$29

K$55MHK$28L „ K$28M „ K$55
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

EI

In[40]:= ver = BeamLinearODE ê. v → vs

Out[40]= True

à ΑΣΚΗΣΗ EMII-MD5 (ΤΑΛΑΝΤΩΣΕΙΣ)

In[41]:= PendulumNonlinearODE = θ''@tD + ω02 Sin@θ@tDD " 0

Out[41]= sinHqHtLL w02 + q££HtL == 0

In[42]:= soln = DSolve@PendulumNonlinearODE, θ@tD, tD êê Simplify

Solve::ifun :  Inverse functions are being used by Solve, so some solutions may not be found.

Out[42]= ::qHtL Ø 2 am
ikjjjj-

1
ÅÅÅÅÅÅ
2
"###############################################H2 w02 + c1L Ht + c2L2 ƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒ 4 w02

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
2 w02 + c1

y{zzzz>,:qHtL Ø 2 am
ikjjjj 1

ÅÅÅÅÅÅ
2
"###############################################H2 w02 + c1L Ht + c2L2 ƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒ 4 w02

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
2 w02 + c1

y{zzzz>>
In[43]:= ?JacobiAmplitude

JacobiAmplitude@u, mD gives the amplitude amHu » mL for Jacobi elliptic functions. More�

In[44]:= PendulumLinearODE = PendulumNonlinearODE ê. Sin@θ@tDD → θ@tD
Out[44]= qHtL w02 + q££HtL == 0

In[45]:= soll = DSolve@PendulumLinearODE, θ@tD, tD êê Simplify

Out[45]= 88qHtL Ø c1 cosHt w0L + c2 sinHt w0L<<
à ΑΣΚΗΣΗ EMII-MD6 (ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑΤΑ ΚΑΙ ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ 
∆ΙΑΦΟΡΙΚΩΝ ΕΞΙΣΩΣΕΩΝ)

In[46]:= SeparatedVariablesODE = H1 ê2L m u'@tD2 + H1ê2L k u@tD2 " Ε;

In[47]:= characterizations1 = 8"συνήθης διαϕορική εξίσωση", "µη γραµµική",
"πρώτης τάξεως", "δευτέρου βαθµού", "χωριζόµενων µεταβλητών"<;

In[48]:= LinearODE1 = D c''@xD − V c'@xD − k c@xD " 0;

In[49]:= LinearODE1a = LinearODE1 ê. D → 0

Out[49]= -k cHxL - V c£HxL == 0

In[50]:= LinearODE1b = LinearODE1 ê. k → 0

Out[50]= D c££HxL - V c£HxL == 0
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In[51]:= LinearODE2 = w''@zD == η2 w@zD
Out[51]= w££HzL == h2 wHzL
In[52]:= characterizations2 = 8"συνήθης διαϕορική εξίσωση", "γραµµική",

"δευτέρας τάξεως", "πρώτου βαθµού", "οµογενής", "µε σταθερούς συντελεστές"<;
In[53]:= sol2 = DSolve@LinearODE2, w@zD, zD
Out[53]= 88wHzL Ø ‰z h c1 + ‰-z h c2<<
In[54]:= ws1@z_D = sol2P1, 1, 2T
Out[54]= ‰z h c1 + ‰-z h c2

In[55]:= ws2@z_D = C@1D Aη z + C@2D A−η z

Out[55]= ‰z h c1 + ‰-z h c2

In[56]:= EulerODE = r4 w''''@rD + 2 r3 w'''@rD − r2 w''@rD + r w'@rD " Hp0êDL r4;

In[57]:= sol = DSolve@EulerODE, w@rD, rD
Out[57]= ::wHr L Ø

p0 r4
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
64 D

+
1
ÅÅÅÅÅÅ
4
H2 c2 - c3L r2 +

1
ÅÅÅÅÅÅ
2

c3 logHr L r2 + c4 + c1 logHr L>>
In[58]:= comment3 =

"Ο ϕορέας αυτός είναι επιϕανειακός ϕορέας, συγκεκριµένα µια συνήθης κυκλική
πλάκα µε τις σχετικές απλοποιητικές παραδοχές στη θεωρία, συγκεκριµένα

µε τις υποθέσεις του Kirchhoff στη θεωρία των συνήθων πλακών. Μπορεί
επίσης να είναι και ένας κυκλικός δακτύλιος: µια δακτυλιοειδής

πλάκα ή και µια προσεγγιστικά άπειρη πλάκα µε κυκλική οπή";

In[59]:= comment4 =

"Η ϕόρτιση της κυκλικής πλάκας είναι εδώ συµµετρική ως προς το κέντρο της.

Εποµένως υπάρχει αξονική Hή κυκλικήL συµµετρία ως προς κέντρο της

πλάκας τόσο γεωµετρική Hεξαιτίας του κυκλικού σχήµατός τηςL όσο

και ϕορτίσεως. Μόνο σ' αυτήν εδώ την περίπτωση είναι δυνατόν

η διαϕορική εξίσωση της πλάκας να είναι µια συνήθης διαϕορική
εξίσωση Hδηλαδή µε µία µόνο ανεξάρτητη µεταβλητή: την πολική
ακτίνα rL και όχι µια διαϕορική εξίσωση µε µερικές παραγώγους,

δηλαδή χωρίς την εξάρτησή της από την πολική γωνία θ.";

In[60]:= comment5 =

"Στην πιο πάνω λύση οι δύο όροι που περιέχουν τη λογαριθµική συνάρτηση

προκαλούν απειρισµό του βέλους κάµψεως στο κέντρο της πλάκας Hο πρώτος

λογαριθµικός όροςL και των ροπών κάµψεως Hο δεύτερος λογαριθµικός

όρος, αν και αυτός δεν προκαλεί απειρισµό του βέλους κάµψεωςL.
Εποµένως και οι δύο αυτοί όροι πρέπει να απουσιάζουν εντελώς και

αυτό επιτυγχάνεται απλά µε µηδενισµό και των δύο σχετικών σταθερών.

Αντίθετα οι δύο αυτοί λογαριθµικοί όροι είναι και αποδεκτοί και

αναγκαίοι στη δακτυλιοειδή πλάκα. Εκεί έχουµε συνοριακές συνθήκες και

στην εξωτερική αλλά και στην εσωτερική περιϕέρεια του δακτυλίου.";

à ΑΣΚΗΣΗ EMII-MD7 (ΤΑΛΑΝΤΩΣΕΙΣ)

In[61]:= vde = u''@tD + ω02 u@tD " p@tDêm;
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In[62]:= u1@t_D = A;

In[63]:= u2@t_D = A Aa t;

In[64]:= 8u3a@t_D = A Cosh@a tD + B Sinh@a tD, "ή απλούστερα", u3b@t_D = Α Cosh@a tD<;
In[65]:= u4@t_D = A Cos@ω tD;
In[66]:= u5@t_D = t HA Cos@ω0 tD + B Sin@ω0 tDL;
In[67]:= u6@t_D = A + B t + C t2;

à ΑΣΚΗΣΗ EMII-MD8 (ΤΑΛΑΝΤΩΣΕΙΣ)

In[68]:= vde1a = m u''@tD + c u'@tD + k u@tD " p@tD;
In[69]:= vde2a = vde1a ê. p@tD → 0

Out[69]= k uHtL + c u£HtL + m u££HtL == 0

In[70]:= vde3a = vde1a ê. c → 0

Out[70]= k uHtL + m u££HtL == pHtL
In[71]:= vde4a = vde3a ê. p@tD → 0

Out[71]= k uHtL + m u££HtL == 0

In[72]:= vde1b = u''@tD + 2 ξ ω0 u'@tD + ω02 u@tD " p@tDê m;
In[73]:= vde2b = vde1b ê. p@tD → 0

Out[73]= uHtL w02 + 2 x u£HtL w0 + u££HtL == 0

In[74]:= vde3b = vde1b ê. ξ → 0

Out[74]= uHtL w02 + u££HtL ==
pHtL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
m

In[75]:= vde4b = vde3b ê. p@tD → 0

Out[75]= uHtL w02 + u££HtL == 0

In[76]:= ?DSolve

DSolve@eqn, y, xD solves a differential equation for the

function y, with independent variable x. DSolve@8eqn1, eqn2, ... <,8y1, y2, ... <, xD solves a list of differential equations. DSolve@
eqn, y, 8x1, x2, ... <D solves a partial differential equation. More�

In[77]:= lst = Attributes@DSolveD
Out[77]= 8Protected<
In[78]:= Length@lstD
Out[78]= 1

In[79]:= sol4b = DSolve@vde4b, u@tD, tD
Out[79]= 88uHtL Ø c1 cosHt w0L + c2 sinHt w0L<<
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In[80]:= u4b@t_D = sol4bP1, 1, 2T
Out[80]= c1 cosHt w0L + c2 sinHt w0L
In[81]:= ver = vde4b ê. u → u4b êê Simplify

Out[81]= True

In[82]:= solutions4b = 8Cos@ω0 tD, Sin@ω0 tD<
Out[82]= 8cosHt w0L, sinHt w0L<
In[83]:= W4b@t_D = Det@8solutions4b, D@solutions4b, tD<D êê Simplify

Out[83]= w0

In[84]:= uD1@t_D =

D1 Cos@ω0 tD + D2 Sin@ω0 tD + H1êHm ω0LL Integrate@p@τD Sin@ω0 Ht − τLD, 8τ, 0, t<D
Out[84]= D1 cosHt w0L +

Ÿ0
tpHtL sinHHt - tL w0L „ t

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
m w0

+ D2 sinHt w0L
In[85]:= uD2@t_D = A−ξ ω0 t HD1 Cos@ωD tD + D2 Sin@ωD tDL +H1ê Hm ωDLL Integrate@p@τD A−ξ ω0 Ht−τL Sin@ωD Ht − τLD, 8τ, 0, t<D
Out[85]=

Ÿ0
t
‰-x Ht-tLw0 pHtL sinHHt - tL wDL „ t

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
m wD

+ ‰-t x w0 HD1 cosHt wDL + D2 sinHt wDLL
In[86]:= uD3@t_D = A−ξ ω0 t HD1 Cosh@aD tD + D2 Sinh@aD tDL +H1ê Hm aDLL Integrate@p@τD A−ξ ω0 Ht−τL Sinh@aD Ht − τLD, 8τ, 0, t<D
Out[86]=

Ÿ0
t
‰-x Ht-tLw0 pHtL sinhHaD Ht - tLL „ t

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
aD m

+ ‰-t x w0 HD1 coshHaD tL + D2 sinhHaD tLL
à ΑΣΚΗΣΗ EMII-MD9 (∆ΥΝΑΜΙΚΗ ΤΩΝ ΚΑΤΑΣΚΕΥΩΝ)

In[87]:= vbde = X''''@xD − β4 X@xD " 0;

In[88]:= solvbde = DSolve@vbde, X@xD, xD
Out[88]= 88XHxL Ø ‰-x b c2 + ‰x b c4 + c1 cosHx bL + c3 sinHx bL<<
In[89]:= Xs1@x_D = solvbdeP1, 1, 2T
Out[89]= ‰-x b c2 + ‰x b c4 + c1 cosHx bL + c3 sinHx bL
In[90]:= Xs2@x_D = Xs1@xD êê ExpToTrig êê Simplify

Out[90]= c1 cosHx bL + Hc2 + c4L coshHx bL + c3 sinHx bL + Hc4 - c2L sinhHx bL
In[91]:= Xs3@x_D = D1 Cosh@β xD + D2 Sinh@β xD + D3 Cos@β xD + D4 Sin@β xD
Out[91]= D3 cosHx bL + D1 coshHx bL + D4 sinHx bL + D2 sinhHx bL
In[92]:= SolutionsList = 8Cosh@β xD, Sinh@β xD, Cos@β xD, Sin@β xD<
Out[92]= 8coshHx bL, sinhHx bL, cosHx bL, sinHx bL<
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In[93]:= W@x_D = Det@8SolutionsList, D@SolutionsList, xD,
D@SolutionsList, 8x, 2<D, D@SolutionsList, 8x, 3<D<D êê Simplify

Out[93]= 4 b6

In[94]:= comment6 = "∆υστυχώς αρνητικό σχόλιο: στην προηγούµενη εντολή υπάρχει

µεγάλο υπολογιστικό κόστος στις παραγωγίσεις κι αυτό δεν είναι

καθόλου σωστό. Συγκεκριµένα αυτό συµβαίνει, επειδή για την εύρεση

των δευτέρων και τρίτων παραγώγων έγιναν από την αρχή όλες οι

παραγωγίσεις των συναρτήσεων και δε χρησιµοποιήθηκαν οι παράγωγοι

που είχαν ήδη βρεθεί, όπως θα ήταν σωστότερο να είχε γίνει. ∆εν έγινε

απλά για λόγους µικρής εξοικονοµήσεως προγραµµατισµού: µικρότερη

στην εµϕάνιση εντολή, αλλά δυστυχώς µε πολύ µεγαλύτερο υπολογιστικό
κόστος εσωτερικά στη Mathematica την κατά ώρα της εκτελέσεώς της.";

In[95]:= BeamFrequenciesList = Table@ω@n_D = Hn2 π2 ê L2L Sqrt@EIêρAD, 8n, 1, 6<D
Out[95]= : p2 $%%%%%%%%%EIÅÅÅÅÅÅÅÅ

rA
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

L2 ,
4 p2 $%%%%%%%%%EIÅÅÅÅÅÅÅÅ

rA
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

L2 ,
9 p2 $%%%%%%%%%EIÅÅÅÅÅÅÅÅ

rA
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

L2 ,
16 p2 $%%%%%%%%%EIÅÅÅÅÅÅÅÅ

rA
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

L2 ,
25 p2 $%%%%%%%%%EIÅÅÅÅÅÅÅÅ

rA
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

L2 ,
36 p2 $%%%%%%%%%EIÅÅÅÅÅÅÅÅ

rA
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

L2 >
In[96]:= BeamVibrationModesList = Table@X@n_, x_D = Sin@n π xêLD, 8n, 1, 6<D
Out[96]= :sinJ p x

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
L

N, sinikjj 2 p x
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

L
y{zz, sinikjj 3 p x

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
L

y{zz, sinikjj 4 p x
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

L
y{zz, sinikjj 5 p x

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
L

y{zz, sinikjj 6 p x
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

L
y{zz>

à ΑΣΚΗΣΗ EMII-MD10 (ΜΗΧΑΝΙΚΗ ΤΩΝ ΥΛΙΚΩΝ: ΛΥΓΙΣΜΟΣ)

In[97]:= BucklingDE1 = EI v''''@xD + P v''@xD " 0;

In[98]:= BucklingDE2 = v''''@xD + k2 v''@xD " 0;

In[99]:= SolutionBucklingDE2 = DSolve@BucklingDE2, v@xD, xD
Out[99]= ::vHxL Ø c3 + x c4 -

c1 cosHk xL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

k2 -
c2 sinHk xL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

k2 >>
ΣΤΥΛΟΣ ΜΕ ΠΑΚΤΩΣΗ ΣΤΟ ΕΝΑ ΑΚΡΟ ΤΟΥ ΚΑΙ ΕΛΕΥΘΕΡΟ ΤΟ ΑΛΛΟ

In[100]:= Pcr1 = π2 EIê H4 L2L êê N

Out[100]=
2.4674 EI
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

L2

ΑΜΦΙΑΡΘΡΩΤΟΣ ΣΤΥΛΟΣ

In[101]:= Pcr2 = π2 EIê L2 êê N

Out[101]=
9.8696 EI
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

L2

ΑΜΦΙΠΑΚΤΟΣ ΣΤΥΛΟΣ

In[102]:= Pcr3 = 4 π2 EIêL2 êê N

Out[102]=
39.4784 EI
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

L2
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ÁÓÊÇÓÅÉÓ TOY NOTEBOOK ÅÌÉÉ-ME

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉ-ME1 (ÄõíáìéêÞ): Èåùñïýìå ôçí êßíçóç õëéêïý óçìåßïõ ìÜæáò m ìå áíôßóôáóç
R = −bv−cv3 ìå v = v(t) ôçí ôá÷ýôçôÜ ôïõ êáé b êáé c äýï èåôéêÝò óôáèåñÝò. Æçôïýíôáé: (1) Ëßóôá
äýï åíôïëþí ãéá ôç ìç åìöÜíéóç ðéèáíþí ïñèïãñáöéêþí ëáèþí. (2) Ç ó÷åôéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç
MovementODE. (3) Ïé ÷áñáêôçñéóìïß ôçò characterizations (óå ëßóôá). (4) Ç ëýóç ôçò sol ìå áñ÷éêÞ
óõíèÞêç ôç óõíèÞêç v(0) = v0.

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉ-ME2 (Ïñèïãþíéåò Ôñï÷éÝò, Ñåõóôïìç÷áíéêÞ): Óôç Ñåõóôïìç÷áíéêÞ èåùñïýìå
åäþ ôç ìüíéìç, äéäéÜóôáôç, áóôñüâéëç ñïÞ éäåáôïý ñåõóôïý óôçí ïñèÞ ãùíßá x ≥ 0 êáé y ≥
0. Æçôïýíôáé: (5) Ïé åîéóþóåéò ôùí ãñáììþí ñïÞò eq1. H ó÷åôéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç (6) ìå
áðëÞ ðáñáãþãéóç ODE1a êáé (7) ìå ÷ñÞóç åíôïëÞò áðáëïéöÞò ODE1b. (8) Ç äéáðßóôùóç ôçò
óõìðôþóåþò ôïõò (ìå áðëïðïßçóç). (9) Áðü ôçí ODE1a ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôùí éóïäõíáìéêþí
ãñáììþí ODE2 êáé (10) ç ëýóç ôçò sol. (11) Ôþñá êáé ç êáôåõèåßáí ãñáöÞ ôùí åîéóþóåùí ôùí
éóïäõíáìéêþí ãñáììþí eq2. (12) Ëßóôá OrthïgonalTrajectoriesList åðéóôçìïíéêþí ðåñéï÷þí ôïõ
Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý üðïõ åìöáíßæïíôáé ïñèïãþíéåò ôñï÷éÝò.

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉ-ME3 (Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí: Äïêïß): Èåùñïýìå Ýíá Üêñï x äïêïý. Æçôïýíôáé:
(13) Ç óõíÜñôçóç c1(x) ôùí óõíïñéáêþí óõíèçêþí (óå ëßóôá) ãéá ðáêôùìÝíï Üêñï x. ÁíÜëïãá
(14) c2(x) ãéá áñèñùìÝíï Üêñï êáé (15) c3(x) ãéá åëåýèåñï Üêñï. Ìå ôç ÷ñÞóç ôùí óõíáñôÞóåùí
áõôþí c1, 2, 3(x) üëåò ìáæß ïé óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò ãéá äïêü [a, b] (ìå a ≤ x ≤ b) óå áðëÞ ëßóôá (÷ùñßò
åóùôåñéêÜ Üãêéóôñá): (16) ãéá áìößðáêôç äïêü bc1, (17) ãéá áìöéÝñåéóôç äïêü bc2, (18) ãéá ðñü-
âïëï ìå ôçí ðÜêôùóç äåîéÜ bc3, (19) ãéá ìïíüðáêôç õðåñóôáôéêÞ äïêü ìå ôçí ðÜêôùóç äåîéÜ
bc4, (20) ãéá åëåýèåñç äïêü bc5 êáé (21) ó÷åôéêü ó÷üëéï comment1. Oé äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò (ìå
ôá óõíÞèç óõìâüëá) (22) óõíÞèïõò äïêïý BeamODE1 ìå öüñôéóç p(x), (23) äïêïý åðß åëáóôéêÞò
âÜóåùò BeamODE2 ðÜëé ìå öüñôéóç p(x) êáé (24) êáìðôéêþí éäéïôáëáíôþóåùí äïêïý BeamODE3
(ãéá ôï ðñïóçìáóìÝíï åýñïò X(x)). (25) Ìå âÜóç ôá ðáñáðÜíù üëåò ìáæß ïé åîéóþóåéò eqs ãéá
áìöéÝñåéóôç äïêü [a, b] õðü óôáèåñÞ öüñôéóç p0, (26) ç ëýóç ôçò sol2, (27) ç ó÷åôéêÞ óõíÜñ-
ôçóç vs(x) (ìå ðáñáãïíôïðïßçóç) êáé (28) ï âáèìüò Degreev ôïõ ó÷åôéêïý ðïëõùíýìïõ (åýñåóç).
(29) Êáôåõèåßáí ãñáöÞ ëßóôáò äýï ðáñáãüíôùí ôçò factors. (30) Ç ðëÞñçò åðáëÞèåõóç ver ôçò
ëýóåùò vs(x) (ìå áðëïðïßçóç). Óôç óõíÝ÷åéá ïé ó÷åôéêÝò (31) ãùíßá êëßóåùò (Þ óôñïöÞ) è(x) (ìå
ðáñáãïíôïðïßçóç) êáé (32) ï âáèìüò Degreeè ôïõ ó÷åôéêïý ðïëõùíýìïõ (åýñåóç). (33) Ç êá-
ìðôéêÞ ñïðÞ M(x) (ìå ðáñáãïíôïðïßçóç) êáé (34) ï âáèìüò DegreeM ôïõ ó÷åôéêïý ðïëõùíýìïõ
(åýñåóç). (35) Ç ôÝìíïõóá äýíáìç Q(x) (ìå ðáñáãïíôïðïßçóç) êáé (36) ï âáèìüò DegreeQ ôïõ
ó÷åôéêïý ðïëõùíýìïõ (åýñåóç). (37) Áðü ôçí Q(x) ç öüñôéóç p(x) êáé (38) ï âáèìüò Degreep ôïõ
ó÷åôéêïý ðïëõùíýìïõ (åýñåóç).

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉ-ME4 (Ïñßæïõóá Wronski): Ãéá äýï óõíáñôÞóåéò y1 êáé y2 ôïõ x æçôïýíôáé:
(39) ÓõíÜñôçóç W[y1_, y2_, x_] (Ýôóé áêñéâþò!) ãéá ôçí ïñßæïõóá Wronski ôïõò W ìå êáèõóôå-
ñçìÝíï õðïëïãéóìü ôçò (ü . . . ôáí êëçèåß), ÷ñÞóç ôïõ D ãéá ôéò ðáñáãùãßóåéò êáé áðëïðïßçóç.
(40) Ç ïñßæïõóá Wronski W1 ôùí óõíáñôÞóåùí 1 êáé x. (41) ÁíÜëïãá W2 ôùí óõíáñôÞóåùí
cosh x êáé sinh x. (42) Åðßóçò W3 ôùí ëýóåùí óôéò åëåýèåñåò ôáëáíôþóåéò áðëïý áñìïíéêïý ôá-
ëáíôùôÞ ìå êõêëéêÞ óõ÷íüôçôá ù0 (÷ùñßò áðüóâåóç). (43) ÁíÜëïãá W4 ãéá áóèåíÞ áðüóâåóç
(ðñáãìáôéêÝò ëýóåéò) ìå ÷ñÞóç êáé ôùí óõìâüëùí î êáé ùD êáé (44) W5 ãéá éó÷õñÞ áðüóâåóç
(åêèåôéêÝò--õðåñâïëéêÝò ëýóåéò) ìå ÷ñÞóç êáé ôùí óõìâüëùí î êáé aD. (45) Óå ó÷üëéï comment2
ðþò áëëéþò êáëïýíôáé (á) ç áóèåíÞò áðüóâåóç êáé (â) ç éó÷õñÞ áðüóâåóç;

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉ-ME5 (Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí: Ëõãéóìüò): Èåùñïýìå åäþ ôï ëõãéóìü åíüò óôý-
ëïõ. Æçôïýíôáé: (46) Ç ó÷åôéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôåôÜñôçò ôÜîåùò BucklingODE4. (47) Ïé
÷áñáêôçñéóìïß ôçò characterizations4 óå ëßóôá. (48) Ç óõíÜñôçóç ðïõ äïêéìÜæïõìå óôç ìÝèïäï
ôçò åêèåôéêÞò áíôéêáôáóôÜóåùò ãéá ëýóç ôçò. (49) Ç ó÷åôéêÞ ÷áñáêôçñéóôéêÞ åîßóùóçCharEq (äõ-
óôõ÷þò åäþ åðß ôïí åêèåôéêü üñï!) ìå áðëïðïßçóç. (50) Ïé ñßæåò ôçò CharEqRoots. (51) Ï áñéè-
ìüò ôïõò NumberOfRoots. (52) Ç ëßóôá CharEqDistinctRoots ôùí äéáêñéôþí (÷ùñéóôþí) ñéæþí.
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(53) Êáôåõèåßáí üëåò ìáæß ïé ñßæåò ListOfRoots. (54) Êáôåõèåßáí ç ãåíéêÞ ëýóç vs(x) ôçò äéáöïñéêÞò
åîéóþóåùò BucklingODE4. (55) Ç åðáëÞèåõóÞ ôçò BODE4Verification (ìå áðëïðïßçóç).

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉ-ME6 (Ôáëáíôþóåéò): Åäþ èåùñïýìå ôéò åëåýèåñåò ôáëáíôþóåéò ìç÷áíéêïý óõ-
óôÞìáôïò ìÜæáò--åëáôçñßïõ--áðïóâåóôÞñá ìå éó÷õñÞ áðüóâåóç. Æçôïýíôáé: (56) Ç ó÷åôéêÞ äéá-
öïñéêÞ åîßóùóç VDE ìå óôáèåñÝò î êáéù0. (57) Ó÷üëéï comment3 ãéá ôï ðïý áëëïý èá ìðïñïýóå
ßóùò íá ðáñïõóéáóèåß. (58) Ç ëýóç ôçò vsol, (59) ç ó÷åôéêÞ óõíÜñôçóç us(t) êáé (60) ç ìåôáôñïðÞ
ôçò óå õðåñâïëéêÞ ìïñöÞ us1(t) (ìå áðëïðïßçóç). (61) ¢ìåóá ç ëýóç áõôÞ óôç ìïñöÞ us2(t) ðïõ
÷ñçóéìïðïéåß ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò (ìå ôç óôáèåñÜ aD) êáé (62) ç åðáëÞèåõóÞ ôçò (ìå áíôéêáôÜ-
óôáóç ôïõ aD êáé áðëïðïßçóç).

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉ-ME7 (Ôáëáíôþóåéò): ÅîåôÜæïõìå ôéò åîáíáãêáóìÝíåò ôáëáíôþóåéò ìç÷áíéêïý
óõóôÞìáôïò ìÜæáò--åëáôçñßïõ--áðïóâåóôÞñá õðü êñßóéìç áðüóâåóç. Åäþ æçôïýíôáé: (63) Ç äéá-
ãñáöÞ (ôï «êáèÜñéóìá») ôïõ óõìâüëïõ p. (64) Ç ó÷åôéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ode ìå ôïõò êáèéåñù-
ìÝíïõò óõìâïëéóìïýò. Áðü áõôÞí (65) ç áíôßóôïé÷ç åîßóùóç odeh ãéá ôéò åëåýèåñåò ôáëáíôþóåéò,
(66) ç ëýóç solution ôçò ôåëåõôáßáò, (67) ç ó÷åôéêÞ óõíÜñôçóç uh(t) (ìå ðáñáãïíôïðïßçóç) êáé
(68) ç êáôåõèåßáí ãñáöÞ ôçò óáí uh1(t). ÅðéóôñÝöïõìå ôþñá óôéò åîáíáãêáóìÝíåò ôáëáíôþóåéò
ìå öüñôéóç p(t). Ìå ôç ìÝèïäï ôùí ðñïóäéïñéóôÝùí óõíôåëåóôþí æçôïýíôáé ïé ëýóåéò u1(t), u2(t),
u3(t), êëð. ðïõ äïêéìÜæïõìå (ìå ðñïóäéïñéóôÝïõò óõíôåëåóôÝò Á, Â, C, êëð.) ãéá ôéò åîÞò öïñôßóåéò
p(t): (69) p0 t4, (70) p0 t2eat, (71) p0 cosùt, (72) p0 sinùt, (73) p0 coshùt (ìåù �= ù0), (74) p0 sinhùt,
(75) p0e−ùt, (76) p0eù0t, (77) p0e−ù0t, (78) p0 te−ù0t, (79) p0 t2e−ù0t, (80) p0 coshù0t, (81) p0 sinhù0t
êáé ôÝëïò (82) p1 coshù0t + p2 sinhù0t.

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉ-ME8 (Ôáëáíôþóåéò): Èåùñïýìå åäþ ôéò åîáíáãêáóìÝíåò ôáëáíôþóåéò ìç÷áíé-
êïý óõóôÞìáôïò ìÜæáò--åëáôçñßïõ--áðïóâåóôÞñá ìå ãíùóôÝò óôáèåñÝò m, ù0 êáé î. Æçôïýíôáé:
(83) Ç êáôåõèåßáí ãñáöÞ ôçò ìéãáäéêÞò óõíáñôÞóåùò áðïêñßóåùò G(ù) óôï ðåäßï ôçò êõêëéêÞò
óõ÷íüôçôáò ù. (84) Ç êëÞóç ôïõ ðáêÝôïõ Algebra‘ReIm‘. (85) Ç áðüêñéóç ut(t) óôç ìéãáäéêÞ
öüñôéóç p0eiùt. (86) Ç áðüêñéóç uc(t) óôç óõíçìéôïíéêÞ öüñôéóç p0 cosùt (ìå ÷ñÞóç ôùí åíôï-
ëþí ComplexExpand êáé Simplify). (87) ÁíÜëïãá us(t) óôçí áíôßóôïé÷ç çìéôïíéêÞ öüñôéóç. (88) Ç
êáôåõèåßáí ãñáöÞ ôçò áðïêñßóåùò uc(t) óáí uc1(t). (89) Ç åðáëÞèåõóç ôçò ó÷Ýóåùò ìåôáîý ôùí
ôñéþí áðïêñßóåùí uc(t), us(t) êáé ut(t).

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉ-ME9 (Ôáëáíôþóåéò): Èåùñïýìå ôþñá ôéò åîáíáãêáóìÝíåò ôáëáíôþóåéò ìç÷áíé-
êïý óõóôÞìáôïò ìÜæáò--åëáôçñßïõ (÷ùñßò áðüóâåóç) ìå ãíùóôÝò óôáèåñÝòm êáéù0 êáé ìå áõèáß-
ñåôç öüñôéóç p(t). Æçôïýíôáé: (90) Ç ó÷åôéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç VibrationsODE. (91) Êáôåõèåßáí
ç ëýóç ôçò us(t) õðü ìçäåíéêÝò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò. Áðü ôç ëýóç áõôÞ us(t) (92) ç ëýóç us1(t) ãéá
öüñôéóç p(t) = p0 ìå áðëïðïßçóç êáé ðáñáãïíôïðïßçóç. (Ðñïóï÷Þ óôï óýìâïëï ôçò ìåôáâëçôÞò
ôçí þñá ôçò áíôéêáôáóôÜóåùò!) (93) ÁíÜëïãá ç ëýóç us2(t) ãéá p(t) = p0 cosùt (ìå áðëïðïßçóç).
(94) Ïìïßùò ç ëýóç us3(t) ãéá p(t) = p0 cosù0t êáé (95) ôï áíôßóôïé÷ï åýñïò ôùí ôáëáíôþóåùí
a(t) (åýñåóç). Ðñïóäéïñéóìüò ôçò ßäéáò ëýóåùò us3(t) ìå (96) ëýóç sol3 ôïõ ó÷åôéêïý ðñïâëÞìáôïò
áñ÷éêþí ôéìþí êáé (97) êáèïñéóìü ôçò óõíáñôÞóåùò áõôÞò, ôþñá óáí us3a(t). (98) Ó÷åäßáóç óå Ýíá
ó÷Þìá êáé ôùí ôñéþí óõíáñôÞóåùí us3(t), a(t) êáé −a(t) óôï äéÜóôçìá 0 ≤ t ≤ 100 ìå êáèïñéóìü êá-
ôÜëëçëùí áîüíùí, êáôÜëëçëïõ ôßôëïõ, ìå ðÜ÷ïò ãñáììþí 0.008 êáé ìÝóá óå ðëáßóéï, ðåñßãñáììá.
(99) ÔÝëïò ó÷üëéï comment4 (ëåðôïìåñþò: óå ôñåéò ðåñßðïõ ãñáììÝò) ãéá ôïýôï ôï ó÷Þìá.

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉ-ME10 (ÐëÜêåò): Èåùñïýìå óõíÞèç êõêëéêÞ ðëÜêá áêôßíáò a êáé ðÜ÷ïõò h áðü
éóüôñïðï åëáóôéêü õëéêü ìå óôáèåñÝò Å êáé í õðü óôáèåñÞ öüñôéóç p0. Æçôïýíôáé: (100) Óå ó÷üëéï
comment5ðþò êáëïýíôáé ïé óôáèåñÝò áõôÝò; (101) Ó÷üëéï comment6 ãéá ôï óõìâïëéóìü ôïõ Å óôç
Mathematica. (102) Ç äõóêáìøßá ôçò Dp. (103) Ôï «êáèÜñéóìá»ôïõ ïñéóìïý Dp. (104) Ç ó÷åôéêÞ
äéáöïñéêÞ åîßóùóçPlateODE ÷ùñßò êëÜóìáôá. (105)Ïé ÷áñáêôçñéóìïß ôçòPlateODECharóå ëßóôá.
(106) Ç ëýóç ôçò sol êáé (107) ç ó÷åôéêÞ óõíÜñôçóç ws(r) ìå (108) åðáëÞèåõóÞ ôçò ver. (109) Êá-
ôåõèåßáí ç ëßóôá ListOfRoots ôùí ñéæþí ôçò ó÷åôéêÞò ÷áñáêôçñéóôéêÞò åîéóþóåùò, (110) ï áñéèìüò
ôïõò NumberOfRoots (åýñåóç) êáé (111) ç ó÷åôéêÞ ëßóôá ôùí äéáêñéôþí ñéæþí ListOfDistinctRoots
(åýñåóç). (112) Êáôåõèåßáí ôï ìÝãéóôï âÝëïò êÜìøåùò wmax óôçí êõêëéêÞ ðëÜêá (óôï êÝíôñï ôçò).



à Notebook  ΕΜΙΙ-ΜE

ΛΥΣΕΙΣ ΤΩΝ ΑΣΚΗΣΕΩΝ EMII-ME
(ΑΣΚΗΣΕΙΣ EMII-ME1 ΕΩΣ ΕΜΙΙ-ΜE10)

à ΑΣΚΗΣΗ EMII-ME1 (∆ΥΝΑΜΙΚΗ)

In[1]:= 8Off@General::spellD, Off@General::spell1D<;
In[2]:= MovementODE = m v'@tD == −b v@tD − c v@tD3
Out[2]= m v£HtL == -c vHtL3 - b vHtL
In[3]:= characterizations =8"συνήθης διαϕορική εξίσωση", "πρώτης τάξεως", "πρώτου βαθµού",

"µη γραµµική", "χωριζόµενων µεταβλητών", "επίσης τύπου Bernoulli"<;
In[4]:= sol = DSolve@8MovementODE, v@0D ; v0<, v@tD, tD

Solve::ifun :  Inverse functions are being used by Solve, so some solutions may not be found.

Solve::ifun :  Inverse functions are being used by Solve, so some solutions may not be found.

Out[4]= ::vHtL Ø -
Â
è!!!!b v0

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ"######################c v02 + b $%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%c v02ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅc v02+b - ‰
2 b tÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅm

>, :vHtL Ø
Â
è!!!!b v0

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ"######################c v02 + b $%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%c v02ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅc v02+b - ‰
2 b tÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅm

>>
à ΑΣΚΗΣΗ EMII-ME2 (ΟΡΘΟΓΩΝΙΕΣ ΤΡΟΧΙΕΣ, ΡΕΥΣΤΟΜΗΧΑΝΙΚΗ)

In[5]:= eq1 = x y@xD ; C1

Out[5]= x yHxL == C1

In[6]:= ODE1a = D@eq1, xD
Out[6]= yHxL + x y£HxL == 0

In[7]:= ODE1b = Eliminate@8eq1, D@eq1, xD<, C1D
Out[7]= x y£HxL == -yHxL
In[8]:= ODE1a ; ODE1b êê Simplify

Out[8]= True

In[9]:= ODE2 = ODE1a ê. y'@xD → −1 êy'@xD
Out[9]= yHxL -

x
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
y£HxL == 0
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In[10]:= sol = DSolve@ODE2, y@xD, xD
Out[10]= ::yHxL Ø -

è!!!!2 $%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%x2
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
2

+ c1 >, :yHxL Ø
è!!!!2 $%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%x2

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
2

+ c1 >>
In[11]:= eq2 = y@xD2 − x2 ; C

Out[11]= yHxL2 - x2 == C

In[12]:= OrthogonalTrajectoriesList =8"1. Βαρύτητα µε τις γραµµές εντάσεως του πεδίου βαρύτητας και τις

ισοδυναµικές γραµµές", "2. Μετάδοση Θερµότητας µε τις γραµµές ροής

της θερµότητας και τις ισόθερµες Hή ισοθερµοκρασιακέςL γραµµές",

"3. Ρευστοµηχανική µε τις γραµµές ροής και τις ισοδυναµικές γραµµές",

"4. Γεωδαισία µε τις ισοϋψείς καµπύλες και τις καµπύλες της κλίσεως"<;
à ΑΣΚΗΣΗ EMII-ME3 (ΜΗΧΑΝΙΚΗ ΤΩΝ ΥΛΙΚΩΝ: ∆ΟΚΟΙ)

In[13]:= c1@x_D = 8v@xD ; 0, v'@xD ; 0<;
In[14]:= c2@x_D = 8v@xD ; 0, v''@xD ; 0<;
In[15]:= c3@x_D = 8v''@xD ; 0, v'''@xD ; 0<;
In[16]:= bc1 = 8c1@aD, c1@bD< êê Flatten

Out[16]= 8vHaL == 0, v£HaL == 0, vHbL == 0, v£HbL == 0<
In[17]:= bc2 = 8c2@aD, c2@bD< êê Flatten

Out[17]= 8vHaL == 0, v££HaL == 0, vHbL == 0, v££HbL == 0<
In[18]:= bc3 = 8c3@aD, c1@bD< êê Flatten

Out[18]= 8v££HaL == 0, vH3LHaL == 0, vHbL == 0, v£HbL == 0<
In[19]:= bc4 = 8c2@aD, c1@bD< êê Flatten

Out[19]= 8vHaL == 0, v££HaL == 0, vHbL == 0, v£HbL == 0<
In[20]:= bc5 = 8c3@aD, c3@bD< êê Flatten

Out[20]= 8v££HaL == 0, vH3LHaL == 0, v££HbL == 0, vH3LHbL == 0<
In[21]:= comment1 = "Η ελεύθερη δοκός δεν είναι στατικά αποδεκτή. ∆ηλαδή

δε µπορούν να ισχύουν σ' αυτήν οι εξισώσεις ισορροπίας. Είναι

όµως αποδεκτή στη ∆υναµική, συγκεκριµένα στη ∆υναµική των

Κατασκευών. Εκεί όµως δε βρίσκεται σε ισορροπία: κινείται.";

In[22]:= BeamODE1 = EI v''''@xD ; p@xD
Out[22]= EI vH4LHxL == pHxL
In[23]:= BeamODE2 = EI v''''@xD + k v@xD ; p@xD
Out[23]= k vHxL +EI vH4LHxL == pHxL
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In[24]:= BeamODE3 = X''''@xD − β4 X@xD ; 0

Out[24]= X H4LHxL - b4 XHxL == 0

In[25]:= eqs = 8BeamODE1 ê. p@xD → p0, bc2<
Out[25]= 8EI vH4LHxL == p0, 8vHaL == 0, v££HaL == 0, vHbL == 0, v££HbL == 0<<
In[26]:= sol2 = DSolve@eqs, v@xD, xD
Out[26]= ::vHxL Ø

1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
24EI

Hp0 x4 - 2 a p0 x3 - 2 b p0 x3 + 6 a b p0 x2 +

a3 p0 x + b3 p0 x - 3 a b2 p0 x - 3 a2 b p0 x - a b3 p0+ 3 a2 b2 p0 - a3 b p0L>>
In[27]:= vs@x_D = sol2P1, 1, 2T êê Factor

Out[27]= -
p0 Ha - xL Hb - xL Ha2 - 3 b a + x a + b2 - x2 + b xL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

24EI

In[28]:= Degreev = Exponent@vs@xD, xD
Out[28]= 4

In[29]:= factors = 8x − a, x − b<
Out[29]= 8x - a, x - b<
In[30]:= ver = eqs ê. v → vs êê Simplify

Out[30]= 8True, 8True, True, True, True<<
In[31]:= θ@x_D = vs'@xD êê Factor

Out[31]=
p0 Ha + b - 2 xL Ha2 - 4 b a + 2 x a + b2 - 2 x2 + 2 b xL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

24EI

In[32]:= Degreeθ = Exponent@θ@xD, xD
Out[32]= 3

In[33]:= M@x_D = EI θ'@xD êê Factor

Out[33]=
1
ÅÅÅÅÅÅ
2
p0 Ha - xL Hb - xL

In[34]:= DegreeM = Exponent@M@xD, xD
Out[34]= 2

In[35]:= Q@x_D = M'@xD êê Factor

Out[35]= -
1
ÅÅÅÅÅÅ
2
p0 Ha + b - 2 xL

In[36]:= DegreeQ = Exponent@Q@xD, xD
Out[36]= 1

In[37]:= p@x_D = Q'@xD
Out[37]= p0
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In[38]:= Degreep = Exponent@p@xD, xD
Out[38]= 0

à ΑΣΚΗΣΗ EMII-ME4 (ΟΡΙΖΟΥΣΑ WRONSKI)

In[39]:= W@y1_, y2_, x_D := Det@88y1, y2<, 8D@y1, xD, D@y2, xD<<D êê Simplify

In[40]:= W1 = W@1, x, xD
Out[40]= 1

In[41]:= W2 = W@Cosh@xD, Sinh@xD, xD
Out[41]= 1

In[42]:= W3 = W@Cos@ω0 tD, Sin@ω0 tD, tD
Out[42]= w0

In[43]:= W4 = W@@−ξ ω0 t Cos@ωD tD, @−ξ ω0 t Sin@ωD tD, tD
Out[43]= ‰-2 t x w0 wD

In[44]:= W4 = W@@−ξ ω0 t Cosh@aD tD, @−ξ ω0 t Sinh@aD tD, tD
Out[44]= aD ‰-2 t x w0

In[45]:= comment2 =

"HαL Η ασθενής απόσβεση καλείται και υποκρίσιµη απόσβεση, γιατί ξ < 1. HβL
Η ισχυρή απόσβεση καλείται και υπερκρίσιµη απόσβεση, επειδή ξ > 1. Η
ίδια η κρίσιµη απόσβεση έχει ξ = 1 ακριβώς. Υπενθυµίζεται ότι ξ είναι ο

λόγος αποσβέσεως. Στις συνηθισµένες κατασκευές του Πολιτικού Μηχανικού
ο λόγος αποσβέσεως ξ είναι συνήθως στο διάστηµα 0.03 έως 0.06.";

à ΑΣΚΗΣΗ EMII-ME5 (ΜΗΧΑΝΙΚΗ ΤΩΝ ΥΛΙΚΩΝ: ΛΥΓΙΣΜΟΣ)

In[46]:= BucklingODE4 = v''''@xD + k2 v''@xD ; 0

Out[46]= v££HxL k2 + vH4LHxL == 0

In[47]:= characterizations4 = 8"συνήθης διαϕορική εξίσωση", "τετάρτης τάξεως",

"πρώτου βαθµού", "γραµµική", "οµογενής", "µε σταθερούς συντελεστές"<;
In[48]:= v0@x_D = @µ x

Out[48]= ‰x m

In[49]:= CharEq = BucklingODE4 ê. v → v0 êê Simplify

Out[49]= ‰x m m2 Hk2 + m2L == 0

In[50]:= CharEqRoots = Solve@CharEq, µD
Out[50]= 88m Ø 0<, 8m Ø 0<, 8m Ø -Â k<, 8m Ø Â k<<
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In[51]:= NumberOfRoots = Length@CharEqRootsD
Out[51]= 4

In[52]:= CharEqDistinctRoots = Union@CharEqRootsD
Out[52]= 88m Ø 0<, 8m Ø -Â k<, 8m Ø Â k<<
In[53]:= ListOfRoots = 80, 0, −C k, C k<
Out[53]= 80, 0, -Â k, Â k<
In[54]:= vs@x_D = C1 + C2 x + C3 Cos@k xD + C4 Sin@k xD
Out[54]= C1+C2 x +C3 cosHk xL +C4 sinHk xL
In[55]:= BODE4Verification = BucklingODE4 ê. v → vs êê Simplify

Out[55]= True

à ΑΣΚΗΣΗ EMII-ME6 (ΤΑΛΑΝΤΩΣΕΙΣ)

In[56]:= VDE = u''@tD + 2 ξ ω0 u'@tD + ω02 u@tD ; 0

Out[56]= uHtL w02 + 2 x u£HtL w0+ u££HtL == 0

In[57]:= comment3 =

"Η ίδια ακριβώς διαϕορική εξίσωση παρουσιάζεται σε προσεγγιστικά αβαρή
πρόβολο µε µάζα στο ελεύθερο άκρο του, π.χ. σε έναν υδατόπυργο µε το ρόλο

του προβόλου να τον παίζει το υποστύλωµα και το ρόλο της µάζας η µάζα

της δεξαµενής του νερού µαζί µε το νερό που περιέχει. HΌσο περισσότερο

νερό περιέχει, τόσο µεγαλύτερη είναι η µάζα και εποµένως τόσο καλύτερη

η προσέγγιση του υδατόπυργου σαν µονοβάθµιου µηχανικού συστήµατος.L
Όµως ακόµη πιο σηµαντική περίπτωση όπου παρουσιάζεται η ίδια διαϕορική
εξίσωση είναι σε ένα µονώροϕο ιδεατό κτίριο διατµήσεως που προσεγγίζεται

από αντίστοιχο πλαίσιο. Η µάζα του µονώροϕου ιδεατού κτιρίου θεωρείται

συγκεντρωµένη στην πλάκα του ορόϕου Hσχεδόν ισοδύναµα τα υποστυλώµατα

θεωρούνται αβαρήL. Επίσης η πλάκα υποτίθεται ότι είναι απαραµόρϕωτηHµε άπειρη δυσκαµψίαL. Παραµόρϕωση είναι δυνατή µόνο στα υποστυλώµατα.

Πρέπει τέλος να σηµειωθεί ότι αν και η διαϕορική εξίσωση είναι η

ίδια, εντούτοις και στις δύο πιο πάνω εϕαρµογές και γενικά στα

προβλήµατα του Πολιτικού Μηχανικού η απόσβεση των ταλαντώσεων είναι

ασθενής και όχι ισχυρή: 0 < ξ < 1, συνήθως πολύ µικρότερη του 1.";

In[58]:= vsol = DSolve@VDE, u@tD, tD
Out[58]= 99uHtL Ø ‰t I-x w0-

è!!!!!!!!!!!!!!
x2-1 w0M c1 + ‰t Iè!!!!!!!!!!!!!!

x2-1 w0-x w0M c2==
In[59]:= us@t_D = vsolP1, 1, 2T
Out[59]= ‰t I-x w0-

è!!!!!!!!!!!!!!
x2-1 w0M c1 + ‰t Iè!!!!!!!!!!!!!!

x2-1 w0-x w0M c2

In[60]:= us1@t_D = us@tD êê ExpToTrig êê Simplify

Out[60]= c2 coshJt J"###############x2 - 1 - xN w0N + c1 coshJt Jx + "###############x2 - 1 N w0N +

c2 sinhJt J"###############x2 - 1 - xN w0N - c1 sinhJt Jx + "###############x2 - 1 N w0N
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In[61]:= us2@t_D = @−ξ ω0 t HC1 Cosh@aD tD + C2 Sinh@aD tDL
Out[61]= ‰-t x w0 HC1 coshHaD tL +C2 sinhHaD tLL
In[62]:= ver = VDE ê. u → us2 ê. aD → ω0 Sqrt@ξ2 − 1D êê Simplify

Out[62]= True

à ΑΣΚΗΣΗ EMII-ME7 (ΤΑΛΑΝΤΩΣΕΙΣ)

In[63]:= Clear@pD
ü Η ∆ΙΑΦΟΡΙΚΗ ΕΞΙΣΩΣΗ ΤΟΥ ΜΗΧΑΝΙΚΟΥ ΣΥΣΤΗΜΑΤΟΣ ΜΑΖΑΣ-ΕΛΑΤΗΡΙΟΥ-
ΑΠΟΣΒΕΣΤΗΡΑ ΣΕ ΕΞΑΝΑΓΚΑΣΜΕΝΕΣ ΤΑΛΑΝΤΩΣΕΙΣ

In[64]:= ode = u''@tD + 2 ω0 u'@tD + ω02 u@tD ; p@tDê m
Out[64]= uHtL w02 + 2 u£HtL w0+ u££HtL ==

pHtL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
m

ü ΚΑΙ ΓΙΑ ΕΛΕΥΘΕΡΕΣ ΤΑΛΑΝΤΩΣΕΙΣ

In[65]:= 8odeh = ode ê. p@tD → 0, "ή", odeh1 = odeP1T ; 0<
Out[65]= 8uHtL w02 + 2 u£HtL w0+ u££HtL == 0, ή, uHtL w02 + 2 u£HtL w0+ u££HtL == 0<
ü ΜΕ ΤΗ ΛΥΣΗ ΤΗΣ

In[66]:= solution = DSolve@odeh, u@tD, tD
Out[66]= 88uHtL Ø ‰-t w0 c1 + ‰-t w0 t c2<<
In[67]:= uh@t_D = solutionP1, 1, 2T êê Factor

Out[67]= ‰-t w0 Hc1 + t c2L
In[68]:= uh1@t_D = HC1 + C2 tL @−ω0 t;

ü ΜΕΡΙΚΕΣ ΛΥΣΕΙΣ (Ή ΕΙ∆ΙΚΕΣ ΛΥΣΕΙΣ) ΠΟΥ ∆ΟΚΙΜΑΖΟΝΤΑΙ ΓΙΑ 
ΕΞΑΝΑΓΚΑΣΜΕΝΕΣ ΤΑΛΑΝΤΩΣΕΙΣ ΣΥΜΦΩΝΑ ΜΕ ΤΗ ΜΕΘΟ∆Ο ΤΩΝ 
ΠΡΟΣ∆ΙΟΡΙΣΤΕΩΝ ΣΥΝΤΕΛΕΣΤΩΝ ΓΙΑ ∆ΙΑΦΟΡΕΣ ΦΟΡΤΙΣΕΙΣ

In[69]:= u1@t_D = A + B t + C t2 + D t3 + E t4;

In[70]:= u2@t_D = HA + B t + C t2L @a t;

In[71]:= u3@t_D = A Cos@ω tD + B Sin@ω tD;
In[72]:= u4@t_D = A Cos@ω tD + B Sin@ω tD;
In[73]:= 8u5@t_D = A Cosh@ω tD + B Sinh@ω tD, "ή", u5@t_D = A @ω t + B @−ω t<;
In[74]:= 8u6@t_D = A Cosh@ω tD + B Sinh@ω tD, "ή", u5@t_D = A @ω t + B @−ω t<;
In[75]:= u7@t_D = A @−ω t;
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In[76]:= u8@t_D = A @ω0 t;

In[77]:= u9@t_D = A t2 @−ω0 t;

In[78]:= u10@t_D = HAt + BL t2 @−ω0 t;

In[79]:= u11@t_D = HA t2 + B t + CL t2 @−ω0t;

In[80]:= u12@t_D = A @ω0 t + B t2 @−ω0 t;

In[81]:= u13@t_D = A @ω0 t + B t2 @−ω0 t;

In[82]:= u14@t_D = A @ω0 t + B t2 @−ω0 t;

à ΑΣΚΗΣΗ EMII-ME8 (ΤΑΛΑΝΤΩΣΕΙΣ)

ü Η ΜΙΓΑ∆ΙΚΗ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ ΑΠΟΚΡΙΣΕΩΣ ΣΤΟ ΠΕ∆ΙΟ ΤΗΣ ΚΥΚΛΙΚΗΣ 
ΣΥΧΝΟΤΗΤΑΣ

In[83]:= G@ω_D = H1ê mL H1 êHω02 − ω2 + 2 C ξ ω ω0LL
Out[83]=

1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
m H-w2 + 2 Â x w0w + w02L

ü ΚΛΗΣΗ ΤΟΥ ΠΑΚΕΤΟΥ Algebra`ReIm`

In[84]:= << Algebra`ReIm`

ü ΑΠΟΚΡΙΣΕΙΣ ΤΟΥ ΜΗΧΑΝΙΚΟΥ ΣΥΣΤΗΜΑΤΟΣ ΓΙΑ ΕΚΘΕΤΙΚΗ ΦΟΡΤΙΣΗ ΚΑΙ  ΓΙΑ 
ΤΡΙΓΩΝΟΜΕΤΡΙΚΕΣ ΦΟΡΤΙΣΕΙΣ: ΣΥΝΗΜΙΤΟΝΙΚΗ ΚΑΙ ΗΜΙΤΟΝΙΚΗ

In[85]:= ut@t_D = p0 G@ωD @C ω t

Out[85]=
‰Â t w p0

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
m H-w2 + 2 Â x w0w + w02L

In[86]:= uc@t_D = Re@ut@tDD êê ComplexExpand êê Simplify

Out[86]=
p0 HHw02 - w2L cosHt wL + 2 x w w0 sinHt wLL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

m Hw4 + 2 H2 x2 - 1L w02 w2 + w04L
In[87]:= us@t_D = Im@ut@tDD êê ComplexExpand êê Simplify

Out[87]=
p0 HHw02 - w2L sinHt wL - 2 x w w0 cosHt wLL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

m Hw4 + 2 H2 x2 - 1L w02 w2 + w04L
In[88]:= uc1@t_D = Hp0ê mL HHω02 − ω2L Cos@ω tD + 2 ξ ω ω0 Sin@ω tDL ë IHω02 − ω2L2 + H2 ξ ω ω0L2M
Out[88]=

p0 HHw02 - w2L cosHt wL + 2 x w w0 sinHt wLL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

m I4 x2 w2 w02 + Hw02 - w2L2M
In[89]:= ver = uc@tD + C us@tD ; ut@tD êê Simplify

Out[89]= True
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à ΑΣΚΗΣΗ EMII-ME9 (ΤΑΛΑΝΤΩΣΕΙΣ)

ü Η ∆ΙΑΦΟΡΙΚΗ ΕΞΙΣΩΣΗ ΤΟΥ ΜΗΧΑΝΙΚΟΥ ΣΥΣΤΗΜΑΤΟΣ ΜΑΖΑΣ-ΕΛΑΤΗΡΙΟΥ ΣΕ 
ΕΞΑΝΑΓΚΑΣΜΕΝΕΣ ΤΑΛΑΝΤΩΣΕΙΣ

In[90]:= VibrationsODE = u''@tD + ω02  u@tD ; p@tD êm
Out[90]= uHtL w02 + u££HtL ==

pHtL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
m

ü Η ΛΥΣΗ ΤΗΣ ∆ΙΑΦΟΡΙΚΗΣ ΕΞΙΣΩΣΕΩΣ ΥΠΟ ΜΗ∆ΕΝΙΚΕΣ ΑΡΧΙΚΕΣ ΣΥΝΘΗΚΕΣ 
ΚΑΙ ΓΙΑ ΑΥΘΑΙΡΕΤΗ ΦΟΡΤΙΣΗ (ΟΛΟΚΛΗΡΩΤΙΚΟΣ ΤΥΠΟΣ ΤΟΥ DUHAMEL)

In[91]:= us@t_D = H1 êHm ω0LL Integrate@p@τD Sin@ω0 Ht − τLD, 8τ, 0, t<D
Out[91]=

Ÿ0tpHtL sinHHt - tL w0L „ t
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

m w0

ü Η ΛΥΣΗ ΤΗΣ ∆ΙΑΦΟΡΙΚΗΣ ΕΞΙΣΩΣΕΩΣ ΓΙΑ ΣΤΑΘΕΡΗ ΦΟΡΤΙΣΗ 

In[92]:= us1@t_D = us@tD ê. p@τD → p0 êê Simplify êê Factor

Out[92]= -
p0 HcosHt w0L - 1L
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

m w02

ü Η ΛΥΣΗ ΤΗΣ ∆ΙΑΦΟΡΙΚΗΣ ΕΞΙΣΩΣΕΩΣ ΓΙΑ ΣΥΝΗΜΙΤΟΝΙΚΗ ΦΟΡΤΙΣΗ 

In[93]:= us2@t_D = us@tD ê. p@τD → p0 Cos@ω τD êê Simplify

Out[93]=
p0 HcosHt w0L - cosHt wLL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

m Hw2 - w02L
ü Η ΕΙ∆ΙΚΗ ΠΕΡΙΠΤΩΣΗ ΤΟΥ ΣΥΝΤΟΝΙΣΜΟΥ

In[94]:= us3@t_D = us@tD ê. p@τD → p0 Cos@ω0 τD êê Simplify

Out[94]=
p0 t sinHt w0L
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
2m w0

In[95]:= a@t_D = Coefficient@us3@tD, Sin@ω0 tDD
Out[95]=

p0 t
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
2m w0

In[96]:= sol3 = DSolve@8VibrationsODE ê. p@tD → p0 Cos@ω0 tD, u@0D ; 0, u'@0D ; 0<, u@tD, tD êê Simplify

Out[96]= ::uHtL Ø
p0 t sinHt w0L
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
2m w0

>>
In[97]:= us3a@t_D = sol3P1, 1, 2T
Out[97]=

p0 t sinHt w0L
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
2m w0
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In[98]:= subs = 8p0 −> 1, m −> 1, ω0 −> 1<;
us3 = Plot@8us3@tD ê. subs, a@tD ê. subs, −a@tD ê. subs<, 8t, 0, 100<,
PlotStyle → Thickness@0.008D,
AxesLabel → 8"t", "u"<, PlotLabel −> "ΣΥΝΤΟΝΙΣΜΟΣ",
ImageSize → 360, DefaultFont → 8"Arial−Bold", 12<, Frame → TrueD;
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In[99]:= comment4 =

"Το σχήµα αυτό δείχνει το ϕαινόµενο του συντονισµού στο παρόν µονοβάθµιο

µηχανικό σύστηµα χωρίς απόσβεση. Ο συντονισµός είναι συνέπεια του

γεγονότος ότι η εξωτερική ϕόρτιση pHtL έχει εδώ συνηµιτονική µορϕή µε

συχνότητα ω ακριβώς την ιδιοσυχνότητα ω0 του µηχανικού συστήµατος. Στο

σχήµα αυτό ϕαίνεται καθαρά η αύξηση του εύρους των ταλαντώσεων γραµµικά
µε το χρόνο t. Ο συντονισµός είναι ανεπιθύµητο ϕαινόµενο για τον Πολιτικό
Μηχανικό, ο οποίος προσπαθεί στις µελέτες των κατασκευών του να τον

αποϕεύγει όσο είναι δυνατόν. Για παράδειγµα, προσπαθεί να αποϕεύγει

σε µια κατασκευή ιδιοσυχνότητες που είναι κοντά στις συχνότητες των

σεισµών που έχουν γίνει στην περιοχή της κατασκευής. Αυτές είναι γνωστές

από τις αναλύσεις των σχετικών επιταχυνσιογραϕηµάτων, που λαµβάνονται

µε επιταχυνσιόµετρα κατά τη διάρκεια των σεισµικών ϕαινοµένων.";

à ΑΣΚΗΣΗ EMII-ME10 (ΠΛΑΚΕΣ)

In[100]:= comment5 =

"Η σταθερά Ε καλείται µέτρο ελαστικότητας ή µέτρο του Young. Η σταθερά ν
καλείται λόγος του Poisson και παίρνει τιµές στο διάστηµα @0,0.5D. Και

οι δύο αυτές σταθερές αναϕέρονται σε ισότροπο Hόχι ανισότροποL γραµµικά
ελαστικό υλικό. Και οι δύο µαζί είναι επαρκείς για να χαρακτηρίσουν

την ελαστική συµπεριϕορά του ισότροπου υλικού, δηλαδή από αυτές

προκύπτουν πολλές άλλες σταθερές του ίδιου υλικού. Για παράδειγµα,

το µέτρο διατµήσεως G δίνεται από τον τύπο: G = EêH2H1+νLL.";
In[101]:= comment6 =

"Το Αγγλικό σύµβολο Ε χρησιµοποιείται στη Mathematica σαν βάση των ϕυσικών

λογαρίθµων Hπερίπου 2.71828L. Εποµένως δε µπορεί να χρησιµοποιηθεί για

να δηλώσει το µέτρο ελαστικότητας Ε ενός υλικού. Για να αποϕύγουµε τη

δυσκολία αυτή, µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε το τέχνασµα της δηλώσεως

του µέτρου ελαστικότητας E µε Ελληνικό Ε αντί µε Αγγλικό. Αυτό γίνεται

απλά µε πατώντας Esc Αγγλικό E Esc ή µε αλλαγή του πληκτρολογίου

στα Ελληνικά. Έτσι παρακάµπτεται η δυσκολία που προαναϕέρθηκε.";
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ü Η ∆ΥΣΚΑΜΨΙΑ ΤΗΣ ΠΛΑΚΑΣ

In[102]:= Dp = Ε h3 êH12 H1 − ν2LL
Out[102]=

h3 Ε
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
12 H1- n2L

In[103]:= Clear@DpD
ü Η ∆ΙΑΦΟΡΙΚΗ ΕΞΙΣΩΣΗ ΤΗΣ ΚΥΚΛΙΚΗΣ ΠΛΑΚΑΣ

In[104]:= PlateODE = r4 w''''@rD + 2 r3 w'''@rD − r2 w''@rD + r w'@rD ; Hp0êDpL r4

Out[104]= wH4LHrL r4 + 2wH3LHr L r3 - w££Hr L r2 + w£Hr L r ==
p0 r4
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
Dp

ü ΚΑΙ ΟΙ ΧΑΡΑΚΤΗΡΙΣΜΟΙ ΤΗΣ

In[105]:= PlateODEChar = 8"Συνήθης διαϕορική εξίσωση",

"τετάρτης τάξεως", "πρώτου βαθµού", "γραµµική", "µη οµογενής",

"µε µη σταθερούς Hµε µεταβλητούςL συντελεστές", "τύπου Euler"<;
ü Η ΛΥΣΗ ΤΗΣ ∆ΙΑΦΟΡΙΚΗΣ ΕΞΙΣΩΣΕΩΣ ΤΗΣ ΚΥΚΛΙΚΗΣ ΠΛΑΚΑΣ

In[106]:= sol = DSolve@PlateODE, w@rD, rD
Out[106]= ::wHr L Ø

p0 r4
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
64Dp

+
1
ÅÅÅÅÅÅ
4

H2 c2 - c3L r2 +
1
ÅÅÅÅÅÅ
2

c3 logHr L r2 + c4 + c1 logHrL>>
In[107]:= ws@r_D = solP1, 1, 2T
Out[107]=

p0 r4
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
64Dp

+
1
ÅÅÅÅÅÅ
4

H2 c2 - c3L r2 +
1
ÅÅÅÅÅÅ
2

c3 logHr L r2 + c4 + c1 logHrL
In[108]:= ver = PlateODE ê. w → ws êê Simplify

Out[108]= True

In[109]:= ListOfRoots = 80, 0, 2, 2<
Out[109]= 80, 0, 2, 2<
In[110]:= NumberOfRoots = Length@ListOfRootsD
Out[110]= 4

In[111]:= ListOfDistinctRoots = Union@ListOfRootsD
Out[111]= 80, 2<
ü ΤΟ ΜΕΓΙΣΤΟ ΒΕΛΟΣ ΚΑΜΨΕΩΣ ΤΗΣ ΚΥΚΛΙΚΗΣ ΠΛΑΚΑΣ (ΣΤΟ ΚΕΝΤΡΟ ΤΗΣ)

In[112]:= wmax = p0 a4 ê H64 DpL
Out[112]=

a4 p0
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
64Dp
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ÁÓÊÇÓÅÉÓ TOY NOTEBOOK ÅÌÉÉ-MF

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉ-MF-1 (ÄõíáìéêÞ ôïõ Õëéêïý Óçìåßïõ): ¸íá õëéêü óçìåßï ìÜæáò m îåêéíÜåé ìå
ìçäåíéêÞ ôá÷ýôçôá v(0) = 0 õðü ôçí åðßäñáóç ôïõ ãÞéíïõ ðåäßïõ âáñýôçôáò ìå åðéôÜ÷õíóç g:
ôïõ âÜñïõò ôïõ. ÈåôéêÞ öïñÜ èåùñåßôáé ç öïñÜ ðñïò ôá êÜôù: ðñïò ôç ãç. Óôçí êßíçóç áõôÞ
õðÜñ÷åé áíôßóôáóç ôïõ áÝñá

R = −cv2(t)

ìå ôï c ãíùóôÞ èåôéêÞ óôáèåñÜ. Æçôïýíôáé: (1) Ïé äýï åíôïëÝò (óå ìéá ãñáììÞ) ãéá ôç ìç åìöÜíéóç
ðñïåéäïðïéÞóåùí ãéá ðéèáíÜ ïñèïãñáöéêÜ ëáèç. (2) Óå ëßóôá eqs ïé äýï åîéóþóåéò (äéáöïñéêÞ
åîßóùóç êáé áñ÷éêÞ óõíèÞêç) ìå Üãíùóôç óõíÜñôçóç ôçí ôá÷ýôçôá v(t) ôïõ õëéêïý óçìåßïõ. (3) Óå
ó÷üëéï comment1 (÷ùñßò Ýîïäï: ìå ÁããëéêÞ Üíù ôåëåßá ; óôï ôÝëïò ôïõ) ï ôýðïò (ôï åßäïò) ôçò
äéáöïñéêÞò áõôÞò åîéóþóåùò ðñþôçò ôÜîåùò. (4) Ç ëýóç sol ôïõ ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêÞò ôéìÞò eqs
êáé (5) ç áíôßóôïé÷ç óõíÜñôçóç vs(t). (6) ÔÝëïò ôï üñéï

vs(∞) := lim
t→∞ vs(t)

(ç ïñéáêÞ ôá÷ýôçôá ôïõ õëéêïý óçìåßïõ) ãéá ôéìÝò ôùí óôáèåñþí

m = 0.03, c = 0.01 êáé g = 9.81.

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉ-MF-2 (Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí, Èåìåëéþóåéò: Äïêïß åðß ÅëáóôéêÞò ÂÜóåùò):
Èåùñïýìå äïêü ìÞêïõò L (ìå 0 ≤ x ≤ L) åðß åëáóôéêÞò âÜóåùò (ð.÷. ìéá ðåäéëïäïêü Þ óéäçñïôñï-
÷éÜ) óýìöùíá ìå ôçí õðüèåóç ôïõ Winkler (1867). Ç äõóêáìøßá ôçò äïêïý åßíáé ÅÉ êáé ç óõíïëéêÞ
óôáèåñÜ åäÜöïõò--äïêïý k. Ç êáôáíåìçìÝíç öüñôéóç ðÜíù óôç äïêü åßíáé p(x). ¢ãíùóôç óõ-
íÜñôçóç åßíáé ôï âÝëïò êÜìøåùò v(x) ôçò äïêïý. Æçôïýíôáé: (7) Ç ó÷åôéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç
BeamDE. Óôç óõíÝ÷åéá üëåò ïé åîéóþóåéò (äéáöïñéêÞ åîßóùóç BeamDE êáé óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò)
óå ëßóôåò ìå ôéò ïíïìáóßåò: (8) BeamEqs1 ãéá áìößðáêôç äïêü, (9) BeamEqs2 ãéá ìïíüðáêôç äïêü
ìå ðÜêôùóç áñéóôåñÜ êáé êýëéóç äåîéÜ, (10) BeamEqs3 ãéá áìöéÝñåéóôç äïêü, (11) BeamEqs4 ãéá
ðñüâïëï ìå ðÜêôùóç äåîéÜ, (12) BeamEqs5 ãéá äïêü ìå Üñèñùóç áñéóôåñÜ êáé åëåýèåñï Üêñï
äåîéÜ êáé (13) BeamEqs6 ãéá äïêü åëåýèåñç êáé óôá äýï Üêñá ôçò. (14) Óå ó÷üëéï comment2
íá åîçãçèåß åÜí ïé äýï ôåëåõôáßïé ôýðïé äïêþí åßíáé áðïäåêôïß áðü öõóéêÞò áðüøåùò Þ ü÷é êáé
ãéáôß. (15) ÔÝëïò æçôåßôáé ç ëýóç sol6 ôïõ ôåëåõôáßïõ ðñïâëÞìáôïò äïêïý BeamEqs6 ãéá óôáèåñÞ
öüñôéóç p(x) = p0.

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉ-MF3 (ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí: ÊáìðôéêÝò Éäéïôáëáíôþóåéò Äïêïý: Éäéï-
óõ÷íüôçôåò, ÉäéïìïñöÝò): Èåùñïýìå ôï ãíùóôü ðñüâëçìá ôùí êáìðôéêþí éäéïôáëáíôþóåùí
óõíÞèïõò äïêïý ìÞêïõò L (ìå 0 ≤ x ≤ L), äõóêáìøßáò ÅÉ (ìå åíéáßï óýìâïëï) êáé ãñáììéêÞò ðõêíü-
ôçôáò ñÁ (êáëýôåñá åðßóçò ìå åíéáßï óýìâïëï) ìå Üãíùóôç óõíÜñôçóç ôï ðñïóçìáóìÝíï åýñïò
ôùí éäéïôáëáíôþóåùí ôçò äïêïý X(x). Ç ó÷åôéêÞ óõíïëéêÞ óôáèåñÜ â èåùñåßôáé ãíùóôÞ (â > 0).
Æçôïýíôáé: (16) óå ó÷üëéï comment3 ãéáôß åßíáé óêüðéìï ç äõóêáìøßá ÅÉ íá ãñÜöåôáé óáí Ýíá
åíéáßï óýìâïëï; (17) Ç ó÷åôéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç de, (18) ç ëýóç ôçò sol êáé (19) ç ó÷åôéêÞ
óõíÜñôçóç Xs(x) óå õðåñâïëéêÞ--ôñéãùíïìåôñéêÞ ìïñöÞ (ìå áðëïðïßçóç óôï ôÝëïò). (20) Ç åðáëÞ-
èåõóç ôçò óõíáñôÞóåùò áõôÞò Xs(x) (ìå áðëïðïßçóç). Óôç óõíÝ÷åéá ï Ýëåã÷ïò éó÷ýïò Þ ìç éó÷ýïò
ôùí ôýðùí

(21) cosh2 x + sinh2 x = 1 êáé (22) cosh2 x − sinh2 x = 1

(ìå áðëïðïéÞóåéò). (23) Ôþñá ìå êáôåõèåßáí ãñáöÞ ç ãåíéêÞ ëýóç Xg(x) ôçò ðáñïýóáò äéáöïñéêÞò
åîéóþóåùò. (24) Ãéá áìößðáêôç äïêü ç åîßóùóç D1 = 0 ãéá ôéò éäéïôéìÝò ân ìÝóù ôïõ õðïëïãéóìïý
ïñßæïõóáò ôåôÜñôçò ôÜîåùò óå áðëïðïéçìÝíç ìïñöÞ. Áðü ’äþ êáé ðÝñá ãéá áìöéÝñåéóôç äïêü:
(25) ç áíôßóôïé÷ç åîßóùóç D2 = 0, (26) ç êáôåõèåßáí ãñáöÞ ôùí éäéïôéìþí ân óáí óõíÜñôçóç â(n),
(27) ï ðßíáêáò tb1 ôùí äÝêá ðñþôùí éäéïôéìþí ân, (28) ïé áíôßóôïé÷åò éäéïóõ÷íüôçôåò ùn óáí
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óõíÜñôçóç ù(n), (29) ï ðßíáêáò tb2 ôùí äÝêá ðñþôùí éäéïóõ÷íïôÞôùí ùn, (30) ìå êáôåõèåßáí
ãñáöÞ ïé áíôßóôïé÷åò éäéïìïñöÝò ôáëáíôþóåùò Xn(x) óáí óõíáñôÞóåéò X(n, x) êáé (31) ï ðßíáêáò
tb3 ôùí äÝêá ðñþôùí éäéïìïñöþí ôáëáíôþóåùò Xn(x). (¼ëïé ïé ðßíáêåò ìå ôç ÷ñÞóç ôçò ó÷åôéêÞò
åíôïëÞò ôçò Mathematica ðáñáêáëþ!)

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉ-MF4 (Ôáëáíôþóåéò: ÓõíÜñôçóç ÌåôáöïñÜò, ÙóôéêÞ Áðüêñéóç): Èåùñïýìå
ôï ìïíïâÜèìéï ìç÷áíéêü óýóôçìá õëéêïý óçìåßïõ--åëáôçñßïõ--áðïóâåóôÞñá óå åîáíáãêáóìÝíåò
ôáëáíôþóåéò ìå öüñôéóç p(t) õðü ìçäåíéêÝò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò êáé õðü éó÷õñÞ áðüóâåóç. ¢ãíù-
óôç óõíÜñôçóç èåùñåßôáé ç ìåôáôüðéóç u(t) ôïõ õëéêïý óçìåßïõ. Ìå ôç ÷ñÞóç ôùí ôñéþí ó÷åôéêþí
óôáèåñþí m, î êáé ù0 æçôïýíôáé: (32) Ç ó÷åôéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç vde êáé (33) ïé äýï áñ÷éêÝò
óõíèÞêåò ics (áõôÝò óå ìïñöÞ êáíüíùí áíôéêáôáóôÜóåùò: ìå âÝëç). (34) Ç ðïëý åéäéêÞ öüñôéóç
p1(t) ç ïðïßá ïöåßëåôáé óå ìïíáäéáßá þèçóç ôïõ õëéêïý óçìåßïõ ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t = 0: ùóôéêÞ
(Þ êñïõóôéêÞ) öüñôéóç. (35) Ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace lt1 ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò vde õðü
ôç öüñôéóç p1(t) êáé õðü ôéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò ics êáé óôç óõíÝ÷åéá (36) ç áñêåôÜ óõíôïìüôåñç
ãñáöÞ ôïõ lt2 ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ åéäéêïý óõìâüëïõ U(s) = L{u(t)}. Áðü ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace
lt2 (37) ï õðïëïãéóìüò ôçò óõíáñôÞóåùò ìåôáöïñÜò G(s), óôç óõíÝ÷åéá (38) ôçò ùóôéêÞò (Þ êñïõ-
óôéêÞò) áðïêñßóåùò g(t) êáé ôÝëïò (39) ôçò áíôßóôïé÷çò áðïêñßóåùò g1(t), ôþñá üìùò ãéá ìçäåíéêÞ
áðüóâåóç (ìå î = 0) êáé óå áðëïðïéçìÝíç ôñéãùíïìåôñéêÞ ìïñöÞ. (40) Óå óýíôïìï ó÷üëéï ðïéá
åßíáé ç Ýîïäïò ôçò åíôïëÞò áõôÞò;

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉ-MF5 (ÅîáíáãêáóìÝíåò Ôáëáíôþóåéò): Èåùñïýìå êáé ðÜëé ìç÷áíéêü óýóôçìá
õëéêïý óçìåßïõ (ìÜæáò m) êáé åëáôçñßïõ õðü öüñôéóç p(t) êáé ìå éäéïóõ÷íüôçôá ù0. Æçôïýíôáé:
(41)Ìå êáôåõèåßáí ãñáöÞ ôçò çáðüêñéóÞ ôïõ (ç ìåôáôüðéóç ôïõ õëéêïý óçìåßïõ) up(t) ìå ìçäåíéêÝò
áñ÷éêÝò óõíèÞêåò êáé ÷ùñßò áðüóâåóç, ìå î = 0, êáé áðü áõôÞí (42) ç áíôßóôïé÷ç óõíÜñôçóç up1(t)
ãéá óôáèåñÞ öüñôéóç p1(t) = p0 óå áðëïðïéçìÝíç ìïñöÞ êáé ìå ðáñáãïíôïðïßçóç. (43) Ãéá ôç
âçìáôéêÞ óõíÜñôçóç ôïõ Heaviside ç äÞëùóç subs ôçò áíôéêáôáóôÜóåùò H(− T ) → 0. (44) ÎáíÜ
áðü ôçí áðüêñéóç up(t) ç áðüêñéóç up2(t) ãéá öüñôéóç p0 ìüíï êáôÜ ôï ÷ñïíéêü äéÜóôçìá [0, T ]
(ìå ôçí áíôéêáôÜóôáóç subs êáé ìå áðëïðïßçóç) êáèþò êáé (45) ç áíôßóôïé÷ç áðüêñéóç up3(t) ãéá
óõíå÷Þ öüñôéóç ôçò ìïñöÞò p(t) = p0 te−ct (ìå ðëÞñç áðëïðïßçóç). (46) Êáé ðÜëé ìå êáôåõèåßáí
ãñáöÞ ôçò ç áðüêñéóç upî(t) ìå ôçí ýðáñîç êáé áóèåíïýò áðïóâÝóåùò ìå ëüãï áðïóâÝóåùò î êáé
ìå ôç óôáèåñÜ ùD ãíùóôÞ (îáíÜ ìå ìçäåíéêÝò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò) êáé (47) áðü áõôÞí ç áíôßóôïé÷ç
áðüêñéóç upî1(t) ãéá óõíå÷Þ óôáèåñÞ öüñôéóç p1(t) = p0 (ìå áðëïðïßçóç). ÁíÜëïãá êáé ãéá ôéò
äýï åðüìåíåò ðéï ðÜíù öïñôßóåéò p(t): (48) ôç äåýôåñç: ìå áðüêñéóç upî2(t) êáé (49) ôçí ôñßôç:
ìå áðüêñéóç upî3(t), ôþñá üìùò ìå áóèåíÞ áðüóâåóç. (50) ÔÝëïò ï Ýëåã÷ïò üôé up3(t) = upî3(t)
ãéá î = 0 êáé ùD = ù0 ìå áðëïðïßçóç. Óå äýï ó÷üëéá comment4 êáé comment5: (51) ðïéåò
ìÝèïäïé ìðïñïýí íá åöáñìïóèïýí ãéá ôçí åýñåóç ôùí äýï ðáñáðÜíù áðïêñßóåùí up(t) êáé upî(t);
(52) Ðïéá ðëåïíåêôåß êáé ãéáôß áêñéâþò;

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉ-MF6 (ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí: ÉäåáôÜ Êôßñéá ÄéáôìÞóåùò): Èåùñïýìå
äéþñïöï éäåáôü êôßñéï äéáôìÞóåùò. ÌÜæåò ôùí ïñüöùí (óôá ýøç ôùí ðëáêþí):

m1 = 4m0 êáé m2 = 3m0

ìå ôï m0 ãíùóôÞ óôáèåñÜ ìÜæáò. ¾øç ôùí õðïóôõëùìÜôùí ôùí ïñüöùí:

h1 = 5h0 êáé h2 = 4h0

ìå ôï h0 ãíùóôÞ óôáèåñÜ ýøïõò. Äõóêáìøßåò ôùí õðïóôõëùìÜôùí ôùí ïñüöùí:

ÅÉ1 = 3ÅÉ0 êáé ÅÉ2 = 2EI0

ìå ôï EI0 ãíùóôÞ óôáèåñÜ äõóêáìøßáò. Åäþ æçôïýíôáé: (53) Ç äÞëùóç óå ëßóôá üëùí ôùí ðáñá-
ðÜíù óôáèåñþí. (54) Ôï ó÷åôéêü ìçôñþï ìÜæáò M êáé óôçí ßäéá ãñáììÞ ôï ßäéï ìçôñþï M ðïõ
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õðïëïãßóèçêå, áëëÜ ôþñá óå ìçôñùéêÞ ìïñöÞ. Óå ó÷üëéá comment6 êáé comment7: (55) ðþò
áëëéþò êáëåßôáé ôï ìçôñþï ìÜæáò M êáé (56) ãéáôß; (57) Óå ëßóôá ïé äýï óôáèåñÝò äõóêáìøßáò
k10 êáé k20 ôùí äýï ïñüöùí ðïõ õðåéóÝñ÷ïíôáé óôï ìçôñþï äõóêáìøßáò K ìå ôçí ðáñáäï÷Þ äýï
õðïóôõëùìÜôùí óå êÜèå üñïöï. (58) Ëßóôá ìå (i) ðñþôï óôïé÷åßï sb ôçí áíôéêáôÜóôáóç

ÅÉ0 → 500h3
0k0

3
,

(ii) äåýôåñï êáé (iii) ôñßôï óôïé÷åßï ôéò äýï óôáèåñÝò äõóêáìøßáò k1 êáé k2 áíôéêáèéóôþìåíåò áðëÜ
áðü ôéò k10 êáé k20 áíôßóôïé÷á ìå ôçí áíôéêáôÜóôáóç sb. (59) Ôþñá ôï ìçôñþï äõóêáìøßáò K.
(60) Óå ëßóôá ôï áíôßóôñïöï ìçôñþï M−1 (óýìâïëï MI), ôï áíÜóôñïöï MT (óýìâïëï MT) êáé ôá
áíôßóôïé÷á ìçôñþá K−1 êáé KT . (61) Ôï ìçôñþï K−1 óå ìçôñùéêÞ ìïñöÞ. (62) Óå ëßóôá Ýëåã÷ïò
åÜí ôá ìçôñþá ìÜæáòM êáé äõóêáìøßáò K åßíáé óõììåôñéêÜ. (63) Ôï ìïíáäéáßï ìçôñþï I2. (64) Óå
ëßóôá Ýëåã÷ïò åÜí M−1M = I2 êáé K−1K = I2. Må äåêáäéêïýò áñéèìïýò (65) ïé éäéïôéìÝò ë êáé
(66) ôá éäéïäéáíýóìáôá ä ôïõ ìçôñþïõ äõóêáìøßáò K ìå äýï ÷ùñéóôÝò åíôïëÝò êáé (67) ìå ìßá ìüíï
åíôïëÞ (óõíÝ÷åéá ìå äåêáäéêïýò). (68) Ôï ìçôñþï ôùí éäéïôéìþí Ë ìå ôç ÷ñÞóç åéäéêÞò åíôïëÞò.
(69) Ôï ìçôñþï ôùí éäéïäéáíõóìÜôùí T áðü ôá éäéïäéáíýóìáôá ä. (70) Ôï ìçôñþï D1 = T−1KT
êáé (71) ï Ýëåã÷ïò åÜí óõìðßðôåé ìå êÜðïéï Üëëï áðü ôá ðñïçãïýìåíá ìçôñþá (ìå óôñïããý-
ëåõóç: åíôïëÞ Chop). (72) Ôï ìçôñþï D2 = TT KT (ìå óôñïããýëåõóç: åíôïëÞ Chop). Óå ó÷üëéá
comment8, comment9, comment10 êáé comment11: (73) ç åîÞãçóç åÜí Þ ü÷é åßíáé ÷ñÞóéìåò ïé
éäéïôéìÝò ë êáé ôá éäéïäéáíýóìáôá ä. (74) Ãéáôß; (75) Ðïéï ìçôñþï åßíáé ÷ñÞóéìï ãé’ áõôü ôï óêïðü;
(76) Ãéáôß; (77) Ôï äéÜíõóìá óôÞëçò u(t) ôùí ìåôáôïðßóåùí. (78) Ôï óýóôçìá ôùí äéáöïñéêþí
åîéóþóåùí bdsde óå åëåýèåñåò ôáëáíôþóåéò (óå ìçôñùéêÞ ìïñöÞ). (79) Ç åîßóùóç ôùí éäéïóõ÷íï-
ôÞôùí FrequencyEquation êáé (80) ç ëýóç ôçò FrequencyEquationSolution ìå äåêáäéêïýò áñéèìïýò.
(81) Ó÷üëéï comment12 ãéá ôéò áðïäåêôÝò ñßæåò.

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉ-MF7 (ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí: ÉäåáôÜ Êôßñéá ÄéáôìÞóåùò): Óõíå÷ßæïíôáò
ôçíðñïçãïýìåíç Üóêçóç, æçôïýíôáé åðßóçò: (82) Ôï áíôßóôñïöï ìçôñþïM−1 ôïõ ìçôñþïõ ìÜæáò
M ìå ôï óýìâïëï MI. (83) Ç åðáëÞèåõóç ver üôé éó÷ýåé ç ðñïöáíÞò ó÷Ýóç: M−1M = I2. (84) Ôï
ìçôñþï A = M−1K. (85) Ôï óýóôçìá bdsde ôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí

ü(t) + Au(t) = 0.

(86) Ïé éäéïôéìÝò ëA ôïõ ìçôñþïõ A ìå ôéò äåêáäéêÝò ðñïóåããßóåéò ôïõò (åíôïëÞ N) êáé (87) ïé áíôß-
óôïé÷åò äýï éäéïóõ÷íüôçôåò ùA. (88) Ïé ßäéåò éäéïóõ÷íüôçôåò óå ëßóôá ìå ôá åéäéêÜ óýìâïëá ù1 êáé
ù2. (89) Ïé äýï éäéïóõ÷íüôçôåò ùtb, üðùò ðñïêýðôïõí áðü ôï áðïôÝëåóìá FrequencyEquation-
Solution ôçò ðñïçãïýìåíçò áóêÞóåùò (ìå ôç ÷ñÞóç ôçò åíôïëÞò Table ãéá ðßíáêá) êáé (90) ç óý-
ãêñéóÞ ôïõò ìå ôéò éäéïóõ÷íüôçôåòùÁ. Ôá ìçôñþá (91)M1/2 êáé (92)M−1/2 ìå ôá óýìâïëáM1 êáéM2
áíôßóôïé÷á. (93) Õðåíèýìéóç ôïõ ìçôñþïõ äõóêáìøßáò K ôçò ðñïçãïýìåíçò áóêÞóåùò. (94) Ôï
ìçôñþï

B = M−1/2KM−1/2.

(95) Íá ãßíåé åðáëÞèåõóç SymmetryVerification ôçò ðïëý åíäéáöÝñïõóáò éäéüôçôÜò ôïõ üôé åßíáé
óõììåôñéêü ìçôñþï. (96) Óôç óõíÝ÷åéá íá õðïëïãéóèïýí ïé éäéïóõ÷íüôçôåò ùB ôïõ äéþñïöïõ
êôéñßïõ ìáò ìÝóù ôùí éäéïôéìþí ôïõ ìçôñþïõ B ìå äåêáäéêÝò ðñïóåããßóåéò. (97) Íá ãßíåé óýãêñéóç
êáé ôùí ôñéþí õðïëïãéóìþí ôùí ßäéùí éäéïóõ÷íïôÞôùí ùÁ, ùB êáé ùtb (ìå ìßá ìüíï åíôïëÞ).
(98) ÔÝëïò íá õðïëïãéóèïýí ïé ßäéåò éäéïóõ÷íüôçôåò ùBa (áðü ôéò ùÂ) ìå ôç ÷ñÞóç ôþñá ôïõ
âïçèçôéêïý óõìâüëïõ

ù0 =
√

k0
m0

.

(Êáëýôåñá óôéò ìïñöÝò ôïõò áõôÝò!) (99) ÔÝëïò óå ó÷üëéï comment13 Ý÷ïõí öõóéêÞ óçìáóßá ïé
ôñåéò óôáèåñÝò m0, k0 êáé ù0 Þ ü÷é;



à Notebook  ΕΜΙΙ-ΜF

ΛΥΣΕΙΣ ΤΩΝ ΑΣΚΗΣΕΩΝ EMII-MF
(ΑΣΚΗΣΕΙΣ EMII-MF1 ΕΩΣ ΕΜΙΙ-ΜF7)

à ΑΣΚΗΣΗ EMII-MF1 (∆ΥΝΑΜΙΚΗ ΤΟΥ ΥΛΙΚΟΥ ΣΗΜΕΙΟΥ)

In[1]:= Off@General::spellD; Off@General::spell1D;
In[2]:= eqs = 8m v'@tD " m g − c v@tD2, v@0D " 0<
Out[2]= 8m v£HtL == g m - c vHtL2, vH0L == 0<
In[3]:= comment1 = "Πρόκειται για διαϕορική εξίσωση χωριζόµενων µεταβλητών";

In[4]:= sol = DSolve@eqs, v@tD, tD
Solve::ifun :  Inverse functions are being used by Solve, so some solutions may not be found.

Out[4]= ::vHtL Ø

è!!!!!g è!!!!!!m tanhJ è!!!!!c è!!!!!g tÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅè!!!!!!m
N

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅè!!!!c >>
In[5]:= vs@t_D = solP1, 1, 2T
Out[5]=

è!!!!!g è!!!!!!m tanhJ è!!!!!c è!!!!!g tÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅè!!!!!!m
N

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅè!!!!c
In[6]:= Limit@vs@tD ê. 8m → 0.03, c → 0.01, g → 9.81<, t → ∞D
Out[6]= 5.42494

à ΑΣΚΗΣΗ ΕΜΙΙ-MF2 (ΜΗΧΑΝΙΚΗ ΤΩΝ ΥΛΙΚΩΝ, ΘΕΜΕΛΙΩΣΕΙΣ: 
∆ΟΚΟΙ ΕΠΙ ΕΛΑΣΤΙΚΗΣ ΒΑΣΕΩΣ)

In[7]:= BeamDE = EI v''''@xD + k v@xD " p@xD
Out[7]= k vHxL + EI vH4LHxL == pHxL
In[8]:= BeamEqs1 = 8BeamDE, v@0D " 0, v'@0D " 0, v@LD " 0, v'@LD " 0<;
In[9]:= BeamEqs2 = 8BeamDE, v@0D " 0, v'@0D " 0, v@LD " 0, v''@LD " 0<;
In[10]:= BeamEqs3 = 8BeamDE, v@0D " 0, v''@0D " 0, v@LD " 0, v''@LD " 0<;
In[11]:= BeamEqs4 = 8BeamDE, v''@0D " 0, v'''@0D " 0, v@LD " 0, v'@LD " 0<;
In[12]:= BeamEqs5 = 8BeamDE, v@0D " 0, v''@0D " 0, v''@LD " 0, v'''@LD " 0<;
In[13]:= BeamEqs6 = 8BeamDE, v''@0D " 0, v'''@0D " 0, v''@LD " 0, v'''@LD " 0<;
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In[14]:= comment2 = "Οι δύο τελευταίοι τύποι δοκών είναι και αυτοί αποδεκτοί
από ϕυσικής απόψεως απλά γιατί η δοκός στηρίζεται πάνω στην

ελαστική βάση Hσυνήθως στο έδαϕοςL. Έτσι συνεχίζει να υπάρχει

στατική ισορροπία, αρκεί βέβαια η συνολική ϕόρτιση να είναι

προς τα κάτω. Εάν δεν υπήρχε η ελαστική βάση, η οποία στηρίζει

τη δοκό, οι δύο αυτοί τύποι δοκών θα ήσαν στατικά απαράδεκτοι.";

In[15]:= sol6 = DSolve@BeamEqs6 ê. p@xD → p0, v@xD, xD
Out[15]= ::vHxL Ø

p0
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
k

>>
à ΑΣΚΗΣΗ ΕΜΙΙ-MF3 (∆ΥΝΑΜΙΚΗ ΤΩΝ ΚΑΤΑΣΚΕΥΩΝ: ΚΑΜΠΤΙΚΕΣ 
Ι∆ΙΟΤΑΛΑΝΤΩΣΕΙΣ ∆ΟΚΟΥ: Ι∆ΙΟΣΥΧΝΟΤΗΤΕΣ, Ι∆ΙΟΜΟΡΦΕΣ)

In[16]:= comment3 =

"Είναι σκόπιµο, µάλλον αναγκαίο, η δυσκαµψία ΕΙ να γράϕεται στη Mathematica

µε ενιαίο σύµβολο Hόχι σαν γινόµενοL. Αυτό συµβαίνει, επειδή το σύµβολο

Ε δηλώνει στη Mathematica τη βάση των ϕυσικών λογαρίθµων e. Επίσης

το σύµβολο Ι δηλώνει τη ϕανταστική µονάδα i. Από την άλλη πλευρά στη

Μηχανική των Υλικών, στη Στατική και στην Επιστήµη του Πολιτικού Μηχανικού
γενικότερα η δυσκαµψία ΕΙ µιας δοκού συνήθως εννοείται σαν µια ενιαία

ϕυσική ποσότητα, παρόλο που είναι γινόµενο του µέτρου ελαστικότητας Ε
του υλικού της δοκού επί τη ροπή αδρανείας της Ι ως προς τον ουδέτερο

άξονά της κατά την κάµψη. Ας σηµειωθεί τέλος ότι εναλλακτική δυνατότητα

αποτελεί η χρήση των Ελληνικών συµβόλων Ε και Ι Hµε Esc E Esc και

Esc I Esc ή µε το πληκτρολόγιο στα ΕλληνικάL. Με τον τρόπο αυτό
παρακάµπτονται οι ορισµοί των συµβόλων αυτών HΕ και ΙL στην ίδια τη

Mathematica Hστις Λατινικές τους µορϕέςL, όπως εξηγήθηκε παραπάνω.";

In[17]:= de = X''''@xD − β4 X@xD " 0

Out[17]= X H4LHxL - b4 XHxL == 0

In[18]:= sol = DSolve@de, X@xD, xD
Out[18]= 88XHxL Ø ‰-x b c2 + ‰x b c4 + c1 cosHx bL + c3 sinHx bL<<
In[19]:= Xs@x_D = solP1, 1, 2T êê ExpToTrig êê Simplify

Out[19]= c1 cosHx bL + Hc2 + c4L coshHx bL + c3 sinHx bL + Hc4 - c2L sinhHx bL
In[20]:= ver = de ê. X → Xs êê Simplify

Out[20]= True

In[21]:= Cosh@xD2 + Sinh@xD2 " 1 êê Simplify

Out[21]= coshH2 xL == 1

In[22]:= Cosh@xD2 − Sinh@xD2 " 1 êê Simplify

Out[22]= True

In[23]:= Xg@x_D = A Cosh@β xD + B Sinh@β xD + C Cos@β xD + D Sin@β xD
Out[23]= C cosHx bL + A coshHx bL + D sinHx bL + B sinhHx bL
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ü ΑΜΦΙΠΑΚΤΗ ∆ΟΚΟΣ

In[24]:= D1 = Det@881, 0, 1, 0<, 80, β, 0, β<, 8Cosh@β LD, Sinh@β LD, Cos@β LD, Sin@β LD<,8β Sinh@β LD, β Cosh@β LD, −β Sin@β LD, β Cos@β LD<<D " 0 êê Simplify

Out[24]= 2 b2 HcosHL bL coshHL bL - 1L == 0

ü ΑΜΦΙΕΡΕΙΣΤΗ *ΟΚΟΣ

In[25]:= D2 = Det@881, 0, 1, 0<, 8β2, 0, −β2, 0<, 8Cosh@β LD, Sinh@β LD, Cos@β LD, Sin@β LD<,8β2 Cosh@β LD, β2 Sinh@β LD, −β2 Cos@β LD, −β2 Sin@β LD<<D " 0 êê Simplify

Out[25]= 4 b4 sinHL bL sinhHL bL == 0

In[26]:= β@n_D = n π êL
Out[26]=

n p
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
L

In[27]:= tb1 = Table@β@nD, 8n, 10<D
Out[27]= : p

ÅÅÅÅÅÅ
L

,
2 p
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
L

,
3 p
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
L

,
4 p
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
L

,
5 p
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
L

,
6 p
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
L

,
7 p
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
L

,
8 p
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
L

,
9 p
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
L

,
10 p
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

L
>

ü Ι∆ΙΟΣΥΧΝΟΤΗΤΕΣ ΑΜΦΙΕΡΕΙΣΤΗΣ ∆ΟΚΟΥ

In[28]:= ω@n_D = β@nD2 Sqrt@EIêρAD
Out[28]=

n2 p2 $%%%%%%%%%EIÅÅÅÅÅÅÅÅrA
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

L2

In[29]:= tb2 = Table@ω@nD, 8n, 10<D
Out[29]= : p2 $%%%%%%%%%EIÅÅÅÅÅÅÅÅrA

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
L2 ,

4 p2 $%%%%%%%%%EIÅÅÅÅÅÅÅÅrA
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

L2 ,
9 p2 $%%%%%%%%%EIÅÅÅÅÅÅÅÅrA
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

L2 ,
16 p2 $%%%%%%%%%EIÅÅÅÅÅÅÅÅrA
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

L2 ,
25 p2 $%%%%%%%%%EIÅÅÅÅÅÅÅÅrA
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

L2 ,

36 p2 $%%%%%%%%%EIÅÅÅÅÅÅÅÅ
rA

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
L2 ,

49 p2 $%%%%%%%%%EIÅÅÅÅÅÅÅÅ
rA

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
L2 ,

64 p2 $%%%%%%%%%EIÅÅÅÅÅÅÅÅ
rA

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
L2 ,

81 p2 $%%%%%%%%%EIÅÅÅÅÅÅÅÅ
rA

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
L2 ,

100 p2 $%%%%%%%%%EIÅÅÅÅÅÅÅÅ
rA

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
L2 >

ü Ι∆ΙΟΜΟΡΦΕΣ ΑΜΦΙΕΡΕΙΣΤΗΣ ∆ΟΚΟΥ

In[30]:= X@n_, x_D = Sin@β@nD xD
Out[30]= sinJ n p x

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
L

N
In[31]:= tb3 = Table@X@n, xD, 8n, 10<D
Out[31]= :sinJ p x

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
L

N, sinikjj 2 p x
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

L
y{zz, sinikjj 3 p x

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
L

y{zz, sinikjj 4 p x
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

L
y{zz, sinikjj 5 p x

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
L

y{zz,
sinikjj 6 p x

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
L

y{zz, sinikjj 7 p x
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

L
y{zz, sinikjj 8 p x

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
L

y{zz, sinikjj 9 p x
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

L
y{zz, sinikjj 10 p x

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
L

y{zz>
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à ΑΣΚΗΣΗ ΕΜΙΙ-MF4 (ΤΑΛΑΝΤΩΣΕΙΣ: ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ ΜΕΤΑΦΟΡΑΣ, 
ΩΣΤΙΚΗ ΑΠΟΚΡΙΣΗ)

In[32]:= vde = u''@tD + 2 ξ ω0 u'@tD + ω02 u@tD " p@tDê m
Out[32]= uHtL w02 + 2 x u£HtL w0 + u££HtL ==

pHtL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
m

In[33]:= ics = 8u@0D → 0, u'@0D → 0<;
In[34]:= p1@t_D = DiracDelta@tD
Out[34]= dHtL
In[35]:= lt1 = LaplaceTransform@vde ê. p → p1, t, sD ê. ics
Out[35]= LaplaceTransform@uHtL, t, sD s2 +

2 x w0 LaplaceTransform@uHtL, t, sD s + w02 LaplaceTransform@uHtL, t, sD ==
1

ÅÅÅÅÅÅÅÅ
m

In[36]:= lt2 = lt1 ê. LaplaceTransform@u@tD, t, sD → U@sD
Out[36]= UHsL s2 + 2 x w0 UHsL s + w02 UHsL ==

1
ÅÅÅÅÅÅÅÅ
m

In[37]:= G@s_D = Solve@lt2, U@sDDP1, 1, 2T
Out[37]=

1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
m Hs2 + 2 x w0 s + w02L

In[38]:= g@t_D = InverseLaplaceTransform@G@sD, s, tD
Out[38]=

‰-t Ix+
è!!!!!!!!!!!!!!

x2-1 M w0 I-1 + ‰2 t è!!!!!!!!!!!!!!
x2-1 w0M

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
2 mè!!!!!!!!!!!!!!!

x2 - 1 w0

In[39]:= g1@t_D = g@tD ê. ξ → 0 êê ExpToTrig êê Simplify

Out[39]=
sinHt w0L
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

m w0

In[40]:= "Η έξοδος της εντολής είναι sinHω0tLêHmω 0L, µια γνωστή κρουστική απόκριση.";

à ΑΣΚΗΣΗ ΕΜΙΙ-MF5 (ΕΞΑΝΑΓΚΑΣΜΕΝΕΣ ΤΑΛΑΝΤΩΣΕΙΣ)

In[41]:= up@t_D = H1 êHm ω0LL Integrate@p@τD Sin@ω0 Ht − τLD, 8τ, 0, t<D
Out[41]=

Ÿ0
tpHtL sinHHt - tL w0L „ t

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
m w0

In[42]:= up1@t_D = up@tD ê. p@τD → p0 êê Simplify êê Factor

Out[42]= -
p0 HcosHt w0L - 1L
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

m w0
2

In[43]:= subs = UnitStep@−TD → 0;
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In[44]:= up2@t_D = up@tD ê. p@τD → p0 H1 − UnitStep@τ − TDL ê. subs êê Simplify

Out[44]= -
p0 HcosHt w0L - HcosHHT - tL w0L - 1L qHt - TL - 1L
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

m w0
2

In[45]:= up3@t_D = up@tD ê. p@τD → p0 τ A−c τ êê FullSimplify

Out[45]=
‰-c t p0 Ht w0

3 + c Hc t + 2L w0 + ‰c t HsinHt w0L Hc2 - w0
2L - 2 c cosHt w0L w0LLÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

m w0 Hc2 + w0
2L2

In[46]:= upξ@t_D = H1êHm ωDLL Integrate@p@τD A−ξ ω0 Ht−τL Sin@ωD Ht − τLD, 8τ, 0, t<D
Out[46]=

Ÿ0
t
‰-x Ht-tLw0 pHtL sinHHt - tL wDL „ t

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
m wD

In[47]:= upξ1@t_D = upξ@tD ê. p@τD → p0 êê Simplify

Out[47]= -
‰-t x w0 p0 Hx sinHt wDL w0 + HcosHt wDL - ‰t x w0 L wDLÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

m wD Hx2 w0
2 + wD

2 L
In[48]:= upξ2@t_D = upξ@tD ê. p@τD → p0 H1 − UnitStep@τ − TDL ê. subs êê Simplify

Out[48]= -
1

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
m wD Hx2 w0

2 + wD
2 L H‰-t x w0 p0 HwD HcosHt wDL - ‰t x w0 + H‰t x w0 - ‰T x w0 cosHHt - TL wDLL qHt - TLL +

x w0 HsinHt wDL - ‰T x w0 sinHHt - TL wDL qHt - TLLLL
In[49]:= upξ3@t_D = upξ@tD ê. p@τD → p0 τ A−c τ êê FullSimplify

Out[49]=
1

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
m wD HHc - x w0L2 + wD

2 L2 H‰-c t p0 Ht wD
3 - 2 ‰t Hc-x w0L cosHt wDL Hc - x w0L wD +Hc - x w0L Hc t - x w0 t + 2L wD + ‰t Hc-x w0L sinHt wDL HHc - x w0L2 - wD

2 LLL
In[50]:= up3@tD " upξ3@tD ê. 8ξ → 0, ωD → ω0< êê Simplify

Out[50]= True

In[51]:= comment4 = "Για την εύρεση των δύο παραπάνω αποκρίσεων up3HtL και upξ3HtL
µπορούν να εϕαρµοσθούν οι µέθοδοι HαL της µεταβολής των παραµέτρων

σε συνδυασµό µε την εκθετική αντικατάσταση για την αντίστοιχη

οµογενή διαϕορική εξίσωση και HβL του µετασχηµατισµού Laplace.";

In[52]:= comment5 =

"Από τις δύο αυτές µεθόδους πλεονεκτεί η µέθοδος του µετασχηµατισµού
Laplace, γιατί είναι απλούστερη, µε λιγότερους υπολογισµούς. Επίσης

ενσωµατώνει τις αρχικές συνθήκες. Η µέθοδος της µεταβολής των

παραµέτρων παρουσιάζει δυσκολία στην τελική ενσωµάτωση της αρχικής

τιµής vH0L = v0 της ταχύτητας vHtL εξαιτίας της απαιτούµενης

παραγωγίσεως του σχετικού ολοκληρωτικού τύπου για τη µετατόπιση uHtL
ϕυσικά µε vHtL = u'HtL. ∆υστυχώς η παραγώγιση αυτή δεν είναι απλή.";

à ΑΣΚΗΣΗ ΕΜΙΙ-MF6 (∆ΥΝΑΜΙΚΗ ΤΩΝ ΚΑΤΑΣΚΕΥΩΝ: Ι∆ΕΑΤΑ 
ΚΤΙΡΙΑ ∆ΙΑΤΜΗΣΕΩΣ)

In[53]:= 8m1 = 4 m0, m2 = 3 m0, h1 = 5 h0, h2 = 4 h0, EI1 = 3 EI0, EI2 = 2 EI0<
Out[53]= 84 m0, 3 m0, 5 h0, 4 h0, 3 EI0, 2 EI0<
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In[54]:= M = 88m1, 0<, 80, m2<<; M êê MatrixForm

Out[54]//MatrixForm=ikjjj 4 m0 0
0 3 m0

y{zzz
In[55]:= comment6 = "Το µητρώο µάζας Μ καλείται επίσης και µητρώο αδρανείας.";

In[56]:= comment7 = "Ο λόγος που το µητρώο µάζας Μ καλείται και µητρώο αδρανείας είναι

απλά ότι το µητρώο αυτό Μ υπεισέρχεται στον αδρανειακό όρο Μ u''HtL
στις αδρανειακές δύναµεις Fik = −mk uk''HtL κατά τη χρήση του δεύτερου

νόµου του Νεύτωνα. Εντούτοις ο Πολιτικός Μηχανικός χρησιµοποιεί
γενικά τον όρο µητρώο µάζας και πολύ σπάνια τον όρο µητρώο αδρανείας

στη ∆υναµική των Κατασκευών. Ο δεύτερος αυτός όρος, ο όρος µητρώο

αδρανείας, χρησιµοποιείται κάπως περισσότερο σε βιβλία Ταλαντώσεων.";

In[57]:= 8k10 = 24 EI1êh13, k20 = 24 EI2ê h23<
Out[57]= : 72 EI0

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
125 h03 ,

3 EI0
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
4 h03 >

In[58]:= 8sb = EI0 → 500 h03 k0ê 3, k1 = k10 ê. sb, k2 = k20 ê. sb<
Out[58]= :EI0 Ø

500 h03 k0
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

3
, 96 k0, 125 k0>

In[59]:= K = 88k1 + k2, −k2<, 8−k2, k2<<
Out[59]=

ikjjj 221 k0 -125 k0
-125 k0 125 k0

y{zzz
In[60]:= 8MI = Inverse@MD, MT = Transpose@MD, KI = Inverse@KD, KT = Transpose@KD<;
In[61]:= KI êê MatrixForm

Out[61]//MatrixForm=ikjjjjjj 1ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ96 k0
1ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ96 k0

1ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ96 k0
221ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ12000k0

y{zzzzzz
In[62]:= 8MT " M, KT " K<
Out[62]= 8True, True<
In[63]:= I2 = IdentityMatrix@2D
Out[63]=

ikjjj 1 0
0 1

y{zzz
In[64]:= 8MI.M " I2, KI.K " I2<
Out[64]= 8True, True<
In[65]:= λ = Eigenvalues@KD êê N

Out[65]= 839.1008 k0, 306.899 k0<
In[66]:= δ = Eigenvectors@KD êê N

Out[66]=
ikjjj 0.687194 1.

-1.45519 1.
y{zzz
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In[67]:= Eigensystem@KD êê N

Out[67]=
ikjjj 39.1008 k0 306.899 k080.687194, 1.< 8-1.45519, 1.< y{zzz

In[68]:= Λ = DiagonalMatrix@λD
Out[68]=

ikjjj 39.1008 k0 0
0 306.899 k0

y{zzz
In[69]:= T = Transpose@δD
Out[69]=

ikjjj 0.687194 -1.45519
1. 1.

y{zzz
In[70]:= D1 = Inverse@TD.K.T êê Simplify

Out[70]=
ikjjjj 39.1008 k0 3.55271 µ 10-14 k0

-1.42109 µ 10-14 k0 306.899 k0

y{zzzz
In[71]:= D1 " Λ êê Chop

Out[71]= True

In[72]:= D2 = Transpose@TD.K.T êê Chop

Out[72]=
ikjjj 57.5656 k0 0

0 956.786 k0
y{zzz

In[73]:= comment8 = "Όχι, δεν είναι καθόλου χρήσιµα για τον Πολιτικό Μηχανικό οι

ιδιοτιµές λ και τα ιδιοδιανύσµατα δ του µητρώου δυσκαµψίας Κ";

In[74]:= comment9 = "Αυτό συµβαίνει γιατί το σύστηµα των διαϕορικών εξισώσεων

Μ u''HtL+K uHtL = 0 στις Ταλαντώσεις και στη ∆υναµική των

Κατασκευών περιλαµβάνει όχι µόνο το µητρώο δυσκαµψίας Κ, αλλά και

το µητρώο µάζας Μ και δε µπορούµε να αγνοήσουµε το γεγονός αυτό.
∆εν έχουµε να κάνουµε µόνο µε το µητρώο δυσκαµψίας Κ. Σωστά;";

In[75]:= comment10 =

"Μια δυνατότητα αναγωγής του παραπάνω µη κλασικού προβλήµατος ιδιοτιµών Hή
ιδιοπροβλήµατοςL στη ∆υναµική των Κατασκευών στο αντίστοιχο κλασικό
πρόβληµα αποτελεί ο πολλαπλασιασµός από τα αριστερά µε το αντίστροϕο

µητρώο µάζας Μ−1. Έτσι παίρνουµε το σύστηµα των διαϕορικών εξισώσεων

u''HtL+M−1 K uHtL = 0. Αυτό ταιριάζει πολύ καλύτερα µε το κλασικό
πρόβληµα των ιδιοτιµών, παρόλο που συνεχίζει να είναι σύστηµα διαϕορικών

εξισώσεων δευτέρας τάξεως και όχι πρώτης. Έτσι χρήσιµο µητρώο είναι

το µητρώο M−1 K. ∆υστυχώς όµως πρόκειται για µη συµµετρικό µητρώο που

σπάνια χρησιµοποιείται από τον Πολιτικό Μηχανικό. Χρησιµοποιείται µόνο

σε περιπτώσεις που αυτός προσϕεύγει σε έτοιµα προγράµµατα επιλύσεως

του κλασικού ιδιοπροβλήµατος: του προβλήµατος προσδιορισµού των

ιδιοτιµών λ και των ιδιοδιανυσµάτων δ τετραγωνικού µητρώου. Αυτό σπάνια

συµβαίνει, επειδή ο Πολιτικός Μηχανικός έχει τα δικά του προγράµµατα

για το δικό του µη κλασικό ιδιοπρόβληµα: το κλασικό πρόβληµα των

ταλαντώσεων µε πολλούς βαθµούς ελευθερίας στη ∆υναµική των Κατακευών.";

In[76]:= comment11 = "Στο αµέσως προηγούµενο σχόλιο comment10 εξηγήθηκε ήδη

λεπτοµερώς για ποιο ακριβώς λόγο το γενικά µη συµµετρικό πραγµατικό
µητρώο M−1 K µπορεί να χρησιµεύσει στον Πολιτικό Μηχανικό, αν και

σπάνια χρησιµεύει στην πραγµατικότητα, όπως επίσης εξηγήθηκε.";
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In[77]:= u@t_D = 88u1@tD<, 8u2@tD<<
Out[77]=

ikjjj u1HtL
u2HtL y{zzz

In[78]:= bdsde = M.u''@tD + K.u@tD " 880<, 80<<
Out[78]=

ikjjj 221 k0 u1HtL - 125 k0 u2HtL + 4 m0 u1££HtL
-125 k0 u1HtL + 125 k0 u2HtL + 3 m0 u2££HtL y{zzz == ikjjj 0

0
y{zzz

In[79]:= FrequencyEquation = Det@K − ω2 MD " 0

Out[79]= 12 m02 w4 - 1163 k0 m0 w2 + 12000 k02 == 0

In[80]:= FrequencyEquationSolution = Solve@FrequencyEquation, ωD êê N

Out[80]= ::w Ø 3.42642$%%%%%%%%%%%%k0
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
m0

>, :w Ø -3.42642$%%%%%%%%%%%%k0
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
m0

>, :w Ø -9.2291$%%%%%%%%%%%%k0
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
m0

>, :w Ø 9.2291$%%%%%%%%%%%%k0
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
m0

>>
In[81]:= comment12 =

"Προϕανώς αποδεκτές είναι µόνο οι δύο θετικές ρίζες της Hαπό τις τέσσερις

παραπάνω συνολικάL. Αυτές αϕορούν στις δύο ιδιοσυχνότητες ω1 και ω2
του διώροϕου ιδεατού κτιρίου διατµήσεως που εξετάζουµε. Αρνητικές

ιδιοσυχνότητες δεν υπάρχουν στις Ταλαντώσεις και στη ∆υναµική
των Κατασκευών. Οι θετικές ιδιοσυχνότητες µας αρκούν. Τούτο

είναι απόλυτα σαϕές από τις σχετικές τριγωνοµετρικές λύσεις των

διαϕορικών εξισώσεων του σχετικού συστήµατος διαϕορικών εξισώσεων.";

à ΑΣΚΗΣΗ ΕΜΙΙ-MF7 (∆ΥΝΑΜΙΚΗ ΤΩΝ ΚΑΤΑΣΚΕΥΩΝ: Ι∆ΕΑΤΑ 
ΚΤΙΡΙΑ ∆ΙΑΤΜΗΣΕΩΣ)

In[82]:= MI = Inverse@MD
Out[82]=

ikjjjjjj 1ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ4 m0 0

0 1ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ3 m0

y{zzzzzz
In[83]:= ver = MI.M == IdentityMatrix@2D
Out[83]= True

In[84]:= A = Inverse@MD.K
Out[84]=

ikjjjjjj 221 k0ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ4 m0 - 125 k0ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ4 m0

- 125 k0ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ3 m0
125k0ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ3 m0

y{zzzzzz
In[85]:= bdsde = u''@tD + A.u@tD == 880<, 80<<
Out[85]=

ikjjjjjj 221 k0 u1HtLÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ4 m0 - 125k0 u2HtLÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ4 m0 + u1££HtL
- 125 k0 u1HtLÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ3 m0 + 125 k0 u2HtLÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ3 m0 + u2££HtL y{zzzzzz == ikjjj 0

0
y{zzz

In[86]:= λA = Eigenvalues@AD êê N

Out[86]= : 11.7404 k0
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

m0
,

85.1763 k0
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

m0
>
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In[87]:= ωA = Sqrt@λAD
Out[87]= :3.42642$%%%%%%%%%%%%k0

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
m0

, 9.2291$%%%%%%%%%%%%k0
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
m0

>
In[88]:= 8ω1 = ωAP1T, ω2 = ωAP2T<
Out[88]= :3.42642$%%%%%%%%%%%%k0

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
m0

, 9.2291$%%%%%%%%%%%%k0
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
m0

>
In[89]:= ωtb = Table@FrequencyEquationSolutionPk, 1, 2T, 8k, 1, 4, 3<D
Out[89]= :3.42642$%%%%%%%%%%%%k0

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
m0

, 9.2291$%%%%%%%%%%%%k0
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
m0

>
In[90]:= ωA " ωtb

Out[90]= True

In[91]:= M1 = Sqrt@MD
Out[91]=

ikjjjj 2è!!!!!!!!!m0 0

0 è!!!!3 è!!!!!!!!!m0

y{zzzz
In[92]:= M2 = Inverse@M1D
Out[92]=

ikjjjjjjj 1ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
2è!!!!!!!!!!m0

0

0 1ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅè!!!!!3 è!!!!!!!!!!m0

y{zzzzzzz
In[93]:= K

Out[93]=
ikjjj 221 k0 -125 k0

-125 k0 125 k0
y{zzz

In[94]:= B = M2.K.M2

Out[94]=

ikjjjjjjj 221k0ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ4 m0 - 125k0ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
2è!!!!!3 m0

- 125 k0ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
2è!!!!!3 m0

125 k0ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ3 m0

y{zzzzzzz
In[95]:= SymmetryVerification = Transpose@BD " B

Out[95]= True

In[96]:= ωB = Sqrt@Eigenvalues@BD êê ND
Out[96]= :3.42642$%%%%%%%%%%%%k0

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
m0

, 9.2291$%%%%%%%%%%%%k0
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
m0

>
In[97]:= ωA " ωB " ωtb

Out[97]= True

In[98]:= ωBa = ωB ê. Sqrt@k0ê m0D → ω0

Out[98]= 83.42642 w0, 9.2291 w0<
In[99]:= comment13 =

"Όχι, οι σταθερές m0, k0 και ω0 δεν έχουν καµία ϕυσική σηµασία. Είναι

βοηθητικά µεγέθη. Φυσική σηµασία έχουν οι µάζες των πλακών, οι σταθερές

δυσκαµψίας των ορόϕων και οι αληθινές ιδιοσυχνότητες.";
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ÁÓÊÇÓÅÉÓ TOY NOTEBOOK ÅÌÉÉ-MG

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉ-MG1 (Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí: Äïêïß):Èåùñïýìå ðñüâïëï ìÞêïõò L (0 ≤ x ≤ L)
êáé äõóêáìøßáò ÅÉ õðü óôáèåñÞ öüñôéóç p0. ¢ãíùóôç óõíÜñôçóç åßíáé åäþ ôï âÝëïò êÜìøåùò
v(x). Æçôïýíôáé: (1) Ç ó÷åôéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôåôÜñôçò ôÜîåùò beamde êáé (2) ïé áíôßóôïé÷åò
óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò bcs. (3) ¼ëåò ìáæß ïé åîéóþóåéò áõôÝò eqs. (4) Ç ëýóç ôïõò sol êáé (5) ç
ó÷åôéêÞ óõíÜñôçóç vs(x) (ìå áðëïðïßçóç). (6) Ç åðáëÞèåõóç ôçò ëýóåùò sol. (7) Óå ëßóôá ïé
óõíáñôÞóåéò ãéá ôç ãùíßá óôñïöÞò è(x), ôçí êáìðôéêÞ ñïðÞ M(x) êáé ôçí ôÝìíïõóá (äéáôìçôéêÞ)
äýíáìç Q(x) (ìå áðëïðïßçóç).

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉ-MG2 (Ôáëáíôþóåéò): Èåùñïýìå ìïíïâÜèìéïáñìïíéêü ôáëáíôùôÞõëéêïýóçìåß-
ïõ--åëáôçñßïõ éäéïóõ÷íüôçôáòù0 ÷ùñßò áðüóâåóç êáé óå åîáíáãêáóìÝíç ôáëÜíôùóç õðüöüñôéóç
(åîùôåñéêÞ äýíáìç) p(t). Æçôïýíôáé: (8) Ç ó÷åôéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç vde êáé ç (9) äÞëùóç ìå
ôï óýìâïëï ics ôùí áñ÷éêþí óõíèçêþí u(0) = u0 êáé u̇(0) = v0 óå ìïñöÞ äçëþóåùí ôéìþí (ü÷é
åîéóþóåùí!). Èåùñïýìå ôþñá ôéò åîùôåñéêÝò öïñôßóåéò p1(t) = p0 cosù0t, p2(t) = p0 sin (ù0t−á),
p3(t) = p0eiùt, p4(t) = p0 + p1t + p2t2 + p3t3, p5(t) = p0 t cosùt êáé p6(t) = p0 t cosù0t (ìå ù �= ù0).
Æçôïýíôáé áðëÜ ïé õðïèÝóåéò (10) up1(t), (11) up2(t), (12) up3(t), (13) up4(t), (14) up5(t) êáé (15) up6(t)
ðïõ ðñÝðåé íá ãßíïõí ãéá ôéò áíôßóôïé÷åò ìåñéêÝò (Þ åéäéêÝò) ëýóåéò up(t) óýìöùíá ìå ôç ãíùóôÞ
ìáò ìÝèïäï ôùí ðñïóäéïñéóôÝùí óõíôåëåóôþí. (16) Óå ó÷üëéï comment1 ðïéåò Üëëåò ìÝèïäïé èá
ìðïñïýóáí íá åöáñìïóèïýí; Óôç óõíÝ÷åéá æçôïýíôáé åðßóçò: (17) ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace lt
ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò vde, (18) ç ëýóç sol ôçò áëãåâñéêÞò åîéóþóåùò ðïõ ðñïêýðôåé, (19) ï
áíôßóôñïöïò ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace ilt, (20) ç óõíÜñôçóç us(t) ãéá ôç ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò
áõôïý, (21) ç åðáëÞèåõóç ver1 ôùí áñ÷éêþí óõíèçêþí êáé (22) ver2 ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (ìå
áðëïðïßçóç). Áðü ôç ëýóç us(t) æçôïýíôáé ìåôÜ ïé ëýóåéò (23) ãéá p(t) = p0, (24) ãéá p(t) = p0e−ct

êáé (25) ãéá p(t) = p0 cosù0t (êáé ïé ôñåéò ìå áðëïðïéÞóåéò).

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉ-MG3 (Ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace): Åäþ èåùñïýìå ôï ãíùóôü ìåôáó÷çìáôéóìü
Laplace. Åäþ æçôïýíôáé: (26) Ç äÞëùóç ôçò åíôïëÞò õðïëïãéóìïý ôïõ óôç Mathematica ìå ôï
óýìâïëï L áíôß ãéá ôï óýìâïëï LaplaceTransform. (Áðü ’äþ êáé ðÝñá æçôåßôáé ç óõíå÷Þò ÷ñÞóç
ôïõ óõìâüëïõ áõôïý L.) (27) Ëßóôá ìå äýï óôïé÷åßá: (i) ôç öñÜóç «ÃñáììéêÞ éäéüôçôá» êáé ôçí
éäéüôçôá áõôÞ, þóôå íá ðñïêýøåé áðïôÝëåóìá True (áëçèÞò). ÁíÜëïãá ãéá ôï ìåôáó÷çìáôéóìü
Laplace (28) ôçò äåõôÝñáò ðáñáãþãïõ êáé (29) ôçò ôåôÜñôçò ðáñáãþãïõ åðáñêþò ðáñáãùãßóéìçò
óõíáñôÞóåùò u(t), (30) ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace ïëïêëçñþìáôïò êáé (31) ôïõ èåùñÞìáôïò
ôçò óõíåëßîåùò. (32) Ðßíáêáò TableOfDerivatives ôùí äÝêá ðñþôùí ðáñáãþãùí ðáñáãùãßóéìçò
óõíáñôÞóåùò u(t) êáé (33) ëßóôá ìå ôïõò áíôßóôïé÷ïõò ìåôáó÷çìáôéóìïýò Laplace.

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉ-MG4 (ÓõóôÞìáôá Äéáöïñéêþí Åîéóþóåùí): Èåùñïýìå åäþ ôï óýóôçìá ôùí
ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí: ẋ(t) = x(t)+2y(t) êáé ẏ(t) = 4x(t)+3y(t) ìå ôéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò
x(0) = x0 êáé y(0) = y0. Æçôïýíôáé: Ç äÞëùóç (34) ôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ìå ôï óýìâïëï
sde êáé (35) ôùí áñ÷éêþí óõíèçêþí ìå ôï óýìâïëï ics. Êáôüðéí (36) ç Üìåóç ëýóç sol áõôïý
ôïõ ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêþí ôéìþí (ìå ðëÞñç áðëïðïßçóç), (37) ïé áíôßóôïé÷åò óõíáñôÞóåéò xs(t)
êáé ys(t) óå ëßóôá êáé (38) ç åðáëÞèåõóç ver ôüóï ôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí üóï êáé ôùí áñ÷éêþí
óõíèçêþí (ìå ìßá åíôïëÞ êáé ìå áðëïðïßçóç). Óôç óõíÝ÷åéá (39) íá äçëùèïýí ïé ôéìÝò x0 = 3 êáé
y0 = 1 óáí áíôéêáôáóôÜóåéò ìå ôï óýìâïëï values êáé (40) íá ó÷åäéáóèåß ç áíôßóôïé÷ç ëýóç xs(t)
êáé ys(t) ìå ôïí ôßôëï «SOLUTION OF THE SYSTEM» êáé ìå Üîïíåò t êáé x, y.

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉ-MG5 (Ôáëáíôþóåéò): Æçôïýíôáé: (41) Íá äçëùèåß ï ðßíáêáò ôùí ïêôþ óõíáñ-
ôÞóåùí x3k ìå k = 0, 1, . . . , 7 óå ëßóôá list. Óôç óõíÝ÷åéá ìå óýíôïìç åíôïëÞ íá õðïëïãéóèïýí (42) ôï
ìçôñþï Wmat ôçò áíôßóôïé÷çò ïñßæïõóáò Wronski W êáé ìåôÜ (43) ç ßäéá ç ïñßæïõóá Wronski W .
(44) Íá áðáëåéöèåß (íá «êáèáñéóèåß») ôï óýìâïëï u. Èåùñïýìå ôþñá ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôïõ
ìïíïâÜèìéïõ ôáëáíôùôÞ õëéêïý óçìåßïõ--åëáôçñßïõ--áðïóâåóôÞñá ìå éó÷õñÞ áðüóâåóç óå åëåý-
èåñåò ôáëáíôþóåéò ìå óôáèåñÝò ù0 êáé î. Æçôïýíôáé: (45) Ç äÞëùóÞ ôçò ìå ôï óýìâïëï vde
êáé (46) ôùí äýï áñ÷éêþí óõíèçêþí u(0) = u0 êáé u̇(0) = v0 (óáí åîéóþóåùí) ìå ôï óýìâïëï ics.
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(47) Ç ëýóç sol ôïõ ðñïâëÞìáôïò áõôïý (ìå ðëÞñç áðëïðïßçóç) êáé (48) ç ó÷åôéêÞ óõíÜñôçóç
us(t) ìå ÷ñÞóç êáé ôïõ óõìâüëïõ aD = ù0

√
î2 − 1 (ìå êáôÜëëçëç áíôéêáôÜóôáóç). Íá õðïëïãé-

óèïýí ïé äýï óõíáñôÞóåéò (49) u1(t) êáé (50) u2(t) ðïõ ðïëëáðëáóéÜæïõí ôéò áñ÷éêÝò ôéìÝò u0 êáé v0
áíôßóôïé÷á óôç ëýóç êáé (51) íá áðïäåé÷èåß ç ãñáììéêÞ áíåîáñôçóßá ôïõò ìå ÷ñÞóç êáôÜëëçëçò ïñß-
æïõóáò W . ÔÝëïò óå ó÷üëéá comment2 êáé comment3 íá ãñáöïýí ôá ãåíéêÜ óõìðåñÜóìáôá ðïõ
ìðïñïýí íá åîá÷èïýí áðü ôçí ïñßæïõóá W (52) ãåíéêÜ êáé (53) ãéá ëýóåéò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò.

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉ-MG6 (Ìç÷áíéêÞ ôùí Õëéêþí: Äïêïß):Èåùñïýìå óõíÞèç äïêü ìÞêïõò 2a (a > 0)
êáé äõóêáìøßáò ÅÉ õðü êÜèåôç öüñôéóç p(x). ¢ãíùóôç óõíÜñôçóç åßíáé ôï âÝëïò êÜìøåùò v(x)
ôçò äïêïý. Æçôïýíôáé: (54) Ç ó÷åôéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç bde. (55) Ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace lt
ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò bde (÷ùñßò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò) êáé (56) ç áðëïðïéçìÝíç ãñáöÞ ôïõ
lt1 ìå ôç ÷ñÞóç ôùí óõìâüëùí V (s) = L{v(x)} êáé P(s) = L{p(x)}. (57) Ç ëýóç sol1 ôçò áëãåâñéêÞò
åîéóþóåùò lt1 êáé (58) ç ëýóç sol ôçò áíôßóôïé÷çò åîéóþóåùò lt. (59) Óôç óõíÝ÷åéá áðü ôç ëýóç
sol ôï âÝëïò êÜìøåùò vs(x) ÷ùñßò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò êáé õðü áõèáßñåôç öüñôéóç p(x). (60) Ôþñá
ç äÞëùóç subs1 áíôéêáôáóôÜóåùí ôùí áñ÷éêþí ôéìþí v(0), v′(0), v′′(0) êáé v′′′(0) ìå êáôÜëëçëç
÷ñÞóç ãíùóôþí ôéìþí v0, è0,M0 êáéQ0 ãéá x = 0. (61) Óå ó÷üëéï comment4 ôé äçëþíåé êáèåìéÜ áðü
ôéò ôÝóóåñéò áõôÝò ôéìÝò; Óå ó÷üëéá comment5 êáé comment6áðüðïéïõò áðëïýò ôýðïõò ìðïñïýí
íá õðïëïãéóèïýí ïé ðïóüôçôåò (62)Ì0 êáé (63)Q0 ãéáðñüâïëï ìåðÜêôùóçóôïáñéóôåñü Üêñï ôïõ
x = 0; (64) Ôþñá æçôåßôáé íá îáíáãñáöåß ç ëýóç vs(x) óáí vs1(x) ìå ôéò áíôéêáôáóôÜóåéò subs1 êáé
ôç ÷ñÞóç êáé ôçò åíôïëÞò Apart êáé óôç óõíÝ÷åéá (65) íá ãßíåé åðáëÞèåõóç ver1 ôçò ëýóåùò vs1(x)
ùòðñïò ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç bde. (66) Óå ëßóôá íá õðïëïãéóèïýí ïé ôéìÝò ôçò óõíáñôÞóåùò vs1(x)
êáé ôùí ôñéþí ðñþôùí ðáñáãþãùí ôçò ãéá x = 0. Èåùñïýìå ôþñá ôç öüñôéóç p(x) ôçò äïêïý üôé
áðïôåëåßôáé áðü ìßá ïìïéüìïñöç êáôáíåìçìÝíç öüñôéóç p0 êáé äýï óõãêåíôñùìÝíá öïñôßá P1 êáé
P2 óôï ìÝóïí ôçò äïêïý êáé óôï äåîéü Üêñï ôçò áíôßóôïé÷á. Æçôïýíôáé åðßóçò: (67) Ç äÞëùóç ôçò
ùóôéêÞò óõíáñôÞóåùò ä(x) ôïõ Dirac ìå ôï óýìâïëï ä. (68) Ç äÞëùóç ôçò ðéï ðÜíù öïñôßóåùò
ôçò äïêïý óáí p1(x) êáé (69) ç áíôßóôïé÷ç ìïñöÞ bde1 ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò bde. (70) Ìå
ôï óýìâïëï subs2 ç äÞëùóç ôùí áíôéêáôáóôÜóåùí H(a) → 1, H(2a) → 1 êáé Ç(x − 2a) → 0
ãéá ôç âçìáôéêÞ óõíÜñôçóç ôïõ Heaviside H(x) åéäéêÜ óôï ðáñüí ðñüâçìá äïêïý ìå 0 ≤ x ≤ 2a.
(71) Ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò bde1 ìå ôéò áíôéêáôáóôÜóåéò subs1
êáé subs2, (72) ç ëýóç sol1 ôçò áëãåâñéêÞò åîéóþóåùò ðïõ ðñïêýðôåé êáé (73) ôï âÝëïò êÜìøåùò
vs1(x) õðü ôçí ðáñïýóá öüñôéóç p1(x) (ìå áðëïðïßçóç). Óå äýï ó÷üëéá comment7 êáé comment8
íá åîçãçèåß (74) ðïý õóôåñåß ç ëýóç áõôÞ vs1(x) ãéá ìéá óõãêåêñéìÝíç äïêü (ð.÷. Ýíáí ðñüâïëï) êáé
(75) ôé áêñéâþò ðñÝðåé íá êÜíåé ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò, þóôå íá ìðïñÝóåé íá ôçí áîéïðïéÞóåé;

ÁÓÊÇÓÇ ÅÌÉÉ-MG7 (ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí): Èåùñïýìå äéþñïöï éäåáôü êôßñéï äéáôìÞ-
óåùò. Ìå ôéò óõíÞèåéò ðáñáäï÷Ýò ðñïêýðôïõí ïé óõæåõãìÝíåò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ùò ðñïò ôéò
äýï Üãíùóôåò ïñéæüíôéåò ìåôáôïðßóåéò ôùí ïñüöùí u1(t) êáé u2(t):

4ü1(t) + 221ù2
0u1(t) − 125ù2

0u2(t) = 0 êáé 3ü2(t) − 125ù2
0u1(t) + 125ù2

0u2(t) = 0.

(Ôï ù0 åßíáé ãíùóôÞ óôáèåñÜ.) Æçôïýíôáé: (76) Ç áðáëïéöÞ (ôï «êáèÜñéóìá») ôùí óõìâüëùí u1

êáé u2. (77) Ç äÞëùóç ôïõ óõóôÞìáôïò áõôþí ôùí ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí óáí bdes.
(78) Ç äÞëùóç ôïõ óõìâüëïõ c = cos (ùt − á). (79) Óå ëßóôá ç äÞëùóç äýï äïêéìáóôéêþí óõ-
íáñôÞóåùí u10(t) êáé u20(t) ãéá ôç ÷ñÞóç ôçò ìåèüäïõ ôçò ôñéãùíïìåôñéêÞò áíôéêáôáôáóôÜóåùò
ìå âÜóç ôï c êáé (80) ç ìïñöÞ baes ðïõ ðáßñíåé ôþñá ôï óýóôçìá bdes. Óôç óõíÝ÷åéá áðü ôéò
åîéóþóåéò baes ç åýñåóç ôùí ãñáììéêþí áëãåâñéêþí åîéóþóåùí (81) eq1 êáé (82) eq2 (ìå áðëï-
ðïéÞóåéò). Ôþñá (83) ç êáôåõèåßáí ãñáöÞ ôçò åîéóþóåùò éäéïóõ÷íïôÞôùí FrequencyEquation1 ìå
ôç ÷ñÞóç ïñßæïõóáò êáé (84) ç ëýóç ôçò sol (ìå äåêáäéêÝò ðñïóåããßóåéò). Óå ó÷üëéá comment9
êáé comment10 (85) ðüóåò åßíáé ïé ëýóåéò ôçò åîéóþóåùò FrequencyEquation1 êáé (86) ðüóåò
áðü áõôÝò åßíáé äåêôÝò óôï äéþñïöï êôßñéü ìáò; ÁõôÝò ðïõ äåí åßíáé áðïäåêôÝò ãéá ðïéï ëüãï
áðïññßðôïíôáé; (87) Áí ãíùñßæáìå ôá ìçôñþá ìÜæáò M êáé äõóêáìøßáò K, íá ãñáöåß ðÜëé ç åîß-
óùóç éäéïóõ÷íïôÞôùí. Óå ó÷üëéá comment11 êáé comment12 ðïéåò Üëëåò ìÝèïäïé ìðïñïýí íá
÷ñçóéìïðïéçèïýí (88) ãéá ôï ßäéï ðñüâëçìá êáé (89) ãéá ôï ðñüâëçìá ôçò óåéóìéêÞò öïñôßóåùò;



à Notebook  ΕΜΙΙ-ΜG

ΛΥΣΕΙΣ ΤΩΝ ΑΣΚΗΣΕΩΝ EMII-MG
(ΑΣΚΗΣΕΙΣ EMII-MG1 ΕΩΣ ΕΜΙΙ-ΜG7)

à ΑΣΚΗΣΗ EMII-MG1 (ΜΗΧΑΝΙΚΗ ΤΩΝ ΥΛΙΚΩΝ: ∆ΟΚΟΙ)

In[1]:= 8Off@General :: spell1D,
beamde = EI v''''@xD == p0<;

In[2]:= bcs = 8v@0D " 0, v'@0D " 0, v''@LD " 0, v'''@LD " 0<;
In[3]:= eqs = 8beamde, bcs<
Out[3]= 8EI vH4LHxL == p0, 8vH0L == 0, v£H0L == 0, v££HLL == 0, vH3LHLL == 0<<
In[4]:= sol = DSolve@eqs, v@xD, xD
Out[4]= ::vHxL Ø

p0 x4 - 4 L p0 x3 + 6 L2 p0 x2
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

24EI
>>

In[5]:= vs@x_D = solP1, 1, 2T êê Simplify

Out[5]=
p0 x2 H6 L2 - 4 x L + x2L
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

24EI

In[6]:= ver = eqs ê. v → vs

Out[6]= 8True, 8True, True, True, True<<
In[7]:= 8θ@x_D = vs'@xD, M@x_D = EI θ'@xD, Q@x_D = M'@xD< êê Simplify

Out[7]= : p0 x H3 L2 - 3 x L + x2L
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

6EI
,
1
ÅÅÅÅÅÅ
2
p0 HL - xL2, p0 Hx - LL>

à ΑΣΚΗΣΗ EMII-MG2 (ΤΑΛΑΝΤΩΣΕΙΣ)

In[8]:= vde = u''@tD + ω02 u@tD == p@tDê m;
In[9]:= ics = 8u@0D = u0, u'@0D = v0<;
In[10]:= up1@t_D = t HA Cos@ω tD + B Sin@ω tDL;
In[11]:= up2@t_D = t HA Cos@ω tD + B Sin@ω tDL;
In[12]:= up3@t_D = A (i ω t;

In[13]:= up4@t_D = A + B t + C t2 + D t3;

In[14]:= up5@t_D = HA + B tL Cos@ω tD + HC + D tL Sin@ω tD;
In[15]:= up6@t_D = t HA + B tL Cos@ω0 tD + t HC + D tL Sin@ω0 tD;
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In[16]:= comment1 = "Αντί για τη µέθοδο των προσδιοριστέων συντελεστών

θα µπορούσαν επίσης να εϕαρµοσθούν οι µέθοδοι HαL της

µεταβολής των παραµέτρων και HβL του µετασχηµατισµού Laplace.";

In[17]:= lt = LaplaceTransform@vde, t, sD
Out[17]= LaplaceTransform@uHtL, t, sD s2 - u0 s - v0+ w02 LaplaceTransform@uHtL, t, sD ==

LaplaceTransform@pHtL, t, sD
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

m

In[18]:= sol = Solve@lt, LaplaceTransform@u@tD, t, sDD
Out[18]= ::LaplaceTransform@uHtL, t, sD Ø

s u0 + v0+ LaplaceTransform@pHtL,t,sDÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅmÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
s2 + w02

>>
In[19]:= ilt = InverseLaplaceTransform@sol@@1, 1, 2DD, s, tD
Out[19]= u0 cosHt w0L +

Ÿ0tpHsL sinHHt - sL w0L „ s
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

m w0
+
v0 sinHt w0L
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

w0

In[20]:= us@t_D = ilt

Out[20]= u0 cosHt w0L +
Ÿ0tpHsL sinHHt - sL w0L „ s
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

m w0
+
v0 sinHt w0L
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

w0

In[21]:= ver1 = ics ê. u → us

Out[21]= 8u0, v0<
In[22]:= ver2 = vde ê. u → us êê Simplify

Out[22]= True

In[23]:= us1@t_D = us@tD ê. p@sD → p0 êê Simplify

Out[23]=
p0 + Hm u0w02 - p0L cosHt w0L + m v0w0 sinHt w0L
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

m w02

In[24]:= us2@t_D = us@tD ê. p@sD → p0 (−c s êê Simplify

Out[24]=
‰-c t Hp0w0+ ‰c t Hm u0 Hc2 + w02L - p0L cosHt w0L w0+ ‰c t Hm v0 c2 + p0 c + m v0w02L sinHt w0LL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

m w0 Hc2 + w02L
In[25]:= us3@t_D = us@tD ê. p@sD → p0 Cos@ω0 sD êê Simplify

Out[25]=
2m u0w0 cosHt w0L + p0 t sinHt w0L + 2m v0 sinHt w0L
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

2m w0

à ΑΣΚΗΣΗ EMII-MG3 (ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟΣ LAPLACE)

In[26]:= L = LaplaceTransform

Out[26]= LaplaceTransform

In[27]:= 8"Γραµµική ιδιότητα",

L@c1 u1@tD + c2 u2@tD, t, sD " c1 L@u1@tD, t, sD + c2 L@u2@tD, t, sD<
Out[27]= 8Γrammikή idiόthta, True<
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In[28]:= 8"Μετασχηµατισµός Laplace της δευτέρας παραγώγου",

L@u''@tD, t, sD " s2 L@u@tD, t, sD − s u@0D − u'@0D<
Out[28]= 8ΜetaschmatismόV Laplace thV deutέraV paragώgou, True<
In[29]:= 8"Μετασχηµατισµός Laplace της τετάρτης παραγώγου",

L@u''''@tD, t, sD " s4 L@u@tD, t, sD − s3 u@0D − s2 u'@0D − s u''@0D − u'''@0D<
Out[29]= 8ΜetaschmatismόV Laplace thV tetάrthV paragώgou, True<
In[30]:= 8"Μετασχηµατισµός Laplace ολοκληρώµατος",

L@Integrate@u@τD, 8τ, 0, t<D, t, sD " L@u@tD, t, sDês<
Out[30]= 8ΜetaschmatismόV Laplace oloklhrώmatoV, True<
In[31]:= 8"Θεώρηµα της συνελίξεως",

L@Integrate@u1@τD u2@t − τD, 8τ, 0, t<D, t, sD == L@u1@tD, t, sD L@u2@tD, t, sD<
Out[31]= 8Θeώrhma thV sunelίxewV, True<
In[32]:= TableOfDerivatives = Table@D@u@tD, 8t, n<D, 8n, 10<D
Out[32]= 8u£HtL, u££HtL, uH3LHtL, uH4LHtL, uH5LHtL, uH6LHtL, uH7LHtL, uH8LHtL, uH9LHtL, uH10LHtL<
In[33]:= L@TableOfDerivatives, t, sD êê TraditionalForm

Out[33]//TraditionalForm=8s LaplaceTransform@uHtL, t, sD - u0, LaplaceTransform@uHtL, t, sD s2 - u0 s - v0,
LaplaceTransform@uHtL, t, sD s3 - u0 s2 - v0 s - u££H0L,
LaplaceTransform@uHtL, t, sD s4 - u0 s3 - v0 s2 - u££H0L s - uH3LH0L,
LaplaceTransform@uHtL, t, sD s5 - u0 s4 - v0 s3 - u££H0L s2 - uH3LH0L s - uH4LH0L,
LaplaceTransform@uHtL, t, sD s6 - u0 s5 - v0 s4 - u££H0L s3 - uH3LH0L s2 - uH4LH0L s - uH5LH0L,
LaplaceTransform@uHtL, t, sD s7 - u0 s6 - v0 s5 - u££H0L s4 - uH3LH0L s3 - uH4LH0L s2 - uH5LH0L s - uH6LH0L,
LaplaceTransform@uHtL, t, sD s8 - u0 s7 - v0 s6 - u££H0L s5 - uH3LH0L s4 - uH4LH0L s3 - uH5LH0L s2 -

uH6LH0L s - uH7LH0L, LaplaceTransform@uHtL, t, sD s9 - u0 s8 - v0 s7 - u££H0L s6 - uH3LH0L s5 -
uH4LH0L s4 - uH5LH0L s3 - uH6LH0L s2 - uH7LH0L s - uH8LH0L, LaplaceTransform@uHtL, t, sD s10 - u0 s9 -
v0 s8 - u££H0L s7 - uH3LH0L s6 - uH4LH0L s5 - uH5LH0L s4 - uH6LH0L s3 - uH7LH0L s2 - uH8LH0L s - uH9LH0L<

à ΑΣΚΗΣΗ EMII-MG4 (ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ ∆ΙΑΦΟΡΙΚΩΝ ΕΞΙΣΩΣΕΩΝ)

In[34]:= sde = 8x'@tD == x@tD + 2 y@tD, y'@tD == 4 x@tD + 3 y@tD<
Out[34]= 8x£HtL == xHtL + 2 yHtL, y£HtL == 4 xHtL + 3 yHtL<
In[35]:= ics = 8x@0D " x0, y@0D == y0<
Out[35]= 8xH0L == x0, yH0L == y0<
In[36]:= sol = DSolve@8sde, ics<, 8x@tD, y@tD<, tD êê FullSimplify

Out[36]= ::xHtL Ø
1
ÅÅÅÅÅÅ
3

‰-t H2 x0- y0+ ‰6 t Hx0+ y0LL, yHtL Ø
1
ÅÅÅÅÅÅ
3

‰-t H-2 x0+ y0+ 2 ‰6 t Hx0+ y0LL>>
In[37]:= 8xs@t_D = solP1, 1, 2T, ys@t_D = solP1, 2, 2T<
Out[37]= : 1ÅÅÅÅÅÅ

3
‰-t H2 x0- y0+ ‰6 t Hx0+ y0LL, 1ÅÅÅÅÅÅ

3
‰-t H-2 x0+ y0+ 2 ‰6 t Hx0+ y0LL>
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In[38]:= ver = 8sde, ics< ê. 8x → xs, y → ys< êê Simplify

Out[38]=
ikjjj True True
True True

y{zzz
In[39]:= values = 8x0 → −3, y0 → 1<
Out[39]= 8x0Ø -3, y0 Ø 1<
In[40]:= Plot@8xs@tD ê. values, ys@tD ê. values<, 8t, 0, 0.5<,

PlotStyle → Thickness@0.008D, PlotLabel −> "SOLUTION OF THE SYSTEM",

AxesLabel → 8"t", "x, y"<, DefaultFont → 8"Arial", 11<D;
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

t

-15

-12.5

-10

-7.5

-5

-2.5

x, y SOLUTION OF THE SYSTEM

à ΑΣΚΗΣΗ EMII-MG5 (ΤΑΛΑΝΤΩΣΕΙΣ)

In[41]:= list = Table@x3 k, 8k, 0, 7<D
Out[41]= 81, x3, x6, x9, x12, x15, x18, x21<
In[42]:= Wmat = Table@D@list, 8x, n<D, 8n, 0, 7<D; Wmat êê TraditionalForm

Out[42]//TraditionalForm=i

k

jjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjj

1 x3 x6 x9 x12 x15 x18 x21

0 3 x2 6 x5 9 x8 12 x11 15 x14 18 x17 21 x20

0 6 x 30 x4 72 x7 132 x10 210 x13 306 x16 420 x19

0 6 120 x3 504 x6 1320 x9 2730 x12 4896 x15 7980 x18

0 0 360 x2 3024 x5 11880 x8 32760 x11 73440 x14 143640 x17

0 0 720 x 15120 x4 95040 x7 360360 x10 1028160 x13 2441880 x16

0 0 720 60480 x3 665280 x6 3603600 x9 13366080 x12 39070080 x15

0 0 0 181440 x2 3991680 x5 32432400 x8 160392960 x11 586051200 x14

y

{

zzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzz
In[43]:= W = Det@WmatD
Out[43]= 2869008922157039198208000x56

In[44]:= Remove@uD
In[45]:= vde = u''@tD + 2 ξ ω0 u'@tD + ω02 u@tD " 0

Out[45]= uHtL w02 + 2 x u£HtL w0+ u££HtL == 0

In[46]:= ics = 8u@0D " u0, u'@0D " v0<
Out[46]= 8uH0L == u0, u£H0L == v0<
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In[47]:= sol = DSolve@8vde, ics<, u@tD, tD êê FullSimplify

Out[47]= 99uHtL Ø ‰-t x w0
ikjjjjju0 coshJt "###############x2 - 1 w0N +

Hv0+ u0 x w0L sinhIt è!!!!!!!!!!!!!!!
x2 - 1 w0M

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅè!!!!!!!!!!!!!!!
x2 - 1 w0

y{zzzzz==
In[48]:= us@t_D = solP1, 1, 2T ê. ω0 Sqrt@ξ2 − 1D → aD

Out[48]= ‰-t x w0 ikjjjju0 coshHt aDL +
Hv0+ u0 x w0L sinhHt aDLÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅè!!!!!!!!!!!!!!!

x2 - 1 w0

y{zzzz
In[49]:= u1@t_D = Coefficient@us@tD, u0D
Out[49]= ‰-t x w0 ikjjjjcoshHt aDL +

x sinhHt aDLÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅè!!!!!!!!!!!!!!!
x2 - 1

y{zzzz
In[50]:= u2@t_D = Coefficient@us@tD, v0D
Out[50]=

‰-t x w0 sinhHt aDLÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅè!!!!!!!!!!!!!!!
x2 - 1 w0

In[51]:= W = Det@88u1@tD, u2@tD<, 8u1'@tD, u2'@tD<<D ê. aD → Sqrt@ξ^2 ω0^2 − 1D êê Simplify

Out[51]=
‰-2 t x w0"#########################

x2 w02 - 1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅè!!!!!!!!!!!!!!!

x2 - 1 w0

In[52]:= comment2 =

"Γενικά, εάν η ορίζουσα Wronski W είναι διάϕορη του µηδενός, τότε οι

συναρτήσεις είναι γραµµικά ανεξάρτητες. Το αντίστροϕο δεν ισχύει πάντοτε.

∆ηλαδή µπορεί Hσπάνια βέβαιαL η ορίζουσα Wronski να είναι ίση µε το

µηδέν και πάλι οι συναρτήσεις να είναι γραµµικά ανεξάρτητες. Η
συνθήκη δηλαδή του µη µηδενισµού της ορίζουσας Wronski είναι

ικανή αλλ' όχι και αναγκαία συνθήκη γραµµικής ανεξαρτησίας.";

In[53]:= comment3 = "Εάν όµως οι συναρτήσεις των οποίων υπολογίζεται η ορίζουσα Wronski

W είναι λύσεις µιας οµογενούς γραµµικής διαϕορικής εξισώσεως,

τότε ο µη µηδενισµός της ορίζουσας Wronski είναι αναγκαία

και ικανή συνθήκη γραµµικής ανεξαρτησίας. ∆ηλαδή στην ειδική
περίπτωση συναρτήσεων που είναι λύσεις µιας οµογενούς γραµµικής

διαϕορικής εξισώσεως, εάν η σχετική ορίζουσα Wronski είναι ίση

µε το µηδέν, τότε οπωσδήποτε αυτές οι συναρτήσεις−λύσεις είναι

γραµµικά εξαρτηµένες, αποκλείεται να είναι γραµµικά ανεξάρτητες.";

à ΑΣΚΗΣΗ EMII-MG6 (ΜΗΧΑΝΙΚΗ ΤΩΝ ΥΛΙΚΩΝ: ∆ΟΚΟΙ)

In[54]:= bde = EI v''''@xD " p@xD
Out[54]= EI vH4LHxL == pHxL
In[55]:= lt = LaplaceTransform@bde, x, sD
Out[55]= EI HLaplaceTransform@vHxL, x, sD s4 - vH0L s3 - v£H0L s2 - v££H0L s - vH3LH0LL == LaplaceTransform@pHxL, x, sD
In[56]:= lt1 =

lt ê. 8LaplaceTransform@v@xD, x, sD → V@sD, LaplaceTransform@p@xD, x, sD → P@sD<
Out[56]= EI HVHsL s4 - vH0L s3 - v£H0L s2 - v££H0L s - vH3LH0LL == PHsL
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In[57]:= sol1 = Solve@lt1, V@sDD
Out[57]= ::VHsL Ø

EI vH0L s3 +EI v£H0L s2 +EI v££H0L s + PHsL +EI vH3LH0L
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

EI s4
>>

In[58]:= sol = Solve@lt, LaplaceTransform@v@xD, x, sDDP1, 1, 2T
Out[58]=

EI vH0L s3 +EI v£H0L s2 +EI v££H0L s + LaplaceTransform@pHxL, x, sD +EI vH3LH0L
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

EI s4

In[59]:= vs@x_D = InverseLaplaceTransform@sol, s, xD êê Simplify

Out[59]=
1
ÅÅÅÅÅÅ
6

ikjjjjj Ÿ0xHx - sL3 pHsL „ s
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

EI
+ 6 vH0L + x HvH3LH0L x2 + 3 v££H0L x + 6 v£H0LLy{zzzzz

In[60]:= subs1 = 8v@0D → v0, v'@0D → θ0, v''@0D → M0ê EI, v'''@0D → Q0êEI<
Out[60]= :vH0L Ø v0, v£H0L Ø q0, v££H0L Ø

M0
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
EI
, vH3LH0L Ø

Q0
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
EI

>
In[61]:= comment4 = "Στο αριστερό άκρο x=0 της δοκού η τιµή v0

δηλώνει το βέλος κάµψεως, η τιµή θ0 τη γωνία κλίσεως ή στροϕή,
η τιµή Μ0 την καµπτική ροπή και η τιµή Q0 την τέµνουσα δύναµη.";

In[62]:= comment5 =

"Για πρόβολο µε πάκτωση στο αριστερό άκρο του x = 0 η καµπτική ροπή Μ0
στο άκρο αυτό µπορεί να υπολογισθεί από τον τύπο Μ0 = Ÿ

0

2 a
x  pHxL dx

µε pHxL την κάθετη κατανεµηµένη ϕόρτιση κατά µήκος του προβόλου.

Ο τύπος αυτός και ο πιο κάτω τύπος για την τέµνουσα δύναµη Q

προκύπτουν αµέσως από τις στατικές εξισώσεις ισορροπίας του προβόλου.";

In[63]:= comment6 = "Για τον ίδιο ακριβώς πρόβολο µε πάκτωση στο αριστερό άκρο

του x = 0 η τέµνουσα δύναµη στο άκρο αυτό µπορεί να υπολογισθεί
από τον αντίστοιχο και ακόµη πιο απλό τύπο Q0 = ‡

0

2 a

pHxL dx.";

In[64]:= vs1@x_D = vs@xD ê. subs1 êê Apart

Out[64]=
Q0 x3 + 3M0 x2 + 6EI q0 x + 6 EI v0
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

6EI
+

Ÿ0xHx - sL3 pHsL „ s
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

6EI

In[65]:= ver1 = bde ê. v → vs1

Out[65]= True

In[66]:= 8vs1@0D, vs1'@0D, vs1''@0D, vs1'''@0D<
Out[66]= :v0, q0,

M0
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
EI
,
Q0
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
EI

>
In[67]:= δ = DiracDelta

Out[67]= DiracDelta

In[68]:= p1@x_D = p0 + P1 δ@x − aD + P2 δ@x − 2 aD
Out[68]= p0 +P1 dHa - xL +P2 dH2 a - xL
In[69]:= bde1 = bde ê. p → p1

Out[69]= EI vH4LHxL == p0 +P1 dHa - xL +P2 dH2 a - xL
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ΣΗΜΕΙ&ΣΗ:  Τo s(mbolo q(x) dhl)nei stiV exόdouV th bhmatikή sunάrthsh tou Heaviside H(x).

In[70]:= subs2 = 8UnitStep@aD → 1, UnitStep@2 aD → 1, UnitStep@x − 2 aD → 0<
Out[70]= 8qHaL Ø 1, qH2 aL Ø 1, qHx - 2 aL Ø 0<
In[71]:= lt1 = LaplaceTransform@bde1, x, sD ê. subs1 ê. subs2
Out[71]= EI ikjjLaplaceTransform@vHxL, x, sD s4 - v0 s3 - q0 s2 -

M0 s
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
EI

-
Q0
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
EI

y{zz ==
p0
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
s

+ ‰-a s P1+ ‰-2a s P2

In[72]:= sol1 = Solve@lt1, LaplaceTransform@v@xD, x, sDDP1, 1, 2T
Out[72]=

EI v0 s3 +EI q0 s2 +M0s + ‰-a s P1+ ‰-2 a s P2+Q0+ p0ÅÅÅÅÅÅÅÅsÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
EI s4

In[73]:= vs1@x_D = InverseLaplaceTransform@sol1, s, xD ê. subs2 êê Simplify

Out[73]=
-4P1 qHx - aL Ha - xL3 + x2 Hp0 x2 + 4Q0 x + 12M0L + 24EI Hv0+ x q0L
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

24EI

In[74]:= comment7 = "Για µια συγκεκριµένη δοκό Hπ.χ. έναν πρόβολοL η λύση αυτή
υστερεί στο ότι χρειάζεται και τις τέσσερις αρχικές τιµές v0,

θ0, Μ0 και Q0 στο αριστερό άκρο x=0 της δοκού, ενώ γενικά είναι

διαθέσιµες µόνο δύο από τις αρχικές αυτές τιµές, π.χ. για πρόβολο

µε πάκτωση στο αριστερό άκρο του x=0 οι δύο τιµές v0 =0 και θ0=0.";

In[75]:= comment8 =

"Εποµένως, για να µπορέσει να αξιοποιήσει την πιο πάνω λύση, ο Πολιτικός

Μηχανικός πρέπει να την εϕαρµόσει και στο δεξιό άκρο της δοκού, εδώ στο

άκρο x=2a χρησιµοποιώντας µάλιστα και τις άλλες δύο συνοριακές συνθήκες

που του είναι διαθέσιµες στο δεξιό άκρο x=2a. Για παράδειγµα, στον πιο

πάνω πρόβολο τις συνθήκες MH2aL=0 και QH2aL=0. Έτσι θα προσδιορίσει

και τις δύο υπολειπόµενες σταθερές στο αριστερό άκρο x=0, π.χ. για

τον πρόβολο τις Μ0 και Q0. Εναλλακτικά ειδικά για τον πρόβολο µπορεί
να υπολογίσει τις σταθερές Μ0 και Q0 χρησιµοποιώντας τις εξισώσεις

στατικής ισορροπίας κατά µήκος του προβόλου χωρίς χρήση της λύσεως

vs1 HxL. Αυτές οδηγούν στους τύπους προσδιορισµού των Μ0 και Q0 που ήδη

αναϕέρθηκαν πιο πάνω στα σχόλια comment5 και comment6 αντίστοιχα και

τελικά στο ίδιο αποτέλεσµα για το βέλος κάµψεως vs1HxL της δοκού.";

à ΑΣΚΗΣΗ EMII-MG7 (∆ΥΝΑΜΙΚΗ ΤΩΝ ΚΑΤΑΣΚΕΥΩΝ)

In[76]:= Remove@u1, u2D
In[77]:= bdes = 84 u1''@tD + 221 ω02 u1@tD − 125 ω02 u2@tD " 0,

3 u2''@tD − 125 ω02 u1@tD + 125 ω02 u2@tD " 0<
Out[77]= 8221 u1HtL w02 - 125 u2HtL w02 + 4 u1££HtL == 0, -125 u1HtL w02 + 125 u2HtL w02 + 3 u2££HtL == 0<
In[78]:= c = Cos@ω t − αD
Out[78]= cosHa - t wL
In[79]:= 8u10@t_D = A c, u20@t_D = B c<
Out[79]= 8A cosHa - t wL, B cosHa - t wL<
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In[80]:= baes = bdes ê. 8u1 → u10, u2 → u20<
Out[80]= 8-4A cosHa - t wL w2 + 221A w02 cosHa - t wL - 125B w02 cosHa - t wL == 0,

-3B cosHa - t wL w2 - 125A w02 cosHa - t wL + 125B w02 cosHa - t wL == 0<
In[81]:= eq1 = baesP1, 1T êc " baesP1, 2Têc êê Simplify

Out[81]= 221A w02 == 4A w2 + 125B w02

In[82]:= eq2 = baesP2, 1T êc " baesP2, 2Têc êê Simplify

Out[82]= 125B w02 == 3B w2 + 125A w02

In[83]:= FrequencyEquation1 = Det@88221 ω02 − 4 ω2, −125 ω02<, 8−125 ω02, 125 ω02 − 3 ω2<<D " 0

Out[83]= 12w4 - 1163w02 w2 + 12000w04 == 0

In[84]:= sol = Solve@FrequencyEquation1, ω0D êê N êê PowerExpand

Out[84]= 88w0 Ø -0.108353w<, 8w0 Ø 0.108353w<, 8w0 Ø -0.29185w<, 8w0 Ø 0.29185w<<
In[85]:= comment9 = "Οι λύσεις της εξισώσεως FrequencyEquation1 είναι τέσσερις:

δύο θετικές και δύο αρνητικές Hοι αντίθετες των θετικών ριζώνL.";
In[86]:= comment10 =

"Από τις τέσσερις αυτές λύσεις αποδεκτές σαν ιδιοσυχνότητες ωk του διώροϕου

κτιρίου είναι µόνο δύο: οι θετικές λύσεις. Οι δύο αρνητικές λύσεις

δεν έχουν έννοια σαν ιδιοσυχνότητες: οι θετικές λύσεις είναι απόλυτα

επαρκείς σαν ιδιοσυχνότητες ή αλλιώς οι ιδιοσυχνότητες είναι

πάντοτες θετικές. Σπάνια δεχόµαστε και τη µηδενική ιδιοσυχνότητα,

αυτήν σαν την έκϕραση της κινήσεως της δοκού σαν στερεό σώµα χωρίς

αληθινή ταλάντωση της δοκού. Τέτοια κίνηση της δοκού παρουσιάζεται

π.χ. στην απόλυτα ελεύθερη Hχωρίς στηρίξειςL δοκό στη ∆υναµική των

Κατασκευών. Όµως στη Στατική η τελευταία αυτή δοκός, η ελεύθερη

δοκός, είναι απόλυτα απαράδεκτη, επειδή δε µπορεί να ισορροπήσει.";

In[87]:= FrequencyEquation2 = Det@K − M ω2D " 0

Out[87]= †K - M w2§ == 0

In[88]:= comment11 = "Εκτός από την πιο πάνω µέθοδο της τριγωνοµετρικής αντικαταστάσεως

µπορούν επίσης να χρησιµοποιηθούν για την επίλυση του ίδιου

συστήµατος διαϕορικών εξισώσεων οι µέθοδοι: HαL της εκθετικής

αντικαταστάσεως, HβL της διαγωνιοποιήσεως Hή αποσυζεύξεωςL,HγL του µετασχηµατισµού Laplace και HδL της απαλοιϕής.";

In[89]:= comment12 =

"Στο πρόβληµα της σεισµικής ϕορτίσεως στην πιο πάνω γενική λύση του

οµογενούς γραµµικού συστήµατος διαϕορικών εξισώσεων πρέπει να προστεθεί
και µια µερική λύση Hή ειδική λύσηL του αντίστοιχου µη οµογενούς

γραµµικού συστήµατος διαϕορικών εξισώσεων. Αυτή η λύση µπορεί να

υπολογισθεί µε τη µέθοδο των προσδιοριστέων συντελεστών Hσε ειδικές

περιπτώσειςL και επίσης γενικά µε τη µέθοδο της µεταβολής των

παραµέτρων. Οι µέθοδοι αυτές αποτελούν κατάλληλες γενικεύσεις των

αντίστοιχων µεθόδων για απλές γραµµικές διαϕορικές εξισώσεις. Οι µέθοδοι

του µετασχηµατισµού Laplace και της απαλοιϕής είναι επίσης άµεσα

εϕαρµόσιµες και σε γραµµικά συστήµατα µη οµογενών διαϕορικών εξισώσεων.";

200 Notebook-EMII-MG-2008.nb



ÅÖÁÑÌÏÓÌÅÍÅÓ ÁÓÊÇÓÅÉÓ ÉÉ: ÅÊÖÙÍÇÓÅÉÓ ÔÙÍ ÁÓÊÇÓÅÙÍ ÔÙÍ NOTEBOOKS (ÁóêÞóåéò) 201

ÁÓÊÇÓÅÉÓ TOY NOTEBOOK ÅÌÉÉ-MH

ÁÓÊÇÓÇ-ÅÌÉÉ-MH1 (ÄéáöïñéêÝò Åîéóþóåéò óôçí ÅðéóôÞìç ôïõÐïëéôéêïýÌç÷áíéêïý): Æçôïý-
íôáé: (1) Ëßóôá äýï åíôïëþí ãéá ìç ðñïåéäïðïßçóç ãéá ïñèïãñáöéêÜ ëÜèç. Óôçí ÅðéóôÞìç ôïõ Ðï-
ëéôéêïý Ìç÷áíéêïý íá äçëùèïýí: (2) ìßá ìç ïìïãåíÞò ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôåôÜñôçò ôÜ-
îåùò ODE4 êáé (3) ó÷üëéï comment (ìå ðåñßðïõ 10--20 ëÝîåéò) ðïý áðáíôÜôáé. (4) Ìßá åîßóùóç
Bernoulli BernoulliODE êáé (5) ôï áíôßóôïé÷ï ó÷üëéï. (6) Íá âñåèåß êáé ç ëýóç ôçò sol. (7) Ìßá
ìç ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ÷ùñéæüìåíùí ìåôáâëçôþí NonlinearSVODE1 êáé (8) ó÷üëéï ðïõ
áðáíôÜôáé. (9) Êáé äåýôåñç üìïéá åîßóùóç (ôþñá ìå 2) êáé (10) áíôßóôïé÷ï ó÷üëéï. (11) Êáé ôñßôç
üìïéá åîßóùóç (ìå 3) êáé (12) ó÷üëéï.

ÁÓÊÇÓÇ-ÅÌÉÉ-MH2 (ÃñáììéêÝò ÄéáöïñéêÝò Åîéóþóåéò): Êáé ðÜëé óôçí ÅðéóôÞìç ôïõ Ðïëé-
ôéêïý Ìç÷áíéêïý æçôïýíôáé: (13) Ìßá ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç äåõôÝñáò ôÜîåùò ode1 ìå
ðñáãìáôéêÝò ñßæåò ôçò ÷áñáêôçñéóôéêÞò ôçò åîéóþóåùò êáé (14) ó÷üëéï comment (ìå ðåñßðïõ
10--20 ëÝîåéò) ðïý áðáíôÜôáé. (15) ¢ìåóá ç ÷áñáêôçñéóôéêÞ ôçò åîßóùóç chareq1, (16) åý-
ñåóç ôùí ñéæþí ôçò sol1 êáé (17) Üìåóá ïé ñßæåò áõôÝò óå ìßá ëßóôá roots1. ÁíÜëïãá (18) ,
(19), (20), (21), (22) ãéá öáíôáóôéêÝò ñßæåò (ôþñá ìå 2, áëëÜ ðÜëé äåõôÝñáò ôÜîåùò). ÁíÜëïãá
(23), (24), (25), (26), (27) ãéá ìéãáäéêÝò ñßæåò (ôþñá ìå 3, áëëÜ ðÜëé äåõôÝñáò ôÜîåùò). ÁíÜ-
ëïãá (28), (29), (30), (31), (32), áëëÜ ôåôÜñôçò ôÜîåùò ôþñá, ãéá ìßá äéðëÞ ñßæá êáé äýï öá-
íôáóôéêÝò ñßæåò (ôþñá ìå 4). (33) Ìßá ìç ïìïãåíÞò åîßóùóç Euler ôåôÜñôçò ôÜîåùò EulerODE,
(34) ó÷üëéï comment ðïý áðáíôÜôáé, (35) ç ëýóç ôçò sol, (36) êáôåõèåßáí ôï ó÷åôéêü èåìåëéþäåò
óýóôçìá ëýóåùí ôçò ïìïãåíïýò solhlist êáé (37) åýñåóç ôçò ïñßæïõóáò Wronski ôïõòW.

ÁÓÊÇÓÇ-ÅÌÉÉ-MH3 (ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí: ÊáìðôéêÝò Éäéïôáëáíôþóåéò, Animations):
ÅîåôÜæïõìå ôéò êáìðôéêÝò éäéïôáëáíôþóåéò áìöéÝñåéóôçò äïêïý ìÞêïõò L = 3. Æçôïýíôáé: (38) Êá-
ôåõèåßáí ï ó÷çìáôéóìüò ëßóôáò (ìå åéäéêÞ åíôïëÞ) ôùí Ýîé ðñþôùí éäéïìïñöþí Xn(x) (ïé óõíáñôÞ-
óåéò åäþ ìå :=). (39) Ç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç SimplySupportedBeamVibrations ôùí óõíáñôÞóåùí
×2(x) cos 2tk óå ìßá ðåñßïäï ìå ôñåéò åðéëïãÝò: ðÜ÷ïò ãñáììÞò 0.025, äéÜóôçìá óôïí êáôáêüñõöï
Üîïíá [−1, 1] êáé êáôÜëëçëï ôßôëï ÷ùñßò åðáíÜëçøç ôïõ ðñþôïõ ó÷Þìáôïò êáé ìå 16 óõíïëéêÜ
ó÷Þìáôá. (40) Äçìéïõñãßá ôïõ ó÷åôéêïý áñ÷åßïõ animated gif ãéá ôçí animation ìå ôï üíïìá
SimplySupportedBeamVibrations.gif êáé áðïèÞêåõóÞ ôïõ óå êáôÜëëçëï åõñåôÞñéï (directory). ÔÝ-
ëïò äýï ó÷üëéá comment ãéá ôï ðþò îåêéíÜåé ç animation (41) ìÝóá óôçí ßäéá ôç Mathematica (äýï
ôñüðïé) êáé åðßóçò (42) Ýîù áðü ôç Mathematica.

ÁÓÊÇÓÇ-ÅÌÉÉ-MH4 (Ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace): Íá åðáëçèåõèïýí ïé ãíùóôïß ìåôáó÷çìá-
ôéóìïß Laplace ôùí óõíáñôÞóåùí (43) 1 ìå ôçí åðáëÞèåõóÞ ôïõ íá êáëåßôáé LT1, (44) t3: LT2,
(45) t sinùt: LT3, (46) sin bt sinh bt LT4, (47) erfc(a

√
t ): LT5, (48) H(t): LT6 êáé ôÝëïò (49) ä(t):

LT7. ÁíÜëïãá êáé ïé ãíùóôïß áíôßóôñïöïé ìåôáó÷çìáôéóìïß Laplace (50) 1/s: ILT1, (51) 1/(s2 − b2):
ILT2, (52) 1/(s2 + b2): ILT3, (53) 1/ [(s + a)2 + b2]: ILT4, (54) 1: ILT5, (55) s/(s4 − b4): ILT6 êáé ôÝëïò
(56) s3/(s4 + b4): ILT7. Ó÷üëéá comment ãéá ôï ðïý åßíáé ÷ñÞóéìïé ïé áíôßóôñïöïé ìåôáó÷çìáôéóìïß
Laplace (57) ILT6 êáé¬(58) ILT7.

ÁÓÊÇÓÇ-ÅÌÉÉ-MH5 (ÓõíáñôÞóåéò Macaulay): Åäþ æçôïýíôáé: (59) Ó÷üëéï ãéá ôï ðþò áë-
ëéþò êáëïýíôáé ïé óõíáñôÞóåéò Macaulay. Ïñéóìïß ôùí óõíáñôÞóåùí (60) Macaulay[0, x_] êáé
(61) Macaulay[-1, x_]. (62) Ìå ÷ñÞóç ôïõò ç öüñôéóç p(x) óõíÞèïõò äïêïý ìÞêïõò 5: 0 ≤ x ≤ 5 óå
êÜìøç ðïõ óõíßóôáôáé óå ïìïéüìïñöç (óôáèåñÞ) öüñôéóç p0 óôï äéÜóôçìá [1, 2] êáé óõãêåíôñù-
ìÝíá öïñôßá P1 óôç èÝóç x = 3 êáé P2 óôç èÝóç x = 4. (63) Ç ó÷åôéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç BeamDE,
(64) ïé áñ÷éêÝò óõíèÞêåò ics (ìå áðëÜ ßóïí) ìå ãíùóôÝò ôéò ðïóüôçôåò v0, è0, Ì0 êáé Q0 óôï Üêñï
x = 0. (65) Ï ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace LT1BeamDE ôçò BeamDE êáé áðü áõôü (66) äåýôåñç
ãñáöÞ ôïõ LT2BeamDE, ôþñá ìå ÷ñÞóç ôïõ åéäéêïý óõìâüëïõ V (s) := L{v(x)}. (67) Ç ëýóç sol ôïõ
LT2BeamDE ãéá ôç V (s) êáé áðü áõôÞí (68) ç ëýóç vs(x) ôçò BeamDE ìå ìßá áðëÞ åíôïëÞ (69) ìå
åðáëÞèåõóÞ ôçò ver (ìå ðëÞñç áðëïðïßçóç).
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ÁÓÊÇÓÇ-ÅÌÉÉ-MH6 (ÙóôéêÞÁðüêñéóç): Óå ôáëáíôþóåéò ìç÷áíéêïýóõóôÞìáôïò ìÜæáò--åëáôç-
ñßïõ (ìå óôáèåñÝò m êáé ù0) ÷ùñßò áðüóâåóç æçôïýíôáé: (70) ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ODE ãéá ìï-
íáäéáßá ùóôéêÞ öüñôéóç, üôáí t = 0. (71) Ç äÞëùóç (ìå áðëÜ ßóïí) ìçäåíéêþí áñ÷éêþí óõíèçêþí
ics. (72) Ç ìåôáó÷çìáôéóìÝíç êáôÜ Laplace åîßóùóç LTODE, (73) ç ëýóç ôçò G(s) êáé áðü áõôÞí
(74) ç ëýóç g(t) ôçò ODE êáé ìå (75) Üìåóç ãñáöÞ ôçò g1(t). Äýï ó÷üëéá comment (76) ãéá ôï ðïéï
óýìâïëï ÷ñçóéìïðïéåßôáé óõíÞèùò áíôß ãéá ôï G(s) êáé (77) ãéáôß äå ÷ñçóéìïðïéÞèçêå áõôü åäþ.

ÁÓÊÇÓÇ-ÅÌÉÉ-MH7 (ÙóôéêÞ Áðüêñéóç): Óõíå÷ßæïõìå ôçí ðñïçãïýìåíç Üóêçóç. Æçôïýíôáé.
(78) Ï «êáèáñéóìüò» ôïõ óõìâüëïõ p. (79) ÎáíÜ ç Üìåóç äÞëùóç ôçò óõíáñôÞóåùò g1(t) (ãéá î = 0)
êáé ìå áõôÞí êáôåõèåßáí ç ëýóç u(t) (80) ãéá ìçäåíéêÝò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò êáé áõèáßñåôçöüñôéóç p(t):
u1a(t). Åðßóçò (81) ç ëýóç ãéá áñ÷éêÝò óõíèÞêåò u(0) = u0 êáé u̇(0) = v0 óå åëåýèåñåò ôáëáíôþóåéò:
u1b(t). (82) Áðü ôéò äýï ðñïçãïýìåíåò ëýóåéò íá âñåèåß ç ëýóç u1c(t) êáé ìå áñ÷éêÝò óõíèÞêåò êáé ìå
áõèáßñåôç öüñôéóç êáé áðü áõôÞí (83) ç ëýóç u1d(t) ãéá óôáèåñÞ öüñôéóç p0 (ìå áðëïðïßçóç, áëëÜ
êáé ìå ðñïóï÷Þ: ìå ô êáé ü÷é t). (84) Ó÷üëéï ãéáôß ô êáé ü÷é t åäþ. ÌåôÜ åîåôÜæïõìå ôçí ðåñßðôùóç
áóèåíïýò áðïóâÝóåùò. Æçôïýíôáé: (85) Ç Üìåóç ãñáöÞ ôçò ùóôéêÞò áðïêñßóåùò g2(t) êáé ìå
÷ñÞóç ôçò (86) ôçò áðïêñßóåùò u2(t) óå áõèáßñåôç öüñôéóç p(t) ìå ìçäåíéêÝò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò.
ÁíÜëïãá ãéá éó÷õñÞ áðüóâåóç (87) g3(t) êáé (88) u3(t). Êáé ôñßá ó÷üëéá comment: Ðþò áëëéþò
êáëïýíôáé (89) ç áóèåíÞò êáé (90) ç éó÷õñÞ áðüóâåóç; (91) Ðþò êáëåßôáé ç áðüóâåóç, üôáí î = 1;

ÁÓÊÇÓÇ-ÅÌÉÉ-MH8 (ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí: Êôßñéá ÄéáôìÞóåùò): Èåùñïýìå ôñéþñïöï
éäåáôü êôßñéï äéáôìÞóåùò. Æçôïýíôáé: (92) Ç áðáëïéöÞ (ï «êáèáñéóìüò») ôùí óõìâüëùí u1,
u2 êáé u3. Ìå ìÜæåò ôùí ïñüöùí (óôá ýøç ôùí ðëáêþí) m1, m2 êáé m3 ôï ìçôñþï ìÜæáò Ì
(93) êáíïíéêÜ êáé åðßóçò (94) óå ìçôñùéêÞ ìïñöÞ: ìïñöÞ ìçôñþïõ. (95) Ó÷üëéï ãéá ôï ðþò áëëéþò
êáëåßôáé êáé ãéáôß. Óôç óõíÝ÷åéá êáé ôï ìçôñþï äõóêáìøßáò K ìå ãíùóôÜ ôá óôïé÷åßá ôïõ k11,
k12, k13, k22, k23 êáé k33 (96) êáíïíéêÜ êáé (97) óå ìçôñùéêÞ ìïñöÞ. (98) ÅðáëÞèåõóç verK âáóéêÞò
éäéüôçôÜò ôïõ. (99) Ôï äéÜíõóìá (ôï äéÜíõóìá óôÞëçò) u(t) ôùí ïñéæüíôéùí ìåôáôïðßóåùí ôùí Üêá-
ìðôùí ðëáêþí ôùí ïñüöùí u1, 2, 3(t) åäþ ìå óýíèåôç åíôïëÞ: êáíïíéêÜ êáé åìöÜíéóç óå ìçôñùéêÞ
ìïñöÞ. (100) ÁíÜëïãá ôï äéÜíõóìá ôùí öïñôßóåùí p(t) ôùí ðëáêþí. Ìå âÜóç ôá ðñïçãïýìåíá
(101) ôï óýóôçìá ôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí sdeqs êáé (102) ç åîßóùóç FrequencyEquation1 ãéá
ôéò éäéïóõ÷íüôçôåò ù ôåëéêÜ (103) êáé óôçí êáíïíéêÞ ðïëõùíõìéêÞ ôçò ìïñöÞ (ìå 2) ùò ðñïò ù.
Êáé ôþñá êáôåõèåßáí ïé ôñåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò (104) deq[1], (105) deq[2] êáé (106) deq[3]
ôùí ìåôáôïðßóåùí ôùí ðëáêþí ÷ùñßò ðéá ìçôñþá. Ïñéóìïß ôùí áíôéêáôáóôÜóåùí (107) subsu,
þóôå L{u1, 2, 3(t)} = U1, 2, 3(s), (108) subsp, þóôå L{p1, 2, 3(t)} = P1, 2, 3(s) êáé (109) subsz ãéá ìçäå-
íéêÝò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò. (110) Ìå ÷ñÞóç üëùí ôïõò óå ëßóôá ïé ìåôáó÷çìáôéóìÝíåò êáôÜ Laplace
LTdeqs äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò deq[1], deq[2] êáé deq[3], (111) ç ëýóç ôïõò solLTdeqs êáé (112) ç
Üìåóç ãñáöÞ ôçò ó÷åôéêÞò ïñßæïõóáò LTdet. Ôþñá óå éäéïôáëáíôþóåéò (113) ç äÞëùóç ìçäåíéêÞò
öïñôßóåùò ZeroLoading (óå ëßóôá) êáé (114) êáôÜëëçëç äÞëùóç óõíçìéôïíéêþí ôñéãùíïìåôñéêþí
óõíáñôÞóåùí ãéá ôéò ìåôáôïðßóåéò u1, 2, 3(t). (115)Ìå ÷ñÞóç ôïõò ïé ó÷åôéêÝò åîéóþóåéò algeqs1 (ìå
áðëïðïßçóç) êáé (116) ôåëéêÜ óå êáèáñÜ áëãåâñéêÞ ìïñöÞ algeqs2 ÷ùñßò ðéá ôçí ðáñïõóßá ôùí
óõíçìéôïíéêþí üñùí. (Õðüäåéîç: Íá ãßíåé åäþ ç áíôéêáôÜóôáóç cos (ùt + á) → 1.) Íá ãñáöïýí
Üìåóá ïé ôñåéò áõôÝò áëãåâñéêÝò åîéóþóåéò (117) algeq[1], (118) algeq[2] êáé (119) algeq[3] êáèþò
êáé (120) ç ó÷åôéêÞ ïñßæïõóá algdet. (121) ÔÝëïò íá âñåèåß êáé ðÜëé ç åîßóùóç FrequencyEquation3
ãéá ôéò éäéïóõ÷íüôçôåò ù ôïõ êôéñßïõ.

ÁÓÊÇÓÇ-ÅÌÉÉ-MH9 (ÄõíáìéêÞ ôùí Êáôáóêåõþí: Êôßñéá ÄéáôìÞóåùò: ÓåéóìéêÞ Öüñôéóç):
Óõíå÷ßæïõìå ôçí ðñïçãïýìåíç Üóêçóç. ÊáôÜ ôç äéÜñêåéá åíüò óåéóìïý ç ïñéæüíôéá ìåôáôüðéóç
ôïõ åäÜöïõò åßíáé ug(t), åíþ äåí õðÜñ÷åé Üëëç öüñôéóç: p(t) ≡ 0. Æçôïýíôáé: Êáôåõèåßáí ôï
óýóôçìá ôùí ôñéþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí (122), (123), (124) ãéá ôéò áðüëõôåò ìåôáôïðßóåéò
u1, 2, 3(t) ôùí ôñéþí ðëáêþí ôïõ êôéñßïõ (÷ùñßò ìçôñþá) êáé ôï áíôßóôïé÷ï óýóôçìá (125), (126),
(127) ãéá ôéò ó÷åôéêÝò ìåôáôïðßóåéò ur1, 2, 3(t) (ùò ðñïò ôï Ýäáöïò). (128) Ó÷üëéï comment ãéá
ðïéï ëüãï ðñïôéìÜôáé ôï äåýôåñï óýóôçìá. (129) Ôï äéÜíõóìá ôùí éóïäýíáìùí (ôùí åíåñãþí)
öïñôßóåùí ôùí ïñüöùí óôçí áñ÷éêÞ ôïõ ìïñöÞ peff(t) êáé, (130) áöïý äçëùèåß (ìå êáôÜëëçëï
óýìâïëï) åéäéêü äéÜíõóìá 1, (131) óôçí ôåëéêÞ ôïõ ìïñöÞ peff1(t).



à Notebook  ΕΜΙΙ-ΜΗ

ΛΥΣΕΙΣ ΤΩΝ ΑΣΚΗΣΕΩΝ EMII-MΗ
(ΑΣΚΗΣΕΙΣ EMII-MΗ1 ΕΩΣ ΕΜΙΙ-ΜΗ9)

à ΑΣΚΗΣΗ ΕΜΙΙ-ΜΗ1 (∆ΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ ΣΤΗΝ ΕΠΙΣΤΗΜΗ ΤΟΥ 
ΠΟΛΙΤΙΚΟΥ ΜΗΧΑΝΙΚΟΥ)

In[1]:= 8Off@General::spellD, Off@General::spell1D<;
In[2]:= ODE4 = EI v''''@xD " p@xD;
In[3]:= comment = "Απαντάται στη Μηχανική των Υλικών στην κάµψη συνήθους

δοκού υπό κάθετη κατανεµηµένη ϕόρτιση κατά µήκος της δοκού.";

ΣΗΜΕΙΩΣΗ:  Σe  exίsou  apodektή  apάnthsh  ajorά  kai  h  antίstoich  exίswsh  gia  dokό  epί  elastikήV
bάsewV (p.c. pedilodokό ή sidhrotrociά), όpou upάrcei sto aristerό mέloV epίshV kai h antίdrash tou
edάjouV +k v(x).

In[4]:= BernoulliODE = m v'@tD == −b v@tD − c v@tD2;
In[5]:= comment =

"Απαντάται στη ∆υναµική στην κίνηση υλικού σηµείου µε αντίσταση ανάλογη τόσο

της ταχύτητας του υλικού σηµείου Hένας όροςL όσο και του τετραγώνου της

ταχύτητας του υλικού σηµείου Hδεύτερος όροςL: δύο όροι στην αντίσταση";

In[6]:= sol = DSolve@BernoulliODE, v@tD, tD
Out[6]= ::vHtL Ø

b ‰b c1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
‰

b tÅÅÅÅÅÅÅÅm - c ‰b c1
>>

In[7]:= NonlinearSVODE1 = c'@tD " − k c@tD2;
In[8]:= comment = "Απαντάται στην Περιβαλλοντική Μηχανική στην αποδόµηση ρύπου

δευτέρας τάξεως µέσα σε δοχείο µε οµοιόµορϕη κατανοµή του ρύπου.";

In[9]:= NonlinearSVODE2 = L v'@tD + v@tD2 ê 2 == g h;

In[10]:= comment = "Απαντάται στη Ρευστοµηχανική στο πρόβληµα του

προσδιορισµού της ταχύτητας εκροής ρευστού στο άκρο σωλήνα στο

κάτω µέρος δοχείου µε σταθερή στάθµη του ρευστού στο δοχείο.";

In[11]:= NonlinearSVODE3 = m v'@tD + c v@tD2 " m g;

In[12]:= comment = "Απαντάται στη ∆υναµική στην πτώση υλικού σηµείου στο γήινο πεδίο

βαρύτητας µε αντίσταση ανάλογη του τετραγώνου της ταχύτητάς του.";

à ΑΣΚΗΣΗ ΕΜΙΙ-ΜΗ2 (ΓΡΑΜΜΙΚΕΣ ∆ΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ) 

In[13]:= ode1 = r''@tD − ω2 r@tD " 0;
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In[14]:= comment =

"Απαντάται στη ∆υναµική στην κίνηση υλικού σηµείου µέσα σε ηµιάπειρο σωλήνα

που περιστρέϕεται γύρω από το σταθερό άκρο του µε γωνιακή ταχύτητα ω.";

In[15]:= chareq1 = µ2 − ω2 " 0;

In[16]:= sol1 = Solve@chareq1, µD
Out[16]= 88m Ø -w<, 8m Ø w<<
In[17]:= roots1 = 8−ω, ω<;
ΣΗΜΕΙΩΣΗ:  Σe  exίsou  apodektή  apάnthsh  ajorά  kai  h  diajorikή  exίswsh  w '' HzL  =  h2 wHzL .  Αutή
apantάtai  stiV  ΘemeliώseiV  sthn  axonikή  jόrtish  kulindrikoύ  passάlou  sto  έdajoV  kai  έcei
carakthristikή  exίswsh  m2 = h2  me  dύo  pragmatikέV  kai  diajoretikέV  metaxύ  touV  rίzeV  m1 = -h  kai
m2 = h.

In[18]:= ode2 = u''@tD + ω02 u@tD " 0;

In[19]:= comment = "Απαντάται στις Ταλαντώσεις στις ελεύθερες ταλαντώσεις υλικού
σηµείου σε µονοβάθµιο µηχανικό σύστηµα µάζας−ελατηρίου χωρίς απόσβεση.";

In[20]:= chareq2 = µ2 + ω02 " 0;

In[21]:= sol2 = Solve@chareq2, µD
Out[21]= 88m Ø -Â w0<, 8m Ø Â w0<<
In[22]:= roots2 = 8? ω0, −? ω0<;
In[23]:= ode3 = u''@tD + 2 ξ ω0 u'@tD + ω02 u@tD " 0;

In[24]:= comment = "Απαντάται στις Ταλαντώσεις στις ελεύθερες ταλαντώσεις

υλικού σηµείου σε µονοβάθµιο µηχανικό σύστηµα µάζας−ελατηρίου−

αποσβεστήρα µε ασθενή απόσβεση: ξ < 1. HΟ περιορισµός αυτός,

ξ < 1, υποτίθεται ότι ισχύει και στις τρεις παρακάτω εντολές.L";
In[25]:= chareq3 = µ2 + 2 ξ ω0 µ + ω02 " 0;

In[26]:= sol3 = Solve@chareq3, µD
Out[26]= ::m Ø -x w0 - "###############x2 - 1 w0>, :m Ø "###############x2 - 1 w0 - x w0>>
In[27]:= roots3 = 8H−ξ + ? Sqrt@1 − ξ2DL ω0, H−ξ − ? Sqrt@1 − ξ2DL ω0<;
In[28]:= ode4 = v''''@xD + k2 v''@xD " 0;

In[29]:= comment = "Απαντάται στη Μηχανική των Υλικών και στην Ελαστική Ευστάθεια

στο πρόβληµα του λυγισµού στύλου Hή ράβδου ή υποστυλώµατοςL.";
In[30]:= chareq4 = µ4 + k2 µ2 " 0;

In[31]:= sol4 = Solve@chareq4, µD
Out[31]= 88m Ø 0<, 8m Ø 0<, 8m Ø -Â k<, 8m Ø Â k<<
In[32]:= roots4 = 80, 0, ? k, −? k<;
In[33]:= EulerODE = r4 w''''@rD + 2 r3 w'''@rD − r2 w''@rD + r w'@rD == Hp0êDL r4;
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In[34]:= comment = "Απαντάται στις Πλάκες σε

κυκλική πλάκα υπό σταθερή κατανεµηµένη ϕόρτιση p0 .";

In[35]:= sol = DSolve@EulerODE, w@rD, rD
Out[35]= ::wHr L Ø

p0 r4
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
64 D

+
1
ÅÅÅÅÅÅ
4
H2 c2 - c3L r2 +

1
ÅÅÅÅÅÅ
2

c3 logHr L r2 + c4 + c1 logHr L>>
In[36]:= solhlist = 81, r2, Log@rD, r2 Log@rD<
Out[36]= 81, r2, logHr L, r2 logHr L<
In[37]:= W = Det@8solhlist, D@solhlist, rD, D@solhlist, 8r, 2<D, D@solhlist, 8r, 3<D<D
Out[37]= -

16
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
r2

à ΑΣΚΗΣΗ ΕΜΙΙ-ΜΗ3 (∆ΥΝΑΜΙΚΗ ΤΩΝ ΚΑΤΑΣΚΕΥΩΝ: ΚΑΜΠΤΙΚΕΣ 
Ι∆ΙΟΤΑΛΑΝΤΩΣΕΙΣ, ANIMATIONS)

In[38]:= Table@X@n_, x_D := Sin@n π xê3D, 8n, 1, 6<D;
In[39]:= SimplySupportedBeamVibrations= Table@Plot@X@2, xD Cos@2 tD,8x, 0, 3<, PlotStyle → Thickness@0.025D, PlotRange → 8−1, 1<,

PlotLabel → "Ι∆ΙΟΤΑΛΑΝΤΩΣΕΙΣ ΑΜΦΙΕΡΕΙΣΤΗΣ ∆ΟΚΟΥ"D, 8t, 0, π − π ê16, π ê16<D

0.5 1 1.5 2 2.5 3
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-0.75

-0.5

-0.25

0.25

0.5

0.75

1
Ι∆ΙΟΤΑΛΑΝΤΩΣΕΙΣ ΑΜΦΙΕΡΕΙΣΤΗΣ ∆ΟΚΟΥ

Out[39]= 8Ü Graphics Ü, Ü Graphics Ü, Ü Graphics Ü, Ü Graphics Ü, Ü Graphics Ü, Ü Graphics Ü, Ü Graphics Ü, Ü Graphics Ü,
Ü Graphics Ü, Ü Graphics Ü, Ü Graphics Ü, Ü Graphics Ü, Ü Graphics Ü, Ü Graphics Ü, Ü Graphics Ü, Ü Graphics Ü<

ΣΗΜΕΙΩΣΗ: Πarapάnw gia oikonomίa cώrou paraleίjqhkan όla ta scήmata thV animation ektόV apό to
prώto.

In[40]:= Export@"D:\CEII\SimplySupportedBeamVibrations.gif",
SimplySupportedBeamVibrations, ConversionOptions → 8Loop → True<D

Out[40]= D:\CEII\SimplySupportedBeamVibrations.gif

In[41]:= comment =

"Το κινούµενο σχήµα Hη animationL ενεργοποιείται µέσα στη Mathematica είτε

απο τις επιλογές Hτα menusL µε Cell → Animate Selected Graphics είτε

πιο απλά από το πληκτρολογιο µε Ctrl Y. Επ' ευκαιρία σηµειώνεται

επίσης ότι το σταµάτηµα της animation γίνεται µε πάτηµα του

ποντικιού έξω από την animation ή καλύτερα µε δεύτερο Ctrl Y.";
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In[42]:= comment =

"Έξω από τη Mathematica το αρχείο animated gif που δηµιουργήθηκε καλείται

απλά µε διπλό κτύπηµα µε το αριστερό πλήκτρο του ποντικιού πάνω στο

εικονίδιό του. Όµως µερικές ϕορές χρειάζεται να δηλωθεί ρητά και το

πρόγραµµα των Windows που θα ανοίξει αυτό το αρχείο animated gif.

Για το σκοπό αυτό πατιέται το εικονίδιο του αρχείου µε πάτηµα του

δεξιού πλήκτρου του ποντικιού και στη συνέχεια από το παράθυρο που

εµϕανίζεται η επιλογή Open With και τέλος Windows Picture and Fax Viewer.

Τότε παρουσιάζεται πραγµατικά η animation Hτο κινούµενο σχήµαL.";
à ΑΣΚΗΣΗ ΕΜΙΙ-ΜΗ4 (ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟΣ LAPLACE)

In[43]:= LT1 = LaplaceTransform@1, t, sD " 1ês
Out[43]= True

In[44]:= LT2 = LaplaceTransform@t3, t, sD " 3!ês4
Out[44]= True

In[45]:= LT3 = LaplaceTransform@t Sin@ω tD, t, sD " 2 ω s ë Hs2 + ω2L2
Out[45]= True

In[46]:= LT4 = LaplaceTransform@Sin@b tD Sinh@b tD, t, sD " 2 b2  sêHs4 + 4 b4L
Out[46]= True

In[47]:= LT5 = LaplaceTransform@Erfc@a êSqrt@tDD, t, sD " H1êsL C−2 a Sqrt@sD
Out[47]= True

In[48]:= LT6 = LaplaceTransform@UnitStep@tD, t, sD " 1 ês
Out[48]= True

In[49]:= LT7 = LaplaceTransform@DiracDelta@tD, t, sD " 1

Out[49]= True

In[50]:= ILT1 = InverseLaplaceTransform@1ês, s, tD " 1

Out[50]= True

In[51]:= ILT2 = InverseLaplaceTransform@1êHs2 − b2L, s, tD " H1êbL Sinh@b tD êê Simplify

Out[51]= True

In[52]:= ILT3 = InverseLaplaceTransform@1êHs2 + b2L, s, tD " H1êbL Sin@b tD
Out[52]= True

In[53]:= ILT4 = InverseLaplaceTransform@1êHHs + aL2 + b2L, s, tD " H1êbL C−a t Sin@b tD
Out[53]= True

In[54]:= ILT5 = InverseLaplaceTransform@1, s, tD " DiracDelta@tD
Out[54]= True
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In[55]:= ILT6 = InverseLaplaceTransform@sêHs4 − b4L, s, tD "H1êH2 b2LL HCosh@b tD − Cos@b tDL êê Simplify

Out[55]= True

In[56]:= ILT7 = InverseLaplaceTransform@s3 êHs4 + b4L, s, tD "

Cosh@b têSqrt@2DD Cos@b tê Sqrt@2DD êê Simplify

Out[56]= True

In[57]:= comment = "Ο αντίστροϕος µετασχηµατισµός Laplace ILT6 είναι

χρήσιµος στη ∆υναµική των Κατασκευών σε προβλήµατα καµπτικών

ιδιοταλαντώσεων και ελεύθερων ταλαντώσεων γενικότερα συνήθων δοκών.";

In[58]:= comment = "Ο αντίστροϕος µετασχηµατισµός Laplace ILT7 είναι χρήσιµος στη

Μηχανική των Υλικών σε προβλήµατα κάµψεως δοκών επί ελαστικής βάσεως,

π.χ. πεδιλοδοκών στις Θεµελιώσεις ή σιδηροτροχιών στη Σιδηροδροµική.";

à ΑΣΚΗΣΗ ΕΜΙΙ-ΜΗ5 (ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ MACAULAY)

In[59]:= comment = "Οι συναρτήσεις Macaulay καλούνται και συναρτήσεις ιδιοµορϕίας,

επειδή είτε οι ίδιες είτε παράγωγοί τους παρουσιάζουν ιδιοµορϕίες

στο σηµείο x = 0. Με τον τρόπο αυτό είναι κατάλληλες και για

την παράσταση ιδιόµορϕων ϕορτίσεων, όπως είναι οι ροπές, τα

συγκεντρωµένα ϕορτία και οι ασυνέχειες σε κατανεµηµένες ϕορτίσεις.";

In[60]:= Macaulay@0, x_D = UnitStep@xD;
In[61]:= Macaulay@−1, x_D = DiracDelta@xD;
In[62]:= p@x_D = p0 HMacaulay@0, x − 1D − Macaulay@0, x − 2DL +

P1 Macaulay@−1, x − 3D + P2 Macaulay@−1, x − 4D;
ΣΗΜΕΙ&ΣΗ:  Τo s(mbolo q(x) dhl)nei stiV exόdouV th bhmatikή sunάrthsh tou Heavide H(x).

In[63]:= BeamDE = EI v''''@xD " p@xD
Out[63]= EI vH4LHxL == P2 dHx - 4L + P1 dHx - 3L + p0 HqHx - 1L - qHx - 2LL
In[64]:= ics = 8v@0D = v0, v'@0D = θ0, v''@0D = M0êEI, v'''@0D = Q0êEI<;
In[65]:= LT1BeamDE = LaplaceTransform@BeamDE, x, sD
Out[65]= EI ikjjLaplaceTransform@vHxL, x, sD s4 - v0 s3 - q0 s2 -

M0 s
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

EI
-

Q0
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
EI

y{zz ==

-
‰-2 s p0
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

s
+

‰-s p0
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

s
+ ‰-3 s P1+ ‰-4 s P2

In[66]:= LT2BeamDE = LT1BeamDE ê. LaplaceTransform@v@xD, x, sD → V@sD
Out[66]= EI ikjjVHsL s4 - v0 s3 - q0 s2 -

M0 s
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

EI
-

Q0
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
EI

y{zz == -
‰-2 s p0
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

s
+

‰-s p0
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

s
+ ‰-3 s P1+ ‰-4 s P2

In[67]:= sol = Solve@LT2BeamDE, V@sDD
Out[67]= ::VHsL Ø

EI v0 s3 + EI q0 s2 + M0 s + ‰-3 s P1+ ‰-4 s P2 + Q0 - ‰-2 s p0ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅs + ‰-s p0ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅsÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
EI s4 >>
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In[68]:= vs@x_D = InverseLaplaceTransform@solP1, 1, 2T, s, xD
Out[68]=

1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
EI

ikjjj-
1

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
24

p0 qHx - 2L Hx - 2L4 +
Q0 x3
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

6
+

M0 x2
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

2
+ EI v0 +

EI x q0 +
1
ÅÅÅÅÅÅ
6

P2 Hx - 4L3 qHx - 4L +
1
ÅÅÅÅÅÅ
6

P1 Hx - 3L3 qHx - 3L +
1

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
24

p0 Hx - 1L4 qHx - 1Ly{zzz
In[69]:= ver = BeamDE ê. v → vs êê FullSimplify

Out[69]= True

à ΑΣΚΗΣΗ ΕΜΙΙ-ΜΗ6 (ΩΣΤΙΚΗ ΑΠΟΚΡΙΣΗ)

In[70]:= ODE = u''@tD + ω02 u@tD " DiracDelta@tDê m;
In[71]:= ics = 8u@0D = 0, u'@0D = 0<;
In[72]:= LTODE = LaplaceTransform@ODE, t, sD êê Simplify

Out[72]= Hs2 + w02L LaplaceTransform@uHtL, t, sD ==
1

ÅÅÅÅÅÅÅÅ
m

In[73]:= G@s_D = Solve@LTODE, LaplaceTransform@u@tD, t, sDDP1, 1, 2T
Out[73]=

1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
m Hs2 + w02L

In[74]:= g@t_D = InverseLaplaceTransform@G@sD, s, tD
Out[74]=

sinHt w0L
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

m w0

In[75]:= g1@t_D = H1 êHm ω0LL Sin@ω0 tD;
In[76]:= comment = "Ο Πολιτικός Μηχανικός χρησιµοποιεί συνήθως, σχεδόν πάντα

το σύµβολο H(s) αντί για το GHsL για τη συνάρτηση µεταϕοράς.";

In[77]:= comment = "Αυτό δεν έγινε εδώ και γενικότερα δε γίνεται στα

Εϕαρµοσµένα Μαθηµατικά ΙΙ καθώς επίσης και σε µερικά βιβλία

Ταλαντώσεων για να µην υπάρχει σύγχυση της συναρτήσεως µεταϕοράς

GHsL µε τη µοναδιαία βηµατική συνάρτηση του Heaviside HHxL";
à ΑΣΚΗΣΗ ΕΜΙΙ-ΜΗ7 (ΩΣΤΙΚΗ ΑΠΟΚΡΙΣΗ)

In[78]:= Clear@pD
In[79]:= g1@t_D = H1 êHm ω0LL Sin@ω0 tD
Out[79]=

sinHt w0L
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

m w0

In[80]:= u1a@t_D = Integrate@g1@t − τD p@τD, 8τ, 0, t<D
Out[80]=

Ÿ0
tpHtL sinHHt - tL w0L „ t

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
m w0
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In[81]:= u1b@t_D = u0 Cos@ω0 tD + Hv0êω0L Sin@ω0 tD
Out[81]= u0 cosHt w0L +

v0 sinHt w0L
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

w0

In[82]:= u1c@t_D = u1b@tD + u1a@tD
Out[82]= u0 cosHt w0L +

Ÿ0
tpHtL sinHHt - tL w0L „ t

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
m w0

+
v0 sinHt w0L
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

w0

In[83]:= u1d@t_D = u1c@tD ê. p@τD → p0 êê Simplify

Out[83]=
p0 + Hm u0 w02 - p0L cosHt w0L + m v0 w0 sinHt w0L
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

m w02

In[84]:= comment = "Εδώ χρησιµοποιήθηκε το σύµβολο τ αντί για το t, γιατί τ

είναι η µεταβλητή ολοκληρώσεως στο πιο πάνω ολοκλήρωµα Duhamel.

Το t είναι το πάνω όριο ολοκληρώσεως στο ολοκλήρωµα αυτό";

In[85]:= g2@t_D = H1 êHm ωDLL C−ξ ω0 t Sin@ωD tD
Out[85]=

‰-t x w0 sinHt wDL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

m wD

In[86]:= u2@t_D = Integrate@g2@t − τD p@τD, 8τ, 0, t<D
Out[86]=

Ÿ0
t
‰-x Ht-tLw0 pHtL sinHHt - tL wDL „ t

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
m wD

In[87]:= g3@t_D = H1 êHm aDLL C−ξ ω0 t Sinh@aD tD
Out[87]=

‰-t x w0 sinhHaD tL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

aD m

In[88]:= u3@t_D = Integrate@g3@t − τD p@τD, 8τ, 0, t<D
Out[88]=

Ÿ0
t
‰-x Ht-tLw0 pHtL sinhHaD Ht - tLL „ t

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
aD m

In[89]:= comment = "Η ασθενής απόσβεση Hµε ξ < 1L καλείται και υποκρίσιµη απόσβεση.";

In[90]:= comment = "Η ισχυρή απόσβεση Hµε ξ > 1L καλείται και υπερκρίσιµη απόσβεση.";

In[91]:= comment = "Η απόσβεση, όταν ξ = 1, καλείται κρίσιµη απόσβεση.";

à ΑΣΚΗΣΗ ΕΜΙΙ-ΜΗ8 (∆ΥΝΑΜΙΚΗ ΤΩΝ ΚΑΤΑΣΚΕΥΩΝ: ΚΤΙΡΙΑ 
∆ΙΑΤΜΗΣΕΩΣ)

In[92]:= Clear@u1, u2, u3D
In[93]:= M = DiagonalMatrix@8m1, m2, m3<D;
In[94]:= M êê MatrixForm

Out[94]//MatrixForm=ikjjjjjjjj m1 0 0
0 m2 0
0 0 m3

y{zzzzzzzz
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In[95]:= comment = "Στη ∆υναµική των Κατασκευών το µητρώο µάζας Μ καλείται

µερικές ϕορές, όχι όµως και πολύ συχνά, και µητρώο αδρανείας.

Αυτή η δεύτερη ονοµασία δόθηκε στο µητρώο µάζας Μ, επειδή αυτό
σχετίζεται µε τις αδρανειακές δυνάµεις µε βάση το νόµο του Νεύτωνα.";

In[96]:= K = 88k11, k12, k13<, 8k12, k22, k23<, 8k13, k23, k33<<;
In[97]:= K êê MatrixForm

Out[97]//MatrixForm=ikjjjjjjjj k11 k12 k13
k12 k22 k23
k13 k23 k33

y{zzzzzzzz
In[98]:= ver = Transpose@KD " K

Out[98]= True

In[99]:= u@t_D = 8u1@tD, u2@tD, u3@tD<; u@tD êê MatrixForm

Out[99]//MatrixForm=ikjjjjjjjj u1HtL
u2HtL
u3HtL y{zzzzzzzz

In[100]:= p@tD = 8p1@tD, p2@tD, p3@tD<; p@tD êê MatrixForm

Out[100]//MatrixForm=ikjjjjjjjj p1HtL
p2HtL
p3HtL y{zzzzzzzz

In[101]:= sdeqs = M.u''@tD + K.u@tD " p@tD
Out[101]= 8k11 u1HtL + k12 u2HtL + k13 u3HtL + m1 u1££HtL, k12 u1HtL + k22 u2HtL + k23 u3HtL + m2 u2££HtL,

k13 u1HtL + k23 u2HtL + k33 u3HtL + m3 u3££HtL< == 8p1HtL, p2HtL, p3HtL<
In[102]:= FrequencyEquation1 = Det@−ω2 M + KD " 0

Out[102]= -m1m2 m3 w6 + k33 m1m2 w4 + k22 m1m3 w4 + k11m2 m3 w4 +
k232 m1w2 - k22 k33 m1w2 + k132 m2 w2 - k11 k33 m2 w2 + k122 m3 w2 -
k11 k22 m3 w2 - k11 k232 - k132 k22 + 2 k12 k13 k23 - k122 k33 + k11 k22 k33 == 0

In[103]:= FrequencyEquation2 = Collect@FrequencyEquation1P1T, ωD " 0

Out[103]= -m1m2 m3 w6 + Hk33 m1m2 + k11m3 m2 + k22 m1m3L w4 +Hm3 k122 + k232 m1 - k22 k33 m1 + k132 m2 - k11 k33 m2 - k11 k22 m3L w2 -
k11 k232 - k132 k22 + 2 k12 k13 k23 - k122 k33 + k11 k22 k33 == 0

In[104]:= deq@1D = m1 u1''@tD + k11 u1@tD + k12 u2@tD + k13 u3@tD " p1@tD;
In[105]:= deq@2D = m2 u2''@tD + k12 u1@tD + k22 u2@tD + k23 u3@tD " p2@tD;
In[106]:= deq@3D = m3 u3''@tD + k13 u1@tD + k23 u2@tD + k33 u3@tD " p3@tD;
In[107]:= subsu = 8LaplaceTransform@u1@tD, t, sD → U1@sD,

LaplaceTransform@u2@tD, t, sD → U2@sD, LaplaceTransform@u3@tD, t, sD → U3@sD<;
In[108]:= subsp = 8LaplaceTransform@p1@tD, t, sD → P1@sD,

LaplaceTransform@p2@tD, t, sD → P2@sD, LaplaceTransform@p3@tD, t, sD → P3@sD<;
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In[109]:= subsz = 8u1@0D → 0, u2@0D → 0, u3@0D → 0, u1'@0D → 0, u2'@0D → 0, u3'@0D → 0<;
In[110]:= LTdeqs =

LaplaceTransform@8deq@1D, deq@2D, deq@3D<, t, sD ê. subsu ê. subsp ê. subsz êê
Simplify

Out[110]= 8Hm1 s2 + k11LU1HsL + k12 U2HsL + k13 U3HsL == P1HsL,
k12 U1HsL + Hm2 s2 + k22LU2HsL + k23 U3HsL == P2HsL,
k13 U1HsL + k23 U2HsL + Hm3 s2 + k33LU3HsL == P3HsL<

In[111]:= solLTdeqs = Solve@LTdeqs, 8U1@sD, U2@sD, U3@sD<D êê Simplify

Out[111]= 88U1HsL Ø HHk232 - Hm2 s2 + k22L Hm3 s2 + k33LLP1HsL +Hk12 m3 s2 - k13 k23 + k12 k33LP2HsL + Hk13 m2 s2 + k13 k22 - k12 k23LP3HsLL êH-m1m2 m3 s6 - k33 m1m2 s4 - k22 m1m3 s4 + k232 m1 s2 - k22 k33 m1 s2 + k122 m3 s2 -
2 k12 k13 k23 + k122 k33 + k132 Hm2 s2 + k22L + k11 Hk232 - Hm2 s2 + k22L Hm3 s2 + k33LLL,

U2HsL Ø HHk12 Hm3 s2 + k33L - k13 k23LP1HsL + Hk132 - Hm1 s2 + k11L Hm3 s2 + k33LLP2HsL +Hk23 Hm1 s2 + k11L - k12 k13LP3HsLL êH-m1m2 m3 s6 - k33 m1m2 s4 - k22 m1m3 s4 + k232 m1 s2 - k22 k33 m1 s2 + k122 m3 s2 -
2 k12 k13 k23 + k122 k33 + k132 Hm2 s2 + k22L + k11 Hk232 - Hm2 s2 + k22L Hm3 s2 + k33LLL,

U3HsL Ø -HHk13 Hm2 s2 + k22L - k12 k23L HHm1 s2 + k11LP3HsL - k13 P1HsLL -Hk12 k13 - k23 Hm1 s2 + k11LL Hk12 P3HsL - k13 P2HsLLL êHHk12 k13 - k23 Hm1 s2 + k11LL Hk12 Hm3 s2 + k33L - k13 k23L +Hk13 Hm2 s2 + k22L - k12 k23L Hk132 - Hm1 s2 + k11L Hm3 s2 + k33LLL<<
In[112]:= LTdet = Collect@Det@s2 M + KD, sD " 0

Out[112]= m1m2 m3 s6 + Hk33 m1m2 + k11m3 m2 + k22 m1m3L s4 +H-m3 k122 - k232 m1 + k22 k33 m1 - k132 m2 + k11 k33 m2 + k11 k22 m3L s2 -
k11 k232 - k132 k22 + 2 k12 k13 k23 - k122 k33 + k11 k22 k33 == 0

In[113]:= ZeroLoading = 8p1@tD = 0, p2@tD = 0, p3@tD = 0<;
In[114]:= 8u10@t_D = φ1 Cos@ω t + αD, u20@t_D = φ2 Cos@ω t + αD, u30@t_D = φ3 Cos@ω t + αD<;
In[115]:= algeqs1 = 8deq@1D, deq@2D, deq@3D< ê. 8u1 → u10, u2 → u20, u3 → u30< êê Simplify

Out[115]= 8H-m1 f1w2 + k11 f1+ k12 f2 + k13 f3L cosHa + t wL == 0,H-m2 f2 w2 + k12 f1+ k22 f2 + k23 f3L cosHa + t wL == 0,Hk13 f1+ k23 f2 + f3 Hk33 - m3 w2LL cosHa + t wL == 0<
In[116]:= algeqs2 = algeqs1 ê. Cos@ω t + αD → 1

Out[116]= 8-m1 f1w2 + k11 f1+ k12 f2 + k13 f3 == 0,
-m2 f2 w2 + k12 f1+ k22 f2 + k23 f3 == 0, k13 f1+ k23 f2 + f3 Hk33 - m3 w2L == 0<

In[117]:= algeq@1D = k11 φ1 + k12 φ2 + k13 φ3 − m1 φ1 ω2 == 0

Out[117]= -m1 f1w2 + k11 f1+ k12 f2 + k13 f3 == 0

In[118]:= algeq@2D = k12 φ1 + k22 φ2 + k23 φ3 − m2 φ2 ω2 == 0

Out[118]= -m2 f2 w2 + k12 f1+ k22 f2 + k23 f3 == 0

In[119]:= algeq@3D = k13 φ1 + k23 φ2 + φ3 Hk33 − m3 ω2L == 0

Out[119]= k13 f1+ k23 f2 + f3 Hk33 - m3 w2L == 0
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In[120]:= algdet = Collect@
Det@88k11 − m1 ω2, k12, k13<, 8k12, k22 − m2 ω2, k23<, 8k13, k23, k33 − m3 ω2<<D, ωD

Out[120]= -m1m2 m3 w6 + Hk33 m1m2 + k11m3 m2 + k22 m1m3L w4 +Hm3 k122 + k232 m1 - k22 k33 m1 + k132 m2 - k11 k33 m2 - k11 k22 m3L w2 -
k11 k232 - k132 k22 + 2 k12 k13 k23 - k122 k33 + k11 k22 k33

In[121]:= FrequencyEquation3 = algdet " 0

Out[121]= -m1m2 m3 w6 + Hk33 m1m2 + k11m3 m2 + k22 m1m3L w4 +Hm3 k122 + k232 m1 - k22 k33 m1 + k132 m2 - k11 k33 m2 - k11 k22 m3L w2 -
k11 k232 - k132 k22 + 2 k12 k13 k23 - k122 k33 + k11 k22 k33 == 0

à ΑΣΚΗΣΗ ΕΜΙΙ-ΜΗ9 (∆ΥΝΑΜΙΚΗ ΤΩΝ ΚΑΤΑΣΚΕΥΩΝ: ΚΤΙΡΙΑ 
∆ΙΑΤΜΗΣΕΩΣ: ΣΕΙΣΜΙΚΗ ΦΟΡΤΙΣΗ)

In[122]:= deqa@1D =

m1 u1''@tD + k11 Hu1@tD − ug@tDL + k12 Hu2@tD − ug@tDL + k13 Hu3@tD − ug@tDL " 0;

In[123]:= deqa@2D =

m2 u2''@tD + k12 Hu1@tD − ug@tDL + k22 Hu2@tD − ug@tDL + k23 H u3@tD − ug@tDL " 0;

In[124]:= deqa@3D =

m3 u3''@tD + k13 Hu1@tD − ug@tDL + k23 H u2@tD − ug@tDL + k33 Hu3@tD − ug@tDL " 0;

In[125]:= deqr@1D = m1 u1''@tD + k11 u1@tD + k12 u2@tD + k13 u3@tD == −m1 ug''@tD;
In[126]:= deqr@2D = m2 u2''@tD + k12 u1@tD + k22 u2@tD + k23 u3@tD == −m2 ug''@tD;
In[127]:= deqr@3D = m3 u3''@tD + k13 u1@tD + k23 u2@tD + k33 u3@tD == −m3 ug''@tD;
In[128]:= comment =

"Το δεύτερο σύστηµα προτιµάται, γιατί περιέχει την οριζόντια επιτάχυνση

του εδάϕους, δεύτερη παράγωγο της µετατοπίσεώς του, που είναι άµεσα

διαθέσιµη από το επιταχυνσιογράϕηµα που δίνει το επιταχυνσιόµετρο.";

In[129]:= peff@t_D = 8−m1 ug''@tD, −m2 ug''@tD, −m3 ug''@tD<; peff@tD êê MatrixForm

Out[129]//MatrixForm=ikjjjjjjjj -m1 ug££HtL
-m2 ug££HtL
-m3 ug££HtL y{zzzzzzzz

In[130]:= UnitVector = 81, 1, 1<; UnitVector êê MatrixForm

Out[130]//MatrixForm=ikjjjjjjjj 111 y{zzzzzzzz
In[131]:= peff1@t_D = −M.UnitVector ug''@tD; peff1@tD êê MatrixForm

Out[131]//MatrixForm=ikjjjjjjjj -m1 ug££HtL
-m2 ug££HtL
-m3 ug££HtL y{zzzzzzzz
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ÅÖÁÑÌÏÓÌÅÍÁ NOTEBOOKS
ÔÏÕ ÐÏËÉÔÉÊÏÕ ÌÇ×ÁÍÉÊÏÕ

Óôéò åðüìåíåò óåëßäåò ðáñáôßèåíôáé äýï åöáñìïóìÝíá notebooks ôçò Mathematica, ðïõ Ý÷ïõí
ðñïåôïéìáóèåß ìå áñêåôÞ ðñïóï÷Þ, ëßãï--ðïëý óáí íá Þóáí áðëÝò åðéóôçìïíéêÝò åñãáóßåò, êáé
åðé÷åéñïýí íá äåßîïõí ôç ÷ñçóéìüôçôÜ ôçò óå óõãêåêñéìÝíá ðñïâëÞìáôá ôïõ ÐïëéôéêïýÌç÷áíéêïý
ðïõ ó÷åôßæïíôáé ìå óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò. Ôá notebooks áõôÜ åßíáé ôá åîÞò:

• ÅÖÁÑÌÏÓÌÅÍÁ NOTEBOOKS
1. ÅöáñìïóìÝíï Notebook EN-EMII-NEWTON: Íüìïò ôïõ Íåýôùíá (5 óåëßäåò)

Ðåñßëçøç ôïõ notebook: Ôï notebook áõôü áöïñÜ óôïí ðïëý ãíùóôü äåýôåñï íüìï ôïõ
Íåýôùíá óôç ÄõíáìéêÞ. Áõôüò áðïôåëåß ôç âÜóç ôçò ìåëÝôçò ðÜñá ðïëëþí öáéíïìÝíùí
ôïõ ÐïëéôéêïýÌç÷áíéêïý, üðùò ôïõ öáéíïìÝíïõ ôçò óåéóìéêÞò öïñôßóåùò ìéáò êáôáóêåõÞò.
Êáô’ áñ÷Þí áíáöÝñåôáé ï íüìïò áõôüò ãéá ôçí êßíçóç õëéêïý óçìåßïõ ìå ãíùóôÞ åîùôåñéêÞ
äýíáìç êáé ìå ÷ñÞóç ôïõ ó÷çìáôßæåôáé ç ó÷åôéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç äåõôÝñáò ôÜîåùò ãéá ôç
èÝóç ôïõ õëéêïý óçìåßïõ. Êáôáóôñþíåôáé åðßóçò êáé ôï ó÷åôéêü ðñüâëçìá áñ÷éêþí ôéìþí.
Óôç óõíÝ÷åéá ìåëåôÜôáé ç ðåñßðôùóç óôáèåñÞò åîùôåñéêÞò äõíÜìåùò êáé ëýíåôáé ôï ó÷åôéêü
ðñüâëçìá áñ÷éêþí ôéìþí. Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ áðïäåéêíýåôáé åðßóçò üôé ç áýîçóç ôçò
êéíçôéêÞò åíÝñãåéáò ôïõ õëéêïý óçìåßïõ ðñïÝñ÷åôáé áðëÜ áðü ôï Ýñãï ðïõ ðáñÜãåé ç åîùôå-
ñéêÞ äýíáìçðïõ åöáñìüæåôáé ðÜíùôïõ. ÌåôÜ ìåëåôÜôáé ìéá åéäéêÞðåñßðôùóç ìç óôáèåñÞò
(ìåôáâëçôÞò) åîùôåñéêÞò äõíÜìåùò ðïõ ðåñéÝ÷åé äýï ôñéãùíïìåôñéêïýò üñïõò êáé Ýíáí áñ-
íçôéêü åêèåôéêü üñï êáé ëýíåôáé êáé ðÜëé ôï ó÷åôéêü ðñüâëçìá áñ÷éêþí ôéìþí. Ç ìÝèïäïò
óôï notebook áõôü ìðïñåß âÝâáéá íá åöáñìïóèåß êáé ãéá ðïëëÝò Üëëåò ìïñöÝò åîùôåñéêþí
äõíÜìåùí êáé åðßóçò íá ãåíéêåõèåß êáé óå ðïëý äõóêïëüôåñá ðñïâëÞìáôá ôçò ÄõíáìéêÞò.

2. ÅöáñìïóìÝíï Notebook EN-EMII-FALL: Åëåýèåñç Ðôþóç Õëéêïý Óçìåßïõ (13 óåëßäåò)

Ðåñßëçøç ôïõnotebook: Óôïnotebookáõôüìå âÜóç ôï äåýôåñï íüìï ôïõÍåýôùíáìåëåôÜôáé
ç åëåýèåñç ðôþóç åíüò õëéêïý óçìåßïõ óôï ãÞéíï ðåäßï âáñýôçôáò. Êáôáóôñþíåôáé ç ó÷å-
ôéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ãéá ôç èÝóç ôïõ õëéêïý óçìåßïõ êáé ðñïóäéïñßæåôáé ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò
ìå Üìåóç ïëïêëÞñùóç êáé, áíåîÜñôçôá, ìå ôç ÷ñÞóç ôçò åíôïëÞò åðéëýóåùò äéáöïñéêþí åîé-
óþóåùí DSolve ôçò Mathematica. Óôç óõíÝ÷åéá êáèïñßæåôáé ôï ó÷åôéêü ðñüâëçìá áñ÷éêþí
ôéìþí êáé ëýíåôáé êáé áõôü ôüóï êáôåõèåßáí ìå ôçí åíôïëÞ DSolve üóï êáé ìå ðñïóäéïñéóìü
ôùí óôáèåñþí óôç ãåíéêÞ ëýóç ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ðïõ Ý÷åé Þäç âñåèåß. ÌåôÜ ôçí
åðéìåëçìÝíç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôçò ëýóåùò ðïõ âñÝèçêå ÷ñçóéìïðïéåßôáé ç ìÝèïäïò ôçò
÷áñáêôçñéóôéêÞò åîéóþóåùò ãéá ôçí åðßëõóç ôçò ßäéáò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò. ÔÝëïò ÷ñçóé-
ìïðïéåßôáé êáé ç ìÝèïäïò ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace ãéá ôçí åðßëõóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò
áñ÷éêþí ôéìþí. ÖõóéêÜ ôá áðïôåëÝóìáôá ìå üëåò áõôÝò ôéò ìåèüäïõò óõìöùíïýí ìåôáîý
ôïõò, üðùò áíáìåíüôáí, êáé ðñáãìáôéêÜ óõíéóôÜôáé óôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü ç ÷ñÞóç äéá-
öïñåôéêþí ìåèüäùí ãéá ôçí åðßëõóç åíüò óõãêåêñéìÝíïõ ðñïâëÞìáôïò ôçò åðéóôÞìçò ôïõ.

Ôá äýï áõôÜ åöáñìïóìÝíá notebooks Ý÷ïõí ðñïöáíþò ôï êáèáõôü åíäéáöÝñïí ôïõò êáé óôï
ìÜèçìá ÅöáñìïóìÝíá ÌáèçìáôéêÜ ÉÉ êáé óôçí ÅðéóôÞìç ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý ãåíéêüôåñá
óõãêåêñéìÝíá óôç ÄõíáìéêÞ. Ç ðáñïõóßá ôïõò üìùò åäþ óôï÷åýåé åðßóçò êáé óôç ÷ñÞóç ôïõò
óáí õðïäåéãìÜôùí áðü ôï öïéôçôÞ/ôç öïéôÞôñéá Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü ãéá ôçí åîßóïõ åðéìåëçìÝíç
ðñïåôïéìáóßá êáé ôùí äéêþí ôïõ/ôùí äéêþí ôçò åöáñìïóìÝíùí notebooks ìå ôç Mathematica.
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1.1. Ï äåýôåñïò íüìïò ôïõ Íåýôùíá

Èåùñïýìå ôïí êëáóéêü äåýôåñï íüìï ôïõ Íåýôùíá óôç ÄõíáìéêÞ ôïõ õëéêïý óçìåßïõ. Óýì-
öùíá ìå ôï íüìï áõôü êáôÜ ôçí åõèýãñáììç êßíçóç õëéêïý óçìåßïõ M  (êáôÜ ìÞêïò ôïõ x -
Üîïíá êáé ìå t  ôï ÷ñüíï) ôï ãéíüìåíï ôçò ìÜæáò m ôïõ õëéêïý óçìåßïõ åðß ôçí åðéôÜ÷õíóÞ
ôïõ aHtL éóïýôáé ìå ôç äýíáìç F HtL  ðïõ áóêåßôáé ðÜíù óôï õëéêü óçìåßï.  ÄçëáäÞ éó÷ýåé ç
åîßóùóç

In[1]:= eq = m a@tD ä F@tD
Out[1]= m aHtL == FHtL
¼ìùò ç åðéôÜ÷õíóç  a = aHtL  ôïõ õëéêïý óçìåßïõ M  åßíáé ç ðñþôç ðáñÜãùãïò ôçò ôá÷ýôç-
ôáò v = vHtL Þ ç äåýôåñç ðáñÜãùãïò ôçò èÝóåùò x = xHtL  ôïõ ßäéïõ õëéêïý óçìåßïõ.  Óõíå-
ðþò Ý÷ïõìå

In[2]:= a@t_D := v'@tD
êáé åðïìÝíùò ç åîßóùóç eq (ï äåýôåñïò íüìïò ôïõ Íåýôùíá) ðáßñíåé ôç ìïñöÞ

In[3]:= eq

Out[3]= m v£HtL == FHtL
êáé åðåéäÞ, üðùò áíåöÝñèçêå, ç ôá÷ýôçôá åßíáé ç ðñþôç ðáñÜãùãïò ôçò èÝóåùò, äçëáäÞ

In[4]:= v@t_D := x'@tD
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ðñïêýðôåé ôåëéêÜ ç åîÞò äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôçò êéíÞóåùò ôïõ õëéêïý óçìåßïõ M :

In[5]:= deq = eq

Out[5]= m x££HtL == FHtL
Ç äéáöïñéêÞ áõôÞ åîßóùóç åßíáé ðñïöáíþò óõíÞèçò, ãñáììéêÞ, äåõôÝñáò ôÜîåùò, ðñþôïõ
âáèìïý,  ìå  óôáèåñü  óõíôåëåóôÞ  (áí  êáé  áõôü  äåí  Ý÷åé  éäéáßôåñç  óçìáóßá  óôçí  ðáñïýóá
äéáöïñéêÞ  åîßóùóç)  êáé  ãåíéêÜ  ìç  ïìïãåíÞò  (åííïåßôáé  ãéá  ìç  ìçäåíéêÞ  äýíáìç F = F HtL ).
Åí ðñïêåéìÝíù èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôçí åíôïëÞ DSolve åðéëýóåùò äéáöïñéêþí åîéóþóå-
ùí óôç Mathematica ãéá ôçí åðßëõóÞ ôçò. Åíôïýôïéò êáôáñ÷Þí èá ìðïñïýóáìå íá ðñï÷ù-

ñÞóïõìå êáé Üìåóá ìå äýï áðëÝò ïëïêëçñþóåéò ìÝóù ôçò åíôïëÞò Integrate.

Ç ðáñáðÜíù äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôçò êéíÞóåùò deq óõíïäåýåôáé óõíÞèùò óôï ðáñüí ðñü-
âëçìá êéíÞóåùò êáé áðü ôéò äýï áñ÷éêÝò óõíèÞêåò (áñ÷éêÞ èÝóç x0  êé áñ÷éêÞ ôá÷ýôçôá v0

ãéá ôï õëéêü óçìåßï), ðïõ ôéò óõìâïëßæïõìå óáí ics (initial conditions):  

In[6]:= ics = 8x@0D ä x0, v@0D ä v0<
Out[6]= 8xH0L == x0, x£H0L == v0<
(Åð'  åõêáéñßá  ðáñáôçñïýìå üôé  ç  Mathematica  ÷ñçóéìïðïßçóå  ôïí  ïñéóìü ôçò  ôá÷ýôçôáò
óáí ðáñÜãùãï ôçò èÝóåùò óôïí áìÝóùò ðéï ðÜíù ``õðïëïãéóìü'' ôùí äýï áñ÷éêþí óõíèç-

êþí ics.)  ÅðïìÝíùò Ý÷ïõìå ôþñá Ýíá ðëÞñåò ðñüâëçìá áñ÷éêþí ôéìþí. Áõôü áðïôåëåßôáé

áðü ôñåéò åîéóþóåéò eqs, äçëáäÞ áðü ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç deq êáé ôéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò

ics. ¢ñá

In[7]:= eqs = 8deq, ics< êê Flatten

Out[7]= 8m x££HtL == FHtL, xH0L == x0, x£H0L == v0<
(Ç åíôïëÞ Flatten ÷ñçóéìåýåé óôï íá äçìéïõñãçèåß ìéá áðëÞ ëßóôá åîéóþóåùí ãéá ôï ðñü-
âëçìÜ ìáò. Ç ÷ñÞóç ôçò äåí åßíáé áðáñáßôçôç óôéò ëßóôåò åîéóþóåùí ðïõ ÷ñçóéìïðïéïý-
íôáé  êáôÜ  ôçí åðßëõóç äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ìå ôçí åíôïëÞ DSolve óôçí ðáñïýóá ver-
sion 4.1 ôçò Mathematica.)

1.2. ÓôáèåñÞ äýíáìç ðÜíù óôï õëéêü óçìåßï

Êáé  ôþñá  åßìáóôå  Ýôïéìïé  íá  ëýóïõìå  ôï  ðñüâëçìá  êéíÞóåùò  ðïõ  Ý÷ïõìå  ðñþôá ãéá  ìéá
óôáèåñÞ äýíáìç F0

In[8]:= F@t_D := F0

Ç ó÷åôéêÞ ëýóç sol1 ðñïêýðôåé Üìåóá ìå ôç ÷ñÞóç ôçò åíôïëÞò DSolve. ÅðïìÝíùò

In[9]:= eqs

Out[9]= 8m x££HtL == F0, xH0L == x0, x£H0L == v0<
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In[10]:= sol1 = DSolve@eqs, x@tD, tDP1T êê Simplify

Out[10]= :xHtL Ø
F0 t2
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
2 m

+ v0 t + x0>
(Ç  âïçèçôéêÞ  åíôïëÞ  Simplify  ìáò  åðÝôñåøå  ìéá  ìéêñÞ  áðëïðïßçóç  ôïõ  áðïôåëÝóìáôïò.)
Ìðïñïýìå ôþñá åýêïëá íá ðñïóäéïñßóïõìå ôç èÝóç x1HtL , ôçí ôá÷ýôçôá v1HtL  êáé ôçí åðé-
ôÜ÷õíóç a1HtL  ôïõ  õëéêïý óçìåßïõ  M  ðïõ  áíôéóôïé÷ïýí óôç  ëýóç  áõôÞ.  (Ìéá  ëßóôá ôñéþí
åíôïëþí áñêåß!) ÅðïìÝíùò Ý÷ïõìå 

In[11]:= 8x1@t_D = x@tD ê. sol1, v1@t_D = x1'@tD, a1@t_D = v1'@tD<
Out[11]= : F0 t2

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
2 m

+ v0 t + x0,
F0 t
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
m

+ v0,
F0
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
m

>
(Ðñïöáíþò ç åðéôÜ÷õíóç a1HtL  åßíáé óôçí ðáñïýóá ðåñßðôùóÞ  óôáèåñÞ, ç ôá÷ýôçôá v1HtL
ðñùôïâÜèìéï  ðïëõþíõìï  ôïõ  ÷ñüíïõ  t  êáé  ç  èÝóç  x1HtL  äåõôåñïâÜèìéï  ðïëõþíõìï  ôïõ
÷ñüíïõ t  óôçí áðëÞ ðåñßðôùóç óôáèåñÞò äõíÜìåùò F = F0  ðÜíù óôï õëéêü óçìåßï ôçí êß-
íçóç ôïõ ïðïßïõ åîåôÜæïõìå. 'Ïëá áõôÜ åßíáé åýëïãá.) Ç åðáëÞèåõóç ôùí ôñéþí åîéóþóå-

ùí eqs åßíáé Üìåóç, ðÜñá ðïëý áðëÞ ìå ôïí ðáñüíôá óõìâïëéóìü:

In[12]:= ver1 = eqs ê. x Æ x1

Out[12]= 8True, True, True<
ÅðïìÝíùò êáé  ïé  ôñåéò  åîéóþóåéò ìáò  eqs,  ç  äéáöïñéêÞ  åîßóùóç ôçò êéíÞóåùò deq  êáé  ïé

äýï  áñ÷éêÝò  óõíèÞêåò  ics,  åðáëçèåýïíôáé  êáé  åßìáóôå  Ýôóé  âÝâáéïé  ãéá  ôï  ìáèçìáôéêü
ìÝñïò  ôçò  ëýóåùò  ôïõ  ðñïâëÞìáôüò  ìáò.  Åíôïýôïéò  áðü  öõóéêÞò  áðüøåùò,  äçëáäÞ  áí

ðñáãìáôéêÜ ïé åîéóþóåéò ìáò eqs åßíáé êáé áõôÝò óùóôÝò êáé ðüóï óùóôÝò Üñáãå, äçëáäÞ
ðüóåò  ðáñáäï÷Ýò  Ý÷ïõí  ãßíåé  (ð.÷.  áãíïÞèçêå  êÜèå  áíôßóôáóç  êáé  ôñéâÞ,  ôï  óþìá  ìáò
èåùñÞèçêå áðëÜ õëéêü óçìåßï M ,  êëð.),  áõôü åßíáé Ýíá Üëëï èÝìá êáèáñÞò áñìïäéüôçôáò
ôïõ  Ðïëéôéêïý  Ìç÷áíéêïý.  Áóöáëþò  ôï  èÝìá  áõôü  åßíáé  Ýîù  áðü  ôïõò  Üìåóïõò  óôü÷ïõò
ôïõ ðáñüíôïò  åöáñìïóìÝíïõ notebook. 

Ìðïñïýìå  åðßóçò  íá  åîåôÜóïõìå  ôçí  åîÜñôçóç  ôçò  èÝóåùò  x1HtL  (ðïõ  äçëþíåôáé  ôþñá
óáí xt  ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t ) áðü ôçí ôá÷ýôçôá v1HtL  (ðïõ äçëþíåôáé ôþñá óáí vt  ôç ÷ñï-
íéêÞ óôéãìÞ t ) óôï óõãêåêñéìÝíï ðñüâëçìá. Áõôü ôï ðåôõ÷áßíïõìå áðáëåßöïíôáò ôï ÷ñü-

íï t  ìåôáîý ôùí äýï áõôþí ðïóïôÞôùí ìå ôç ÷ñÞóç ôçò åíôïëÞò Eliminate ôçò Mathemat-
ica. ¸ôóé âñßóêïõìå (ìå áðáëïéöÞ ôïõ ÷ñüíïõ t )

In[13]:= elimination = Eliminate@8x1@tD ä xt, v1@tD ä vt<, tD êê Simplify

Out[13]= vt2 ==
m v02 - 2 F0 x0 + 2 F0 xt
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

m
Ìm ∫ 0

(ìå ôï óýìâïëï fl íá ðáñéóôÜíåé ôï ëïãéêü ``êáé'', ``and'' óôá ÁããëéêÜ). ÕðïèÝôïõìå ôþñá üôé
ç  ìÜæá  m  ôïõ  õëéêïý  óçìåßïõ  M  åßíáé  ìç  ìçäåíéêÞ  (åðåéäÞ  åßíáé  èåôéêÞ  ðïóüôçôá),  üðùò
ðñáãìáôéêÜ óõìâáßíåé. Ìðïñïýìå Ýôóé íá ðåñéïñéóèïýìå óôï ðñþôï ìÝñïò ôçò ðáñáðÜíù

áðáëïéöÞò  elimination (äçëáäÞ óôïí ðñþôï üñï ôçò ó÷åôéêÞò ëïãéêÞò óõæåýîåùò),  ðáßñ-
íïíôáò áðëÜ ôçí åîÞò éóüôçôá ìåôÜ áðü ðïëëáðëáóéáóìü êáé ôùí äýï ìåëþí åðß H1 ê2Lm :
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In[14]:= EnergyEquation1 =
1
ÄÄÄÄÄÄ
2

m eliminationP1, 1T ä
1
ÄÄÄÄÄÄ
2

 m eliminationP1, 2T êê Simplify

Out[14]=
m vt2
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

2
==

m v02
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

2
- F0 x0 + F0 xt

ãéá  ôç ó÷Ýóç ðïõ óõíäÝåé ôç èÝóç xt  ôïõ õëéêïý óçìåßïõ M  ìå ôçí ôá÷ýôçôÜ ôïõ vt  (ôç
÷ñïíéêÞ  óôéãìÞ  t ).  Ðñïöáíþò  ç  ó÷Ýóç  áõôÞ  áíáöÝñåôáé  óôçí  áýîçóç  (ãéá  F0 > 0)  ôçò
êéíçôéêÞò  åíÝñãåéáò  T = H1 ê2L m vt

2  ôïõ  õëéêïý  óçìåßïõ  M ,  ç  ïðïßá  ïöåßëåôáé  óôï  Ýñãï
W = F0Hxt - x0L  ôçò äõíÜìåùò F0  ðïõ Ý÷åé ðáñá÷èåß êáôÜ ôçí êßíçóç ôïõ õëéêïý óçìåßïõ
M  áðü ôçí áñ÷éêÞ èÝóç ôïõ x0  (ãéá t = 0) ìÝ÷ñé ôçí êÜèå öïñÜ (ìåôáâëçôÞ) èÝóç ôïõ xt  ôç
÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t . Ç ßäéá ó÷Ýóç ãñÜöåôáé êáé óôçí åîÞò áðüëõôá éóïäýíáìç ìïñöÞ:

In[15]:= EnergyEquation2 =
1
ÄÄÄÄÄÄ
2

 m Hvt2 - v02L ä F0 Hxt - x0L
Out[15]=

1
ÅÅÅÅÅÅ
2

m Hvt2 - v02L == F0 Hxt - x0L
Êé áíôßóôñïöá, üðùò áóöáëþò êáé áíáìÝíåôáé,  ç ðáñáðÜíù åíåñãåéáêÞ åîßóùóç Energy-
Equation2  äéáðéóôþíåôáé  áìÝóùò  üôé  åðáëçèåýåôáé  áðü  ôéò  åêöñÜóåéò  ôçò  èÝóåùò  x1HtL
êáé ôçò ôá÷ýôçôáò v1HtL  ðïõ Þäç âñÝèçêáí óôçí ðáñïýóá åõèýãñáììç êßíçóç ôïõ õëéêïý
óçìåßïõ M , äçëáäÞ

In[16]:= EnergyConservation = EnergyEquation2 ê. 8xt Æ x1@tD, vt Æ v1@tD< êê Simplify

Out[16]= True

ÅðïìÝíùò ðÝñá áðü ôçí êáèáñÜ ìáèçìáôéêÞ åðáëÞèåõóç ôùí åîéóþóåùí eqs (ôçò äéáöï-

ñéêÞò  åîéóþóåùò  deq  êáé  ôùí  áñ÷éêþí  óõíèçêþí ics)  ôïõ  ðáñüíôïò  ðñïâëÞìáôïò  áñ÷é-
êþí  ôéìþí  êÜíáìå  åðéðëÝïí  êáé  ôçí  åðáëÞèåõóç  ôçò  éó÷ýïò  ôçò  ó÷åôéêÞò  åíåñãåéáêÞò

åîéóþóåùò EnergyEquation2. ÄçëáäÞ äéáðéóôþóáìå üôé ç ëýóç ìáò x1HtL  ãéá ôç èÝóç ôïõ
õëéêïý óçìåßïõ M  êáé ç Ýêöñáóç ôçò ôá÷ýôçôáò v1HtL = x1 ' HtL  ôïõ ßäéïõ õëéêïý óçìåßïõ ðïõ
ðñïÝêõøå  áðü  áõôÞí  ðñáãìáôéêÜ  åðáëçèåýïõí  ôï  áðü  öõóéêÞò  áðüøåùò  áíáìåíüìåíï
ãåãïíüò. Ôï ãåãïíüò áõôü åßíáé üôé ç áýîçóç ôçò êéíçôéêÞò åíÝñãåéáò T ôïõ õëéêïý óçìåß-
ïõ  M  óô'  áëÞèåéá  ïöåßëåôáé  óôï  Ýñãï  W ôçò  åîùôåñéêÞò  äõíÜìåùò  F0  êáôÜ  ôçí  êßíçóç

áõôÞ ôïõ õëéêïý óçìåßïõ M .  Ìå ôïí ôñüðï áõôü ç åìðéóôïóýíç ìáò ðñïò ôç ëýóç  sol1,  ç
ïðïßá âñÝèçêå ãéá ôï ðñüâëçìá áñ÷éêþí ôéìþí ðïõ Ý÷ïõìå (âáóéêÜ ìå ôç ÷ñÞóç ôçò åíôï-

ëÞò DSolve) áõîÜíåôáé áêüìç ðåñéóóüôåñï, ãßíåôáé ó÷åäüí âåâáéüôçôá.

1.3. ÌåôáâëçôÞ äýíáìç ðÜíù óôï õëéêü óçìåßï

Èá  ðñï÷ùñÞóïõìå  ôþñá  óå  Ýíá  ðáñüìïéï  ðñüâëçìá,  áëëÜ  ìå  ìåôáâëçôÞ  ôç  äýíáìç
F = F HtL  ðïõ åöáñìüæåôáé ðÜíù óôï õëéêü óçìåßï, óõãêåêñéìÝíá ìå

In[17]:= F@t_D := F1 Cos@a tD + F2 Sin@b tD + F3 Exp@-c tD
(ìå ôéò ðïóüôçôåò F1, 2, 3  êáé a, b, c  óôáèåñÝò). Ãéá ôçí åðßëõóç ôùí åîéóþóåþí ìáò eqs èá

÷ñçóéìïðïéçèåß  êáé  ðÜëé  ç  åíôïëÞ  DSolve.  Ç  äéáöïñéêÞ  åîßóùóç  ôçò  êéíÞóåùò  ãßíåôáé
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ëéãÜêé ðéï ðïëýðëïêç (÷ùñßò üìùò íá áëëÜæïõí ïé ÷áñáêôçñéóìïß ôçò). ¸÷ïõìå åðïìÝíùò
(êáé áðïëýôùò áíÜëïãá ìå ôá ðñïçãïýìåíá êáé ìÜëéóôá ìå ÷ñÞóç áíÜëïãùí óõìâüëùí)

In[18]:= deq

Out[18]= m x££HtL == ‰-c t F3 + F1 cosHa tL + F2 sinHb tL
In[19]:= eqs

Out[19]= 8m x££HtL == ‰-c t F3 + F1 cosHa tL + F2 sinHb tL, xH0L == x0, x£H0L == v0<
In[20]:= sol2 = DSolve@eqs, x@tD, tDP1T êê Simplify

Out[20]= :xHtL Ø -
cosHa tLF1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

a2 m
+

F1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
a2 m

+
F2 t
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
b m

+
F3 t
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
c m

+ t v0 + x0 -
F2 sinHb tL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

b2 m
+

‰-c t F3
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

c2 m
-

F3
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
c2 m

>
In[21]:= 8x2@t_D = x@tD ê. sol2, v2@t_D = x2'@tD, a2@t_D = v2'@tD< êê Simplify

Out[21]= :-
cosHa tL F1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

a2 m
+

F1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
a2 m

+
F2 t
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
b m

+
F3 t
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
c m

+ t v0 + x0 -
F2 sinHb tL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

b2 m
+

‰-c t F3
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

c2 m
-

F3
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
c2 m

,

a c F2 - a c cosHb tLF2 - a b ‰-c t F3 + a b F3 + a b c m v0 + b c F1 sinHa tL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

a b c m
,

‰-c t F3 + F1 cosHa tL + F2 sinHb tL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

m
>

Åßíáé  ðïëý êáëü ðïõ ÷ñçóéìïðïéÞèçêå êáé  ðÜëé ç  åíôïëÞ Simplify  óôïõò óõãêåêñéìÝíïõò
õðïëïãéóìïýò. Åßíáé åðßóçò ÷ñÞóéìç êáé óå ðÜñá ðïëëïýò Üëëïõò ðïëýðëïêïõò õðïëïãé-
óìïýò.  ÌåñéêÝò öïñÝò ìÜëéóôá áðáéôåßôáé áíôß  ãé'  áõôÞ ç ÷ñÞóç êáé ôçò áñêåôÜ ðéï éó÷õ-

ñÞò åíôïëÞò FullSimplify  ãéá ó÷åäüí Üñéóôá õðïëïãéóôéêÜ áðïôåëÝóìáôá. Ç åðáëÞèåõóç
ôçò ëýóåùò åßíáé êáé ôþñá ðÜñá ðïëý åýêïëç

In[22]:= ver2 = eqs ê. x Æ x2

Out[22]= :m ikjjj ‰-c t F3
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

m
+

F1 cosHa tL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

m
+

F2 sinHb tL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

m
y{zzz == ‰-c t F3 + F1 cosHa tL + F2 sinHb tL,

True, True>
ÐñÝðåé  üìùò íá ÷ñçóéìïðïéçèåß  (êáé  ðÜëé)  êáé  ç  åíôïëÞ Simplify  ìüíï üóïí áöïñÜ óôçí

ßäéá  ôç  äéáöïñéêÞ  åîßóùóç  deq.  Ãéá  ôéò  áñ÷éêÝò  óõíèÞêåò  ics  äéáðéóôþèçêå  Þäç  üôé  äåí
áðáéôåßôáé ç ÷ñÞóç ôçò:

In[23]:= ver2 êê Simplify

Out[23]= 8True, True, True<
ÖõóéêÜ  ç  Mathematica  ìðïñåß  íá  ìáò  ïäçãÞóåé  êáé  óôéò  ëýóåéò  xHtL  ðïëý  ðéï  äýóêïëùí
ðñïâëçìÜôùí åõèýãñáììçò êéíÞóåùò õëéêïý óçìåßïõ M  ôçò ìïñöÞò ðïõ åîåôÜæïõìå åäþ,
äçëáäÞ  ìå  ðïëý  ðéï  ðïëýðëïêåò  åêöñÜóåéò  ôçò  äõíÜìåùò  F = F HtL ðïõ  áóêåßôáé  ðÜíù
óôï õëéêü óçìåßï M . Áóöáëþò üìùò ç ðáñÜèåóç ôÝôïéùí ðïëýðëïêùí åêöñÜóåùí, áí êáé
õðïëïãéóôéêÜ  åßíáé  áðüëõôá  åöéêôÞ,  åíôïýôïéò  ðñáêôéêÜ  äåí  åîõðçñåôåß  êáíÝíáí  ïõóéá-
óôéêü åêðáéäåõôéêü óêïðü!
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ÅÐÉÓÔÇÌÏÍÉÊÇ ÐÅÑÉÏ×Ç:  ÄõíáìéêÞ ôïõ Õëéêïý Óçìåßïõ

ÌÁÈÇÌÁÔÉÊÅÓ ËÅÎÅÉÓ-ÊËÅÉÄÉÁ:  ÓõíÞèåéò  ÄéáöïñéêÝò  Åîéóþóåéò,  ÃñáììéêÝò  ÄéáöïñéêÝò
Åîéóþóåéò,  ÃåíéêÞ  Ëýóç,  ÌåñéêÞ  Ëýóç,  ×áñáêôçñéóôéêÞ  Åîßóùóç,  Áñ÷éêÝò  ÓõíèÞêåò,  Ðñï-
âëÞìáôá Áñ÷éêþí Ôéìþí, Ìåôáó÷çìáôéóìüò Laplace

ÔÅ×ÍÉÊÅÓ ËÅÎÅÉÓ-ÊËÅÉÄÉÁ:   ÊéíçìáôéêÞ-ÄõíáìéêÞ ôïõ Õëéêïý Óçìåßïõ,  Åõèýãñáììç Êßíç-
óç,  Åëåýèåñç  Ðôþóç,  ÈÝóç,  Ôá÷ýôçôá,  ÅðéôÜ÷õíóç  ôçò  Âáñýôçôáò,  Äåýôåñïò  Íüìïò  ôïõ
Íåýôùíá, Åîéóþóåéò ÊéíÞóåùò

Ó×ÅÔÉÊÇ ÂÉÂËÉÏÃÑÁÖÉÁ (ÄÅÉÃÌÁ):

[1] ÌÜñêåëëïõ, Â. Â.,  ÅöáñìïóìÝíá ÌáèçìáôéêÜ, Ôüìïò  ÉÉ, Ôåý÷ïò 5: ÄéáöïñéêÝò Åîéóþóåéò:
ÅéóáãùãÞ. Åêäüóåéò Óõììåôñßá, ÁèÞíá, 2000, ÊåöÜëáéï 1, ÅäÜöéï 1.1. 

[2]  Fowles,  G.  R.  and  Cassiday,  G.  L.,  Analytical  Mechanics,  6ç  ¸êäïóç.  Saunders  College
Publishing, Fort Worth, Philadelphia, 1999, ÊåöÜëáéï 2. 

[3]  Timoshenko,  S.  and  Young,  D.  H.,  Engineering  Mechanics,  4ç  ¸êäïóç.  McGraw-Hill,  New
York, 1983, ÊåöÜëáéï 6.

[4]  Shames,  I.  H.,  Engineering  Mechanics:  Statics  and  Dynamics,  4ç  ¸êäïóç.  Prentice-Hall,
Upper Saddle River, New Jersey, 1997, ÊåöÜëáéá 11-12.

2.1. Ôï ìç÷áíéêü ðñüâëçìá

Èåùñïýìå  ôï  êëáóéêü  ìç÷áíéêü  ðñüâëçìá  ôçò  åëåýèåñçò  ðôþóåùò  õëéêïý  óçìåßïõ  M
(ìÜæáò m ) ÷ùñßò êáèüëïõ ôñéâÝò Þ Üëëç áíôßóôáóç ôïõ áÝñá óôï ãÞéíï ðåäßo âáñýôçôáò
ìå g  ôçí åðéôÜ÷õíóç ôçò âáñýôçôáò (ðñïò ôç ãç). Óôï óôïé÷åéþäåò áõôü ðñüâëçìá ï äåý-
ôåñïò íüìïò ôïõ Íåýôùíá ðáßñíåé ôçí åîÞò áðëÞ ìïñöÞ äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò (differen-

tial equation) de óôç Mathematica:

In[1]:= de = D@x@tD, 8t, 2<D ä -g

Out[1]= x££HtL == -g

ùò ðñïò ôç èÝóç (ýøïò) xHtL  ôïõ õëéêïý óçìåßïõ M  (ìå ôç èåôéêÞ öïñÜ ôïõ xHtL  íá Ý÷åé åðé-

ëåãåß ðñïò ôá ðÜíù) óõíáñôÞóåé ôïõ ÷ñüíïõ t.  H ßäéá áêñéâþò äéáöïñéêÞ åîßóùóç de ìðï-
ñåß öõóéêÜ íá äçëùèåß (áðüëõôá éóïäýíáìá) êáé ìå ôïí áðëïýóôåñï óõìâïëéóìü

In[2]:= de = x''@tD ä -g

Out[2]= x££HtL == -g

Åí ðÜóç ðåñéðôþóåé Ý÷ïõìå ìéá áðëÞ óõíÞèç äéáöïñéêÞ åîßóùóç de  ôçò êéíÞóåùò (åëåý-
èåñçò ðôþóåùò ÷ùñßò ôñéâÝò Þ áíôßóôáóç ôïõ áÝñá) ãéá ôï õëéêü óçìåßï M .  Ç äéáöïñéêÞ

áõôÞ åîßóùóç de åßíáé äåõôÝñáò ôÜîåùò (ëüãù ôçò åìöáíßóåùò ôçò äåõôÝñáò ðáñáãþãïõ
ùò ðñïò ôç èÝóç xHtL ),  ðñþôïõ âáèìïý (ãéáôß  ç  äåýôåñç áõôÞ ðáñÜãùãïò åßíáé  õøùìÝíç
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óôçí  ðñþôç  äýíáìç),  ðñïöáíþò  ãñáììéêÞ  êáé  ìå  óôáèåñü  óõíôåëåóôÞ  (ôç  ìïíÜäá)  óôç
äåýôåñç  ðáñÜãùãï  ðïõ  ðñïáíáöÝñèçêå  (áí  êáé  áõôü  äåí  Ý÷åé  éäéáßôåñç  óçìáóßá  åí
ðñïêåéìÝíù ëüãù ôçò ìç õðÜñîåùò Üëëùí ðáñáãþãùí) êáé ìç ïìïãåíÞò (ëüãù ôçò åìöá-
íßóåùò ôçò åðéôá÷ýíóåùò ôçò âáñýôçôáò g  óôï  äåîéü  ìÝëïò ôçò  äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò

de). Ç åîáñôçìÝíç ìåôáâëçôÞ åßíáé ç èÝóç x  êáé ç áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ åßíáé ï ÷ñüíïò t .

2.2. ¢ìåóç ïëïêëÞñùóç

Ãéá  ôçí  åðßëõóç  ôçò  äéáöïñéêÞò  åîéóþóåùò  de  ìðïñïýìå  íá  åñãáóèïýìå  ìå  äéÜöïñïõò
ôñüðïõò. Óôï âéâëßï [1] åðéäåéêíýåôáé ç ìÝèïäïò ôçò Üìåóçò ïëïêëçñþóåùò. Ìå ôç Mathe-

matica ç ìÝèïäïò áõôÞ ìðïñåß íá åöáñìïóèåß (ìå ôç ÷ñÞóç ôçò åíôïëÞò Integrate ãéá ôéò
ïëïêëçñþóåéò) ùò åîÞò:

In[3]:= de1 = Integrate@deP1T, tD ä Integrate@deP2T, tD + k1

Out[3]= x£HtL == k1 - g t

Åäþ  äå  ëçóìïíÞóáìå  íá  ðñïóèÝóïõìå  ìéá  óôáèåñÜ  ïëïêëçñþóåùò  k1 (êáôÜ  ðñïôßìçóç,
áëë' ü÷é áðáñáßôçôá, óôçí ïëïêëÞñùóç ôïõ äåîéïý ìÝëïõò) êáé íá äçëþóïõìå ôç íÝá äéá-

öïñéêÞ åîßóùóç óáí de1.  Áóöáëþò ç åíôïëÞ  Integrate  ìðïñåß íá ãñáöåß áñêåôÜ ðéï ðá-
ñáäïóéáêÜ ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ óõíçèéóìÝíïõ óõìâüëïõ ôçò ïëïêëçñþóåùò Ÿ .  Ôüôå Ý÷ïõìå
êáé ðÜëé (áðüëõôá éóïäýíáìá, üðùò ðáñáôçñïýìå áðü ôï ðéï êÜôù áðïôÝëåóìá)

In[4]:= de1 = ‡ deP1T ‚ t ä ‡ deP2T ‚ t + k1

Out[4]= x£HtL == k1 - g t

Ìå ôïí ôñüðï áõôü ç áñ÷éêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç de (äåõôÝñáò ôÜîåùò, üðùò Þäç áíáöÝñ-

èçêå)  Ý÷åé  ìåôáôñáðåß óå ìéá áðëïýóôåñç äéáöïñéêÞ åîßóùóç de1  ðñþôçò ôÜîåùò (ôþñá
ùò ðñïò ôçí ôá÷ýôçôá x ' HtL = vHtL  ôïõ ßäéïõ õëéêïý óçìåßïõ M ). Áõôü ôï ðåôý÷áìå ìå ôçí
ðéï  ðÜíù ïëïêëÞñùóç.  Êáô'  áíÜëïãï ôñüðï,  äçëáäÞ ìå  ìéá  áêüìç ïëïêëÞñùóç (êáé  óôá
äýï ìÝëç êáé ðÜëé) ìðïñïýìå íá áðáëëáãïýìå åíôåëþò áðü ôçí ðáñÜãùãï êáé íá Ý÷ïõìå
ôçí ôåëéêÞ Ýêöñáóç ôçò èÝóåùò xHtL  ôïõ õëéêïý óçìåßïõ M  (áóöáëþò óáí óõíÜñôçóç ôïõ
÷ñüíïõ t )

In[5]:= èÝóç = ‡ de1P1T ‚ t ä ‡ de1P2T ‚ t + k2

Out[5]= xHtL == -
g t2
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

2
+ k1 t + k2

Åäþ  åéóáãÜãáìå  êáé  ìéá  äåýôåñç  óôáèåñÜ  ïëïêëçñþóåùò:  ôçí  k2 .  Ìå  ôï  óýìâïëï  èÝóç
äçëþóáìå ôçí ðáñáðÜíù åîßóùóç ãéá ôç èÝóç xHtL  ôïõ õëéêïý óçìåßïõ M .  Ç Mathematica
èõìÜôáé âÝâáéá ôï óýìâïëï áõôü:

In[6]:= èÝóç

Out[6]= xHtL == -
g t2
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

2
+ k1 t + k2
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ðïõ ìðïñïýìå ðéá íá ôï ÷ñçóéìïðïéïýìå üðïôå èÝëïõìå,  ð.÷.  ãéá  íá äçëþóïõìå ôç ëýóç
xgHtL  ôïõ ðñïâëÞìáôïò ôçò åëåýèåñçò ðôþóåùò ðïõ åîåôÜæïõìå (äçëáäÞ ôçò äéáöïñéêÞò

åîéóþóåùò de) óáí óõíÜñôçóç óôç Mathematicá:

In[7]:= xg@t_D = èÝóçP2T
Out[7]= -

g t2
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

2
+ k1 t + k2

Åð'  åõêáéñßá  óçìåéþíïõìå  üôé  ç  óõíÜñôçóç  áõôÞ  xgHtL  áðïôåëåß  ôç  ãåíéêÞ  ëýóç  (general
solution) ôïõ ðñïâëÞìáôïò ôçò åëåýèåñçò ðôþóåùò ôïõ õëéêïý óçìåßïõ M , ãéáôß äåí êáèï-
ñßóèçêáí ìÝ÷ñé óôéãìÞò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t = 0. ÐáñÜ ôáýôá äéáðéóôþ-
íåôáé üôé ïé áõèáßñåôåò óôáèåñÝò k2  êáé k1  äçëþíïõí åí ðñïêåéìÝíù ôçí áñ÷éêÞ èÝóç êáé
ôçí áñ÷éêÞ ôá÷ýôçôá ôïõ õëéêïý óçìåßïõ M  áíôßóôïé÷á, üðùò áìÝóùò ðáñáôçñïýìå ðïëý
åýêïëá:

In[8]:= 8xg@0D, xg '@tD ê. t Æ 0<
Out[8]= 8k2, k1<
Óçìåéþíïõìå åðßóçò üôé åßíáé áðüëõôá äéêáéïëïãçìÝíç ç åìöÜíéóç äýï óôáèåñþí, ôùí k1

êáé  k2 ,  óôçí ðáñáðÜíù ãåíéêÞ ëýóç xgHtL ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò de.  Áõôü óõìâáßíåé,
åðåéäÞ ðñüêåéôáé ãéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç äåõôÝñáò ôÜîåùò, üðùò Ý÷åé Þäç áíáöåñèåß. 

Ï  Ðïëéôéêüò  Ìç÷áíéêüò  Ý÷åé  ôåñÜóôéá  åõèýíç  óôéò  êáôáóêåõÝò  êáé  óôá  ëïéðÜ  Ýñãá  ðïõ
áíáëáìâÜíåé êáé ðñÝðåé áóöáëþò áðü ôþñá (äçëáäÞ áêüìç êáé óáí öïéôçôÞò/öïéôÞôñéá)
íá óõíçèßóåé íá åðáëçèåýåé ôá áðïôåëÝóìáôÜ ôïõ, åí ðñïêåéìÝíù ôçí ôüóï áðëÞ êáé ãíù-
óôÞ ëýóç xgHtL ôïõ ðñïâëÞìáôïò ôçò åëåýèåñçò ðôþóåùò ãéá ôç èÝóç xHtL  ôïõ õëéêïý óç-
ìåßïõ M . Áõôü áóöáëþò åßíáé åîáéñåôéêÜ åýêïëï ìå ôç Mathematica:

In[9]:= åðáëÞèåõóç = de ê. x Æ xg

Out[9]= True

ÏðùóäÞðïôå áíôß  ãéá  ôï óýìâïëï åðáëÞèåõóç  èá  ìðïñïýóå íá åß÷å ÷ñçóéìïðïéçèåß êáé

ïðïéïäÞðïôå Üëëï óýìâïëï (ð.÷. verification Þ ç ðñïöáíÞò óýíôìçóÞ ôïõ ver) Þ êáé êáíÝ-
íá áðïëýôùò óýìâïëï, äçëáäÞ 

In[10]:= de ê. x Æ xg

Out[10]= True

Êáëü  åßíáé  üìùò  íá  äçëþíïõìå  ìå  óýìâïëá  ôéò  ðáñáóôÜóåéò  êáé  ôá  áðïôåëÝóìáôá  ðïõ
ðáßñíïõìå óôç Mathematica  (åí ðñïêåéìÝíù ôï ëïãéêü áðïôÝëåóìá True, äçëáäÞ áëçèÝò).
¸ôóé èá ìðïñïýìå, áí ÷ñåéáóèåß,  íá ôá Ý÷ïõìå äéáèÝóéìá óôïõò ðáñáðÝñá õðïëïãéóìïýò

ìáò, üðùò Þäç êÜíáìå ìå ôï óýìâïëï de ãéá ôçí áñ÷éêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóÞ ìáò, ôï ïðïßï
÷ñçóéìïðïéÞèçêå áìÝóùò ðéï ðÜíù. (Áí äåí ôï åß÷áìå äéáèÝóéìï, èá Ýðñåðå íá îáíáãñÜ-
øïõìå ôç  äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôçò åëåýèåñçò ðôþóåùò ôïõ  õëéêïý óçìåßïõ M .)  Ôï åðé÷åß-
ñçìá üôé ç äéáöïñéêÞ áõôÞ åîßóùóç åßíáé áðëÞ äåí åõóôáèåß áðüëõôá, ãéáôß õðÜñ÷ïõí êáé
ðïëýðëïêåò  áêüìç  êáé  åîáéñåôéêÜ  ðïëýðëïêåò  äéáöïñéêÝò  åîéóþóåéò  óôçí  ÅðéóôÞìç  ôïõ
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Ðïëéôéêïý  Ìç÷áíéêïý.  Ãéáôß  íá  ìçí  ôïõò  äßíïõìå  Ýíá  üíïìá,  ð.÷.  de,  de1  Þ  deq  (áðü  ôïí

üñï differential equation) Þ êáé äå (äéáöïñéêÞ åîßóùóç), þóôå íá ôéò èõìÜôáé ç Mathematica;

2.3. ×ñÞóç ôçò åíôïëÞò DSolve

ÐÝñá  áðü  ôç  ìÝèïäï  ôçò  Üìåóçò  ïëïêëçñþóåùò,  ðïõ  åðéäåß÷èçêå  áíáëõôéêÜ  ðéï  ðÜíù

óôçí áðëÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóÞ ìáò de, ç Mathematica äéáèÝôåé áóöáëþò êáé åéäéêÞ åíôïëÞ
ãéá  ôçí  åðßëõóç  äéáöïñéêþí  åîéóþóåùí  ðïõ  åðéäÝ÷ïíôáé  áíáëõôéêÞ  åðßëõóç  (áêüìç  êáé

ðïëý  äýóêïëùí  ôÝôïéùí  åîéóþóåùí).  ÁõôÞ  åßíáé  ç  åíôïëÞ  DSolve.  Ìå  ôç  ÷ñÞóç  ôçò
åíôïëÞò áõôÞò,  ðïõ  Ý÷åé  ôñßá  ïñßóìáôá:  ôç  äéáöïñéêÞ åîßóùóç,  ôçí Üãíùóôç óõíÜñôçóç
(åîáñôçìÝíç ìåôáâëçôÞ)  êáé  ôçí áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ,  ìðïñïýìå íá âñïýìå áìÝóùò ôç

ëýóç ëýóç ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåþò ìáò de ùò åîÞò:

In[11]:= ëýóç = DSolve@de, x@tD, tD
Out[11]= ::xHtL Ø -

g t2
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

2
+ c2 t + c1>>

Áóöáëþò èá ìðïñïýóáìå íá ìçí åß÷áìå äþóåé üíïìá (ëýóç) óôç ëýóç áõôÞí, áí üìùò ôç
÷ñåéáóèïýìå  ðáñáðÝñá,  áêüìç  êáé  ìÝóá  óôï  êåßìåíï,  èá  ðñÝðåé  íá  ôçí  îáíáûðïëïãß-
óïõìå Þ íá ôçí îáíáãñÜøïõìå; (¼÷é âÝâáéá!) ¸ôóé åðéëÝîáìå åýëïãá íá ôçò äþóïõìå Ýíá
üíïìá.  ÖõóéêÜ  ï  ðáñáôçñçôéêüò  öïéôçôÞò/ç  ðáñáôçñçôéêÞ  öïéôÞôñéá  Ðïëéôéêüò  Ìç÷áíé-

êüò  Ý÷åé  Þäç  óçìåéþóåé  ôçí  ïõóéáóôéêÞ  óýìðôùóç  ôçò  ðéï  ðÜíù  ëýóåùò  (ëýóç)  ìå  ôçí

áíÜëïãç ëýóç (èÝóç) ðïõ åß÷å ðñïêýøåé ôçí ìÝèïäï ôçò Üìåóçò ïëïêëçñþóåùò ôçò ßäéáò

äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò de ôçò êéíÞóåùò ôïõ õëéêïý óçìåßïõ M  (ìå ìüíç ïõóéáóôéêÞ äéáöï-
ñÜ óôá óýìâïëá ãéá ôéò áõèáßñåôåò óôáèåñÝò êáé óôï óõìâïëéóìü ãåíéêüôåñá).

Åßíáé ðñáãìáôéêÜ ðïëý ÷ñÞóéìï ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò íá ÷ñçóéìïðïéåß äýï äéáöïñåôéêÝò
ìåèüäïõò óôçí åðßëõóç ôùí ðñïâëçìÜôùí ôïõ, ãéáôß ìå áõôü ôïí ôñüðï åëÝã÷åé ôéò ìåèü-
äïõò ðïõ ÷ñçóéìïðïéåß (ðÝñá áðü ôçí åðáëÞèåõóç ôùí áðïôåëåóìÜôùí óå ìéá ìüíï ìÝèï-

äï  óå  üóï  âáèìü  åßíáé  êáé  áõôÞ  äõíáôÞ).  Åí  ðñïêåéìÝíù ç  åíôïëÞ DSolve  ðñïãñáììáôß-
óèçêå  áðü  áíèñþðïõò  óôçí  åôáéñåßá  Wolfram  Research,  Inc.,  ç  ïðïßá  Ý÷åé  áíáðôýîåé  ôç
Mathematica  (õðü ôç  äéåýèõíóç ôïõ  äéÜóçìïõ Stephen  Wolfram),  êáé  ðñïöáíþò,ðïôÝ äåí
åßíáé 100% âÝâáéï üôé üëïé ïé ðñïãñáììáôéóôÝò äåí êÜíïõí ðïôÝ ëÜèç. ÁíÜëïãá éó÷ýïõí,
èåùñçôéêÜ ôïõëÜ÷éóôïí, êáé ìå ôá ðñïãñÜììáôá ðïõ ÷ñçóéìïðïéåß ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíéêüò
óôç ìåëÝôç êáôáóêåõþí, ð.÷.  óôç óôáôéêÞ êáé ôç äõíáìéêÞ áíÜëõóç ìéáò ðïëõêáôïéêßáò: ç
÷ñÞóç  äýï  ôÝôïéùí  ðñïãñáììÜôùí ãéá  ôçí  ßäéá  ìåëÝôç  áóöáëþò äßíåé  ìéá  óéãïõñéÜ  óôï
ìåëåôçôÞ  Ðïëéôéêü  Ìç÷áíéêü,  åöüóïí  âÝâáéá  ôá  áðïôåëÝóìáôá  åßíáé  áíÜëïãá  õðü  ôïõò
ßäéïõò áñ÷éôåêôïíéêïýò, ëåéôïõñãéêïýò êáé ôå÷íéêïýò ðåñéïñéóìïýò êáé ðñïûðïèÝóåéò.  Äåí
åßíáé Ýôóé;

Áò  óçìåéùèåß  åðßóçò  üôé  áðü  ôçí  ðáñáðÜíù  ãåíéêÞ  ëýóç  ëýóç  ðïõ  âñÞêáìå  ìðïñïýìå
áìÝóùò íá ðÜñïõìå êáé ôç ó÷åôéêÞ óõíÜñôçóç xãHtL  áíÜëïãá ìå ü,ôé  êÜíáìå ðñïçãïõìÝ-
íùò, äçëáäÞ

In[12]:= xã@t_D = ëýóçP1, 1, 2T
Out[12]= -

g t2
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

2
+ c2 t + c1
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ìå ôïõò äåßêôåò óôï äåîéü ìÝëïò ôçò ðéï ðÜíù åêöñÜóåùò íá áðïâëÝðïõí óôçí ``áðüóðá-
óç''  ôçò  êýñéáò  åêöñÜóåùò  ðïõ  èÝëïõìå  óôçí  ðáñáðÜíù  ëýóç  ìáò  (ðïõ  âáóßóèçêå  óôç

÷ñÞóç  ôçò  åíôïëÞò  DSolve).  Ç  ðáñáðÜíù  ãåíéêÞ  ëýóç  åßíáé  Ýíá  äåõôåñïâÜèìéï  ðïëõþ-
íõìï ùò ðñïò ôï ÷ñüíï t  êáé åßíáé åðßóçò äéðáñáìåôñéêÞ: ðáñÜìåôñïé c1,2 , ðïõ ìðïñïýí íá
ðÜñïõí ïðïéåóäÞðïôå ôéìÝò ðñáãìáôéêÝò Þ ìéãáäéêÝò. Åííïåßôáé âÝâáéá üôé ï Ðïëéôéêüò Ìç-
÷áíéêüò èá áðïêëåßóåé ôéò ìéãáäéêÝò ôéìÝò óôéò ðáñáìÝôñïõò áõôÝò, ãéáôß äåí Ý÷åé öõóéêü
íüçìá ìéãáäéêÞ èÝóç xHtL  óôçí åëåýèåñç ðôþóç õëéêïý óçìåßïõ M .

Óçìåéþíåôáé  åðßóçò  (êáé  ðÜëé)  üôé  ïé  äýï  ðáñáðÜíù  ãåíéêÝò  ëýóåéò  ðïõ  âñÞêáìå  (ôõðéêÜ
ôïõëÜ÷éóôïí ìå äýï äéáöïñåôéêÝò ìåèüäïõò) óõìðßðôïõí, åðåéäÞ

In[13]:= xg@tD ä xã@tD ê. 8k1 Æ C@2D, k2 Æ C@1D<
Out[13]= True

ìåôÜ áðü ìéá ëßãï-ðïëý ðñïöáíÞ áëëáãÞ ôùí óõìâüëùí ãéá ôéò äýï ðáñáìÝôñïõò k1,2  ôçò
ðñþôçò ëýóåùò xgHtL  (ðïõ  ôá åðéëÝîáìå åìåßò),  þóôå áõôÜ  íá  óõìðÝóïõí ìå  ôá óýìâïëá
ôùí ðáñáìÝôñùí c2,1  ôçò äåýôåñçò ëýóåùò xã HtL  (ðïõ ôá åðÝëåîå ç ßäéá ôç Mathematica).

2.4. Áñ÷éêÝò óõíèÞêåò: ôï ðñüâëçìá áñ÷éêþí ôéìþí

ÓõíÞèùò  ï  Ðïëéôéêüò  Ìç÷áíéêüò  åíäéáöÝñåôáé  ãéá  ôç  ëýóç  åíüò  öõóéêïý  ðñïâëÞìáôïò
ðïõ ôïí áöïñÜ õðü óõãêåêñéìÝíåò óõíèÞêåò ðïõ åîáóöáëßæïõí ôï ìïíïóÞìáíôï ôçò ëý-
óåùò  áõôÞò.  ÄçëáäÞ åíäéáöÝñåôáé  ãéá  ìßá  êáé  ìïíáäéêÞ  ëýóç  óå êÜèå  öõóéêü  ðñüâëçìá.
ÅðïìÝíùò  äåí  åíäéáöÝñåôáé  ãéá  äéðáñáìåôñéêÝò  ïéêïãÝíåéåò  ëýóåùí  óôçí  êáèçìåñéíÞ
ðñáêôéêÞ.  Óôï  óõãêåêñéìÝíï  ðñüâëçìá  ôçò  åëåýèåñçò  ðôþóåùò  ôïõ  õëéêïý  óçìåßïõ  M
óôçí  ðñáãìáôéêüôçôá  ðñÝðåé  íá  îÝñïõìå  ôéò  êáëïýìåíåò áñ÷éêÝò  óõíèÞêåò  ôïõ  ðñïâëÞ-
ìáôïò  áõôïý  (ãéá  t = 0),  äçëáäÞ  ôçí  áñ÷éêÞ  èÝóç  (ýøïò)  x0  êáé  ôçí  áñ÷éêÞ  ôá÷ýôçôá  v0

ôïõ õëéêïý óçìåßïõ M  ìå Üëëåò ëÝîåéò ìå ðïéïí ôñüðï áñ÷ßæåé ç êßíçóç ôïõ õëéêïý áõôïý
óçìåßïõ.  ÁõôÝò  ïé  áñ÷éêÝò  óõíèÞêåò  èá  ìáò  åðéôñÝøïõí  ôïí  ðëÞñç  ðñïóäéïñéóìü  ôçò
èÝóåùò  xHtL  ôïõ  õëéêïý  óçìåßïõ  ÷ùñßò  ðëÝïí  ôçí  åìöÜíéóç  ôùí  ðáñáìÝôñùí  k1,2  Þ  c2,1 ,
áëëÜ ìå ôçí áíôéêáôÜóôáóÞ ôïõò áðü ôéò ßäéåò ôéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò Hx0, v0L  Ýóôù êáé óå
ìç  áñéèìçôéêÞ  ìïñöÞ.  Áò  äçëþóïõìå  åðïìÝíùò  ôéò  áñ÷éêÝò  áõôÝò  óõíèÞêåò  ìå  ôï  óýì-

âïëï ics (initial conditions, áñ÷éêÝò óõíèÞêåò):

In[14]:= ics = 8x@0D ä x0, x'@0D ä v0<
Out[14]= 8xH0L == x0, x£H0L == v0<
Óå ôüóï áðëÝò äçëþóåéò åßíáé áðüëõôá Ü÷ñçóôï íá èÝëïõìå êáé ôï ôåôñéììÝíï áðïôÝëå-
óìá  ôïõ  õðïëïãéóìïý  áðü  ôç  Mathematica.  ¸ôóé  ãñÜöïõìå  áðëÜ  êáé  áóöáëþò  áðüëõôá
éóïäýíáìá

In[15]:= ics = 8x@0D ä x0, x'@0D ä v0<;
ãéá  íá  ìçí ðÜñïõìå Ýîïäï (output)  áðü ôï ðñüãñáììá.  Ôþñá Ý÷ïõìå ôñåéò  åîéóþóåéò:  (á)

ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç de êáé (â) ôéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò ics. Áò ôéò äçëþóïõìå üëåò ìáæß ìå

ôï óýìâïëï eqs (equations, åîéóþóåéò)
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In[16]:= eqs = 8de, ics<
Out[16]= 8x££HtL == -g, 8xH0L == x0, x£H0L == v0<<
ÁõôÝò ïé ôñåéò åîéóþóåéò ìáò áðïôåëïýí (áðü êïéíïý) Ýíá ðñüâëçìá áñ÷éêþí ôéìþí (initial

value problem), ôï ïðïßï ðñÝðåé íá ëýóïõìå êáé íá âñïýìå ôç ëýóç ôïõ sol (solution, ëýóç)

In[17]:= sol = DSolve@eqs, x@tD, tD
Out[17]= ::xHtL Ø

1
ÅÅÅÅÅÅ
2

H-g t2 + 2 v0 t + 2 x0L>>
Ç åíôïëÞ Simplify âïçèÜåé óôçí áðëïðïßçóç ôçò ëýóåùò áõôÞò:

In[18]:= sol = sol êê Simplify

Out[18]= ::xHtL Ø -
g t2
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

2
+ v0 t + x0>>

êáé äåí åßíáé áíáãêáßï íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå åí ðñïêåéìÝíù éäéáßôåñï óýìâïëï (ð.÷. sol1)

óôçí  áðëïðïßçóç  áõôÞ  ôçò  åêöñÜóåùò  ôçò  ëýóåùò  sol.  ÓõíÞèùò  âÝâáéá  åíþíïõìå  ôéò
äýï ðáñáðÜíù åíôïëÝò óå ìßá ìüíï åíôïëÞ ùò åîÞò:

In[19]:= sol = Simplify@DSolve@eqs, x@tD, tDD
Out[19]= ::xHtL Ø -

g t2
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

2
+ v0 t + x0>>

Þ ßóùò áêüìç áðëïýóôåñá

In[20]:= sol = DSolve@eqs, x@tD, tD êê Simplify

Out[20]= ::xHtL Ø -
g t2
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

2
+ v0 t + x0>>

ãéá íá äåßîïõìå åðßóçò üôé ç åíôïëÞ DSolve åßíáé ç âáóéêÞ åíôïëÞ, åíþ ç åíôïëÞ Simplify
åßíáé ç äåõôåñåýïõóá åíôïëÞ. (Ãé' áõôü êáé ôç âÜæïõìå óôï ôÝëïò.)

Áò óçìåéùèåß  êáé  óôï óçìåßï áõôü üôé  óôï ðáñüí notebook ÷ñçóéìïðïéåßôáé  ç version 4.1
ôçò Mathematica.  Áí åß÷áìå ðñïçãïýìåíç version (ð.÷.  ôçí version 4.0),  èá Ýðñåðå ðñþôá

íá  ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå  êáé  ôçí  åíôïëÞ  Flatten  óôéò  åîéóþóåéò  ìáò,  þóôå  íá  Ý÷ïõìå  Ýíá

áðëü óýíïëï åîéóþóåùí eqs1 óáí ðñþôï üñéóìá ôçò åíôïëÞò DSolve:

In[21]:= eqs1 = 8de, ics< êê Flatten

Out[21]= 8x££HtL == -g, xH0L == x0, x£H0L == v0<
(Öáßíåôáé üôé óôç version 4.1, ðïõ ÷ñçóéìïðïéåßôáé åäþ, ôï êáèÞêïí áõôü ôï áíáëáìâÜíåé ç
ßäéá  ç  Mathematica  áõôüìáôá.)  Áóöáëþò  ìðïñïýìå  åýêïëá  íá  ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå  êáé  ôç
óõíèåôüôåñç åíôïëÞ
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In[22]:= sol1 = DSolve@8de, ics< êê Flatten, x@tD, tD êê Simplify

Out[22]= ::xHtL Ø -
g t2
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

2
+ v0 t + x0>>

(ôüóï óôç version 4.0 êáé óôéò ðñïçãïýìåíåò versions üóï êáé óôç version 4.1) êáé ðáñáë-
ëáãÝò ôçò åíôïëÞò áõôÞò.

ÔåëéêÜ ç ìåñéêÞ ëýóç (partial solution) ôïõ ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêþí ôéìþí ðïõ Ý÷ïõìå Ý÷åé ôç
ìïñöÞ

In[23]:= xp@t_D = x@tD ê. solP1T
Out[23]= -

g t2
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

2
+ v0 t + x0

Óçìåéþíåôáé  ðÜíôùò  üôé  ôüóï  óôç  ãåíéêÞ  ëýóç  xgHtL  (Þ  xãHtL )  üóï  êáé  óôç  ìåñéêÞ  ëýóç
xpHtL  åìöáíßæïíôáé äýï åðéðëÝïí óýìâïëá ðÝñá áðü ôçí åðéôÜ÷õíóç ôçò âáñýôçôáò g  êáé
ôçí áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ (äçëáäÞ ôï ÷ñüíï t ). Ç äéáöïñÜ åßíáé üìùò üôé óôç ìåí ãåíéêÞ
ëýóç xgHtL  ôá äýï áõôÜ óýìâïëá ðáñßóôáíáí áõèáßñåôåò óôáèåñÝò (áêüìç, èåùñçôéêÜ, êáé
ìéãáäéêÝò), åíþ óôç ìåñéêÞ ëýóç xpHtL  (äçëáäÞ óôç ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêþí ôéìþí)
ôá óýìâïëá, x0  êáé v0  ðïõ åìöáíßæïíôáé ðáñéóôÜíïõí ôéò óõãêåêñéìÝíåò ôéìÝò ôçò áñ÷éêÞò
èÝóåùò êáé ôçò áñ÷éêÞò ôá÷ýôçôáò áíôßóôïé÷á ôïõ õëéêïý óçìåßïõ M  óôï ðñüâëçìÜ ìáò.
¼óåò öïñÝò äéáèÝôïõìå áñéèìçôéêÝò ôéìÝò ãéá ôçí áñ÷éêÞ èÝóç êáé ôçí áñ÷éêÞ ôá÷ýôçôá,
ôá  ðñÜãìáôá ãßíïíôáé  ðïëý ðéï óáöÞ,  ãåíéêÜ üìùò ðñÝðåé  íá ïìïëïãçèåß  üôé  ç  äéáöïñÜ
ìåôáîý  ãåíéêÞò  êáé  ìåñéêÞò  ëýóåùò  óôçí  ðåñßðôùóç  ðïõ  ïé  áñ÷éêÝò  óõíèÞêåò  óôçí
ôåëåõôáßá ðáñéóôÜíïíôáé ìå óýìâïëá (êáé ü÷é áðëÜ áñéèìïýò) íáé ìåí åßíáé öõóéêÜ óáöÞò,
áëë'  õðïëïãéóôéêÜ  êÜðùò  äéóäéÜêñéôç.  Ìå  Üëëá  ëüãéá  êáé  óôç  ìåñéêÞ  ëýóç  xpHtL  èá  ìðï-
ñïýóå êÜðïéïò íá åñìçíåýóåé ôá óýìâïëá x0  êáé v0  óáí áõèáßñåôåò óôáèåñÝò îå÷íþíôáò
ôéò  öõóéêÝò  óçìáóßåò  ôïõò  óáí  áñ÷éêÞ  èÝóç  êáé  ôá÷ýôçôá  áíôßóôïé÷á.  ÌåôáôñÝðåé  Ýôóé
óôï íïý  ôïõ  ôç  ìåñéêÞ  áõôÞ ëýóç óå ãåíéêÞ ëýóç ÷ùñßò  êáíÝíáí áðïëýôùò õðïëïãéóìü
ðáñÜ ôçí ïõóéþäç äéáöïñÜ ãåíéêÞò êáé ìåñéêÞò ëýóåùò!

ÂÝâáéá ç åðáëÞèåõóç (verification) ôçò ìåñéêÞò ëýóåùò xpHtL  ðïõ âñÝèçêå åßíáé ùöÝëéìç:

In[24]:= ver = eqs ê. x Æ xp

Out[24]= 8True, 8True, True<<
Ôï  ðáñáðÜíù óýíïëï ver  Ý÷åé  äýï óôïé÷åßá  ìå  ôï  ðñþôï  íá  áíáöÝñåôáé  óôç  äéáöïñéêÞ

åîßóùóç de êáé ôï äåýôåñï íá åßíáé êáé áõôü óýíïëï ìå äýï óôïé÷åßá ðïõ íá áíáöÝñïíôáé

óôéò äýï áñ÷éêÝò óõíèÞêåò ics. ºóùò ëßãï ðéï áðëÜ ôï óýíïëï ver èá ìðïñïýóå íá ãñáöåß

In[25]:= ver1 = eqs1 ê. x Æ xp

Out[25]= 8True, True, True<
ìå ôï ó÷åôéêü áðïôÝëåóìá  ver1  íá åßíáé ôþñá Ýíá óõíçèéóìÝíï óýíïëï ìå ôñßá óôïé÷åßá
(üëá ßóá ìå True êáé ðÜëé) ëüãù ôùí ôñéþí åîéóþóåùí (ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò êáé ôùí
áñ÷éêþí óõíèçêþí) ôïõ ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêþí ôéìþí ðïõ åðéëýóáìå.
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2.5. Ðñïóäéïñéóìüò ôçò ìåñéêÞò ëýóåùò áðü ôç ãåíéêÞ 

ÐñÝðåé íá óçìåéùèåß óôï óçìåßï áõôü üôé ðÝñá áðü ôçí ðéï ðÜíù äõíáôüôçôá ôïõ áðåõ-
èåßáò ðñïóäéïñéóìïý ôçò ëýóåùò xpHtL  ôïõ ðáñüíôïò ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêþí ôéìþí (ìåñéêÞ

ëýóç  ôçò  äéáöïñéêÞò  åîéóþóåùò  de  õðü  ôéò  áñ÷éêÝò  óõíèÞêåò  ics  ìå  Üìåóç  ÷ñÞóç  ôçò

åíôïëÞò DSolve) ìéá Üëëç êáé ôåëéêÜ éóïäýíáìç äõíáôüôçôá ðáñÝ÷åôáé ìå ôç ÷ñÞóç ôçò
ãåíéêÞò ëýóåùò ðïõ Þäç âñÝèçêå

In[26]:= xg@tD
Out[26]= -

g t2
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

2
+ k1 t + k2

êáé ôïí êáèïñéóìü ôùí äýï áõèáßñåôùí óôáèåñþí k1,2  ó'  áõôÞ ìå ôç âïÞèåéá  ôùí óõãêå-
êñéìÝíùí áñ÷éêþí óõíèçêþí 

In[27]:= ics

Out[27]= 8xH0L == x0, x£H0L == v0<
Ôüôå ðñïêýðôåé áìÝóùò ôï óýóôçìá ôùí äýï ãñáììéêþí áëãåâñéêþí åîéóþóåùí

In[28]:= óýóôçìá = 8xg@0D ä x0, H∂t xg@tD ê. t Æ 0L ä v0<
Out[28]= 8k2 == x0, k1 == v0<
Áõôü  ìÜëéóôá  óôçí  åîáéñåôéêÜ  áðëÞ  ðåñßðôùóÞ  ìáò  äå  ÷ñåéÜæåôáé  éäéáßôåñá  ôçí  åíôïëÞ

Solve,  þóôå  íá  ìáò  äþóåé  ôéò  æçôïýìåíåò  óõãêåêñéìÝíåò  ôéìÝò  ôùí  áñ÷éêÜ  áõèáßñåôùí
óôáèåñþí k1,2 . Ç åíôïëÞ áõôÞ (áðüëõôá ôåôñéììÝíç åí ðñïêåéìÝíù) ðáßñíåé ôçí ìïñöÞ

In[29]:= óôáèåñÝò = Solve@óýóôçìá, 8k1, k2<DP1T
Out[29]= 8k2 Ø x0, k1 Ø v0<
Ôþñá ç ãåíéêÞ ëýóç xgHtL  ìåôáðßðôåé óôç ìåñéêÞ ëýóç xpHtL
In[30]:= 8xp1@t_D = xg@tD ê. óôáèåñÝò, xp1@tD ä xp@tD<
Out[30]= :-

g t2
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

2
+ v0 t + x0, True>

ðïõ Ý÷åé Þäç âñåèåß (êáôåõèåßáí ìå ôç ÷ñÞóç ôçò åíôïëÞò DSolve) ðéï ðÜíù. Ç ðñþôç áõ-
ôÞ ìÝèïäïò, äçëáäÞ ÷ùñéóôüò åîáñ÷Þò õðïëïãéóìüò ôçò ìåñéêÞò ëýóåùò xpHtL  (ìÝóù ôçò

åíôïëÞò DSolve), üôáí ç ãåíéêÞ ëýóç xgHtL  åßíáé Þäç ãíùóôÞ, åßíáé ðñïöáíþò õðïëïãéóôé-
êÜ äáðáíçñÞ (ìÝóá óôç Mathematica), áëëÜ ðñáêôéêÜ (ðñïãñáììáôéóôéêÜ) ðïëý ðéï åýêïëç.

Ìðïñåß  íá  óçìåéùèåß  åðßóçò  üôé  áðü  ôç  èÝóç (ôï  ýøïò)  xpHtL  ôïõ  õëéêïý  óçìåßïõ  M  ðïõ
Þäç âñÝèçêå ìðïñïýìå óôç óõíÝ÷åéá Üìåóá (ìå áðëÝò ðáñáãùãßóåéò) íá ðñïóäéïñßóïõìå
ôçí ôá÷ýôçôÜ ôïõ vpHtL  êáèþò êáé ôçí åðéôÜ÷õíóÞ ôïõ  apHtL
In[31]:= 8vp@t_D = ∂t xp@tD, ap@t_D = ∂t vp@tD<
Out[31]= 8v0 - g t, -g<
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Áðü áõôÝò ç ôá÷ýôçôá vpHtL  ìåôáâÜëëåôáé ãñáììéêÜ ìå ôï ÷ñüíï t , åíþ ç åðéôÜ÷õíóç apHtL
åßíáé ðñïöáíþò óôáèåñÞ: apHtL = -g  óôï óõãêåêñéìÝíï ìç÷áíéêü ðñüâëçìÜ ìáò.

2.6. ÃñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôçò ëýóåùò

Áí èÝëïõìå íá äéáíèßóïõìå êÜðùò ôï êåßìåíï êáé ôïõò õðïëïãéóìïýò ôïõ ðáñüíôïò note-
book ìå ìéá ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ãéá  ôç èÝóç (ôï ýøïò) xpHtL  ôïõ õëéêïý óçìåßïõ M ,  áõôü

åßíáé åîáéñåôéêÜ åýêïëï ìå ÷ñÞóç ôçò åíôïëÞò Plot ãéá óõãêåêñéìÝíåò ôéìÝò ôçò åðéôá÷ýí-
óåùò ôçò âáñýôçôáò g  êáé ôùí áñ÷éêþí óõíèçêþí x0  êáé v0 . Áõôü öáßíåôáé êáé óôï ó÷Þìá:

In[32]:= Plot@xp@tD ê. 8g Æ 9.81, x0 Æ 20, v0 Æ 0<, 8t, 0, 2<D;

0.5 1 1.5 2
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Ìðïñïýí áóöáëþò íá ãßíïõí äéÜöïñåò öõóéêÝò êáé åýëïãåò ðáñáôçñÞóåéò áðü ôï ó÷Þìá
áõôü, ð.÷. üôé ôï õëéêü óçìåßï M  êéíåßôáé ìå ïëïÝíá áõîáíüìåíç ôá÷ýôçôá ðñïò ôç ãç Ý÷ï-
íôáò  îåêéíÞóåé  (áðü  ôç  èÝóç  x0 = 20)  áðü  êáôÜóôáóç  çñåìßáò.  Ðáñáôçñåßôáé  åðßóçò  üôé
ìåôÜ ôçí ðÜñïäï ðåñßðïõ 2 sec ôï õëéêü óçìåßï Ý÷åé ó÷åäüí öèÜóåé óôçí åðéöÜíåéá ôçò
ãçò, ðñÜãìá ðñïöáíÝò. 

Óå  ìéá  ðéï  åðßóçìç  ðáñïõóßáóç  ôçò  ëýóåùò  áõôïý  ôïõ  ðñïâëÞìáôïò  áñ÷éêþí  ôéìþí  ôï
ðáñáðÜíù ó÷Þìá èá ìðïñïýóå íá ãßíåé ðåñéóóüôåñï óáöÝò êáé åíôõðùóéáêü ùò åîÞò:

In[33]:= Plot@xp@tD ê. 8g Æ 9.81, x0 Æ 20, v0 Æ 0<, 8t, 0, 2<,
DefaultFont Æ 8"MgHelvetia", 14<, ImageSize Æ 355,
AxesLabel Æ 8"xñüíïò t", "èÝóç x"<, PlotStyle Æ 8Thickness@0.015D<,
PlotLabel Æ FontForm@" ÅËÅÕÈÅÑÇ ÐÔÙÓÇ", 8"MgHelvetia", 18<DD;

0.5 1 1.5 2
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èÝóç x ÅËÅÕÈÅÑÇ ÐÔÙÓÇ
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Åäþ êáèïñßóèçêáí ç ãñáììáôïóåéñÜ, ç MgHelvetia (óå äýï äéáöïñåôéêÜ ìåãÝèç), ï ôßôëïò,
ïé  Üîïíåò  êáé  ôï  ðÜ÷ïò  ôçò  ãñáöéêÞò  ðáñáóôÜóåùò.  Ôï  ßäéï  ó÷Þìá  ìðïñåß  íá  ãßíåé  êáé
ðïëý ðåñéóóüôåñï ëåðôïìåñÝò êáé åíôõðùóéáêü áðü ôïí áöïóéùìÝíï êáé Ýìðåéñï ÷ñÞóôç
ôçò  Mathematica  (ðïõ  óßãïõñá  äåí  åßíáé  ï  ãñÜöùí).  Ðáñáäåßãìáôïò  ÷Üñç,  ìðïñïýìå  íá
åéóáãÜãïõìå  ÷ñþìá,  íá  ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå  Üëëåò  ðéï  êáôÜëëçëåò  ãñáììáôïóåéñÝò,  êëð.,
êëð. Ïé ó÷åôéêÝò ëåðôïìÝñåéåò îåöåýãïõí áðü ôïõò óôü÷ïõò ôïõ ðáñüíôïò notebook.

2.7. Ç ìÝèïäïò ôçò ÷áñáêôçñéóôéêÞò åîéóþóåùò

ÅðéóôñÝöïíôáò  óôï  êýñéï,  óôï  ìáèçìáôéêü  ìÝñïò  ôïõ ðáñüíôïò  ðñïâëÞìáôïò,  ìðïñïýìå
áóöáëþò íá  óçìåéþóïõìå  êáé  ôç  äõíáôüôçôá  åðéëýóåùò  ôçò áñ÷éêÞò  äéáöïñéêÞò  åîéóþ-

óåùò de ìå ôçí êëáóéêÞ ìÝèïäï åðéëýóåùò ìç ïìïãåíþí ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóå-
ùí.  Ðéï óõãêåêñéìÝíá ôï ÷áñáêôçñéóôéêü ðïëõþíõìü ôçò pHìL  ðáßñíåé  åí ðñïêåéìÝíù ôçí
ôåôñéììÝíç ìïñöÞ pHìL = ì2 ìå äéðëÞ ñßæá ôï ìçäÝí, ç áíôßóôïé÷ç ÷áñáêôçñéóôéêÞ åîßóùóç
åßíáé ì2 = 0. ¢ñá ç ãåíéêÞ ëýóç xhHtL  ôçò áíôßóôïé÷çò ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò 

In[34]:= deh = deP1T ä 0

Out[34]= x££HtL == 0

åßíáé áðëÜ ôçò ìïñöÞò  

In[35]:= xh@t_D := k1 t + k2

ìå ìåñéêÞ ëýóç (partial solution) xsHtL  ôçò ìç ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò de ð.÷. ôçí 

In[36]:= xs@t_D := -
1
ÄÄÄÄÄÄ
2

 g t2

ç ïðïßá åßíáé  ç áðëïýóôåñç äõíáôÞ.  ÅðïìÝíùò ç ãåíéêÞ ëýóç xgenHtL  ôçò äéáöïñéêÞò åîé-

óþóåùò de èá åßíáé ôï Üèñïéóìá

In[37]:= xgen@t_D = xh@tD + xs@tD
Out[37]= -

g t2
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

2
+ k1 t + k2

óå áðüëõôç óõìöùíßá ìå üóá Þäç âñÝèçêáí

In[38]:= ver2 = xgen@tD ä xg@tD
Out[38]= True

2.8. H ìÝèïäïò ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý Laplace

Ðñï÷ùñþíôáò óôï ðáñüí ðïëý áðëü notebook ôçò Mathematica,  èá  ðñÝðåé  áóöáëþò íá
áíáöÝñïõìå  êáé  ôç  äõíáôüôçôá  åðéëýóåùò  ôïõ  ðáñüíôïò  óôïé÷åéþäïõò  ðñïâëÞìáôïò
ÊéíçìáôéêÞò-ÄõíáìéêÞò  ìå  ôçí  êëáóéêÞ  ðéá  ìÝèïäï  ôïõ  ìåôáó÷çìáôéóìïý  Laplace.  Áõôüò
åßíáé  Ýíáò  ðïëý  ãíùóôüò  ïëïêëçñùôéêüò  ìåôáó÷çìáôéóìüò,  éäéáßôåñá  ÷ñÞóéìïò  ãéá  ôçí
åðßëõóç ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí ìå óôáèåñïýò óõíôåëåóôÝò. Ç ó÷åôéêÞ åíôïëÞ

ôçò Mathematica åßíáé ç åíôïëÞ  LaplaceTransform. 
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Ìåôáó÷çìáôßæïõìå åðïìÝíùò ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç de êáôÜ Laplace (åííïåßôáé êáé ôá äýï
ìÝëç ôçò ôáõôü÷ñïíá). ¸ôóé ðñïêýðôåé

In[39]:= lt1 = LaplaceTransform@de, t, sD
Out[39]= LaplaceTransform@xHtL, t, sD s2 - xH0L s - x£H0L == -

g
ÅÅÅÅÅÅ
s

Ç  íÝá  áõôÞ  åîßóùóç  lt1  åßíáé  ðéá  êáèáñÜ  áëãåâñéêÞ  (÷ùñßò  ðáñáãþãïõò  ðëÝïí),  ìå  ìå-
ôáâëçôÞ ôï s  (ü÷é ðéá ôï ÷ñüíï t ) êáé ìå Üãíùóôç áõíÜñôçóç ôï ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace
XHsL = L 8xHtL<  ôçò èÝóåùò xHtL  ôïõ õëéêïý óçìåßïõ M .  Åßíáé  åðßóçò ðñþôïõ âáèìïý. ¢ñá ç
åðßëõóÞ ôçò åßíáé ðëÞñùò ôåôñéììÝíç. ¸÷ïõìå åðïìÝíùò ôç ëýóç

In[40]:= sol2 = Solve@lt1, LaplaceTransform@x@tD, t, sDD
Out[40]= ::LaplaceTransform@xHtL, t, sD Ø

- gÅÅÅÅÅs + s xH0L + x£H0L
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

s2 >>
ÁðïìÝíåé  ôþñá  ç  åýñåóç  ôïõ  áíôßóôñïöïõ  ìåôáó÷çìáôéóìïý  Laplace  (ìå  ôç  ÷ñÞóç  ôçò

åíôïëÞò InverseLaplaceTransform) ãéá ôïí ðñïóäéïñéóìü ôçò èÝóåùò xHtL  ôïõ õëéêïý óç-
ìåßïõ  M  áðü  ôï  ìåôáó÷çìáôéóìü  Laplace  ôçò  XHsL (äçëáäÞ  ìå  åðéóôñïöÞ  óôï  ÷ñüíï  t ).
¢ñá Ý÷ïõìå Üìåóá

In[41]:= xL@t_D = InverseLaplaceTransform@sol2P1, 1, 2T, s, tD
Out[41]= -

g t2
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

2
+ x£H0L t + xH0L

ãéá ôç ëýóç áõôÞ xLHtL   (ìå ôï äåßêôç áöéåñùìÝíï óôï áñ÷éêü ãñÜììá L ôïõ ìåôáó÷çìáôé-

óìïý  Laplace  ðïõ  Þäç  ÷ñçóéìïðïéÞóáìå).  ÂñÞêáìå  êáé  ðÜëé  ïõóéáóôéêÜ  ôçí  ßäéá  áêñéâþò
ëýóç óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóÞ ìáò:

In[42]:= ver3 = xL@tD ä xp@tD ê. 8x@0D Æ x0, x '@0D Æ v0<
Out[42]= True

ìå ôéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò xH0L  êáé x ' H0L  áõèáßñåôåò (óáí íá Þóáí, áí êáé äåí åßíáé, ôõ÷áßåò
óôáèåñÝò)  Þ  ìå  äåäïìÝíåò áñ÷éêÝò  ôéìÝò  x0  êáé  v0  áíôßóôïé÷á  áíÜëïãá  ìå  ôçí  åñìçíåßá
ðïõ äßíåé óôç ëýóç áõôÞ ï ÷ñÞóôçò ôçò ìåèüäïõ. Ãéá íá åßìáóôå ëßãï ðéï äßêáéïé, ç åñìç-
íåßá ôùí äåäïìÝíùí áñ÷éêþí óõíèçêþí öáßíåôáé ðïëý ðéï ëïãéêÞ (éäßùò üôáí ÷ñçóéìïðïé-
ïýìå ôïí ìåôáó÷çìáôéóìü Laplace, üðïõ áõôÝò äçëþíïíôáé ñçôÜ: xH0L  êáé x ' H0L ) êáé åßíáé ç
åðéêñáôïýóá. ÅðïìÝíùò óýìöùíá ìå ôçí åñìçíåßá áõôÞ ç óõíÜñôçóç xLHtL  áðïôåëåß ìÜë-

ëïí ôç ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêþí ôéìþí eqs =  8de, ics<  ðïõ Ý÷ïõìå ðáñÜ ôç ãåíéêÞ

ëýóç ôçò áñ÷éêÞò  äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò de Ýóôù êáé  ìå ôéò  ðáñïýóåò óõìâïëéêÝò ôéìÝò

ôùí áñ÷éêþí óõíèçêþí (initial conditions) ics.

Ìðïñïýìå åðßóçò íá  ôñïðïðïéÞóïõìå ëßãï ôçí ðáñáðÜíù ëýóç.  Êáôáñ÷Þí ìðïñïýìå íá

äçëþóïõìå  ñçôÜ  óôçí  áëãåâñéêÞ  åîßóùóç  lt1  ôï  ìåôáó÷çìáôéóìü  Laplace  XHsL = L 8xHtL<
ôçò ëýóåùò xHtL  ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò de ðïõ æçôÜìå íá ðñïóäéïñßóïõìå. Ôüôå áõôÞ
ðáßñíåé ôçí ðéï áðëÞ êáé åõáíÜãíùóôç ìïñöÞ
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In[43]:= lt2 = LaplaceTransform@de, t, sD ê. LaplaceTransform@x@tD, t, sD Æ X@sD
Out[43]= XHsL s2 - xH0L s - x£H0L == -

g
ÅÅÅÅÅÅ
s

Ç ìïñöÞ áõôÞ ôçò áëãåâñéêÞò åîéóþóåþò ìáò ìðïñåß íá ãßíåé óáöÝóôåñç ìå ôçí ñçôÞ äÞ-

ëùóç êáé ôùí áñ÷éêþí óõíèçêþí ics, äçëáäÞ xH0L = x0  êáé x ' H0L = v0 , ùò åîÞò:

In[44]:= lt3 = lt2 ê. 8x@0D Æ x0, x'@0D Æ v0<
Out[44]= XHsL s2 - x0 s - v0 == -

g
ÅÅÅÅÅÅ
s

Ëýíïíôáò ôþñá ùò ðñïò XHsL , âñßóêïõìå

In[45]:= sol3 = Solve@lt3, X@sDD
Out[45]= ::XHsL Ø

- gÅÅÅÅÅs + v0 + s x0
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

s2 >>
êáé ôåëéêÜ ãéá ôç ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêþí ôéìþí ðïõ æçôïýìå (ìåñéêÞ ëýóç ôçò äéá-

öïñéêÞò åîéóþóåùò de)

In[46]:= xLp@t_D = InverseLaplaceTransform@sol3P1, 1, 2T, s, tD
Out[46]= -

g t2
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

2
+ v0 t + x0

áðïëýôùò áíÜëïãá ìå ðñïçãïõìÝíùò, ãéáôß ðñïöáíþò 

In[47]:= ver4 = xp@tD ä xLp@tD
Out[47]= True

Áóöáëþò ôá äýï ôåëåõôáßá âÞìáôá ôçò ëýóåùò ìðïñïýí íá óõíäõáóèïýí åðßóçò óå Ýíá 

In[48]:= xLp@t_D = InverseLaplaceTransform@Solve@lt3, X@sDDP1, 1, 2T, s, tD
Out[48]= -

g t2
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

2
+ v0 t + x0

ãéá ôçí åýñåóç ôçò ëýóåùò ôïõ ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêþí ôéìþí ðïõ æçôÜìå. Óçìåéþíåôáé ôÝ-

ëïò üôé, åðåéäÞ ïé áñ÷éêÝò óõíèÞêåò ics åßíáé Þäç ãíùóôÝò

In[49]:= ics

Out[49]= 8xH0L == x0, x£H0L == v0<
ç  åíôïëÞ  åõñÝóåùò  ôçò  ôåëéêÞò  áëãåâñéêÞò  åîéóþóåùò  (ðñùôïâÜèìéïõ  ðïëõùíýìïõ  lt3
ùò ðñïò XHsL ) èá ìðïñïýóå íá åß÷å êáé ôçí åîÞò åíáëëáêôéêÞ áðëïðïéçìÝíç ìïñöÞ: 

In[50]:= lt3 = lt2 ê. Hics ê. Equal Æ RuleL
Out[50]= XHsL s2 - x0 s - v0 == -

g
ÅÅÅÅÅÅ
s
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ÅÖÁÑÌÏÓÌÅÍÅÓ ANIMATIONS
ÔÏÕ ÐÏËÉÔÉÊÏÕ ÌÇ×ÁÍÉÊÏÕ

Óôéò åðüìåíåò óåëßäåò ðáñáôßèåíôáé äýï åöáñìïóìÝíá notebooks ôçò Mathematica ãéá anima-
tions, äçëáäÞ ãéá ôç äçìéïõñãßá êéíÞóåùòóå ó÷Þìáôá (Þ êéíïýìåíùíó÷çìÜôùí). ÁõôÜ ôánotebooks
ãéá animations ìáò äåß÷íïõí ðþò ìðïñåß íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç Mathematica ãéá ôç äçìéïõñãßá ani-
mations. Ôá ôåëéêÜ áñ÷åßá ðïõ äçìéïõñãåß ç Mathematica åßíáé áñ÷åßá ôýðïõ animated gif. ÁõôÜ
ìðïñïýí åýêïëá íá åìöáíéóèïýí óáí êéíïýìåíá ó÷Þìáôá óôçí ïèüíç ôïõ õðïëïãéóôÞ ìÝóù ôùí
Windows. ÕðÜñ÷åé åðßóçò êáé ç äõíáôüôçôá íá áíáñôçèïýí óôï äéáäßêôõï (internet) ãéá áíÜëïãç
åìöÜíéóç óå ïðïéïäÞðïôå õðïëïãéóôÞ óõíäåäåìÝíï óôï äéáäßêôõï.

Ôá äýï áõôÜ notebooks áöïñïýí óå åöáñìïãÝò ðïõ ó÷åôßæïíôáé Üìåóá ìå ôçí ÅðéóôÞìç ôïõ
Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý êáé åéäéêüôåñá ìå ôéò Ôáëáíôþóåéò: åäþ åíüò ìç÷áíéêïý óõóôÞìáôïò ìÜæáò--
åëáôçñßïõ êáé åíüò ìïíþñïöïõ éäåáôïý êôéñßïõ äéáôìÞóåùò. Âáóßæïíôáé óôá áðïôåëÝóìáôá ôçò
åðéëýóåùò ôùí ó÷åôéêþí óõíÞèùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí. ÁõôÜ ôá äýï notebooks åßíáé ôá åîÞò:

• ÅÖÁÑÌÏÓÌÅÍÅÓ ANIMATIONS
1. Notebook ãéáAnimations: Animations--MassSpringVibrations: Eëåýèåñåò ÔáëáíôþóåéòÌç-

÷áíéêïý ÓõóôÞìáôïò ÌÜæáò--Åëáôçñßïõ (8 óåëßäåò)

Ðåñßëçøç ôïõ notebook: Óôï notebook áõôü ìÝóù ôçò ÷ñÞóåùò animations (êéíÞóåùò óå
ó÷Þìáôá, êéíïýìåíùí ó÷çìÜôùí) åîåôÜæåôáé ôï ðïëý åíäéáöÝñïí öáéíüìåíï ôùí åëåýèåñùí
ôáëáíôþóåùí ôïõ êëáóéêïý ìïíïâÜèìéïõ ìç÷áíéêïý óõóôÞìáôïò ìÜæáò--åëáôçñßïõ ìå éäéï-
óõ÷íüôçôáù0. Ðñþôá áíáöÝñåôáé ç ó÷åôéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç êáé ðñïóäéïñßæåôáé ç ãåíéêÞ
ëýóç ôçò. Óôç óõíÝ÷åéá ðñïóôßèåíôáé êáé áñ÷éêÝò óõíèÞêåò (áñ÷éêÞ èÝóç êáé áñ÷éêÞ ôá÷ý-
ôçôá ôïõ õëéêïý óçìåßïõ) êáé îáíáëýíåôáé ç ßäéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç
ôçò ëýóåùò óôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóç ìçäåíéêÞò áñ÷éêÞò èÝóåùò. ÌåôÜ ôï åéóáãùãéêü áõôü ìÝ-
ñïò áêïëïõèåß ôï êýñéï ìÝñïò ôïõ notebook. Áõôü ðåñéëáìâÜíåé ôç ó÷åäßáóç ôïõ åëáôçñßïõ,
ôçò óôåñåþóåùò ôïõ áñéóôåñïý Üêñïõ ôïõ êáé ôçò ìÜæáò óôï äåîéü Üêñï ôïõ ìå ôï åëáôÞñéï
êáé ôç ìÜæá óáí óõíáñôÞóåéò ôïõ ÷ñüíïõ t. ¼ëá áõôÜ ìáæß äçìéïõñãïýí ôï ó÷åôéêü ó÷Þìá
(êé áõôü âÝâáéá óáí óõíÜñôçóç ôïõ ÷ñüíïõ t) ðïõ ó÷åäéÜæåôáé ãéá éäéïóõ÷íüôçôá ù0 = 1
(äçëáäÞ ãéá ðåñßïäï Ô = 2ð) óå ìéá áêïëïõèßá ó÷çìÜôùí áðü t = 0 ìÝ÷ñé êáé t = 2ð− (ð/ 8)
áíÜ ð/ 8. Äçìéïõñãïýìå Ýôóé 16 ó÷Þìáôá ðïõ äåß÷íïõí ðïéá áêñéâþò ìïñöÞ ðáßñíåé ôï ìç-
÷áíéêü óýóôçìá ìÜæáò--åëáôçñßïõ ðïõ åîåôÜæïõìå (åííïåßôáé ãéá ôéò ôéìÝò ôùí óôáèåñþí
ðïõ åðéëÝîáìå). Ôá ó÷Þìáôá áõôÜ ðáñïõóéÜæïíôáé åäþ óôï ÷áñôß. Óôïí õðïëïãéóôÞ üìùò
ìå âÜóç ôá ó÷Þìáôá áõôÜ äçìéïõñãåßôáé Üìåóá ç ó÷åôéêÞ animation (ôï ó÷åôéêü êéíïýìåíï
ó÷Þìá) ðÜíù óôçí ïèüíç ãéá ôéò åëåýèåñåò ôáëáíôþóåéò ôïõ ðáñüíôïò ìç÷áíéêïý óõóôÞ-
ìáôïò ìÜæáò--åëáôçñßïõ. Ôçí animation áõôÞ ìðïñïýìå Üìåóá íá ôçí «åîáãÜãïõìå» áðü ôç
Mathematica êáé íá ôçí êÜíïõìå áðüëõôá áíåîÜñôçôç áðü áõôÞ ó’ Ýíá áñ÷åßï gif. Áõôü ìðï-
ñåß íá åßíáé äéáèÝóéìï ïðïõäÞðïôå ÷ùñßò íá Ý÷åé áíÜãêç ôç äéáèåóéìüôçôá ôçò Mathematica.
Óôçí åðüìåíç åíüôçôá ôïõ notebook ôá áðïôåëÝóìáôá áõôÜ ãåíéêåýïíôáé óôçí ðåñßðôùóç
õðÜñîåùò êáé áðïóâÝóåùò ìå ëüãï áðïóâÝóåùò î = 0.2 îáíÜ ãéáù0 = 1. Ôþñá üìùò ìå ôçí
áðüóâåóç ôùí ôáëáíôþóåùí ôï öáéíüìåíï äåí åßíáé ðéá ðåñéïäéêü, áëëÜ óâÞíåé ëßãï--ëßãï
ìå ôï ÷ñüíï. Ôï åíäéáöÝñïí ðÜíôùò åßíáé üôé êáé óôéò äýï ðåñéðôþóåéò ôáëáíôþóåùí (ôüóï
÷ùñßò áðüóâåóç üóï êáé ìå áðüóâåóç) Ý÷ïõìå ìéá ðëÞñç åéêüíá ôïõ óõóôÞìáôïò ìÜæáò--
åëáôçñßïõ ðáñüìïéá ìå ôï ðñáãìáôéêü ìç÷áíéêü óýóôçìá óå êßíçóç (ôï êéíïýìåíï ó÷Þìá).
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2. Notebook ãéá Animations: Animations--BuildingVibrations: Ôáëáíôþóåéò Ìïíþñïöïõ Êôé-
ñßïõ (20 óåëßäåò)

Ðåñßëçøç ôïõ notebook: Óáí óõíÝ÷åéá ôïõ ðñïçãïýìåíïõ notebook óôï notebook áõôü êáé
ðÜëé ìÝóù ôçò ÷ñÞóåùò animations (êéíÞóåùò óå ó÷Þìáôá, êéíïýìåíùí ó÷çìÜôùí) åîåôÜæå-
ôáé ôï áêüìç ðéï åíäéáöÝñïí ãéá ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü öáéíüìåíï ôùí ôáëáíôþóåùí åíüò
ìïíþñïöïõ éäåáôïý êôéñßïõ äéáôìÞóåùò ìå äýï õðïóôõëþìáôá. Êáô’ áñ÷Þí óôï ðñüâëçìá
áõôü ëýíåôáé ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôçò óõíÞèïõò äïêïý ãéá Ýíá õðïóôýëùìá ðáêôùìÝíï
óôá äýï Üêñá ôïõ, áëë’ åðéôñÝðïíôáò êÜèåôåò ìåôáôïðßóåéò óôá Üêñá áõôÜ êáé ü÷é ìå âÜóç
ôçí êëáóéêÞ ðÜêôùóç. Áõôü áêñéâþò óõìâáßíåé óôá õðïóôõëþìáôá ôïõ ìïíþñïöïõ êôéñßïõ
ðïõ åîåôÜæåôáé åäþ. Óôç óõíÝ÷åéá ëýíïíôáé ïé äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ãéá ôéò ôáëáíôþóåéò ôçò
ðëÜêáò ôïõ ìïíþñïöïõ êôéñßïõ ðñþôá ãéá åëåýèåñåò ôáëáíôþóåéò êáé ìåôÜ êáé ãéá ôáëá-
íôþóåéò ðïõ ïöåßëïíôáé óå çìéôïíéêÞ êßíçóç ôïõ åäÜöïõò, ð.÷. óå Ýíáí õðåñáðëïðïéçìÝíï
óåéóìü. Èåùñïýíôáé êáé ïé äýï ðåñéðôþóåéò õðÜñîåùò êáé ìç õðÜñîåùò áðïóâÝóåùò. ÔÝ-
ëïò èåùñåßôáé êáé ç åéäéêÞ ðåñßðôùóç ôïõ óõíôïíéóìïý, üðïõ ç óõ÷íüôçôá ôçò ðáñïýóáò
õðåñáðëïðïéçìÝíçò óåéóìéêÞò êáôáðïíÞóåùò óõìðßðôåé ìå ôçí éäéïóõ÷íüôçôá ôïõ ìïíþ-
ñïöïõ êôéñßïõ. ÌåôÜ ôï åéóáãùãéêü áõôü ìÝñïò ìå ôéò åðéëýóåéò ôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí
áêïëïõèåß ôï êýñéï ìÝñïò ôïõ notebook ìå ôéò animations. Ó’ áõôü áíÜëïãá êáé ìå ôï ðñïç-
ãïýìåíï notebook äçìéïõñãïýíôáé ïé ó÷åôéêÝò animations ðïõ äåß÷íïõí ðþò áêñéâþò êéíåßôáé
ôï ðáñüí ìïíþñïöï éäåáôü êôßñéï äéáôìÞóåùò. (á) Ðñþôá ãéá åëåýèåñç ôáëÜíôùóç ÷ùñßò
áðüóâåóç êáé ÷ùñßò óåéóìéêÞ öüñôéóç. (â) ÌåôÜ ãéá ôáëÜíôùóç ðïõ ïöåßëåôáé óå çìéôïíéêÞ
óåéóìéêÞ öüñôéóç (ìå êßíçóç åäþ êáé ôïõ åäÜöïõò, ü÷é ìüíï ôçò ðëÜêáò ôïõ êôéñßïõ) êáé ðÜëé
÷ùñßò áðüóâåóç. (ã) Óôç óõíÝ÷åéá ãéá üìïéá óåéóìéêÞ öüñôéóç, áëëÜ ôþñá êáé ìå óõíôïíé-
óìü. (ä) ÔÝëïò ãéá åëåýèåñåò ôáëáíôþóåéò ÷ùñßò óåéóìéêÞ öüñôéóç, áëëÜ ìå áðüóâåóç. Åßíáé
ðñïöáíÝò üôé ïé äýï ðñþôåò áðü ôéò animations áõôÝò áöïñïýí óå ðåñéïäéêÜ öáéíüìåíá,
åíþ ïé äýï ôåëåõôáßåò (áõôÝò ìå óõíôïíéóìü êáé ìå áðüóâåóç áíôßóôïé÷á) óå ìç ðåñéïäéêÜ.
Åäþ âÝâáéá üëá ôá ó÷åôéêÜ ó÷Þìáôá ðïõ ðáñéóôÜíïõí ôï ìïíþñïöï êôßñéï (Ýäáöïò, õðï-
óôõëþìáôá êáé ðëÜêá) ðáñïõóéÜæïíôáé, üðùò áêñéâþò êáé óôï ðñïçãïýìåíï notebook, óôï
÷áñôß. Óôïí õðïëïãéóôÞ üìùò ìå âÜóç ôá ó÷Þìáôá áõôÜ äçìéïõñãïýíôáé Üìåóá ïé ó÷åôéêÝò
animations (ôá ó÷åôéêÜ êéíïýìåíá ó÷Þìáôá) ðÜíù óôçí ïèüíç ãéá ôéò ôáëáíôþóåéò ðïõ áíá-
öÝñáìå ôïõ ðáñüíôïò ìïíþñïöïõ éäåáôïý êôéñßïõ äéáôìÞóåùò. Ôéò animations áõôÝò ìðï-
ñïýìå (üðùò êáé ðñéí) Üìåóá íá ôéò «åîáãÜãïõìå» áðü ôç Mathematica êáé íá ôéò êÜíïõìå
áðüëõôá áíåîÜñôçôåò áðü áõôÞ óå áñ÷åßá gif (åäþ äçìéïõñãïýìå ôÝóóåñá ó÷åôéêÜ áñ÷åßá).
ÁõôÜ ìðïñïýí íá åßíáé äéáèÝóéìá ïðïõäÞðïôå ÷ùñßò íá Ý÷ïõí áíÜãêç ôç äéáèåóéìüôçôá ôçò
Mathematica. Êáé óôéò ôÝóóåñéò ðåñéðôþóåéò ðïõ åîåôÜóáìå Ý÷ïõìå ìéá ðëÞñç êáé áñêåôÜ
áêñéâÞ åéêüíá ôïõ êôéñßïõ ðïõ ôáëáíôþíåôáé ðáñüìïéá ìå ôï áíôßóôïé÷ï ðñáãìáôéêü êôßñéï.

Ç ðáñïõóßá åäþ áõôþí ôùí äýï notebooks ãéá animations (êßíçóç óå ó÷Þìáôá, êéíïýìåíá
ó÷Þìáôá) åëðßæåôáé üôé èá åðéôñÝøåé ôç ÷ñÞóç ôùí animations ìÝóù ôçò Mathematica áðü ôï
öïéôçôÞ/ôç öïéôÞôñéá Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü ãéá ôçí ðñïåôïéìáóßá êáé ôùí äéêþí ôïõ/ôùí äéêþí
ôçò animations óôá ÅöáñìïóìÝíá ÌáèçìáôéêÜ ÉÉ êáé óôçí ÅðéóôÞìç ôïõ Ðïëéôéêïý Ìç÷áíéêïý
ãåíéêüôåñá. Ïé animations ðñïóöÝñïõí ìéá èáõìÜóéá äõíáôüôçôá ïðôéêÞò êáôáíïÞóåùò åíüò
öáéíïìÝíïõ óõíÞèùò (ü÷é üìùò êáé êáô’ áíÜãêç) äõíáìéêïý.

Áðü ôçí Üëëç ðëåõñÜ ç Mathematica ðñïóöÝñåé ôç äõíáôüôçôá åêôåëÝóåùò ôùí áíáëõôéêþí
êáé áñéèìçôéêþí õðïëïãéóìþí ðïõ áðáéôïýíôáé óå Ýíá ðñüâëçìá, áëëÜ êáé ôçò äçìéïõñãßáò ôçò
animation ãéá ôï «æùíôÜíåìá» ôùí ôåëéêþí áðïôåëåóìÜôùí. Ôá ðáñüíôá äýï notebooks ãéá anima-
tions áðïôåëïýí ðáñáäåßãìáôá ôçò ó÷åôéêÞò äéáäéêáóßáò. ÁõôÞ îåêéíÜåé áðü ôïõò õðïëïãéóìïýò
(áíáëõôéêïýò êáé áñéèìçôéêïýò), ðñï÷ùñÜåé óôéò áíáãêáßåò ãñáöéêÝò ðáñáóôÜóåéò ðïõ èá åíóù-
ìáôùèïýí óôçí animation êáé öèÜíåé ôÝëïò óôç äçìéïõñãßá ôïõ ó÷åôéêïý ìå ôçí animation áñ÷åßïõ
ôýðïõ gif, êáëýôåñá animated gif. Áõôü ìÜëéóôá ôï áñ÷åßï åßíáé åíôåëþò áíåîÜñôçôï áðü ôçMathe-
maticaðïõ, üðùò áíáöÝñèçêå, äå ÷ñåéÜæåôáé êáèüëïõ ãéá ôçí åìöÜíéóç ôïõ áñ÷åßïõ gif óôçí ïèüíç
ôïõ õðïëïãéóôÞ. Ç äéáèåóéìüôçôá ôïõ ëåéôïõñãéêïý óõóôÞìáôïò, óõíÞèùò ôùí Windows, áñêåß!



ÅËÅÕÈÅÑÅÓ ÔÁËÁÍÔÙÓÅÉÓ ÌÇ×ÁÍÉÊÏÕ ÓÕÓÔÇÌÁÔÏÓ 

ÌÁÆÁÓ–ÅËÁÔÇÑÉÏÕ 

Óôï notebook áõôü åîåôÜæïõìå ôï ãíùóôü ìáò ìïíïâÜèìéï ìç÷áíéêü óýóôçìá õëéêïý óçìåßïõ (ìÜæáò m )

êáé åëáôçñßïõ (óôáèåñÜò k ) óå åëåýèåñåò ôáëáíôþóåéò ÷ùñßò öõóéêÜ öüñôéóç Þ åîùôåñéêÞ äýíáìç p (t )

êáé  áñ÷éêÜ ÷ùñßò áðüóâåóç.  Ç ó÷åôéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå Üãíùóôç óõíÜñôçóç ôç ìåôáôüðéóç u (t  )

ôïõ õëéêïý óçìåßïõ (ôçò ìÜæáò m ) ùò ðñïò ôç èÝóç éóïññïðßáò ôïõ u = 0 äßíåôáé óôç ìåèåðüìåíç åíôï-

ëÞ. (Ç ðñþôç ðéï êÜôù åíôïëÞ áöïñÜ áðëÜ óôç ìç åìöÜíéóç ïñéóìÝíùí ðéèáíþí ïñèïãñáöéêþí ëáèþí.)

In[1]:= Off General::spell1

In[2]:= MassSpringODE u'' t 02 u t 0

Out[2]=

ìå  ù0 k m ôç  ó÷åôéêÞ  éäéïóõ÷íüôçôá  (Þ  öõóéêÞ  óõ÷íüôçôá,  åííïåßôáé  ãéá  ôïí  Ðïëéôéêü  Ìç÷áíéêü

öõóéêÞ êõêëéêÞ óõ÷íüôçôá). Ç ãåíéêÞ ëýóç áõôÞò ôçò ãñáììéêÞò óõíÞèïõò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò åßíáé 

In[3]:= GeneralSolution DSolve MassSpringODE, u t , t

Out[3]=

êáé ç áíôßóôïé÷ç óõíÜñôçóç åßíáé

In[4]:= ug t_ GeneralSolution 1, 1, 2

Out[4]=

üðùò Þäç ãíùñßæïõìå êáé ìðïñïýìå ìÜëéóôá íá åðáëçèåýóïõìå 

In[5]:= verg MassSpringODE . u ug Simplify

Out[5]=

Èåùñïýìå ôþñá êáé ôéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò (initial conditions), áñ÷éêÞ èÝóç êáé áñ÷éêÞ ôá÷ýôçôá, ãéá t = 0:

In[6]:= InitialConditions u 0 u0, u' 0 v0 ;

Ôþñá âñßóêïõìå åýêïëá ôç ó÷åôéêÞ ìåñéêÞ ëýóç (Þ åéäéêÞ ëýóç) êáèþò êáé ôçí áíôßóôïé÷ç óõíÜñôçóç  

In[7]:= PartialSolution DSolve MassSpringODE, InitialConditions , u t , t

Out[7]=



In[8]:= up t_ PartialSolution 1, 1, 2 Apart

Out[8]=

ðïõ êé áõôÞ åðáëçèåýåôáé ôüóï ùò ðñïò ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç üóï êáé ùò ðñïò ôéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò 

In[9]:= verp MassSpringODE, InitialConditions . u up Simplify

Out[9]=

Ãéá ôéò óõãêåêñéìÝíåò ôéìÝò 

In[10]:= values 0 1, u0 0, v0 10 ;

ç ëýóç ìáò ðáßñíåé ôþñá ôçí áêüëïõèç ðÜñá ðïëý áðëÞ ìïñöÞ (ðñüêåéôáé ãéá çìéôïíéêÞ óõíÜñôçóç):

In[11]:= uv t_ up t . values

Out[11]=

Íá êáé ç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôçò ëýóåùò áõôÞò óôï ÷ñïíéêü äéÜóôçìá [0, 7ð ]. 

In[12]:= Plot uv t , t, 0, 7 , PlotStyle Thickness 0.01 , PlotRange 10, 10 ,

AxesLabel "u", "" , PlotLabel " ",

DefaultFont "Arial Bold", 12 , Frame True, ImageSize 360 ;

Èá  ðñï÷ùñÞóïõìå  ôþñá  óôç  äçìéïõñãßá  ôçò  animation  (åíüò  ó÷Þìáôïò  ðïõ  êéíåßôáé,  åíüò  êéíïýìåíïõ

ó÷Þìáôïò)  ãéá  ôï  ßäéï  áêñéâþò ðñüâëçìá  êáé  ìå  ôéò  ßäéåò  ôéìÝò  values  ôùí  óôáèåñþí.   Ðñïò ôï  óêïðü

áõôü  õðïèÝôïõìå  ôï  åëáôÞñéï  ìÞêïõò  L  =  20  (óå  cm).  Ôï  áñéóôåñü  Üêñï  ôïõ  åëáôçñßïõ  åßíáé  öõóéêÜ

óôåñåùìÝíï,  åíþ ôï äåîéü  Üêñï  ôïõ åßíáé  óõíäåäåìÝíï ìå ôç ìÜæá  m.   Õðü  áõôÝò ôéò  óõíèÞêåò ç èÝóç

xv t  ôçò  ìÜæáò  m  ùò  ðñïò  ôçí  áñ÷Þ  x  =  0  ôïõ  Üîïíá  x  êáé  ç  ìåôáôüðéóÞ  ôçò  uv t ùò  ðñïò  ôç  èÝóç

éóïññïðßáò ôçò äéáöÝñïõí êáôÜ ôï ìÞêïò L = 20 ôïõ åëáôçñßïõ. ÓõãêåêñéìÝíá

In[13]:= L 20; xv t_ : L uv t

ÐñÝðåé ôþñá íá ó÷åäéÜóïõìå ôï åëáôÞñéï. Áõôü ôï ðåôõ÷áßíïõìå îåêéíþíôáò ìå ôçí åíôïëÞ êáèïñéóìïý

ôùí ãùíéáêþí óçìåßùí ôïõ (ôùí êïñõöþí ôùí ãùíéþí ôïõ) óå ëßóôá



In[14]:= Spring1 t_ : Table 2 k 1 40 xv t , 0.1 1 1 k , k, 1, 20 Expand N;

Óôç óõíÝ÷åéá ðñïóèÝôïõìå (áðü áñéóôåñÜ) óôç ëßóôá áõôÞ ôï áñéóôåñü Üêñï ôïõ åëáôçñßïõ [0, 0.1]

In[15]:= Spring2 t_ : Prepend Spring1 t , 0, 0.1

êáé óôï ôÝëïò ðñïóèÝôïõìå (áðü äåîéÜ, óáí ôåëåõôáßï óôïé÷åßï ôçò ëßóôáò) êáé ôï äåîéü Üêñï ôïõ ßäéïõ

åëáôçñßïõ  (xv t , 0.1).  Ôþñá  âñßóêïõìå  åýêïëá  ôç  ó÷åôéêÞ  ìåñéêÞ  (Þ  åéäéêÞ)  ëýóç  êáé  ôçí  áíôßóôïé÷ç

óõíÜñôçóç, ðïõ ìåôáêéíåßôáé âÝâáéá ìáæß ìå ôç ìÜæá m. Ðñïêýðôåé Ýôóé ç ôåëéêÞ ëßóôá 

In[16]:= Spring t_ : Append Spring2 t , xv t , 0.1 ; Spring t OutputForm

Out[16]//OutputForm=

{{0, 0.1}, {0.5 + 0.25 Sin[t], 0.}, {1.5 + 0.75 Sin[t], 0.2}, 
 
  {2.5 + 1.25 Sin[t], 0.}, {3.5 + 1.75 Sin[t], 0.2}, 
 
  {4.5 + 2.25 Sin[t], 0.}, {5.5 + 2.75 Sin[t], 0.2}, 
 
  {6.5 + 3.25 Sin[t], 0.}, {7.5 + 3.75 Sin[t], 0.2}, 
 
  {8.5 + 4.25 Sin[t], 0.}, {9.5 + 4.75 Sin[t], 0.2}, 
 
  {10.5 + 5.25 Sin[t], 0.}, {11.5 + 5.75 Sin[t], 0.2}, 
 
  {12.5 + 6.25 Sin[t], 0.}, {13.5 + 6.75 Sin[t], 0.2}, 
 
  {14.5 + 7.25 Sin[t], 0.}, {15.5 + 7.75 Sin[t], 0.2}, 
 
  {16.5 + 8.25 Sin[t], 0.}, {17.5 + 8.75 Sin[t], 0.2}, 
 
  {18.5 + 9.25 Sin[t], 0.}, {19.5 + 9.75 Sin[t], 0.2}, 
 
  {20 + 10 Sin[t], 0.1}}

(Ìßá ìüíï åíôïëÞ áñêïýóå. Åíôïýôïéò ÷ñçóéìïðïéÞóáìå ôñåéò åíôïëÝò áðëÜ ãéá åêðáéäåõôéêïýò ëüãïõò.)

Ó÷åäéÜæïõìå ôþñá Ýíá ðïëý ìéêñü ïñèïãþíéï ãéá ôçí áñéóôåñÞ óôáèåñÞ óôÞñéîç ôïõ åëáôçñßïõ

In[17]:= Pin Graphics Rectangle 0.4, 0.07 , 0.4, 0.13 ;

êáé Ýíá ìåãÜëï ïñèïãþíéï ãéá ôç ìÜæá m (ðïõ êéíåßôáé âÝâáéá) ôïõ ðáñüíôïò ìç÷áíéêïý óõóôÞìáôïò 

In[18]:= Mass t_ : Graphics Rectangle xv t , 0 , xv t 3, 0.2 ;

Åßìáóôå ôþñá Ýôïéìïé íá äçìéïõñãÞóïõìå ôçí áêïëïõèßá ôùí ó÷çìÜôùí ôçò ðáñïýóáò animation. Ãéá ôï

óêïðü áõôü óôï ßäéï ó÷Þìá èÝôïõìå ôï ìéêñü ïñèïãþíéï Pin ôçò áñéóôåñÞò óôçñßîåùò ôïõ åëáôçñßïõ, ôç

ìÜæá Mass[t]  êáé ôï ßäéï ôï åëáôÞñéï Spring[t].   ¼ëo áõôü ôï ó÷Þìá èá ôï äçìéïõñãÞóïõìå ìå ôç ÷ñÞóç

ôçò åíôïëÞò Table êáé ìÜëéóôá 16 öïñÝò óôï ÷ñïíéêü äéÜóôçìá [0, 2ð ] áíÜ ð/8. Èá ðáñáëåßøïõìå âÝâáéá

ôï ôåëåõôáßï ó÷Þìá (ãéá t = 2ð ), åðåéäÞ áõôü óõìðßðôåé ìå ôï ðñþôï ó÷Þìá (ãéá t = 0) êáé åðïìÝíùò ü÷é

ìüíï èá åßíáé Ü÷ñçóôï, áëëÜ êáé âëáâåñü óôçí animation ôçí ïðïßá öôåéÜ÷íïõìå. Äçìéïõñãïýìå Ýôóé ìéá

áêïëïõèßá ó÷çìÜôùí VibrationWithoutDampingImages . Áõôü ôï ðåôõ÷áßíïõìå ìå ôñåéò åíôïëÝò. Ç ðñþ-

ôç åíôïëÞ áöïñÜ óôï ó÷Þìá ðïõ öôåéÜ÷íïõìå ìüíï ìéá óõãêåêñéìÝíç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ  t êáé åßíáé óå ìïñ-

öÞ óõíáñôÞóåùò ôïõ ÷ñüíïõ t.. ¸ôóé èá ìðïñïýìå íá ôçí êáëïýìå üðïéá ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t åìåßò èÝëïõìå.

In[19]:= image t_ : Show Pin, Mass t , ListPlot Spring t , PlotJoined True,

PlotStyle Thickness 0.012 , Hue 0 , DisplayFunction Identity ,

AspectRatio 0.15, PlotRange 0, 35 , 0.1, 0.35 , Axes True,

AxesLabel "x", "" , Ticks 0, 10, 20, 30 , 0.1, 0.1, 0.3 ,

DefaultFont "Arial Bold", 14 , Background Hue 0.15 ,

ImageSize 560, PlotLabel label

Ç äåýôåñç åíôïëÞ áöïñÜ óôïí ôßôëï ôçò ãñáöéêÞò ðáñáóôÜóåùò (ãéá êÜèå ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t ): 

In[20]:= label " – ";



ÔÝëïò  ç  ôñßôç  åíôïëÞ  äçìéïõñãåß  ôçí  áêïëïõèßá  ôùí  ó÷çìÜôùí ôá  ïðïßá  èÝëïõìå  óôçí  animation ðïõ

öôåéÜ÷íïõìå ìå ôçí åíôïëÞ Table êáé ìå åðáíåéëçììÝíåò êëÞóåéò ó' áõôÞí (áíÜ ÷ñïíéêÜ äéáóôÞìáôá ð/8)

ôçò óõíáñôÞóåùò  image[t]  ðïõ Þäç ïñßóáìå.  (ÐáñåíèåôéêÜ óçìåéþíïõìå üôé  ïé  ôñåéò  ðéï ðÜíù åíôïëÝò

èá ìðïñïýóáí åýêïëá íá åß÷áí óõíäõáóèåß óå ìßá ìüíï åíôïëÞ. Áõôü üìùò äå ìáò åîõðçñåôåß åäþ.)

In[21]:= VibrationWithoutDampingImages Table image t , t, 0, 2 8, 8 ;



In[22]:= Length VibrationWithoutDampingImages

Out[22]=

(ÄçëáäÞ Ý÷ïõìå 16 óõíïëéêÜ ó÷Þìáôá.) Ôþñá ãéá íá äïýìå óô'  áëÞèåéá ôçí animation ìáò, èá ðñÝðåé íá

"óçìáäÝøïõìå"  üëá áõôÜ ôá ó÷Þìáôá ìå ðÜôçìá ôïõ ðïíôéêéïý äåîéÜ óå ìßá áðü ôéò äýï ó÷åôéêÝò êáôá-

êüñõöåò  ìðëå  ãñáììÝò ðïõ ðåñéÝ÷ïõí ôá ó÷Þìáôá  áõôÜ (êáé  êáíÝíá Üëëï ó÷Þìá!),  þóôå  íá ìáõñßóïõí.

Óôç óõíÝ÷åéá  ðáôÜìå  Ctrl  Y  (áðü  ôï  ðëçêôñïëüãéï)  Þ  åíáëëáêôéêÜ Cell   Animate  Selected Graphics



(áðü ôéò åðéëïãÝò, ôá menus).  ¸ôóé ðáñáôçñïýìå ôçí êßíçóç ôïõ ìç÷áíéêïý óõóôÞìáôüò ìáò õëéêïý óç-

ìåßïõ–åëáôçñßïõ óôéò ðáñïýóåò ÷ùñßò áðüóâåóç åëåýèåñåò ôáëáíôþóåéò ôïõ óáí ìéá ðïëý ìéêñÞ ôáéíßá.

Ôï ôåëéêü âÞìá ìáò åßíáé âÝâáéá ç äçìéïõñãßá êáé ôïõ ó÷åôéêïý áñ÷åßïõ gif Þ GIF (áñ÷éêÜ ôùí ëÝîåùí ôçò

öñÜóåùò Graphics Interchange File). ÁõôÞ åðéôõã÷Üíåôáé, üðùò îÝñïõìå, ìå ôçí åíôïëÞ Export ùò åîÞò:

In[23]:= Export "D:\cemb\animations\MassSpringVibrationWithoutDamping.gif",

VibrationWithoutDampingImages, ConversionOptions Loop True

Out[23]=

Ôï üíïìá ôïõ áñ÷åßïõ åßíáé áõèáßñåôï, áñêåß íá ôåëåéþíåé óå gif.  Ôï ßäéï êáé ôï directory áðïèçêåýóåþò

ôïõ,  áñêåß  íá  õðÜñ÷åé  êáé  íá  ìáò  äéåõêïëýíåé  óôç  äïõëåéÜ  ìáò,  åäþ  ìå  ôéò  animations.  Ôá  ó÷ÞìáôÜ  ìáò

åßíáé  åäþ  ôá  ó÷Þìáôá  VibrationWithoutDampingImages ,  ôá  ïðïßá  ìüëéò  äçìéïõñãÞóáìå.  Ôï  óçìáíôéêü

üìùò  åßíáé  íá  ìç  ëçóìïíÞóïõìå  ôçí  åðéëïãÞ  ConversionOptions   {Loop   True}  óôï  ôÝëïò  ôçò

åíôïëÞò  Export.  Ôþñá,  êÜèå  öïñÜ  ðïõ  åðéèõìïýìå,  ðáôþíôáò  ôï  ðïíôßêé  ðÜíù  óôï  áñ÷åßï  gif  ðïõ

äçìéïõñãÞóáìå,  äçëáäÞ óôï  áñ÷åßï  MassSpringVibrationWithoutDamping.gif ,  ðáñáôçñïýìå  ôï  ó÷åôéêü

êéíïýìåíï  ó÷Þìá,  ôçí  animation  ãéá  ôéò  éäéïôáëáíôþóåéò  ôïõ  ìç÷áíéêïý  óõóôÞìáôüò  ìáò  õëéêïý

óçìåßïõ–åëáôçñßïõ  Þ  ìÜæáò–åëáôçñßïõ  (÷ùñßò  áðüóâåóç)  ÷ùñßò  íá  Ý÷ïõìå  áíïßîåé  ôç  Mathematica.

Ðñüêåéôáé  ãéá  ìéá  áðüëõôá  áõôïäýíáìç  animation.  Äå  ÷ñåéÜæåôáé  ôç  Mathematica.  Ìðïñïýìå  íá  ôç

óôåßëïõìå êáé óå ôñßôïõò ðïõ äåí Ý÷ïõí êáèüëïõ Mathematica,  ãéá íá ôç äïýí óôïí õðïëïãéóôÞ ôïõò, Þ

ðéï áðëÜ íá ôç âÜëïõìå óôï äéáäßêôõï, ð.÷. óôçí éóôïóåëßäá ôïõ ìáèÞìáôïò ÅöáñìïóìÝíá ÌáèçìáôéêÜ ÉÉ.

Óõíå÷ßæïõìå íá åîåôÜæïõìå ôï ãíùóôü ìáò ìïíïâÜèìéï ìç÷áíéêü óýóôçìá õëéêïý óçìåßïõ (ìÜæáò m ) êáé

åëáôçñßïõ  (óôáèåñÜò  k  )  óå  åëåýèåñåò  ôáëáíôþóåéò  ÷ùñßò  öõóéêÜ  öüñôéóç  Þ  åîùôåñéêÞ  äýíáìç  p  (t  ),

áëëÜ ôþñá ìå áðüóâåóç ôùí ôáëáíôþóåùí, ðáñüëï ðïõ äå èá äåßîïõìå óôá ó÷Þìáôá ôçò animation ôïí

áðïóâåóôÞñá. Ç ó÷åôéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå Üãíùóôç óõíÜñôçóç ôç ìåôáôüðéóç u (t ) ôïõ õëéêïý óç-

ìåßïõ (ôçò ìÜæáò m ) ùò ðñïò ôç èÝóç éóïññïðßáò ôïõ u = 0 äßíåôáé óôçí åðüìåíç åíôïëÞ: 

In[24]:= MassSpringODE u'' t 2 0 u' t 02 u t 0 . 0.2, 0 1

Out[24]=

ìå  î  =  0.2  ôï  ó÷åôéêü  ëüãï  áðïóâÝóåùò  êáé  ù0 1 ôç ó÷åôéêÞ  éäéïóõ÷íüôçôá.  Èåùñïýìå  ôþñá  êáé  ôéò

ßäéåò  áñ÷éêÝò  óõíèÞêåò  ÉnitialConditions  üðùò  êáé  ðñéí.  Ôþñá  âñßóêïõìå  êáé  ðÜëé  åýêïëá  ôç  ó÷åôéêÞ

ìåñéêÞ ëýóç (Þ åéäéêÞ ëýóç) êáé ôçí áíôßóôïé÷ç óõíÜñôçóç  

In[25]:= PartialSolution DSolve MassSpringODE, InitialConditions , u t , t Simplify

Out[25]=

In[26]:= up t_ PartialSolution 1, 1, 2

Out[26]=

Ãéá ôéò óõãêåêñéìÝíåò ôéìÝò values  ðïõ Þäç ïñßóáìå ç ëýóç ìáò ðáßñíåé  ôþñá ìéá áñêåôÜ áðëÞ ìïñöÞ,

üðïõ üìùò âÝâáéá óõíå÷ßæåé íá õðåéóÝñ÷åôáé êáé ï ëüãïò áðïóâÝóåùò î = 0.2:



In[27]:= uv t_ up t . values

Out[27]=

Íá êáé ç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôçò ëýóåùò áõôÞò óôï ÷ñïíéêü äéÜóôçìá [0, 7ð ]:

In[28]:= Plot uv t , t, 0, 7 , PlotStyle Thickness 0.01 , PlotRange 10, 10 ,

AxesLabel "u", "" , PlotLabel " ",

DefaultFont "Arial Bold", 12 , Frame True, ImageSize 360 ;

Ðáñáôçñïýìå üôé ç ðáñïýóá ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ãéá åëåýèåñåò ôáëáíôþóåéò ìå áðüóâåóç (ìå î = 0.2),

äéáöÝñåé  Ýíôïíá  áðü  ôçí  áíôßóôïé÷ç  ðñïçãïýìåíç  ãñáöéêÞ  ðáñÜóôáóç  ãéá  åëåýèåñåò  ôáëáíôþóåéò

÷ùñßò áðüóâåóç (ìå î = 0) óôï êáôÜ ôá Üëëá ßäéï ìç÷áíéêü óýóôçìá õëéêïý óçìåßïõ (Þ ìÜæáò)–åëáôçñßïõ.

Èá  ðñï÷ùñÞóïõìå  ôþñá  óôç  äçìéïõñãßá  ôçò  animation  áêñéâþò  üðùò  êáé  ðñéí.   Ðñïò  ôï  óêïðü  áõôü

õðïèÝôïõìå ôï åëáôÞñéï ôï ßäéï üðùò ðñïçãïõìÝíùò êáé  Ý÷ïõìå Þäç äéáèÝóéìç ôç ó÷åôéêÞ óõíÜñôçóç

Spring[t].  ¸÷ïõìå  åðßóçò  äéáèÝóéìá  ôï  ìéêñü  ïñèïãþíéï  Pin  ãéá  ôç  óôÞñéîç  óôï  áñéóôåñü  Üêñï  ôïõ

åëáôçñßïõ  êáé  ôç  ìÜæá  Mass[t]  ãéá  ôï  õëéêü  óçìåßï  (ôç  ìÜæá)  óôï  äåîéü  Üêñï  ôïõ  åëáôçñßïõ.  (Åäþ

áìåëïýìå  ôç  ó÷åäßáóç  ôïõ  áðïóâåóôÞñá.)  Äçìéïõñãïýìå  ôç  ëßóôá  ôùí  ó÷çìÜôùí ôçò  animation ìå  ôéò

äýï åíôïëÝò

In[29]:= label " – ";

In[30]:= VibrationWithDampingImages Table image t , t, 0, 15, 1.2 ;



In[31]:= atn Show Graphics Text " ", 0, 0 , DefaultColor Hue 0.4 ,

DefaultFont "Arial Bold", 35 , AspectRatio 0.1, ImageSize 500 ;

(Óôçí Ýíôõðç êáé óôçí PDF ìïñöÝò ôïõ notebook ðáñáëåßöèçêáí ôá 6 ôåëåõôáßá ó÷Þìáôá ðÜíù áðü ôçí

ðñïåéäïðïßçóç.) Ðáñáôçñïýìå üôé ç ôáëÜíôùóç ôåßíåé íá áðïóâåóèåß óôá äýï ôåëåõôáßá ó÷Þìáôá. Áõôü

óõìâáßíåé åîáéôßáò ôïõ ëüãïõ áðïóâÝóåùò î = 0.2. Óçìåéþíïõìå åðßóçò üôé Ý÷ïõìå 13 óõíïëéêÜ ó÷Þìáôá:

In[32]:= Length VibrationWithDampingImages

Out[32]=

¼ðùò êáé ðñéí, ãéá íá äïýìå ôþñá óô' áëÞèåéá ôçí animation ìáò, èá ðñÝðåé íá "óçìáäÝøïõìå" üëá áõôÜ

ôá  ó÷Þìáôá  ðáôþíôáò  ôï  ðïíôßêé  äåîéÜ  óå  ìßá  áðü  ôéò  äýï  ó÷åôéêÝò  êáôáêüñõöåò  ìðëå  ãñáììÝò  ðïõ

ðåñéÝ÷ïõí ôá ó÷Þìáôá áõôÜ (êáé êáíÝíá Üëëï ó÷Þìá!), þóôå íá ìáõñßóïõí. Óôç óõíÝ÷åéá ðáôÜìå Ctrl Y Þ

åíáëëáêôéêÜ Cell  Animate Selected Graphics. ¸ôóé ðáñáôçñïýìå ôçí êßíçóç ôïõ ìç÷áíéêïý óõóôÞìá-

ôüò ìáò óôéò  ðáñïýóåò åëåýèåñåò ôáëáíôþóåéò  ìå áðüóâåóç.  ÔåëéêÜ äçìéïõñãïýìå êáé  ôï ó÷åôéêü  áñ-

÷åßï gif, ðÜëé áêñéâþò üðùò êáé ðñéí ìå ôç ÷ñÞóç ôçò åíôïëÞò Export. Áõôü åßíáé ÷ñÞóéìï êáé ìüíï ôïõ!

In[33]:= Export "D:\cemb\animations\MassSpringVibrationWithDamping.gif",

VibrationWithDampingImages, atn , ConversionOptions Loop True

Out[33]=



ÔÁËÁÍÔÙÓÅÉÓ ÌÏÍÙÑÏÖÏÕ ÊÔÉÑÉÏÕ

Èåùñïýìå  ôéò  åëåýèåñåò  ôáëáíôþóåéò  (÷ùñßò  êáìßá  åîùôåñéêÞ  öüñôéóç)  ìïíþñïöïõ  éäåáôïý  êôéñßïõ

äéáôìÞóåùò. Ç ðëÜêá ôïõ êôéñßïõ õðïôßèåôáé üôé åßíáé áðáñáìüñöùôç (äçëáäÞ Ý÷åé Üðåéñç äõóêáìøßá D ),

åíþ ôá äýï õðïóôõëþìáôá ðáñáìïñöþóéìá ìå äõóêáìøßá  ÅÉ .  Ç óõíïëéêÞ ìÜæá m  ôçò ðëÜêáò èåùñåßôáé

óõãêåíôñùìÝíç óôï êÝíôñï âÜñïõò ôçò. Ôá õðïóôõëþìáôá ðïõ åßíáé ýøïõò h  ôá õðïèÝôïõìå ðñïóåããé-

óôéêÜ  ÷ùñßò âÜñïò,  áâáñÞ.  ÅðïìÝíùò äå÷üìáóôå ôçí éó÷ý ôçò ó÷åôéêÞò óôáôéêÞò óõíÞèïõò äéáöïñéêÞò

åîéóþóåùò  ìå  óõíïñéáêÝò  óõíèÞêåò  ðáêôþóåùò  ôüóï  óôï  êÜôù  Üêñï  ôïõò  y 0  üóï  óôï  ðÜíù  Üêñï

ôïõò y h .  ×Üñç ãåíéêüôçôáò (ðñáêôéêÜ ãéá íá ìðïñïýí íá óõìðåñéëçöèïýí êáé óåéóìéêÝò ìåôáôïðßóåéò

ôïõ åäÜöïõò), äå÷üìáóôå üôé óôçí ðÜêôùóç óôï êÜôù Üêñï y 0  (óôï Ýäáöïò) ç ïñéæüíôéá ìåôáôüðéóç

åßíáé  v0 .  Áðü  ôçí  Üëëç  ðëåõñÜ  óå  êÜèå  ðåñßðôùóç  (êáé  ÷ùñßò  óåéóìü)  õðÜñ÷åé  óôéò  ôáëáíôþóåéò  ôïõ

ìïíþñïöïõ áõôïý êôéñßïõ  êáé  ìéá ïñéæüíôéá ìåôáôüðéóç óôï ðÜíù Üêñï ôùí äýï õðïóôõëùìÜôùí y h

(óôï ýøïò ôçò ðëÜêáò) ðïõ åßíáé v1 . ¢ñá ïé ðÝíôå åîéóþóåéò ôïõ ðñïâëÞìáôïò ãéá ôï êÜèå õðïóôýëùìá

(ìßá óõíÞèçò äéáöïñéêÞ åîßóùóç êáé ôÝóóåñéò óõíïñéáêÝò óõíèÞêåò) èá åßíáé ïé åîÞò:

In[1]:= ColumnEquations EI v'''' y 0, v 0 v0, v' 0 0, v h v1, v' h 0 ;

Ôéò ëýíïõìå ðÜñá ðïëý åýêïëá ìå ôç ÷ñÞóç ôçò åíôïëÞò DSolve ãéá ôçí åðßëõóç äéáöïñéêþí åîéóþóåùí:

In[2]:= solution DSolve ColumnEquations, v y , y FullSimplify

Out[2]=

êáé  âñßóêïõìå ôï âÝëïò êÜìøåùò vs y  ôïõ êÜèå õðïóôõëþìáôïò,  ðïõ åäþ âÝâáéá åßíáé  ïñéæüíôéï,  áöïý

ôá äýï õðïóôõëþìáôá ðïõ óôçñßæïõí ôçí ðëÜêá óôï ìïíþñïöï êôßñéï ðïõ åîåôÜæïõìå åßíáé êáôáêüñõöá:

In[3]:= vs y_ solution 1, 1, 2

Out[3]=

¢ìåóç åßíáé ç åðáëÞèåõóç êáé ôùí ðÝíôå åîéóþóåþí ìáò ðïõ éó÷ýïõí ãéá ôï êÜèå õðïóôýëùìá:

In[4]:= ColumnEquationsVerification ColumnEquations . v vs

Out[4]=

Ôçí ðáñáðÜíù ëýóç vs y  èá ôç ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ðñþôá óå åëåýèåñåò ôáëáíôþóåéò ÷ùñßò êßíçóç ôïõ

åäÜöïõò. Ôüôå ç ìåôáôüðéóç v0 ôïõ åäÜöïõò èá åßíáé ìçäåíéêÞ êáé ç ëýóç áõôÞ èá ðÜñåé ôçí áðëÞ ìïñöÞ

In[5]:= vsf y_ vs y . v0 0 Simplify

Out[5]=

Óôç óõíÝ÷åéá èá åîåôÜóïõìå êáé ôçí ðåñßðôùóç êßíçóçò ôïõ åäÜöïõò ëüãù óåéóìïý. Ôüôå âÝâáéá v0 0.



Óôçí åíüôçôá áõôÞ èá áíáöåñèïýìå óýíôïìá óôéò Þäç áñêåôÜ ãíùóôÝò ìáò ôáëáíôþóåéò åíüò ìïíïâÜ-

èìéïõ ìç÷áíéêïý óõóôÞìáôïò, åäþ ôïõ ìïíþñïöïõ éäåáôïý êôéñßïõ ìáò ìå êõêëéêÞ óõ÷íüôçôá ù0 . Ìå ôéò

õðïèÝóåéò ðïõ ãßíïíôáé  ãéá éäåáôü êôßñéï êáé  åéäéêüôåñá ôçí õðüèåóç ôçò áðáñáìüñöùôçò ðëÜêáò ôïõ

êôéñßïõ ðñüêåéôáé áóöáëþò ãéá Ýíá ìïíïâÜèìéï ìç÷áíéêü óýóôçìá êáé ìÜëéóôá ìáèçìáôéêÜ áðüëõôá áíÜ-

ëïãï ìå ôï êëáóéêü ìç÷áíéêü óýóôçìá ìÜæáò–åëáôçñßïõ–áðïóâåóôÞñá. ÂÝâáéá áðü öõóéêÞò áðüøåùò ôï

ìïíþñïöï êôßñéï åßíáé Ýíá åíôåëþò äéáöïñåôéêü ìç÷áíéêü óýóôçìá. Äçëþíïõìå ìå u t ôçí ïñéæüíôéá ìå-

ôáôüðéóç ôçò ðëÜêáò (Üñá êáé ôùí åðÜíù ðáêôþóåùí ôùí õðïóôõëùìÜôùí: ôùí ðáêôþóåþí ôïõò óôçí

ðëÜêá) óôéò åëåýèåñåò ôáëáíôþóåéò ôçò ðëÜêáò (ðïõ ðåñéëáìâÜíïõí áóöáëþò êáé ôéò éäéïôáëáíôþóåéò

óáí ìéá åéäéêÞ ðåñßðôùóç). Åäþ ÷ùñßò áðüóâåóç (ìå c 0) ç ó÷åôéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç åßíáé ç åîÞò:

In[6]:= FreeVibrationsODE u'' t 02 u t 0;

Ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò ðñïóäéïñßæåôáé åýêïëá îáíÜ ìå ôçí åíôïëÞ DSolve ãéá äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò:

In[7]:= solution DSolve FreeVibrationsODE, u t , t

Out[7]=

Ç áíôßóôïé÷ç óõíÜñôçóç (ãåíéêÞ ëýóç) uf t  ðñïóäéïñßæåôáé ôþñá êé áõôÞ åýêïëá ùò åîÞò:

In[8]:= uf t_ solution 1, 1, 2

Out[8]=

êáé  ðåñéëáìâÜíåé  âÝâáéá  äýï  óôáèåñÝò.  Ìéá  ìåñéêÞ (Þ  åéäéêÞ)  ëýóç (ãéá  óõãêåêñéìÝíåò ôéìÝò  áõôþí ôùí

óôáèåñþí) åßíáé ç áêüëïõèç:

In[9]:= ufp t_ uf t . C 1 1, C 2 0

Out[9]=

Ç óõíÜñôçóç áõôÞ áðïôåëåß öõóéêÜ ôç ëýóç ôçò ßäéáò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò ìå áñ÷éêÝò óõíèÞêåò ôéò

In[10]:= InitialConditions u 0 1, u' 0 0 ;

ÄçëáäÞ, áêñéâþò üðùò êáé ðñéí, Ý÷ïõìå

In[11]:= ufp t_ DSolve FreeVibrationsODE, InitialConditions , u t , t 1, 1, 2

Out[11]=

Áò  áíáöåñèïýìå  ôþñá  ëéãÜêé  êáé  óôéò  åîáíáãêáóìÝíåò  ôáëáíôþóåéò  ðïõ  ïöåßëïíôáé  óå  óåéóìü  êáé  ôç

ó÷åôéêÞ öüñôéóç ôçò êáôáóêåõÞò ìáò: åäþ ìïíþñïöïõ êôéñßïõ. Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ ôï ßäéï ôï Ýäáöïò

(ground)  õößóôáôáé  êáé  áõôü  åîáéôßáò ôïõ óåéóìïý ïñéæüíôéá  ìåôáôüðéóç ug t .  (Äåí  êéíåßôáé  åäþ ìüíï ç

ðëÜêá:  êéíåßôáé  êáé  ôï  ßäéï  ôï  Ýäáöïò!)  Áðü  öõóéêÞò  áðüøåùò  ìå  âÜóç  ôï  äåýôåñï  íüìï  ôïõ  Íåýôùíá

åßíáé  óáöÝò üôé  ï áäñáíåéáêüò üñïò m u '' t  óôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôùí ôáëáíôþóåùí ôçí ïðïßá êá-

ôáóôñþíïõìå  èá  Ý÷åé  óôïí  üñï  ôçò  ìÜæáò  ïëüêëçñç  ôç  ìåôáôüðéóç  ut t  ôçò  ðëÜêáò  ôïõ  ìïíþñïöïõ

êôéñßïõ. Ðïëý óõ÷íÜ äéåõêïëýíåé  ôïí Ðïëéôéêü Ìç÷áíéêü (áí êáé äåí åßíáé áíáãêáßï) íá ãñÜöåé ôç óõíï-

ëéêÞ (Þ áðüëõôç) áõôÞ ìåôáôüðéóç (total displacement) ut t  óáí ôï Üèñïéóìá ôçò áðüëõôçò ìåôáôïðßóå-

ùò  ug t  ôïõ  åäÜöïõò  (ground)  óõí ôç  ó÷åôéêÞ ìåôáôüðéóç  (relative  displacement)  ur t  ôçò  ðëÜêáò  ôïõ



ìïíþñïöïõ êôéñßïõ ùò ðñïò ôï Ýäáöïò. ÓùóôÜ ùò åäþ! ÅðïìÝíùò Ý÷ïõìå: ïëéêÞ ìåôáôüðéóç ôçò ðëÜêáò

= ìåôáôüðéóç ôïõ åäÜöïõò óõí ó÷åôéêÞ ìåôáôüðéóç ôçò ðëÜêáò ùò ðñïò ôï Ýäáöïò êáé ìáèçìáôéêÜ:

In[12]:= ut t_ ug t ur t ;

Áðü ôçí Üëëç ðëåõñÜ ðÜëé áðü öõóéêÞò áðüøåùò ôüóï ï üñïò áðïóâÝóåùò üóï êáé ï üñïò åëáôçñßïõ

óôá õðïóôõëþìáôá èá ó÷åôßæïíôáé ìå ôç ó÷åôéêÞ ìåôáôüðéóç ôçò ðëÜêáò ùò ðñïò ôï Ýäáöïò, êáëýôåñá

ôùí ðÜíù ðáêôþóåùí ôùí õðïóôõëùìÜôùí (óôçí ðëÜêá)  ùò ðñïò ôéò  êÜôù ðáêôþóåéò  ôïõò (óôï  Ýäá-

öïò). Åßíáé ðñïöáíÝò áõôü. (ÕðïèÝôïõìå åäþ ôçí ýðáñîç êáé üñïõ áðïóâÝóåùò ìå óõíôåëåóôÞ c .) ¢ñá ç

ãíùóôÞ ìáò äéáöïñéêÞ åîßóùóç ôùí ôáëáíôþóåùí (åäþ ÷ùñßò åîùôåñéêÞ öüñôéóç ðÝñá áðü ôï óåéóìéêü

öáéíüìåíï, åíáëëáêôéêÜ ôçí êßíçóç ôïõ åäÜöïõò ëüãù åêñÞîåùò Þ âáñÝùí ï÷çìÜôùí) èá Ý÷åé ôç ìïñöÞ

In[13]:= EarthquakeVibrationsODE1 m ut'' t c ur' t k ur t 0 Simplify

Out[13]=

üðïõ ìå ôá ðñüóçìá ðëçí (–) ôïíßóáìå (õðåñâïëéêÜ ßóùò êáé óõíÞèùò äå âÜæåé ðëçí ï Ðïëéôéêüò Ìç÷áíé-

êüò)  ðùò  ç  äéáöïñéêÞ  áõôÞ  åîßóùóç åßíáé  ìéá  åîßóùóç  éóïññïðßáò:  áäñáíåéáêÞ  äýíáìç ôçò  ðëÜêáò  (ìå

ìÜæá m ) óõí äýíáìç áðïóâÝóåùò (ìå óõíôåëåóôÞ c ) óõí åëáóôéêÞ äýíáìç åëáôçñßïõ (ìå óõíôåëåóôÞ k )

ßóïí ìå ôï ìçäÝí. Áõôü éó÷ýåé ìå âÜóç ôï äåýôåñï íüìï ôïõ Íåýôùíá. Èá ìðïñïýóáìå âÝâáéá íá åß÷áìå

ôçí  áäñáíåéáêÞ  äýíáìç  äåîéÜ  êáé  ÷ùñßò  ôï  ìåßïí  áêñéâþò  óýìöùíá ìå  ôï  äåýôåñï  íüìï  ôïõ  Íåýôùíá.

Êáëýôåñá üìùò êáé ôéò ôñåéò ìáæß äõíÜìåéò áñéóôåñÜ: êé ç áäñáíåéáêÞ äýíáìç ìáæß! ÌïéÜæåé Ýôóé ìå óõíç-

èéóìÝíç  óôáôéêÞ  éóïññïðßá  ôñéþí  äõíÜìåùí,  åíþ  ôï  öáéíüìåíï  åßíáé  êáèáñÜ  äõíáìéêü.  Ðáñáôçñïýìå

ìÜëéóôá üôé ç Mathematica ìáò áðÜëëáîå ìüíç ôçò áðü ôá ìåßïí. Åõôõ÷þò!

ÕðïèÝôïõìå ôþñá ôçí áêüëïõèç ðÜñá ðïëý áðëÞ ôñéãùíïìåôñéêÞ Ýêöñáóç ôçò êéíÞóåùò ôïõ åäÜöïõò

åîáéôßáò ôïõ óåéóìïý (ìå ìßá ìüíï óåéóìéêÞ óõ÷íüôçôá ù ):

In[14]:= ug t_ u0 Sin t ;

Åßíáé  ðïëý  áðëÞ  ìå  êõêëéêÞ  óõ÷íüôçôá  ù .  Äåí  ðåéñÜæåé  üìùò.  (Åííïåßôáé  üôé  ôçí  êõêëéêÞ  óõ÷íüôçôá  ù

ôçí õðïèÝôïõìå êáôáñ÷Þí äéáöïñåôéêÞ áðü ôçí éäéïóõ÷íüôçôá ù0  ôïõ êôéñßïõ. Áëëéþò èá åß÷áìå óõíôï-

íéóìü. Ãéá ôï óõíôïíéóìü èá ìéëÞóïõìå ðáñáêÜôù.) Ôþñá ç äéáöïñéêÞ ìáò åîßóùóç ðáßñíåé ôç ìïñöÞ

In[15]:= EarthquakeVibrationsODE2

EarthquakeVibrationsODE1 . k m 02, c 2 0 m Simplify

Out[15]=

ÁõôÞ åßíáé  ðéá ìéá ìç ïìïãåíÞò äéáöïñéêÞ åîßóùóç åîáéôßáò ôïõ üñïõ ug t  ôçò êéíÞóåùò ôïõ åäÜöïõò,

ãéá ôçí áêñßâåéá ìå ôç äåýôåñç ðáñÜãùãü ôïõ áñéóôåñÜ: ìå ôç óåéóìéêÞ åðéôÜ÷õíóç, üðùò ôçí êáôáãñÜ-

öåé Ýíá åðéôá÷õíóéüìåôñï, åðß ôç ìÜæá m . Ç êßíçóç ôïõ åäÜöïõò (ðïõ èåùñåßôáé ïñéæüíôéá) åßíáé ãíùóôÞ.

¢ãíùóôç  óõíÜñôçóç åßíáé  ç  ó÷åôéêÞ ìåôáôüðéóç ur t  ôçò  ðëÜêáò ôïõ  ìïíþñïöïõ  êôéñßïõ  ùò ðñïò ôï

Ýäáöïò.  Ç ãåíéêÞ ëýóç ôçò ðáñáðÜíù äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò åßíáé ðáíåýêïëç ìå ôçí åíôïëÞ DSolve

In[16]:= ue1 t_ DSolve EarthquakeVibrationsODE2, ur t , t 1, 1, 2 Simplify

Out[16]=

êáé ïé óôáèåñÝò ìðïñïýí íá ðñïêýøïõí áðü ôéò äýï áñ÷éêÝò óõíèÞêåò: áñ÷éêÞ ìåôáôüðéóç êáé ôá÷ýôçôá

ôçò ðëÜêáò ùò ðñïò ôï Ýäáöïò. (Óå óåéóìïýò êáé ïé äõï ôïõò åßíáé óõíÞèùò ìçäåíéêÝò.) Ðåñéïñéæüìáóôå

ôþñá óôçí áíôßóôïé÷ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ÷ùñßò áðüóâåóç.  ×ñçóéìïðïéïýìå åðßóçò ôüóï ôçí (êõêëéêÞ)

éäéïóõ÷íüôçôá ù0  ôïõ êôéñßïõ (ìïíþñïöï éäåáôü êôßñéï äéáôìÞóåùò: ìßá éäéïóõ÷íüôçôá), ç ïðïßá äåí Ý÷åé



êáìßá ó÷Ýóç ìå ôï óåéóìü,  üóï êáé  ôç óõ÷íüôçôá ù  ôïõ óåéóìïý óôïí õðåñáðëïðïéçìÝíï áõôü óåéóìü.

Ôüôå ç ðáñáðÜíù äéáöïñéêÞ ìáò åîßóùóç ðáßñíåé ôçí áðëïýóôåñç ìïñöÞ

In[17]:= EarthquakeVibrationsODE3 EarthquakeVibrationsODE1 . k m 02, c 0

Out[17]=

ìå ãåíéêÞ ëýóç ôçò ôç óõíÜñôçóç (åäþ óå ðëÞñùò áðëïðïéçìÝíç ìïñöÞ)

In[18]:= ue2 t_ DSolve EarthquakeVibrationsODE3, ur t , t 1, 1, 2 FullSimplify

Out[18]=

Êáëýôåñá åßíáé üìùò íá õéïèåôÞóïõìå åäþ ìçäåíéêÝò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò:

In[19]:= InitialConditions3 ur 0 0, ur' 0 0 ;

Ôüôå ðñïêýðôåé ç åîÞò ìåñéêÞ (Þ åéäéêÞ) ëýóç, êáëýôåñá ëýóç ôïõ ó÷åôéêïý ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêþí ôéìþí:

In[20]:= ue t_ DSolve EarthquakeVibrationsODE3, InitialConditions3 , ur t , t 1, 1, 2

Simplify

Out[20]=

Õðåíèõìßæïõìå üôé õðïèÝóáìå ðùò ù  ù0 . Êáé ç Mathematica  ôï ßäéï Ý÷åé õðïèÝóåé ìüíç ôçò, ÷ùñßò êáí

íá ôçò ôï ðïýìå. ¸ôóé åßíáé ôá ðåñéóóüôåñá óõóôÞìáôá (ðñïãñÜììáôá) óõìâïëéêþí õðïëïãéóìþí (com-

puter algebra systems),  ü÷é üìùò üëá. ¸÷ïõí ðñïãñáììáôéóèåß íá êÜíïõí ïñéóìÝíåò ëïãéêÝò õðïèÝóåéò,

áêñéâþò üðùò êÜíåé êáé ï ÷ñÞóôçò ôïõò. Ðñï÷ùñÜìå ôþñá óôéò animations: ðñþôá ÷ùñßò óåéóìü, Ýðåéôá

ìå  óåéóìü  áëëÜ  ÷ùñßò  óõíôïíéóìü,  ìåôÜ êáé  ìå  óåéóìü  êáé  ìå  óõíôïíéóìü êáé  óôï  ôÝëïò ÷ùñßò  óåéóìü,

áëëÜ ìå áðüóâåóç ôùí ôáëáíôþóåùí ôïõ êôéñßïõ: óõíïëéêÜ ôÝóóåñéò animations (êéíïýìåíá ó÷Þìáôá).

Áíáöåñüìáóôå  óýíôïìá  óôï  áðåõêôáßï  êáé  ðïëý  åðéêßíäõíï  öáéíüìåíï  ôïõ  óõíôïíéóìïý  (resonance),

äçëáäÞ åäþ óôï öáéíüìåíï üðïõ ç óõ÷íüôçôá ù ôïõ ðïëý áðëïý óåéóìïý ðïõ õðïèÝóáìå óõìðßðôåé ìå

ôçí  éäéïóõ÷íüôçôá  ù0 ôïõ  ìïíþñïöïõ  êôéñßïõ: ù ù0 .  Ôüôå  äõóôõ÷þò  ïé  ôáëáíôþóåéò  ôïõ  êôéñßïõ  ìáò

èá  Ý÷ïõí  ïëïÝíá  êáé  ìåãáëýôåñï  åýñïò  êáé  èá  ïäçãÞóïõí  ôåëéêÜ  óôçí  êáôáóôñïöÞ  ôïõ.  Ç  ó÷åôéêÞ

óõíÜñôçóç  ðñïêýðôåé  áðü  ôçí  åðßëõóç  ôïõ  ßäéïõ  ðñïâëÞìáôïò  áñ÷éêþí  ôéìþí  (äéáöïñéêÞ  åîßóùóç  êáé

áñ÷éêÝò  óõíèÞêåò)  áêñéâþò  üðùò  êáé  ðñéí.  ÁðëÜ  ôþñá  ðñïêýðôåé  ç  åîÞò  ìåñéêÞ  (Þ  åéäéêÞ)  ëýóç  Þ  êá-

ëýôåñá ëýóç ôïõ ó÷åôéêïý ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêþí ôéìþí óôçí ðåñßðôùóç ôïõ óõíôïíéóìïý (resonance):

In[21]:= ures t_

DSolve EarthquakeVibrationsODE3 . 0, InitialConditions3 , ur t , t 1,

1, 2 Simplify

Out[21]=

Ðáñáôçñåßôáé  üôé  ï ðáñÜãïíôáò t  óôï óõíçìéôïíéêü üñï åßíáé  áõôüò ðïõ åßíáé õðåýèõíïò ãéá ôï óõíôï-

íéóìü. ÄçëáäÞ ó' áõôüí ïöåßëåôáé ç óõíå÷Þò ãñáììéêÞ áýîçóç ôïõ åýñïõò ôùí ôáëáíôþóåùí. Áóöáëþò

áõôÞ ç óõíÜñôçóç–ëýóç åðáëçèåýåé ôéò ìçäåíéêÝò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò, áêñéâþò üðùò óõíÝâáéíå êáé ðñéí:

In[22]:= ures 0 0, ures' 0 0 , InitialConditions3 . ur ures

Out[22]=



Èá  ðñï÷ùñÞóïõìå  ôþñá  óôçí  animation  (êéíïýìåíï  ó÷Þìá)  óôï  ðáñüí  ðñüâëçìá  ìïíþñïöïõ  éäåáôïý

êôéñßïõ  óå  éäéïôáëáíôþóåéò,  êáëýôåñá  ßóùò  åäþ  åëåýèåñåò  ôáëáíôþóåéò.  Èåùñïýìå  ðñþôá  ôï  Ýäáöïò

áêßíçôï, åðïìÝíùò v0 0,  êáé  äßíïõìå óõãêåêñéìÝíåò áñéèìçôéêÝò ôéìÝò óôéò ðïóüôçôåò h  (ôï ýøïò ôùí

õðïóôõëùìÜôùí)  êáé  v1  (ôçí ïñéæüíôéá  ìåôáôüðéóç ôçò ðëÜêáò),  áëëÜ êáé  óôçí êõêëéêÞ óõ÷íüôçôá ôùí

éäéïôáëáíôþóåùí ù0 k m  (ìå k ôç óõíïëéêÞ äõóêáìøßá êáé ôùí äýï õðïóôõëùìÜôùí). Åðéóçìáßíïõ-

ìå üôé ç ïñéæüíôéá ìåôáôüðéóç v1 ôçò ðëÜêáò (êáé  ôùí äýï õðïóôõëùìÜôùí óôá åðÜíù Üêñá ôïõò) åßíáé

áõôÞ ðïõ ðñïêáëåß ôéò ôáëáíôþóåéò ôïõ êôéñßïõ. Äåí õðÜñ÷åé åäþ ïýôå óåéóìüò ðïõ íá ðñïêáëÝóåé óåé-

óìéêÞ öüñôéóç (áõôüò  èá åîåôáóèåß  ðáñáêÜôù)  ïýôå  êÜðïéá Üëëç öüñôéóç.  Ôï  ýøïò ôïõ êôéñßïõ  åßíáé  h

êáé  ôï  ðëÜôïò ôïõ åßíáé  d .  Ôéò  ôéìÝò  ðïõ ðñïáíáöÝñáìå  ôéò  äßíïõìå  óôç ìïñöÞ êáíüíùí áíôéêáôáóôÜ-

óåùò subs1, þóôå íá Ý÷ïõìå ôç äõíáôüôçôá íá ôéò áëëÜæïõìå åýêïëá, áí ÷ñåéáóèåß:

In[23]:= subs1 h 1, d 1, v0 0, v1 0.2, 0 1 ;

Ôþñá ôï âÝëïò êÜìøåùò v y  (ìå 0 y h ) ôùí äýï õðïóôõëùìÜôùí ôïõ ìïíþñïöïõ êôéñßïõ ðáßñíåé ôçí

êáèáñÜ áñéèìçôéêÞ ìïñöÞ

In[24]:= us y_ vs y . subs1

Out[24]=

ÁíáöÝñïõìå  ðñþôá  äýï  óçìåßá  ôçò  åðéöÜíåéáò  ôïõ  åäÜöïõò  ðïõ  íá  ðåñéëáìâÜíïõí  áíÜìåóÜ  ôïõò  ôéò

ðáêôþóåéò ôùí õðïóôõëùìÜôùí óôá óçìåßá x 0 êáé x d êáé ãåíéêÜ ôç óôÞñéîç ôïõ êôéñßïõ:

In[25]:= values0 0.2, 0 , d 0.2, 0 . subs1;

Ìå ãíùóôü ôï âÝëïò êÜìøåùò us y  ôùí õðïóôõëùìÜôùí êáôÜ ôï ýøïò ôïõò y  äçìéïõñãïýìå åýêïëá ôçí

åëáóôéêÞ  ãñáììÞ  ôïõò  óå  éäéïôáëáíôþóåéò  êáé  óå  åëåýèåñåò  ôáëáíôþóåéò  ãåíéêüôåñá  (åäþ  óå  ìïñöÞ

ëßóôáò ìå 101 óçìåßá) ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t ðñþôá ôïõ áñéóôåñïý õðïóôõëþìáôïò (ìå ôçí ðÜêôùóç óôï

óçìåßï x 0). Ãéá ÷ñïíéêÞ óõíÜñôçóç ðáßñíïõìå ôç óõíÜñôçóç

In[26]:= ufp t

Out[26]=

ðïõ åß÷áìå âñåé ðñïçãïõìÝíùò. Õðïëïãßæïõìå ôþñá ãéá ôéò ðéï ðÜíù áñéèìçôéêÝò ôéìÝò  subs1 ôá óçìåßá

ôïõ  áñéóôåñïý  õðïóôõëþìáôïò,  üðùò  äéáìïñöþíïíôáé  ìå  ôç  ìïñöÞ  ôçò  åëáóôéêÞò  ãñáììÞò  ôïõ  us y

(ðïõ Þäç ðñïóäéïñßóèçêå) êáé ôçò ðéï ðÜíù ÷ñïíéêÞò óõíáñôÞóåùò ufp t  (ãéá ôéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò):

In[27]:= values1 t_ Table us y ufp t . subs1, y , y, 0, 1, 0.01 ;

¸÷ïõìå ëïéðüí ôï áñéóôåñü õðïóôýëùìá êáé ìÜëéóôá óáí óõíÜñôçóç ôïõ ÷ñüíïõ t .  Áõôü èá ìáò öáíåß

ðïëý ÷ñÞóéìï ðáñáêÜôù óôçí animation. ÁíÜëïãá õðïëïãßæïõìå êáé ôá óçìåßá ôïõ äåîéïý õðïóôõëþìá-

ôïò (îáíÜ ëßóôá ìå 101 óçìåßá).  Áõôü åßíáé  ïëüéäéï ìå ôï áñéóôåñü,  áðëÜ åßíáé  ìåôáôïðéóìÝíï ðñïò ôá

äåîéÜ êáôÜ ôï ðëÜôïò d ôïõ êôéñßïõ:

In[28]:= values2 t_ Table d us y ufp t . subs1, y , y, 0, 1, 0.01 ;

ÔÝëïò äçìéïõñãïýìå ôç ëßóôá ôùí äýï óçìåßùí ðáêôþóåùò ôùí õðïóôõëùìÜôùí óôçí áðáñáìüñöùôç

ðëÜêá ôïõ ìïíþñïöïõ éäåáôïý êôéñßïõ äéáôìÞóåùò ðïõ ìåëåôÜìå åäþ óå åëåýèåñåò ôáëáíôþóåéò:



In[29]:= values3 t_ values1 t 101 , values2 t 101

Out[29]=

Ó÷åäéÜæïõìå ôþñá êáé  ôéò ôÝóóåñéò ðéï ðÜíù ëßóôåò óáí ëßóôåò óçìåßùí, áëëÜ åíùìÝíùí ôï Ýíá ìå ôï

Üëëï ìå ôç ÷ñÞóç ôçò åíôïëÞò  ListPlot  êáé  ôçò åðéëïãÞò ôçò PlotJoined   True.  Äåí ôéò åìöáíßæïõìå

üìùò. ÁðëÜ ôéò äçëþíïõìå êáé ìÜëéóôá óáí óõíáñôÞóåéò ôïõ ÷ñüíïõ t  (åêôüò âÝâáéá áðü ôçí ðñþôç):

In[30]:= LP0 ListPlot values0, PlotJoined True,

PlotStyle Thickness 0.03 , Hue 0.3 , DisplayFunction Identity ;

In[31]:= LP1 t_ ListPlot values1 t , PlotJoined True,

PlotStyle Thickness 0.02 , Hue 0 , DisplayFunction Identity ;

In[32]:= LP2 t_ ListPlot values2 t , PlotJoined True,

PlotStyle Thickness 0.02 , Hue 0 , DisplayFunction Identity ;

In[33]:= LP3 t_ ListPlot values3 t , PlotJoined True,

PlotStyle Thickness 0.05 , Hue 0.7 , DisplayFunction Identity ;

Ôþñá Ý÷ïõìå  ðëÝïí ôç äõíáôüôçôá  íá åíþóïõìå ôéò  ôÝóóåñéò  ðéï  ðÜíù ãñáöéêÝò  ðáñáóôÜóåéò êáé  íá

äçìéïõñãÞóïõìå  ôçí  åéêüíá  ôïõ  êôéñßïõ  ìáò  êÜèå  ÷ñïíéêÞ  óôéãìÞ  t .  ÅðéëÝãïõìå  óáí  ÷ñïíéêü  äéÜóôçìá

üðïõ èá ðáñïõóéÜóïõìå ôçí animation ôï äéÜóôçìá [0, 2ð] ìéáò ðåñéüäïõ T 2 ð ù0 = 2ð ìå åéêüíåò áíÜ

ð/8. Äçìéïõñãïýìå Ýôóé ìéá ëßóôá áðü 16 åéêüíåò ôïõ êôéñßïõ ìáò. ÁõôÝò ïé åéêüíåò åîáéôßáò ôçò ðåñéü-

äïõ Ô åðáíáëáìâÜíïíôáé ÷ñïíéêÜ. Ãéá íá äïýìå ôþñá êáé ôá ó÷Þìáôá ðïõ ðñïÝêõøáí:

In[34]:= BuildingImagesWithoutDamping

Table Show LP0, LP1 t , LP2 t , LP3 t , PlotRange 0.3, 1.3 , 0., 1.1 ,

PlotLabel " ", DefaultFont

"Arial Bold", 11 , AspectRatio 0.5, AxesOrigin 0.25, 0 , ImageSize 400,

Ticks 0.2, 0, 0.2, 0.4, 0.6, 0.8, 1.0, 1.2 , 0, 0.2, 0.4, 0.6, 0.8, 1.0 ,

DisplayFunction $DisplayFunction , t, 0, 2 8, 8 ;

ÐÞñáìå óõíïëéêÜ äåêáÝîé  ó÷Þìáôá ãéá ôo ìïíþñïöï êôßñéï óå åëåýèåñç ôáëÜíôùóç, ðïõ ãéá ïéêïíïìßá

÷þñïõ äåí ôá äåß÷íïõìå åäþ Ýíá ðñïò Ýíá, áí êáé ðáñïõóéÜæïíôáé óôçí ïèüíç. (Óôï notebook, óôç ìïñ-

öÞ PDF êáèþò êáé óôçí ôõðùìÝíç ìïñöÞ ôïõ notebook ôá óâÞóáìå. Åíôïýôïéò ðáñáêÜôù èá ôá äåßîïõìå

áíÜ äýï óôç ãñáììÞ ìå ôç ÷ñÞóç ôçò åíôïëÞò GraphicsArray.) Ï áñéèìüò ôùí ó÷çìÜôùí ðñÜãìáôé åßíáé:

In[35]:= NumberOfBuildingImagesWithNoDamping Length BuildingImagesWithoutDamping

Out[35]=

Ìáõñßæïíôáò ôç äåîéÜ êáôáêüñõöç ìðëå ãñáììÞ ðïõ ôá êáëýðôåé  üëá ôïõò êáé  óôç óõíÝ÷åéá ðáôþíôáò

Ctrl Y, ðáßñíïõìå ôç ó÷åôéêÞ animation (êéíïýìåíï ó÷Þìá: åäþ êßíçóç ôïõ ìïíþñïöïõ êôéñßïõ: êéíïýìåíï

êôßñéï,  áëëÜ  ìå  ôï  Ýäáöïò  êáé  ôéò  óôçñßîåéò  ôïõ  êôéñßïõ  åðÜíù  óôï  Ýäáöïò  óôáèåñÜ).  Ôï  ó÷Þìá  áõôü

Ý÷ïõìå ôç äõíáôüôçôá íá ôï "åîáãÜãïõìå" (ìå ÷ñÞóç ôçò åíôïëÞò Export)  óå ìïñöÞ áñ÷åßïõ animated

gif,  þóôå íá Ý÷ïõìå äéáèÝóéìç ôç ÷ñÞóéìç áõôÞ animation êáé Ýîù áðü ôç Mathematica.  Ôï áñ÷åßï ìå ôá

ó÷Þìáôá ãéá ôçí animation ôùí ôáëáíôþóåùí ôï ïíïìÜæïõìå BuildingAnimationWithoutDamping.gif. Êáé

öõóéêÜ äåí îå÷íÜìå óôï ôÝëïò ôçí åðéëïãÞ ConversionOptions  {Loop  True}. (Åßíáé áíáãêáßá!)

In[36]:= Export "D:\cemb\animations\BuildingAnimationWithoutDamping.gif",

BuildingImagesWithoutDamping, ConversionOptions Loop True

Out[36]=



Êáé ôþñá äåß÷íïõìå (áíÜ äýï óôçí êÜèå ãñáììÞ ìå ôç ÷ñÞóç ôçò åíôïëÞò  Partition) ôá äåêáÝîé ó÷Þìáôá

ôá  ïðïßá  ðÞñáìå  ãéá  ôçí animation. ÁõôÜ åðáíáëáìâÜíïíôáé  ðåñéïäéêÜ  ìå  ðåñßïäï  T 2 ð .  (ÄçëáäÞ  ôï

äÝêáôï Ýâäïìï ó÷Þìá èá åßíáé ôï ßäéï ìå ôï ðñþôï, ôï äÝêáôï üãäïï ó÷Þìá ôï ßäéï ìå ôï äåýôåñï, êëð.) 

In[37]:= Show GraphicsArray Partition BuildingImagesWithoutDamping, 2 ,

GraphicsSpacing 0.1, 0.1 , ImageSize 590 ;



Áðüëõôá áíÜëïãá ðñï÷ùñÜìå åäþ êáé óôç äçìéïõñãßá ôçò animation (ôïõ êéíïýìåíïõ ó÷Þìáôïò) ìå ôçí

ðáñïõóßá óåéóìéêïý öáéíïìÝíïõ: óåéóìïý. Ìå ãíùóôü áðü ôçí áñ÷Þ ôï âÝëïò êÜìøåùò ôùí õðïóôõëùìÜ-

ôùí êáôÜ ôï ýøïò ôïõò y  äçìéïõñãïýìå îáíÜ åýêïëá ôçí åëáóôéêÞ ãñáììÞ ôïõò óå óåéóìéêÝò ôáëáíôþ-

óåéò (ðÜëé óå ìïñöÞ ëßóôáò ìå 101 óçìåßá) ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t ðñþôá ãéá ôï áñéóôåñü õðïóôýëùìá (ìå

óôÞñéîç óôï óçìåßï x 0). Ôþñá üìùò ç ìåôáôüðéóç óôéò ðáêôþóåéò óôï êÜôù ìÝñïò ôùí õðïóôõëùìÜ-

ôùí åßíáé  ðñïöáíþò ßóç ìå ôçí ïñéæüíôéá ìåôáôüðéóç ug t  ôïõ åäÜöïõò (ground)  åîáéôßáò ôïõ óåéóìïý

ðïõ  Þäç  åìåßò  õðïèÝóáìå  (Ýíáò  õðåñáðëïðïéçìÝíïò  óåéóìüò  ìå  ìßá  ìüíï  êõêëéêÞ  óõ÷íüôçôá:  ôçí  ù ).

ÁõôÞí ôç ìåôáôüðéóç ug t  ôçí Ý÷ïõìå Þäç õðïèÝóåé, ôçí Ý÷ïõìå äéáèÝóéìç êáé ôçí åðáíáëáìâÜíïõìå

In[38]:= ug t

Out[38]=

Ãéá  íá  ðñï÷ùñÞóïõìå  óôçí  animation,  ðïõ  áðïôåëåßôáé  âÝâáéá  áðü  ìéá  óåéñÜ  ó÷çìÜôùí,  èá  ðñÝðåé  íá

Ý÷ïõìå  ïñßóåé  áñéèìçôéêÝò  ôéìÝò  ãéá  üëá  ôá  ìåãÝèç  ðïõ  åðåéóÝñ÷ïíôáé  ó'  áõôÞí.  ¢ñá  åäþ  åðéëÝãïõìå

ôéìÝò êáé ãéá ôá ìåãÝèç ù êáé u0 : ù 2 êáé u0 0.2. Óõíåðþò üëåò ìáæß ïé áíôéêáôáóôÜóåéò ìáò èá åßíáé:

In[39]:= subs2 Flatten subs1, 2, u0 0.2, v0 ug t

Out[39]=



¸÷ïõìå  Þäç  õðïëïãßóåé  ôç  ó÷åôéêÞ  ìåôáôüðéóç  ue t  ôçò  ðëÜêáò  ùò  ðñïò  ôï  Ýäáöïò  óôïí  ðáñüíôá

õðåñáðëïðïéçìÝíï óåéóìü.  Ôþñá ïé  ìåôáôïðßóåéò  óôéò  ðáêôþóåéò ôùí õðïóôõëùìÜôùí (êÜôù ðÜêôùóç

óôï Ýäáöïò êáé åðÜíù ðÜêôùóç óôçí ðëÜêá) èá åßíáé:

In[40]:= ColumnEndsDisplacements v0 ug t , v1 ug t ue t

Out[40]=

ÅðïìÝíùò  ìå  áõôÝò  ôéò  ìåôáôïðßóåéò  êáé  ôçí  õðüèåóç áâáñþí  õðïóôõëùìÜôùí,  ôçí  ïðïßá  Þäç  êÜíáìå

óôï ðáñüí êôßñéï, ôï âÝëïò êÜìøåùò ôùí õðïóôõëùìÜôùí (ç åëáóôéêÞ ãñáììÞ ðïõ ó÷çìáôßæïõí) èá åßíáé

In[41]:= uet y_, t_ vs y . ColumnEndsDisplacements FullSimplify

Out[41]=

Óáí åðáëÞèåõóç óôéò ðáêôþóåéò äéáðéóôþíïõìå üôé

In[42]:= uet 0, t ug t , uet h, t ug t ue t Simplify

Out[42]=

Áêïëïõèïýìå ôþñá áêñéâþò ôçí ßäéá ìå ðñéí (÷ùñßò ôï óåéóìü) äéáäéêáóßá õðïëïãßæïíôáò êáôÜ óåéñÜ ôá

äýï  áêñáßá  óçìåßá  ôïõ  åäÜöïõò  ðïõ  èá  ó÷åäéÜóïõìå,  ìåôÜ  ôá  óçìåßá  ôïõ  áñéóôåñïý  õðïóôõëþìáôïò,

Ýðåéôá ôá óçìåßá ôïõ äåîéïý õðïóôõëþìáôïò êáé  óôï ôÝëïò ôá áêñáßá óçìåßá ôçò ðëÜêáò, üðïõ Ý÷ïõìå

ôéò  åðÜíù  ðáêôþóåéò  ôùí  äýï  õðïóôõëùìÜôùí.  (Óçìåéþíïõìå  ðùò  åäþ  ëüãù  ôïõ  óåéóìïý  ôï  Ýäáöïò

êéíåßôáé.  ¢ñá áêüìç êáé  ôá ðñþôá óçìåßá, ôá óçìåßá ôïõ åäÜöïõò üðïõ óôçñßæåôáé ôï êôßñéï èá åßíáé êáé

áõôÜ óõíáñôÞóåéò ôïõ ÷ñüíïõ t .) Ôá óçìåßá ôá ïðïßá ðñïáíáöÝñáìå åßíáé êáôÜ óåéñÜ ôá áêüëïõèá:

In[43]:= valuesg t_ 0.2 ug t , 0 , d 0.2 ug t , 0 . subs2

Out[43]=

In[44]:= values1 t_ Table uet y, t . subs2, y , y, 0, 1, 0.01 TrigReduce;

In[45]:= values2 t_ Table d uet y, t . subs2, y , y, 0, 1, 0.01 TrigReduce;

In[46]:= values3 t_ values1 t 101 , values2 t 101

Out[46]=

Ó÷åäéÜæïõìå ôþñá (áêñéâþò üðùò êáé ðñéí) êáé ôéò ôÝóóåñéò ðéï ðÜíù ëßóôåò óáí ëßóôåò óçìåßùí:

In[47]:= LPg t_ ListPlot valuesg t , PlotJoined True,

PlotStyle Thickness 0.03 , Hue 0.3 , DisplayFunction Identity ;

In[48]:= LP1 t_ ListPlot values1 t , PlotJoined True,

PlotStyle Thickness 0.02 , Hue 0 , DisplayFunction Identity ;

In[49]:= LP2 t_ ListPlot values2 t , PlotJoined True,

PlotStyle Thickness 0.02 , Hue 0 , DisplayFunction Identity ;

In[50]:= LP3 t_ ListPlot values3 t , PlotJoined True,

PlotStyle Thickness 0.05 , Hue 0.7 , DisplayFunction Identity ;



Ôþñá ìðïñïýìå (áêñéâþò üðùò êáé ðñéí) íá åíþóïõìå ôéò ôÝóóåñéò ðéï ðÜíù ãñáöéêÝò ðáñáóôÜóåéò êáé

íá äçìéïõñãÞóïõìå ôçí åéêüíá ôïõ êôéñßïõ ìáò êÜèå ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t .  Åäþ Ý÷ïõìå (êõêëéêÞ) óõ÷íüôçôá

ù0 1 ãéá ôï êôßñéï, Üñá ðåñßïäï T 2 ð ù0 2 ð , êáé êõêëéêÞ óõ÷íüôçôá ù 2  ãéá ôï óåéóìü, Üñá ðåñß-

ïäï  Te 2 ð ù ð .  ÅðéëÝãïõìå  ÷ñïíéêÝò  óôéãìÝò  t  áðü  t 0  ìÝ÷ñé  êáé  t 2 ð  áíÜ  ð 16  (ìå  åîáßñåóç

ôçí  ôåëåõôáßá  ÷ñïíéêÞ  óôéãìÞ  t 2 ð ).  ÁõîÜíïõìå  Ýôóé  (óõãêåêñéìÝíá  äéðëáóéÜæïõìå)  ó÷åôéêÜ  ìå  ðñéí

ôçí áêñßâåéá ôçò animation äéáèÝôïíôÜò ôçò 32 åéêüíåò. Äçìéïõñãïýìå Ýôóé ìéá ëßóôá ìå 32 åéêüíåò ôïõ

êôéñßïõ  ìáò.  ÁõôÝò  ïé  åéêüíåò  ìÜëéóôá  åîáéôßáò  ôçò  óõíïëéêÞò  ðåñéüäïõ T0 2 ð  ôùí  ôáëáíôþóåùí èá

åðáíáëáìâÜíïíôáé ÷ñïíéêÜ:

In[51]:= EarthquakeBuildingImages

Table Show LPg t , LP1 t , LP2 t , LP3 t , PlotRange 0.7, 1.7 , 0., 1.1 ,

PlotLabel " ", DefaultFont

"Arial Bold", 11 , AspectRatio 0.5, AxesOrigin 0.7, 0 , ImageSize 400,

Ticks 0.4, 0, 0.4, 0.8, 1.2, 1.6 , 0, 0.2, 0.4, 0.6, 0.8, 1.0 ,

DisplayFunction $DisplayFunction , t, 0, 2 16, 16 ;

In[52]:= Length EarthquakeBuildingImages

Out[52]=

Ç animation áðïèçêåýåôáé êáé ðÜëé óå áñ÷åßï animated gif ìå ôç ÷ñÞóç ôçò åíôïëÞò Export:

In[53]:= Export "D:\cemb\animations\EarthquakeBuildingAnimation.gif",

EarthquakeBuildingImages, ConversionOptions Loop True

Out[53]=

Êáé  ôþñá  äåß÷íïõìå  îáíÜ  (áíÜ  äýï  óôçí  êÜèå  ãñáììÞ  ìå  ôç  ÷ñÞóç  ôçò  åíôïëÞò  Partition)  ôá  äåêáÝîé

ó÷Þìáôá  ôá  ïðïßá  ðÞñáìå  ãéá  ôçí  animation.  ÁõôÜ  åðáíáëáìâÜíïíôáé  ðåñéïäéêÜ  ìå  ðåñßïäï  T  2ð.

(ÄçëáäÞ ôï ôñéáêïóôü ôñßôï ó÷Þìá èá åßíáé ßäéï ìå ôï ðñþôï, ôï ôñéáêïóôü ôÝôáñôï  ìå ôï äåýôåñï, êëð.) 

In[54]:= Show GraphicsArray Partition EarthquakeBuildingImages, 2 ,

GraphicsSpacing 0, 0.1 , ImageSize 554 ;







Ðñï÷ùñÜìå ôþñá óôçí ðåñßðôùóç ôïõ óõíôïíéóìïý ìåôáîý ôïõ óåéóìéêïý öáéíïìÝíïõ êáé ôùí ôáëáíôþ-

óåùí ôïõ êôéñßïõ. ÄçëáäÞ ôþñá ç óõ÷íüôçôá ôïõ óåéóìïý ù  êáé ç éäéïóõ÷íüôçôá ôïõ êôéñßïõ ù0  óõìðß-

ðôïõí: ù ù0 . Ç ëýóç ôçò äéáöïñéêÞò åîéóþóåùò Ý÷åé Þäç õðïëïãéóèåß ãéá óõíôïíéóìü êáé åßíáé ç åîÞò: 

In[55]:= ures t

Out[55]=

ìå ôï ÷ñüíï  t,  åðáíáëáìâÜíåôáé,  íá ïäçãåß óå üëï êáé ìåãáëýôåñï åýñïò ôáëáíôþóåùí êáèþò áõîÜíåé.

Åðßóçò ç ïñéæüíôéá ìåôáôüðéóç ôùí óçìåßùí ôïõ åäÜöïõò óõíå÷ßæåé íá Ý÷åé ôç ìïñöÞ ðïõ õðïèÝóáìå:

In[56]:= ug t

Out[56]=

Ïé áíôéêáôáóôÜóåéò ìáò ðáñáìÝíïõí êáé ôþñá ïé subs2, áëëÜ ìå ù ù0 1. ÁõôÝò åßíáé ïé

In[57]:= subs3 ReplacePart subs2, 1, 6

Out[57]=

Ç ìåôáôïðßóåéò óôéò ðáêôþóåéò (êÜôù ðÜêôùóç óôï Ýäáöïò êáé åðÜíù ðÜêôùóç óôçí ðëÜêá) èá åßíáé:

In[58]:= ColumnEndsDisplacements v0 ug t , v1 ug t ures t

Out[58]=

¢ñá ìå áõôÝò ôéò ìåôáôïðßóåéò ôï âÝëïò êÜìøåùò ôùí õðïóôõëùìÜôùí èá åßíáé ôþñá óå óõíôïíéóìü



In[59]:= uet y_, t_ vs y . ColumnEndsDisplacements FullSimplify

Out[59]=

Óáí åðáëÞèåõóç óôéò ðáêôþóåéò äéáðéóôþíïõìå ðÜëé üôé

In[60]:= uet 0, t ug t , uet h, t ug t ures t Simplify

Out[60]=

Áêïëïõèïýìå ôþñá áêñéâþò–áêñéâþò ôçí ßäéá ìå ðñïçãïõìÝíùò äéáäéêáóßá. Õðïëïãßæïõìå êáôÜ óåéñÜ ôá

äýï áêñáßá óçìåßá ôïõ åäÜöïõò ðïõ èá ó÷åäéÜóïõìå, ýóôåñá ôá óçìåßá ôïõ áñéóôåñïý õðïóôõëþìáôïò,

ìåôÜ ôá óçìåßá ôïõ äåîéïý õðïóôõëþìáôïò êáé óôï ôÝëïò êáé ôá áêñáßá óçìåßá ôçò ðëÜêáò (üðïõ Ý÷ïõìå

ôéò ðáêôþóåéò ôùí äýï õðïóôõëùìÜôùí). Ôá óçìåßá áõôÜ åßíáé êáôÜ óåéñÜ ôá áêüëïõèá:

In[61]:= valuesg t_ 0.2 ug t , 0 , d 0.2 ug t , 0 . subs3

Out[61]=

In[62]:= values1 t_ Table uet y, t . subs3, y , y, 0, 1, 0.01 TrigReduce;

In[63]:= values2 t_ Table d uet y, t . subs3, y , y, 0, 1, 0.01 TrigReduce;

In[64]:= values3 t_ values1 t 101 , values2 t 101

Out[64]=

Ó÷åäéÜæïõìå ôþñá îáíÜ (áêñéâþò üðùò êáé ðñéí) êáé ôéò ôÝóóåñéò ðéï ðÜíù ëßóôåò óáí ëßóôåò óçìåßùí:

In[65]:= LPg t_ ListPlot valuesg t , PlotJoined True,

PlotStyle Thickness 0.03 , Hue 0.3 , DisplayFunction Identity ;

In[66]:= LP1 t_ ListPlot values1 t , PlotJoined True,

PlotStyle Thickness 0.02 , Hue 0 , DisplayFunction Identity ;

In[67]:= LP2 t_ ListPlot values2 t , PlotJoined True,

PlotStyle Thickness 0.02 , Hue 0 , DisplayFunction Identity ;

In[68]:= LP3 t_ ListPlot values3 t , PlotJoined True,

PlotStyle Thickness 0.05 , Hue 0.7 , DisplayFunction Identity ;

Ôþñá ìðïñïýìå îáíÜ íá åíþóïõìå ôéò ôÝóóåñéò ðéï ðÜíù ãñáöéêÝò ðáñáóôÜóåéò êáé íá äçìéïõñãÞóïõìå

ôçí åéêüíá ôïõ êôéñßïõ ìáò êÜèå ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t .  Åäþ Ý÷ïõìå (êõêëéêÞ) óõ÷íüôçôá ù0 1 ãéá ôï êôßñéï,

åðïìÝíùò  ðåñßïäï  T 2 ð ù0 2 ð  êáé  ôçí  ßäéá  êõêëéêÞ  óõ÷íüôçôá  ù 1  ãéá  ôï  óåéóìü  ìå  ðåñßïäï

Te 2 ð ù 2 ð . ÄçëáäÞ ù ù0 1  êáé éóïäýíáìá Te T 2 ð , Üñá óõíôïíéóìüò. ÅðéëÝãïõìå ÷ñïíéêÝò

óôéãìÝò t  áðü t 0  ìÝ÷ñé t 15 ð  áíÜ ð 8. (Óå óõíôïíéóìü äåí õðÜñ÷åé ðåñéïäéêüôçôá óôçí ôáëÜíôùóç

ôïõ êôéñßïõ.) Äçìéïõñãïýìå Ýôóé ìéá ëßóôá 121 åéêüíùí ôïõ êôéñßïõ ìáò, ðïõ üìùò äåí åðáíáëáìâÜíïíôáé:

In[69]:= EarthquakeBuildingImagesWithResonance

Table Show LPg t , LP1 t , LP2 t , LP3 t , PlotRange 6.2, 6.2 , 0., 1.1 ,

PlotLabel " ",

DefaultFont "Arial Bold", 11 , AspectRatio 0.5, AxesOrigin 6.2, 0 ,

ImageSize 400, Ticks 6, 4, 2, 0, 2, 4, 6 , 0, 0.2, 0.4, 0.6, 0.8, 1.0 ,

DisplayFunction $DisplayFunction , t, 0, 15 , 8 ;



ÐñáãìáôéêÜ ÷ñçóéìïðïéÞóáìå åäþ 121 åéêüíåò ãéá ôçí animation:

In[70]:= Length EarthquakeBuildingImagesWithResonance

Out[70]=

ÐÞñáìå, ó÷åäéÜóáìå ðÜñá ðïëëÝò åéêüíåò. Ó' áõôü åöôáéîå üôé äåí Ý÷ïõìå ðåñéïäéêü öáéíüìåíï. ¸÷ïõìå

óõíôïíéóìü, Ýíá ìç ðåñéïäéêü öáéíüìåíï. Åßíáé ðñïöáíÝò áðü ôá ðéï ðÜíù ó÷Þìáôá êáé ôçí áíôßóôïé÷ç

animation ðïõ äçìéïõñãïýí üôé ôï êôßñéï óýíôïìá äå èá áíôÝîåé ôï óõíôïíéóìü êáé èá êáôáññåýóåé áðü

ôï óåéóìü. ÂÝâáéá íá ìç ëçóìïíïýìå üôé óôï êôßñéï áõôü õðïèÝóáìå ðùò äåí õðÜñ÷åé êáèüëïõ áðüóâåóç

ôùí  ôáëáíôþóåùí.  (Óôçí  ðñáãìáôéêüôçôá  ðÜíôïôå  õðÜñ÷åé  óôá  êôßñéá  ìéá  ìéêñÞ  áðüóâåóç  ìå  ëüãï

áðïóâÝóåùò î ðåñßðïõ áðü 0.03 Ýùò 0.06 Ýóôù êáé äß÷ùò ôç ÷ñÞóç åéäéêþí áðïóâåóôÞñùí.) Åðßóçò Ýôõ-

÷å  åäþ ç óõ÷íüôçôá ù ôïõ óåéóìïý íá óõìðßðôåé  ìå  ôçí éäéïóõ÷íüôçôá ù 0 ôïõ êôéñßïõ:  Üñá ðñïêýðôåé

óõíôïíéóìüò.

ÊáôÜ ôá ãíùóôÜ ìå ôçí åíôïëÞ  Export  äçìéïõñãïýìå ôçí animation êáé óå áñ÷åßï animated gif.  Åäþ ôï

áñ÷åßï áõôü åßíáé ðÜñá ðïëý ìåãÜëï, åðåéäÞ ðåñéÝ÷åé 121 ó÷Þìáôá ëüãù ôçò åëëåßøåùò ðåñéïäéêüôçôáò.

In[71]:= Export "D:\cemb\animations\EarthquakeBuildingAnimationWithResonance.gif",

EarthquakeBuildingImagesWithResonance, ConversionOptions Loop True

Out[71]=

Êáé ôþñá äåß÷íïõìå (áíÜ äýï óôçí êÜèå ãñáììÞ ìå ôç ÷ñÞóç ôçò åíôïëÞò Partition) ìåñéêÜ ó÷Þìáôá (ü÷é

üëá  ôá ó÷Þìáôá!)  ôá  ïðïßá  ðÞñáìå  ãéá  ôçí  animation, óõãêåêñéìÝíá  ôï  1ï,  ôï  9ï,  êëð.  (áíÜ 8)  ìÝ÷ñé  ôï

121ï (16 ó÷Þìáôá óõíïëéêÜ). Áðü ôá ó÷Þìáôá áõôÜ öáßíåôáé êáèáñÜ ï óõíôïíéóìüò êáèþò ìåãáëþíåé ï

÷ñüíïò t .  (¼ëï êé áõîÜíåé ôï åýñïò ôùí ôáëáíôþóåùí!)  Ç Mathematica  áíáãêÜóèçêå ìÜëéóôá íá ÷ñçóé-

ìïðïéÞóåé  ðïëý  äéáöïñåôéêÞ  êëßìáêá  êáôÜ  ôïí  ïñéæüíôéï  Üîïíá  ôïõ  åäÜöïõò  óôçí  ðáñïýóá  animation,

åðåéäÞ ôï êôßñéï îåöåýãåé ðïëý áðü ôçí áñ÷éêÞ ôïõ èÝóç (åöüóïí äåí Ý÷åé åíäéáìÝóùò êáôáññåýóåé):

In[72]:= Show GraphicsArray Partition

Table EarthquakeBuildingImagesWithResonance k , k, 1, 121, 8 , 2 ,

GraphicsSpacing 0.1, 0.1 , ImageSize 595 ;





Óáí ôÝôáñôï êáé  ôåëåõôáßï ðáñÜäåéãìá animation (êéíïýìåíïõ ó÷Þìáôïò)  èá áíáöÝñïõìå ôéò åëåýèåñåò

ôáëáíôþóåéò  ôïõ  ìïíþñïöïõ  éäåáôïý  êôéñßïõ  äéáôìÞóåùò  ðïõ  åîåôÜæïõìå  ÷ùñßò  óåéóìü,  áëë'  åäþ  ìå

áðüóâåóç. Ç ó÷åôéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç åßíáé ç åîÞò:

In[73]:= FreeVibrationsWithDampingODE u'' t 2 0 u' t 02 u t 0;

åäþ ìå î  ôï ëüãï áðïóâÝóåùò ôùí ôáëáíôþóåùí êáé ù 0  ôçí éäéïóõ÷íüôçôá ôïõ êôéñßïõ óå ðåñßðôùóç

åëëåßøåùò áðïóâÝóåùò: ù0 k m . Óáí áñ÷éêÝò óõíèÞêåò èåùñïýìå êáé ðÜëé ôéò óõíèÞêåò

In[74]:= InitialConditions u 0 1, u' 0 0 ;

Ç ìåñéêÞ ëýóç ôïõ ðéï ðÜíù ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêþí ôéìþí (äéáöïñéêÞ åîßóùóç êáé äýï áñ÷éêÝò óõíèÞêåò)

ðñïóäéïñßæåôáé åýêïëá îáíÜ ìå ôçí åíôïëÞ DSolve ãéá äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò:

In[75]:= ufd t_

DSolve FreeVibrationsWithDampingODE, InitialConditions , u t , t 1, 1, 2

FullSimplify

Out[75]=

(Õðïôßèåôáé üôé ï äåßêôçò f áíáöÝñåôáé óå åëåýèåñåò ôáëáíôþóåéò, free vibrations, åíþ ï äåßêôçò d óôçí

áðüóâåóç,  damping.)  Èá  ðñï÷ùñÞóïõìå  ôþñá  óôçí  animation  (êéíïýìåíï  ó÷Þìá)  óôï  ðáñüí  ðñüâëçìá

ìïíþñïöïõ éäåáôïý êôéñßïõ óå åëåýèåñåò ôáëáíôþóåéò ìå áðüóâåóç. ¼ðùò êáé óôï ðñþôï ðáñÜäåéãìá

animation, èåùñïýìå ôï  Ýäáöïò áêßíçôï,  åðïìÝíùò v0 0,  êáé  äßíïõìå  óõãêåêñéìÝíåò áñéèìçôéêÝò ôéìÝò

óôéò ðïóüôçôåò h (ôï ýøïò ôùí õðïóôõëùìÜôùí) êáé v1  (ôçí ïñéæüíôéá ìåôáôüðéóç ôçò ðëÜêáò), áëëÜ êáé

óôçí  êõêëéêÞ  óõ÷íüôçôá ôùí  éäéïôáëáíôþóåùí ù0 k m  (ìå  k ôç  óõíïëéêÞ  äõóêáìøßá  êáé  ôùí  äýï

õðïóôõëùìÜôùí). Åðéóçìáßíïõìå îáíÜ üôé ç ïñéæüíôéá ìåôáôüðéóç v1 ôçò ðëÜêáò (êáé ôùí äýï õðïóôõëù-

ìÜôùí  óôá  åðÜíù  Üêñá  ôïõò)  åßíáé  áõôÞ  ðïõ  ðñïêáëåß  ôéò  ôáëáíôþóåéò  ôïõ  êôéñßïõ.  Äåí  õðÜñ÷åé  åäþ

ïýôå óåéóìüò ðïõ íá ðñïêáëÝóåé óåéóìéêÞ áäñáíåéáêÞ öüñôéóç ïýôå êÜðïéá Üëëç öüñôéóç. Ôï ýøïò ôïõ

êôéñßïõ  åßíáé  h  êáé  ôï  ðëÜôïò  ôïõ åßíáé  d .  Ôéò  ôéìÝò  ðïõ  ðñïáíáöÝñáìå  ôéò  äßíïõìå  åäþ  õðü ôç  ìïñöÞ

êáíüíùí  áíôéêáôáóôÜóåùò  subs4,  þóôå  íá  Ý÷ïõìå  ôç  äõíáôüôçôá  íá  ôéò  áëëÜæïõìå  åýêïëá,  åöüóïí

÷ñåéáóèåß, áêñéâþò üðùò êÜíáìå êáé óôï ðñþôï ðáñÜäåéãìá.

Ôþñá ìå ôéò ðáñáêÜôù áíôéêáôáóôÜóåéò subs4 ôï âÝëïò êÜìøåùò v y  (ìå 0 y h ) ôùí äýï õðïóôõëù-

ìÜôùí ðáßñíåé ôç ìïñöÞ ìéáò êáèáñÜ áñéèìçôéêÞò óõíáñôÞóåùò: 

In[76]:= subs4 h 1, d 1, v0 0, v1 1, 0 1, 0.05 ;

In[77]:= usd y_ vs y . subs4

Out[77]=

¼ðùò êáé ðñéí, áíáöÝñïõìå ðñþôá äýï óçìåßá ôçò åðéöÜíåéáò ôïõ åäÜöïõò ðïõ íá ðåñéëáìâÜíïõí áíÜ-

ìåóÜ ôïõò ôéò êÜôù ðáêôþóåéò ôùí õðïóôõëùìÜôùí êáé ãåíéêÜ ôç óôÞñéîç êáé ôç èåìåëßùóç ôïõ êôéñßïõ:

In[78]:= values0 0.2, 0 , d 0.2, 0 . subs4;



Ìå ãíùóôü ôï âÝëïò êÜìøåùò usd y  ôùí õðïóôõëùìÜôùí êáôÜ ôï  ýøïò ôïõò y  äçìéïõñãïýìå åýêïëá

ôçí  åëáóôéêÞ  ãñáììÞ  ôïõò  óå  åëåýèåñåò  ôáëáíôþóåéò  ìå  áðüóâåóç  (åäþ  óå  ìïñöÞ  ëßóôáò  ìå  101

óçìåßá)  ôç  ÷ñïíéêÞ  óôéãìÞ  t  ðñþôá  ôïõ  áñéóôåñïý  õðïóôõëþìáôïò  (ìå  óôÞñéîç  óôï  óçìåßï  x 0).  Ãéá

÷ñïíéêÞ óõíÜñôçóç ðáßñíïõìå ôç óõíÜñôçóç

In[79]:= ufd1 t_ ufd t . subs4 Chop

Out[79]=

ðïõ åß÷áìå âñåé ðñïçãïõìÝíùò. Ãéá ôéò ðéï ðÜíù áñéèìçôéêÝò ôéìÝò  subs4 èá ðñïóäéïñßóïõìå ðáñáêÜôù

ôá óçìåßá ôùí äýï õðïóôõëþìáôùí, üðùò ðñïêýðôïõí ìå ôç ìïñöÞ ôçò åëáóôéêÞò ãñáììÞò ôïõò usd y

(ðïõ Þäç ðñïóäéïñßóèçêå) êáé ôçò ðéï ðÜíù ÷ñïíéêÞò óõíáñôÞóåùò ufd1 t  (ãéá ôéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò).

¼ðùò êáé  ðñéí,  ïñßæïõìå  ðñþôá ôï  Ýäáöïò ìå  óçìåßá  values0,  ìåôÜ ôï  áñéóôåñü õðïóôýëùìá values1
êáé  ìÜëéóôá óáí óõíÜñôçóç ôïõ ÷ñüíïõ t .  Áõôü  èá ìáò öáíåß  ðïëý ÷ñÞóéìï ðáñáêÜôù óôçí animation.

ÁíÜëïãá  õðïëïãßæïõìå  êáé  ôá  óçìåßá  values2  ôïõ  äåîéïý  õðïóôõëþìáôïò  (îáíÜ  ëßóôá  ìå  101 óçìåßá).

Áõôü åßíáé ïëüéäéï ìå ôï áñéóôåñü, áðëÜ ìåôáôïðéóìÝíï ðñïò ôá äåîéÜ êáôÜ ôï ðëÜôïò d ôïõ êôéñßïõ:

In[80]:= values0 0.2, 0 , d 0.2, 0 . subs4;

In[81]:= values1 t_ Table usd y ufd1 t , y , y, 0, 1, 0.01 ;

In[82]:= values2 t_ Table d usd y ufd1 t . d 1, y , y, 0, 1, 0.01 ;

ÔÝëïò äçìéïõñãïýìå êáé ôç ëßóôá values3 ôùí äýï óçìåßùí ðáêôþóåùò ôùí õðïóôõëùìÜôùí óôçí áðá-

ñáìüñöùôç ðëÜêá ôïõ ìïíþñïöïõ éäåáôïý êôéñßïõ äéáôìÞóåùò ðïõ Ý÷ïõìå óå åëåýèåñåò ôáëáíôþóåéò:

In[83]:= values3 t_ values1 t 101 , values2 t 101

Out[83]=

ÎáíÜ üðùò êáé  ðñéí ó÷åäéÜæïõìå êáé  ôþñá êáé  ôéò  ôÝóóåñéò ðéï ðÜíù ëßóôåò óáí ëßóôåò óçìåßùí, áëëÜ

åíùìÝíùí ôï Ýíá ìå ôï Üëëï ìå ôç ÷ñÞóç ôçò ãíùóôÞò åíôïëÞò  ListPlot êáé åðéðëÝïí êáé ôçò åðéëïãÞò

ôçò PlotJoined   True.  Äåí  ôéò  åìöáíßæïõìå  üìùò.  ÁðëÜ ôéò  äçëþíïõìå  êáé  ìÜëéóôá  óáí  óõíáñôÞóåéò

ôïõ ÷ñüíïõ t  (åêôüò áðü ôçí ðñþôç óôï Ýäáöïò, ç ïðïßá åßíáé óôáèåñÞ, åðåéäÞ åäþ äåí Ý÷ïõìå óåéóìü):

In[84]:= LP0 ListPlot values0, PlotJoined True,

PlotStyle Thickness 0.03 , Hue 0.3 , DisplayFunction Identity ;

In[85]:= LP1 t_ ListPlot values1 t , PlotJoined True,

PlotStyle Thickness 0.02 , Hue 0 , DisplayFunction Identity ;

In[86]:= LP2 t_ ListPlot values2 t , PlotJoined True,

PlotStyle Thickness 0.02 , Hue 0 , DisplayFunction Identity ;

In[87]:= LP3 t_ ListPlot values3 t , PlotJoined True,

PlotStyle Thickness 0.05 , Hue 0.7 , DisplayFunction Identity ;

Ôþñá Ý÷ïõìå  ðëÝïí ôç äõíáôüôçôá  íá åíþóïõìå ôéò  ôÝóóåñéò  ðéï  ðÜíù ãñáöéêÝò  ðáñáóôÜóåéò êáé  íá

äçìéïõñãÞóïõìå  ôçí  åéêüíá  ôïõ  êôéñßïõ  ìáò  êÜèå  ÷ñïíéêÞ  óôéãìÞ  t .  ÅðéëÝãïõìå  óáí  ÷ñïíéêü  äéÜóôçìá

üðïõ èá ðáñïõóéÜóïõìå ôçí animation ôï äéÜóôçìá [0, 20ð]  ìå åéêüíåò áíÜ ð/8. (Äõóôõ÷þò ôï ðñüâëçìá

äåí åßíáé ðåñéïäéêü!) Äçìéïõñãïýìå Ýôóé ìéá ëßóôá áðü 161 åéêüíåò ôïõ êôéñßïõ ìáò. ÁõôÝò ïé åéêüíåò äåí

åðáíáëáìâÜíïíôáé ÷ñïíéêÜ, äåí õðÜñ÷åé ðåñßïäïò Ô.  Ãéá íá äïýìå ôþñá ôá ó÷Þìáôá ðïõ ðñïÝêõøáí:



In[88]:= BuildingImagesWithDamping

Table Show LP0, LP1 t , LP2 t , LP3 t , PlotRange 1.3, 2.3 , 0., 1.1 ,

PlotLabel " ", DefaultFont "Arial Bold", 11 ,

AspectRatio 0.5, AxesOrigin 1.1, 0 , ImageSize 500,

Ticks 1, 0.5, 0, 0.5, 1, 1.5, 2 , 0, 0.2, 0.4, 0.6, 0.8, 1.0 ,

DisplayFunction $DisplayFunction , t, 0, 20 , 8 ;

ÐÞñáìå óõíïëéêÜ 161 ó÷Þìáôá ãéá ôo ìïíþñïöï êôßñéü ìáò óå åëåýèåñç ôáëÜíôùóç ìå áðüóâåóç, ðïõ

ãéá ïéêïíïìßá ÷þñïõ äåí ôá äåß÷íïõìå åäþ Ýíá ðñïò Ýíá, áí êáé ðáñïõóéÜæïíôáé óôçí ïèüíç. (Óôï note-

book,  óôç ìïñöÞ PDF êáèþò êáé  óôçí ôõðùìÝíç ìïñöÞ ôïõ notebook ôá óâÞóáìå. Åíôïýôïéò ðáñáêÜôù

èá äåßîïõìå ìåñéêÜ áðü áõôÜ ìå ôç ÷ñÞóç ôçò åíôïëÞò GraphicsArray.)

Ãéá  íá  ðÜñïõìå  ôçí  animation,  üðùò  Þäç  îÝñïõìå,  ìáõñßæïõìå  ôç  äåîéÜ  êáôáêüñõöç  ìðëå  ãñáììÞ  êáé

ðáôÜìå  Ctrl  Y.  Ôï  êéíïýìåíï  áõôü  ó÷Þìá  ìðïñïýìå  íá  ôï  "åîáãÜãïõìå"  (÷ñçóéìïðïéþíôáò  ôçí  åíôïëÞ

Export)  óå ìïñöÞ áñ÷åßïõ animated gif,  üðùò ãíùñßæïõìå.  Ôï áñ÷åßï  ìå ôá ó÷Þìáôá ãéá ôçí animation

áõôþí  ôùí  ôáëáíôþóåùí  ìå  áðüóâåóç  ôï  ïíïìÜæïõìå  BuildingAnimationWithDamping.gif .  Êáé  öõóéêÜ

äåí îå÷íÜìå óôï ôÝëïò ôçí åðéëïãÞ ConversionOptions  {Loop  True}. ÁõôÞ åßíáé áðüëõôá áíáãêáßá!

In[89]:= Export "D:\cemb\animations\BuildingAnimationWithDamping.gif",

BuildingImagesWithDamping, ConversionOptions Loop True

Out[89]=

Êáé  ôþñá äåß÷íïõìå  (áíÜ äýï  óôçí êÜèå ãñáììÞ ìå ôç ÷ñÞóç ôçò åíôïëÞò  Partition)  ôo 1ï,  ôï  9ï,  êëð.

áíÜ 8 (ü÷é  üëá) ôá ó÷Þìáôá ôá ïðïßá ðÞñáìå ãéá ôçí animation. ÁõôÜ äåí åðáíáëáìâÜíïíôáé ðåñéïäéêÜ.

Áðü ôá ðáñáêÜôù ó÷Þìáôá ðáñáôçñïýìå üôé ëüãù ôçò áðïóâÝóåùò ç ôáëÜíôùóç öèßíåé ìå ôï ÷ñüíï.

In[90]:= Show GraphicsArray

Partition Table BuildingImagesWithDamping k , k, 1, 161, 8 , 2 ,

GraphicsSpacing 0.2, 0.12 , ImageSize 474 ;



ÅðáíáëáìâÜíïõìå ôçí ðáñáôÞñçóç üôé åîáéôßáò ôçò áðïóâÝóåùò ç ôáëÜíôùóç öèßíåé ìå ôï ÷ñüíï áíôß-

èåôá ìå ü,ôé óõíÝâáéíå óôçí ðñþôç animation ôïõ notebook, üðïõ äåí õðÞñ÷å êáèüëïõ áðüóâåóç.






