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ΣΥΝΟΠΤΙΚΗ ΘΕΩΡΙΑ ΜΕ ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΑ
ΜΕΤΡΗΣΕΙΣ ΚΑΙ ΣΦΑΛΜΑΤΑ

Ολες οι μετρήσεις περιέχουν σφάλματα (η αντίστοιχα έχουν αβεβαιότητες), και γι΄αυτό είναι αναγκαίο να προσδιορίζεται η ποιότητα τους.

Λόγω της ύπαρξης σφαλμάτων δεν μπορούμε να υπολογίσουμε αληθείς τιμές, αλλά μόνο εκτιμήσεις κάποιου μεγέθους.  Για το λόγο αυτό, μετρήσεις (ή αποτελέσματα) που δεν συνοδεύονται από εκτιμήσεις αβεβαιότητας (σφαλμάτων, ποιότητας, κλπ) είναι μη αποδεκτές.

Η ποιότητα μερικών μετρήσεων (και αποτελεσμάτων που βασίζονται σε μετρήσεις) παραλείπεται μόνο όταν έχουν εφαρμοστεί καθιερωμένοι τρόποι μέτρησης που παράγουν αποτελέσματα γνωστής ακρίβειας (πχ. μετρήσεις με μετροταινία σε ένα οικοδομικό σχέδιο).

Σε ορισμένες επιστήμες αντί για αναλυτικές εκτιμήσεις ακριβείας, περιθωρίου σφάλματος, κλπ. χρησιμοποιείται η τεχνική του συντελεστή ασφαλείας, ο οποίος σε γενικές γραμμές εκφράζει την πιθανολογική διάστασή τους.

ΕΙΔΗ ΣΦΑΛΜΑΤΩΝ

Οι μετρήσεις περιέχουν τριών ειδών σφάλματα

Χονδροειδή, συνήθως μεμονωμένες τιμές με μεγάλη διαφορά από τις άλλες (πχ λόγω αναγραμματισμού στην καταγραφή, απροσεξίας, κλπ) που συνήθως αφαιρούμε  από το σύνολο των μετρήσεων με κάποια στατιστική μέθοδο.

Συστηματικά, που οφείλονται στην επίδραση κάποιου παράγοντα που διαφοροποιεί όλες ή κάποιες μετρήσεις ακολουθώντας κάποιο «μαθηματικό» συνήθως μοντέλο (πχ  ένα μεταλλικό αντικείμενο κοντά σε μια πυξίδα μετατοπίζει τη διεύθυνση του βορρά, ένας κόμπος σε μια μετροταινία εμφανίζει μεγαλύτερες επιλεκτικά όλες τις μετρήσεις με μήκος μεγαλύτερο από την απόσταση του κόμπου από την αρχή της μετροταινίας.

Τυχαία, με συνήθως μικρές τιμές και μέση τιμή μηδέν.

Είναι προφανές ότι για τα συνηθισμένα σύνολα μετρήσεων πολλαπλές μετρήσεις εξουδετερώνουν μόνο τα τυχαία σφάλματα.

ΠΟΙΟΤΗΤΑ ΜΕΤΡΗΣΕΩΝ

Οι πιο γνωστοί τρόποι εκτίμησης της ποιότητας των μετρήσεων είναι η εκτίμηση της ακρίβειας και της αξιοπιστίας.

Η ακρίβεια (precision) προσδιορίζεται από το τυπικό σφάλμα του συνόλου των μετρήσεων, και εκφράζει τη διασπορά τους από την υπολογισμένη τιμή, και πρακτικά πόσο προσεκτικά έγιναν οι μετρήσεις.

Η αξιοπιστία (accuracy) εκφράζει την απόκλιση της μέσης τιμής από την πραγματική τιμή.

Είναι προφανές ότι μπορεί κάποιες μετρήσεις να έχουν μεγάλη ακρίβεια (μικρό τυπικό σφάλμα) αλλά χαμηλή αξιοπιστία, δηλαδή να περιέχουν συστηματικά σφάλματα με αποτέλεσμα η μέση τιμή τους να διαφέρει από την πραγματική. Πχ. προσεκτικές μετρήσεις με μεταλλική μετροταινία που έχει διασταλεί λόγω έκθεσης στον ήλιο θα δώσουν μικρό τυπικό σφάλμα αλλά θα διαφέρουν από την πραγματική τιμή.

Χαρακτηριστικά φαίνεται αυτό στο ακόλουθο σχήμα, όπου εμφανίζονται δύο σύνολα μετρήσεων (1) και (2) με διαφορετικές κατανομές, διαφορετικές μέσες τιμές μ1, μ2 και διαφορετικά τυπικά σφάλματα, καθώς και η πραγματική τιμή Μ. Η μέτρηση (2) με τη μικρότερη ακρίβεια είναι πλέον αξιόπιστη από τη μέτρηση (1)! (γιατί?)
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Στις περισσότερες επιστήμες μπορεί να εκτιμηθεί μόνο η ακρίβεια των μετρήσεων, γιατί δεν είναι δυνατόν να ελεγχθούν τα συστηματικά σφάλματα.  Αντίθετα, στις γεωδαιτικές παρατηρήσεις είναι δυνατόν να προσεγγιστούν στατιστικά πολύ καλά οι πραγματικές τιμές γιατί υπάρχουν γεωμετρικές δεσμεύσεις (πχ άθροισμα γωνιών τριγώνων, τετραπλεύρων, κλπ.).

Εκτός από τον στατιστικό τρόπο των γεωμετρικών δεσμεύσεων, είναι δυνατή η εκτίμηση «πραγματικών» τιμών από μετρήσεις με όργανα μεγαλύτερης ακρίβειας και μετρήσεις διαφορετικού τύπου, οπότε και εξουδετερώνονται σε κάποιο βαθμό τα συστηματικά σφάλματα.

ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΑ ΧΑΡΑΚΤΗΡΙΣΤΙΚΑ ΤΩΝ ΜΕΤΡΗΣΕΩΝ

Πολλαπλές μετρήσεις ενός μεγέθους (ιδίως όταν είναι απαλλαγμένες από χονδροειδή και συστηματικά σφάλματα) θεωρείται ότι ακολουθούν την κανονική κατανομή.

Η ΚΑΝΟΝΙΚΗ ΚΑΤΑΝΟΜΗ (ΚΑΤΑΝΟΜΗ GAUSS)
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Η συνάρτηση που περιγράφει την κατανομή είναι η :
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Δύο παράμετροι προσδιορίζουν την κατανομή στην εξίσωση
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Παρατηρήσεις:

· Η συνάρτηση κατανομής f(x) είναι συμμετρική ως προς τη μέση τιμή μx
· Η συνάρτηση προσεγγίζει το μηδέν ασυμπτωτικά καθώς το x τείνει στο (
· Η συνάρτηση έχει δύο σημεία καμπής στα σημεία x = μx ( σx
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Η πιθανότητα της μέσης τιμής   να λαμβάνει τιμές μεταξύ x1 και x2 προσδιορίζεται από την επιφάνεια μεταξύ του x άξονα, την καμπύλη της συνάρτησης και τα όρια των τιμών x = x1 και x=x2.
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Παραδείγματα της πιθανότητας απόκλισης από την μέση τιμή σε πολλαπλάσια της τυπικής απόκλισης είναι:


P [-σx   < x - μx < +σx]   = 0.68

P [-2σx < x - μx < +2σx] = 0.95

P [-3σx < x - μx < +3σx] = 0.99
Η ακρίβεια ως πιθανότητα

H ακρίβεια που προκύπτει από τους υπολογισμούς είναι πιθανοτική και υποδηλώνει ότι το σφάλμα της μέτρησης δεν υπερβαίνει την εκτιμούμενη τιμή του αντίστοιχου τυπικού σφάλματος με πιθανότητα 67% (ή 1σ) και 95% (ή 2σ). Αβεβαιότητες (ή εκτιμήσεις ακρίβειας) για άλλες πιθανότητες μπορούν επίσης να προσδιοριστούν (95% ή 2σ, κλπ).

Για τη λήψη σημαντικών αποφάσεων συνήθως απαιτείται η εκτίμηση να είναι σε επίπεδο σημαντικότητας 95% (δηλαδή η υπολογισμένη μετατόπιση να υπερβαίνει τα 2σ (σ=τυπικό σφάλμα).

Ο ρόλος των συστηματικών και χονδροειδών σφαλμάτων

Να σημειωθεί όμως ότι όλες αυτές οι εκτιμήσεις αφορούν τυχαία σφάλματα και προϋποθέτουν την απουσία συστηματικών και χονδροειδών σφαλμάτων (μιά μάλλον μη ρεαλιστική υπόθεση).

Πάντως, σε ορισμένες περιπτώσεις γεωδαιτικών μετρήσεων καλής ποιότητας που προσφέρουν τη δυνατότητα ελέγχου χονδροειδών και συστηματικών σφαλμάτων (κυρίως λόγω ύπαρξης γεωμετρικών συνθηκών, πχ. το άθροισμα των γωνιών ενός τριγώνου είναι 200g) έχει εκτιμηθεί ότι το «πραγματικό» σφάλμα είναι πολύ μεγαλύτερο από το «τυπικό».

Μεταβλητότητα, τυπικό σφάλμα, συμβολισμοί

Στα πλαίσια του μαθήματος θεωρούμε ότι η μεταβλητότητα είναι το τετράγωνο του τυπικού σφάλματος. Χρησιμοποιούνται διάφοροι συμβολισμοί για τις δύο αυτές παραμέτρους.

Η μεταβλητότητα μιάς μεταβλητής χ συμβολίζεται ως var(χ), ή ως σ2χ ,   ή ως δ2, κλπ.   

Το τυπικό σφάλμα συμβολίζεται ως σ, s, m, δ, κλπ.

Ο πλέον διαδεδομένος συμβολισμός είναι στο σ.

Είναι σκόπιμο να είναι εξοικειωμένος ο μηχανικός με τους διαφορετικούς τρόπους συμβολισμού κυρίως του σ.

Η ΦΥΣΙΚΗ ΣΗΜΑΣΙΑ ΤΩΝ ΣΦΑΛΜΑΤΩΝ

Σημείο σε άξονα

Εάν θεωρήσουμε ότι ξεκινάμε από σταθερό σημείο Σ και προσδιορίζουμε πάνω σε ένα άξονα ένα σημείο Μ που απέχει από το Σ μήκος μ. Προφανώς η μέτρηση αυτή θα περιέχει σφάλματα, που σε πρώτη προσέγγιση περιγράφουμε με το τυπικό σφάλμα σ της μέτρησης.

Η φυσική σημασία της θέσης του σημείου Μ είναι ότι θα βρίσκεται σε ένα διάστημα πάνω στον άξονα, με το εύρος του να αποτελεί συνάρτηση του σ και της πιθανότητας που θέλουμε να είναι σημαντικά τα αποτελέσματά μας. Για επίπεδο 66%, το σημείο Μ θα περιέχεται στο ευθύγραμμο τμήμα που ορίζεται από τις τιμές μ-σ, μ+σ.

Διεύθυνση

Αν ξεκινώντας από ένα σημείο Κ και διεύθυνση αναφοράς θέλουμε να ορίσουμε τη διεύθυνση φ, και η σχετική μέτρηση έχει τυπικό σφάλμα σ, τότε για επίπεδο σημαντικότητας 66%η διεύθυνση που θέλουμε να χαράξουμε θα περιέχεται σε μία γωνία με κέντρο το Κ που περιβάλλεται από τις διευθύνσεις φ-σ, φ+σ.

Σημείο στο επίπεδο

Κατ’ αναλογία, η αβεβαιότητα της θέσης ενός σημείου στο επίπεδο περιέχεται σε κάποιο τετράπλευρο. Ομως, αποδεικνύεται ότι η πιθανότητα να βρίσκεται το σημείο στις γωνίες του σχήματος είναι μικρότερη απ΄οτι γενικά στο κέντρο του, και γι΄αυτό η αβεβαιότητα θέσης σημείου προσδιορίζεται από έλλειψη σφάλματος που εγγράφεται στο τετράπλευρο.

ΜΕΤΑΔΟΣΗ ΤΩΝ ΣΦΑΛΜΑΤΩΝ

Συνήθως οι υπολογισμοί ορισμένων μεγεθών προέρχονται από μαθηματικούς τύπους οι οποίοι περιλαμβάνουν μία ή περισσότερες μεταβλητές: πχ το εμβαδόν ενός κύκλου αποτελεί εκτίμηση που προκύπτει από συνάρτηση μίας μεταβλητής,  η διαφορά δύο τιμών προκύπτει από συνάρτηση δύο μεταβλητών, κλπ.

Είναι προφανές ότι τα σφάλματα κάθε μέτρησης επηρεάζουν και το τελικό αποτέλεσμα.   Το πώς τα επηρεάζουν εξαρτάται

α) από τις στατιστικές ιδιότητες των μεταβλητών

β) την ίδια τη συνάρτηση στην οποία περιέχονται

Μερικοί υποθέτουν ότι αν κάνεις υπολογισμούς με τις ακραίες τιμές (μ-σ, μ+σ) των μεταβλητών, μπορείς να υπολογίσεις και τα αντίστοιχα όρια της τελικής τιμής. Αυτό είναι λάθος,

πρώτον γιατί αν οι συναρτήσεις είναι πολύπλοκες (κλάσματα, εκθετικές, δυνάμεις, κλπ με περισσότερες μάλιστα από μία μεταβλητές), προκύπτουν παράλογα αποτελέσματα.

δεύτερον, γιατί τα σφάλματα είναι «πιθανότητες», και δεν είναι λογικό να θεωρούμε  ότι όλες οι μεταβλητές λαμβάνουν συγχρόνως ακραίες τιμές.

Παράδειγμα

Εάν θελήσουμε να προσδιορίσουμε πάνω σε άξονα ένα σημείο Μ που απέχει από σταθερό σημείο Σ απόσταση 58m με τη βοήθεια μετροταινίας μήκους 30m, τότε θα πρέπει προφανώς να υπολογίσουμε πρώτα ένα ενδιάμεσο σημείο Κ που απέχει από το Σ περίπου 30m, και στη συνέχεια με δεύτερη μέτρηση να προσδιορίσουμε το σημείο Μ.  Και οι δύο  μετρήσεις με τη μετροταινία λογικό θα έχουν το ίδιο σφάλμα σ. Για επίπεδο σημαντικότητας 66% το σημείο Κ θα βρίσκεται στο διάστημα (30-σ, 30+σ (m)). Εάν η μέτρηση ΣΚ πάρει την ακραία τιμή 30+σ, θα είναι μάλλον απίθανο να πάρει αντίστοιχη ακραία τιμή (28+σ (m))και η μέτρηση ΚΜ! Συνεπώς για το δοσμένο επίπεδο εμπιστοσύνης, είναι απίθανο το σφάλμα της Μ να είναι 2σ!

Αποδεικνύεται ότι τα σφάλματα (και εννοούμε τα τυχαία) μεταδίδονται ακολουθώντας το ΝΟΜΟ ΜΕΤΑΔΟΣΗΣ ΤΩΝ ΣΦΑΛΜΑΤΩΝ.

Ο νόμος αυτός στην απλή του μορφή (για ασυσχέτιστα δεδομένα) γιά συνάρτηση f(x,y,..) όπου τα σφάλματα των x,y είναι αντίστοιχα σx, σy, το σφάλμα σf της f έχει τη μορφή:
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Η τεχνική εφαρμογή του Νόμου Μετάδοσης Σφαλμάτων και εκτίμησης σφάλματος μιας μεταβλητής που προκύπτει από επεξεργασία άλλων είναι η εξής

α) εξετάζουμε αν οι μετρήσεις μας είναι ασυσχέτιστες (αν δεν είναι, ισχύει ο νόμος στη γενική του μορφή που περιλαμβάνει Ιακωβιανές)

β) ορίζουμε τη συνάρτηση f= f(x, y,... )

γ) προσδιορίζουμε τα τυπικά σφάλματα των μεταβλητών x, y, ... (των μετρήσεων μας, δηλαδή).

δ) κάνουμε τις πράξεις υπολογίζοντας πρώτα τις μερικές παραγώγους και φροντίζοντας να έχουμε ομογενείς τιμές ως προς τις μονάδες και υπολογίζουμε το σφάλμα της f.

Προσοχή:  Οι γωνίες στα σφάλματα εισάγονται ως rad, γιατί οι βαθμοί δεν είναι αδιάστατα μεγέθη.

δ) πολλές φορές, το σφάλμα της συνάρτησης f μπορεί να θεωρηθεί σφάλμα μιας μεταβλητής μιας νέας συνάρτησης f’, οπότε εφαρμόζουμε εκ νέου το νόμο μετάδοσης των σφαλμάτων.

Παράδειγμα

Στο προηγούμενο παράδειγμα του υπολογισμού της ακρίβειας θέσης του σημείου κ με δύο διαδοχικές μετρήσεις με μετροταινία, κάθε μιας ακρίβειας ±1cm.

α) Θεωρούμε τις δύο μετρήσεις ασυσχέτιστες

β) Δημιουργούμε τη συνάρτηση f=ℓ1+ ℓ2
γ) Θεωρούμε ότι οι δύο μετρήσεις έχουν κοινό σφάλμα σℓ

δ) Υπολογίζουμε τις μερικές παραγώγους της f ως προς ℓ1, ℓ2  (λαμβάνουν τιμή 1).

Τελικά προκύπτει ότι σf = σℓ√2 cm.

ΑΝΗΓΜΕΝΟΣ ΜΕΣΟΣ ΟΡΟΣ

Από μετρήσεις ίσης ακρίβειας

Θεωρούμε ότι ένα τμήμα μετρήθηκε n φορές με μετρήσεις ίσης ακρίβειας και προέκυψαν τα εξής αποτελέσματα

Η τιμή x1 καταγράφηκε p1 φορές

Η τιμή x2 καταγράφηκε p2 φορές

Η τιμή x3 καταγράφηκε p3 φορές

Η τιμή x4 καταγράφηκε p4 φορές κλπ

Είναι προφανές ότι Σpi=n και ότι η μέση τιμή θα δίνεται από τον τύπο
x= Σxipi/Σpi
Η τιμή αυτή  αποτελεί τον ανηγμένο μέσο όρο των μετρήσεων, και το τυπικό του σφάλμα μπορεί να προκύψει από την εφαρμογή του Νόμου Μετάδοσης Σφαλμάτων.
Οι τιμές pi αποτελούν τις συχνότητες εμφάνισης μιας τιμής σε ένα σύνολο μετρήσεων, ονομάζονται βάρη, και υποδηλώνουν πόσο σημαντική είναι μία μέτρηση στη διαμόρφωση του μέσου όρου. Είναι προφανές ότι όλες οι διαθέσιμες μετρήσεις (εκτός από εκείνες για τις οποίες υπάρχει σαφής ένδειξη για χονδροειδή σφάλματα και τις οποίες αποκλείουμε) συμμετέχουν στη διαμόρφωση του μέσου όρου, και γι’ αυτό όλες πρέπει λαμβάνονται υπ’ όψη στον υπολογισμό του.

Παράδειγμα

Με τον τύπο αυτό υπολογίζεται ο βαθμός Διπλώματος σας. Ο βαθμός πολλών υποχρεωτικών μαθημάτων επηρεάζει πολύ τον τελικό βαθμό, ο βαθμός ορισμένων μαθημάτων επιλογής λίγο, ενώ ο βαθμός της Διπλωματικής έχει εξαιρετικά μεγάλο βάρος και αντιστοιχεί σε βαθμό αρκετών μαθημάτων (να διερευνηθεί από τον Οδηγό Σπουδών).

Από μετρήσεις διαφορετικής ακρίβειας

Μερικές φορές ένα μέγεθος έχει μετρηθεί με μεθόδους που παρέχουν διαφορετική ακρίβεια, πχ, x1 ±σ1 και  x2 ±σ2.   Πώς θα υπολογίσουμε τον αντίστοιχο ανηγμένο μέσο όρο?
Το πρόβλημα λύνεται αν θεωρήσουμε ότι οι εκτιμήσεις x1, x2 με διαφορετικά σφάλματα (ακρίβειες σ1, σ2) έχουν προκύψει από κάποια υποθετικά σύνολα μετρήσεων ίδιας ποιότητας αλλά διαφορετικού αριθμού μετρήσεων. Δηλαδή ότι αποτελούν μέσες τιμές κάποιου άγνωστου αριθμού παρατηρήσεων p1 και p2 αντίστοιχα, που όλες τους έχουν ακρίβεια σο.
Ας θυμηθούμε τον τύπο που συνδέει το σφάλμα της κάθε μίας μέτρησης σο και της μέσης τιμής σ με τον αριθμό των μετρήσεων p:

σ=σο/√p
Αν θεωρήσουμε το σο μοναδιαίο (αλλά όχι αδιάστατο), τότε μπορούμε να υπολογίσουμε τις άγνωστες (υποθετικές και προφανώς μη κατ’ανάγκη ακέραιες) τιμές των pi ως συνάρτηση των σi, δηλαδή καταλήγουμε να υπολογίσουμε τα βάρη των μετρήσεων   x1, x2  από τον τύπο
pi= 1/σi2  (το pi  είναι αδιάστατο επειδή όπως ειπώθηκε το σο  είναι μοναδιαίο)
και να αναχθούμε στον βασικό τύπο του ανηγμένου μήκους.

ΜΕΡΙΚΕΣ ΣΗΜΑΝΤΙΚΕΣ ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ

Ακρίβειες οργάνων και μεθόδων μέτρησης

Η ακρίβεια ενός οργάνου ή μιάς μεθόδου μέτρησης χονδρικά ισοδυναμεί με το αναμενόμενο σφάλμα ή την αβεβαιότητα της μέτρησης (ή της μέσης τιμής των μετρήσεων) και εκφράζεται
1) σε απόλυτες τιμές, πχ 1cm
2) σε ποσοστά, πχ. η ακρίβεια μέτρησης με μετροταινία κυμαίνεται από 1:1000 έως 1:10,000, ενός ρολογιού quartz είναι 10-6 (ή 1ppm, parts per million)

3) με σύνθετο τρόπο, πχ, η ακρίβεια ηλεκτρονικού οργάνου μέτρησης αποστάσεων προσδιορίζεται ως 5mm ±2ppm.

Στην περίπτωση αυτή για να γίνουν υπολογισμοί της ακρίβειας για ορισμένο μήκος (ή άλλο μέγεθος), τα δύο συνθετικά μετατρέπονται σε ομογενή μεγέθη και η ολική ακρίβεια υπολογίζεται με βάση το  νόμο μετάδοσης των σφαλμάτων ως άθροισμα μεταβλητοτήτων (δηλ. των τετραγώνων του τυπικού σφάλματος).   

Παράδειγμα 

Για όργανο μετυπική ακρίβεια 5mm ±2ppm και  για απόσταση 2km, η τυπική ακρίβεια μέτρησης υπολογίζεται από την παράσταση 

√(52mm2+ (2x10-6 x 2x106 mm)2)= √29  mm=5.39mm
Στατιστική σημαντικότητα των εκτιμήσεων μεταβολών μεταβλητών
Με βάση τις στατιστικές ιδιότητες των μετρήσεων και υπολογισμένων τιμών μπορούμε να κάνουμε εκτιμήσεις μετατοπίσεων ή γενικά μεταβολών τιμών κάποιων μεταβλητών (τιμής μιας γωνίας, ενός υψομέτρου, κλπ.

Για παράδειγμα, μπορούμε να υποστηρίξουμε ότι ένα σημείο μετατοπίστηκε εάν η εκτίμηση της μετατόπισης του υπερβαίνει την αντίστοιχη αβεβαιότητα για συγκεκριμένο επίπεδο σημαντικότητας (πχ 95%). Αλλιώς λέμε είτε ότι οι μετρήσεις μας δεν επιτρέπουν την συναγωγή στατιστικά σημαντικών συμπερασμάτων.

Παράδειγμα

Εάν υπολογίστηκε μεταβολή του υψομέτρου ενός υψομέτρου -25±20mm, το μόνο που μπορούμε να πούμε είναι ότι υπολογίστηκε μετατόπιση στατιστικά σημαντική για επίπεδο σημαντικότητας 67% (σχήμα α). Αν η αντίστοιχη τιμή είναι -45±20mm τότε η μετατόπιση είναι σημαντική γιά επίπεδο σημαντικότητας 98% (σχήμα β). Αν η αντίστοιχη τιμή είναι -25±40mm, τότε προφανώς δεν τεκμηριώνεται καμία μετατόπιση (η μεταβολή που υπολογίστηκε είναι μέσα στα όρια της αβεβαιότητας, σχήμα γ).
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Σύγκριση τιμών

Εάν ζητείται να συγκριθεί μία τιμή με μία άλλη (πχ. -25±20mm και -20±15mm) τότε εξετάζουμε τις στατιστικές ιδιότητες της μεταβλητής που εκφράζει τη διαφορά των δύο τιμών.

Παράδειγμα.  

Τη χρονική στιγμή 1 ένα μήκος (πχ η πρόσοψη ενός οικοπέδου) είχε υπολογιστεί ℓ1±σ1 και τη στιγμή 2   ℓ2±σ2.  Μπορεί να υποστηριχτεί ότι μετατοπίστηκαν τα όρια?

Η απάντηση προκύπτει από την εξέταση των στατιστικών ιδιοτήτων της νέας μεταβλητής ℓ= ℓ1 -ℓ2 και του σφάλματός της σ που προκύπτει από τα σ1 και σ2 (πως??).

Στατιστικά σημαντικά ψηφία

Σε πολλές περιπτώσεις εκτιμούμε μερικά μεγέθη και τα αντίστοιχα τυπικά σφάλματα. Η εμφάνιση των αντίστοιχων τιμών πρέπει σε γενικές γραμμές να είναι ανάλογη των σφαλμάτων (ή της ακρίβειας) της μέτρησης. Για παράδειγμα, αν μετράμε ένα μήκος με ακρίβεια μέτρου, πρέπει οι αντίστοιχες τιμές να στρογγυλεύονται στο μέτρο ή το πολύ στο δεκάποντο.

Παράδειγμα

Η μέτρηση 438.57±5.46 δείχνει ότι στατιστικά σημαντικό μπορεί να είναι μόνο το πρώτο ακέραιο ψηφίο, οπότε η μέτρηση πρέπει να στρογγυλευτεί ως 438.5±5.5 ή 439±5.

Μέσοι όροι

Χρειάζεται ιδιαίτερη προσοχή όταν έχουμε να βγάλουμε μέσους όρους από τιμές με μεγάλη διασπορά.
Παράδειγμα

Από τις μετρήσεις  15, 100, 27 προκύπτει μέση τιμή 47±46 (στρογγυλεμένη), δεδομένης της μεγάλης τιμής του τυπικού σφάλματος. Αντίθετα, εμφάνιση μέσου όρου 47.333 είναι σφάλμα, γιατί δίνει την εντύπωση ότι το τυπικό σφάλμα είναι κλάσμα του μέτρου δηλ. πολλές τάξεις μικρότερο από το πραγματικό.

Η ΜΕΘΟΔΟΣ ΤΩΝ ΕΛΑΧΙΣΤΩΝ ΤΕΤΡΑΓΩΝΩΝ

Η μέθοδος γίνεται κατανοητή με το ακόλουθο παράδειγμα.
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Υποθέτουμε ότι έχουμε μετρήσει σε 4 διάφορους συνδυασμούς τα μήκη ℓ που ορίζουν πάνω σε μία ευθεία τέσσερα σημεία Α, Β, Γ, Δ και θέλουμε να προσδιορίσουμε τα 3 μήκη που προσδιορίζονται μεταξύ τους (ΑΒ, ΒΓ, ΓΔ).   Προφανώς υπάρχουν 3 ανεξάρτητα μήκη (άγνωστοι) x1, x2, x3 και αντιστοιχούν, στα μήκη αυτά οι άλλες μετρήσεις είναι γραμμικός συνδυασμός τους.

Δημιουργείται το σύστημα των εξής γραμμικών εξισώσεων

	x1
	+
	x2
	
	
	=
	ℓ1
	+
	υ1 

	
	
	x2
	+
	x3
	=
	ℓ2
	+
	υ2

	x1
	
	
	
	
	=
	ℓ3
	+
	υ3

	x1
	
	
	+
	x3
	=
	ℓ4
	+
	υ4


με n=4 παρατηρήσεις   και m=3 αγνώστους

Οι όροι υi κλπ εκφράζουν τα άγνωστα σφάλματα της κάθε μέτρησης, και τα οποία πρέπει να ληφθούν υπ΄οψη, επειδή οι μετρήσεις δεν είναι συμβατές μεταξύ τους και δεν θα μπορούν να ισχύουν οι εξισώσεις.
Σε μορφή Πινάκων το σύστημα γράφεται ως εξής, 
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ή συμβολικά   Α x= ℓ+υ.   

Προφανώς το σύστημα δεν λύνεται γιατί οι άγνωστοι είναι περισσότεροι από τις εξισώσεις.  Η λύση που δίνεται στο πρόβλημα αυτό είναι να προσθέσουμε εξισώσεις μέσα από κάποια συνθήκη.
Η συνθήκη που εισάγουμε είναι τα σφάλματα υi, κλπ να είναι ελάχιστα. Επειδή όμως τα σφάλματα αυτά έχουν διαφορετικό πρόσημο, η πιο εύκολη λύση είναι να ελαχιστοποιήσουμε το άθροισμα των τετραγώνων τους, δηλαδή να προσθέσουμε τις ελλείπουσες εξισώσεις από τη συνθήκη
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Από τη συνθήκη αυτή έχει πάρει και την ονομασία της η μέθοδος.

Η τεχνική είναι να υπολογίσουμε το άθροισμα των τετραγώνων από την εξίσωση 

Α x= ℓ+υ 

και να ελαχιστοποιήσουμε τη συνάρτηση
Συ2= (Αx- ℓ)T (Ax - ℓ) μηδενίζοντας τις μερικές παραγώγους για κάθε τιμή του xi.

H λύση που προκύπτει περιγράφεται από τη σχέση
X= (ATA)-1 AT ℓ

Αντικαθιστώντας τις τιμές Χ στην αρχική εξίσωση Α x= ℓ+υ υπολογίζουμε τα υi.

Στη συνέχεια υπολογίζουμε το τυπικό σφάλμα των μετρήσεων σο=√(Συiυi)/(n-m)

(n=αριθμός παρατηρήσεων και   m=αριθμός αγνώστων)

και τον Πίνακα Μεταβλητότητας-Συμμεταβλητότητας (v-cov)  

σο2(ATA)-1
Τα διαγώνια στοιχεία του Πίνακα αυτού πολλαπλασιασμένα με το σο2  εκφράζουν τις μεταβλητότητες των συνιστωσών του Χ, και τα μη διαγώνια τις συμμεταβλητότητες τους
ΛΥΜΕΝΕΣ ΥΠΟΔΕΙΓΜΑΤΙΚΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ

ΑΣΚΗΣΗ 1

Ενα μήκος ℓ μετρήθηκε 6 φορές με το ίδιο όργανο και τον ίδιο παρατηρητή και βρέθηκαν τα ακόλουθα αποτελέσματα σε m :

ℓ1 = 42,305


ℓ4 = 42,320

ℓ2 = 42,317


ℓ5 = 42,314

ℓ3 = 42,326


ℓ6 = 42,308

Ζητείται να βρεθεί η πιθανότερη τιμή του μήκους αυτού, καθώς και το αντίστοιχο μέσο τετραγωνικό σφάλμα της (μ.τ.σ.)

ΛΥΣΗ

	ℓi (m)


	u = x - ℓi (mm)
	uu (mm2)

	42,305
	10
	100

	42,317
	-2
	4

	42,326
	-11
	121

	42,320
	-5
	25

	42,314
	1
	1

	42,308
	7
	49

	[253,890]
	0
	300






          [ℓ]
       253,890
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Η πιθανότερη τιμή είναι  : x = 

=  

   =  42,315 m





n                     6



Το μ.τ.σ. μιάς μέτρησης της σειράς των μετρήσεων είναι :
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Το μ.τ.σ. της πιθανότερης τιμής είναι :
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ΑΣΚΗΣΗ 2

Μιά γωνία α είναι άθροισμα δύο άλλων γωνιών β και γ. Η γωνία β μετρήθηκε 20 φορές με θεοδόλιχο θ1 που δίνει μ.τ.σ. γιά κάθε μέτρηση σ1 = ( 4cc και βρέθηκε β = 39,4104g. Η γωνία γ μετρήθηκε 30 φορές με θεοδόλιχο θ2 που δίνει μ.τ.σ. γιά κάθε μέτρηση σ2 = ( 7cc και βρέθηκε γ = 42,2428g.

Ζητείται να βρεθεί το μ.τ.σ. της πιθανότερης τιμής της γωνίας α.

ΛΥΣΗ

Το μ.τ.σ. της πιθανότερης τιμής της γωνίας β είναι:
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Επίσης, το μ.τ.σ. της πιθανότερης τιμής της γωνίας γ είναι:
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Η γωνία α είναι α = β + γ = 39,4104g + 42,2428g = 81,6532g
Το μ.τ.σ. της α εφ'όσον τα β και γ είναι ανεξάρτητα μεγέθη, είναι από το Νόμο μετάδοσης σφαλμάτων:

[image: image52.wmf]
Αρα    σαx = ( 1.5cc
ΑΣΚΗΣΗ 3

Ενός οικοπέδου, σχήματος ορθογωνίου παραλληλογράμμου, μετρήθηκαν με μετροταινία οι δύο πλευρές του a και b και βρέθηκαν οι παρακάτω τιμές σε m.

a :  42,217
42,204

42,207

42,211

42,215

42,212

b :  79,552
79,544

79,550

79,545

79,543

79,542

Ζητούνται: 1. Τα μήκη των δύο πλευρών. 2. Τα μέσα τετραγωνικά σφάλματά τους. 3. Το εμβαδόν του οικοπέδου και 4. Το μέσο τετραγωνικό σφάλμα του εμβαδού.

ΛΥΣΗ

Γιά απλοποίηση των υπολογισμών εκλέγουμε τις βοηθητικές τιμές aα = 42,200 και bα = 79,540 και συνεχίζουμε τους υπολογισμούς μας με τα dai και dbi όπου:



dai = ai - aα 
και
dbi = bi - ba
Γιά το σκοπό αυτό συντάσσουμε τους ακόλουθους πίνακες:

	aI   (m)
	dai   (mm)
	ui = a0 - aI  (mm)
	uiui  (mm2)

	42,217
	17
	-6
	36

	42,204
	4
	+7
	49

	42,207
	7
	+4
	16

	42,211
	11
	0
	0

	42,215
	15
	-4
	16

	42,212
	12
	-1
	1

	
	66
	0
	118


	bI   (m)
	dbi   (mm)
	ui = b0 - bi  (mm)
	uiui  (mm2)

	79,552
	12
	-6
	36

	79,544
	4
	+2
	4

	79,550
	10
	-4
	16

	79,545
	5
	+1
	1

	79,543
	3
	+3
	9

	79,542
	2
	+4
	16

	
	36
	0
	82


1. 
[image: image8.wmf]a

 = aa + da / n  = 42,200 + 66mm / 6  = 42,200 + 0,011  =  42,211 m

2. 
[image: image9.wmf]b

 = ba + db / n  = 79,540 + 36mm / 6  = 79,540 + 0,006  =  79,546 m
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4. Το εμβαδό του οικοπέδου είναι: 
F = 
[image: image10.wmf]a

 * 
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= 42,211 * 79,546 = 3357,72 m2
Το μέσο τετραγωνικό σφάλμα του εμβαδού είναι:
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Αρα:

[image: image58.wmf]71

.

47

815967

.

0

289323

.

0

*

56

.

134

sin

cos

=

=

=

¶

¶

B

A

A

b

a


Αρα:  F = 3357,72 ( 0,17  m2
ΑΣΚΗΣΗ 4

Να προσδιοριστεί το υψόμετρο του σημείου Ρ από 6 γνωστά σταθερά σημεία. Δίνονται τα υψόμετρα Hi, οι υψομετρικές διαφορές hi και τα αντίστοιχα βάρη Ρi.

H1 =
1043,64 m

h1 =
-314,73 m

P1 = 
248

H2 =
619,02 m

h2 = 
109,20 m

P2 = 
12

H3 =
480,81 m

h3 = 
248,24 m

P3 = 
30

H4 =
1247,01 m

h4 = 
-518,43 m

P4 = 
111

H5 =
928,18 m

h5 = 
-199,16 m

P5 = 
26

H6 =
418,71 m

h6 = 
310,13 m

P6 = 
30

Ζητούνται :

1) Η πιθανότερη τιμή του υψομέτρου του σημείου Ρ.

2) Το μ.τ.σ. ανά 1 km (δηλ. το μ.τ.σ. της μονάδας βάρους).

3) Τα μ.τ.σ. που αντιστοιχούν σε κάθε μία από τις 6 μετρήσεις.

4) Το μ.τ.σ. της πιθανότερης τιμής του υψομέτρου του σημείου Ρ.

ΛΥΣΗ
Θέτουμε : Li = Hi + hi,   Hp = X   και σχηματίζουμε τον πίνακα:

	i
	Li (m)
	Pi
	PiLi (m)
	ui (cm)
	uiui (cm2)
	Piuiui (cm2)

	
	
	
	
	+
	-
	
	

	1
	728,91
	248
	180769,68
	
	9
	81
	20088

	2
	728,22
	12
	8738,64
	60
	
	3600
	43200

	3
	729,05
	30
	21871,50
	
	23
	529
	15870

	4
	728,58
	111
	80872,38
	24
	
	576
	63936

	5
	729,02
	26
	18954,52
	
	20
	400
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1) Η πιθανότερη τιμή του υψομέτρου του σημείου Ρ είναι:
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2) Το μ.τ.σ. ανά 1 km είναι:

[image: image60.wmf](
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3) Το μ.τ.σ. κάθε μέτρησης δίνεται από τον τύπο:
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4) Το μ.τ.σ. της πιθανότερης τιμής του υψομέτρου του σημείου Ρ είναι:
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ΑΣΚΗΣΗ 5

[image: image64.wmf]x
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Ενός τριγώνου ΑΒΓ μετρήθηκαν:

Η πλευρά β και οι γωνίες Α και Β και βρέθηκαν:

β = 134.56 m
με
σβ = ( 0.05 m
Α = 81.3140 g
με
σΑ = ( 2c
Β = 60.7590 g
με
σΒ = ( 2c
Ζητείται ο υπολογισμός της α και το σα
ΛΥΣΗ
Σε κάθε τρίγωνο ισχύει :
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Αρα 
α = 134.56*0.957232 / 0.815967
=    157.86 m
Από το νόμο μετάδοσης των σφαλμάτων έχουμε:
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                                                          (μετατροπή grad σε rad)
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ΑΣΚΗΣΗ 6

Θέλουμε να ελέγξουμε αν σε ένα φράγμα υπάρχει σχέση ανάμεσα στη μετατόπιση D κάποιου σημείου της στέψης του (που μετριέται με γεωδαιτικές μεθόδους) και το ύψος της στάθμης H του ταμιευτήρα. (οι μετρήσεις Di, Hi φαίνονται στον παρακάτω πίνακα.)
ΛΥΣΗ

Υπολογίζουμε τον συντελεστή (γραμμικής) συσχέτισης
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Οπου –1 <= r <= 1

Εάν r ( 1, τότε υπάρχει υψηλή συσχέτιση αν r ( 0, δεν υπάρχει συσχέτιση

Μέθοδος υπολογισμού r
	n
	Di
	uD
	u2D
	Hi
	uH
	u2H
	uD * uH

	1
	100,4
	+0,1
	0,01
	50,3
	0,0
	0,00
	0,00

	2
	100,0
	-0,3
	0,09
	50,0
	-0,3
	0,09
	+0,09

	3
	100,5
	+0,2
	0,04
	50,7
	+0,4
	0,16
	+0,08

	4
	100,2
	-0,1
	0,01
	50,3
	0,0
	0,00
	0,00

	5
	100,5
	+0,2
	0,04
	50,5
	+0,2
	0,04
	+0,04

	6
	100,2
	-0,1
	0,01
	50,0
	-0,3
	0,09
	+0,03


Mean D = 100,3  Σu2D/n = 0,033    Mean H = 50,3  Σu2H/n = 0,063

Σ uDuH/n = +0,04

r = (0,04) / √ (0,033*0,063) = +0,87

Εαν η τυχόν συσχέτιση είναι σημαντική (r(+-1) τότε η γραφική παράσταση των u θα τείνει να ακολουθεί ευθεία γραμμή (βλ. σχήμα). Ενώ αν δεν υπάρχει συσχέτιση (r(0) τότε τα u θα τείνουν να είναι συγκεντρωμένα σε ένα κύκλο ή τετράγωνο.
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ΑΣΚΗΣΗ 7

Από σημείο Μ έγιναν σκοπεύσεις με γνωστές γωνίες διεύθυνσης α1 = 260 g και α2 = 240 g α3 = 220 g α4 = 200 g α5 = 180 g α6 = 160 g, (π.χ. λόγω μέτρησης με πυξίδα), οι οποίες τέμνουν τον άξονα Χ ενός τοπικού συστήματος στα σημεία 1 έως 6 όπως φαίνεται στο σχήμα. Μετρήθηκαν οι αποστάσεις των σημείων 1 έως 6 από την αρχή των συντεταγμένων και βρέθηκαν

l1 = -12,50 m




l4 = 69,97 m
l2 = 26,45 m




l5 = 89,50 m
l3 = 50,50 m




l6 = 113,60 m
Ζητείται να υπολογιστούν με τη μέθοδο ελαχίστων τετραγώνων οι συντεταγμένες Χ,Υ του σημείου Μ και να βρεθεί το τυπικό σφάλμα μιάς μέτρησης.

[image: image75.wmf]
ΛΥΣΗ

Η λύση του προβλήματος έγκειται στην εύρεση των συντεταγμένων του σημείου τομής των ευθειών Μ1 έως Μ6.

Γιά μιά από τις ευθείες αΜ, πχ την Μ2 σκεφτόμαστε ως εξής:

Θέλουμε να δημιουργήσουμε μιά γραμμική σχέση που να συνδέει το Χ και το Υ του σημείου Μ με το μετρημένο μήκος l2. Η σχέση αυτή προκύπτει ως εξής:

[image: image12.wmf]
Σχήμα 2
Στο σχήμα 2 στο τρίγωνο Μ,2,Μ’ ισχύει (2M’) = tan(α2-200)(Υm
Αλλά (2Μ’) = Χm-l2
Αρα η ζητούμενη εξίσωση γράφεται:

Χm-Ym(tan(α2-200) = l2
Γιά κάθε μία γωνία α δημιουργείται μιά αντίστοιχη εξίσωση. Οι εξισώσεις αυτές, δεν είναι συμβατές γιατί οι μετρήσεις l περιέχουν σφάλματα u.

Συνεπώς δημιουργείται το σύστημα:

 
X – Y tan(α1) = l1 + u1

X – Y tan(α2) = l2 + u2
X – Y tan(α3) = l3 + u3
X – Y tan(α4) = l4 + u4
X – Y tan(α5) = l5 + u5
X – Y tan(α6) = l6 + u6
Σε μορφή πινάκων:

Α62 x2 = l6 + u6  όπου
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[image: image78]       

Η λύση που ικανοποιεί την αρχή των ελαχίστων τετραγώνων δίνεται από τον τύπο:
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Και μετά την εκτέλεση των πράξεων:

[image: image80.wmf]5
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γιά την εύρεση του τυπικού σφάλματος σ0 αντικαθιστούμε τα 
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στις εξισώσεις παρατηρήσεως, λύνουμε ως προς u και λαμβάνουμε:

[uu] = 0,29

άρα : σ0 = 
[image: image14.wmf]±



 EMBED Equation.3  [image: image15.wmf]27
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όπου 6 ο αριθμός των εξισώσεων και 2 ο αριθμός των αγνώστων.

ΑΣΚΗΣΗ 8
Θεωρούμε οτι δυο μεταβλητές θ, δ συνδέονται με γραμμική σχέση.

Έχουν γίνει οι μετρήσεις του παρακάτω πίνακα και ζητάμε να υπολογιστεί με τη ΜΕΤ η γραμμική αυτή σχέση.

	θi
	δi

	θ1
	δ1

	θ2
	δ2

	...
	...

	θν
	δν


ΛΥΣΗ

Θεωρούμε ότι οι δυο μεταβλητές θ, δ συνδέονται με την εξίσωση 


[image: image16.wmf]b
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και πρέπει να υπολογίσουμε τις παραμέτρους α,β.

Δημιουργούνται συνολικά ν εξισώσεις οι οποίες δεν είναι συμβιβαστές γιατί οι τιμές θ, δ είναι αποτελέσματα μετρήσεων που περιέχουν σφάλματα. 

Θεωρούμε ότι για τιμή θi της μιας μεταβλητής, η μεταβλητή δi θα περιέχει σφάλμα ui, οπότε γράφουμε:
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Στη συνέχεια φέρουμε την παραπάνω εξίσωση στη μορφή 
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  και λύνουμε σύμφωνα με τους τύπους.

Υπολογίζονται από τους τύπους οι καλύτερες εκτιμήτριες των τιμών 
[image: image22.wmf]Ù
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[image: image23.wmf]Ù

2

x

=β.   Στη συνέχεια, αντικαθιστούμε τις υπολογισμένες τιμές στην εξίσωση  Α · x = l + υ, και υπολογίζουμε τον Πίνακα υ και τον Πίνακα υυτ= Συυ2 και την ποσότητα: 

σο2=Συυτ/(ν-μ), όπου ν ο αριθμός των εξισώσεων και μ των αγνώστων.

Τέλος, υπολογίζουμε τον Πίνακα μεταβλητότητας-συμμεταβλητότητας των τιμών που εκτιμήθηκαν, V{x}= σο2.Ν-1.

Ο Πίνακας αυτός είναι συμμετρικός, διαστάσεων 2x2.
Το στοιχείο 11 εκφράζει τη μεταβλητότητα (τετράγωνο σφάλματος) του x1, το στοιχείο 22 αντίστοιχα του x2, και το στοιχείο 12 τη συμμεταβλητότητα των x1 και x2, δηλαδή ένα σφάλμα ή μία μεταβoλή της μιάς μεταβλητής πόσο θα επηρεάσει την άλλη.
ΑΣΚΗΣΗ 9
Θεωρούμε ότι δυο μεταβλητές θ, δ συνδέονται με παραβολική σχέση.

Έχουν γίνει οι μετρήσεις του παρακάτω πίνακα  και ζητάμε τους συντελεστές της παραβολής.
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	δν


ΛΥΣΗ

Τα ν σημεία μας δίνουν ν εξισώσεις της μορφής:

δ = αθ2 + βθ + γ

που δεν είναι μεταξύ τους συμβατές γιατι περιέχουν σφάλματα υi.

Θεωρούμε ότι σε κάθε τιμή θi, θα αντιστοιχεί μιά  πραγματική τιμή δi+ υi.  

Αρα οι ν εξισώσεις μας οδηγούν σε σύστημα ν συμβατών εξισώσεων της μορφής 

αθ2 + βθ + γ= δ + υ.

Φέρνουμε τις εξισώσεις αυτές στην τυπική  μορφή των εξισώσεων Α ·x= l + υ.
Οι άγνωστοι είναι τρεις (α,β,γ), άρα x = 
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Τα ν σημεία του πίνακα μας δίνουν ν εξισώσεις της μορφής:
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όπου:  li=δi ,        αi1=θi2 ,        αi2=θi  και      αi3=1.

ΑΣΚΗΣΗ 10

Μετρήθηκαν οι αποστάσεις σημείου από 3 διαφορετικά γνωστά σημεία 1,2,3. Να υπολογιστουν οι συντεταγμένες του Μ.

[image: image81.wmf]n
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ΛΥΣΗ

Γεωμετρικά το πρόβλημα ανάγεται στον υπολογισμό κοινού σημείου τομής 3 κύκλων (με ακτίνα S1 και κέντρο 1, S2 και κέντρο 2 και S3 και κέντρο 3). Επειδή οι μετρήσεις περιέχουν σφάλματα οι κύκλοι ανα δυο τέμνονται σε διαφορετικό σημείο και επομένως οι λύσεις δεν είναι συμβατές.

Η σχέση που συνδέει τους αγνώστους x, y με τις μετρήσεις Si είναι της μορφής 
[image: image30.wmf]2
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  , δηλαδή οδηγεί σε μη γραμμικές εξισώσεις.

Τις εξισώσεις αυτές τις γραμμικοποιούμε με ανάπτυξη σε σειρά Taylor για θέση x0, y0 (που υπολογίζουμε πρόχειρα, πχ. γραφικά) κρατώντας μόνο πρώτες παραγώγους. 
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όπου 
[image: image33.wmf]i
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οι αποστάσεις του σημείου i από το σημείο (x0, y0)  και δx, δy  άγνωστες μικρές ποσότητες.

Δημιουργούνται επομένως τρεις εξισώσεις (μια για κάθε σημείο) με δύο αγνώστους (δx, δy).

Φέρνουμε τις γραμμικές αυτές πλέον εξισώσεις στην τυπική μορφή των εξισώσεων:

Α·x =  + υ

Ο πίνακας των αγνώστων x θα περιέχει δύο στοιχεία, τους νέους αγνώστους δx και δy, ο Πίνακας Α τους συντελεστές τους και ο πίνακας l τις τιμές 
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Υπολογίζουμε από τους τύπους τις εκτιμήσεις των δx, δy, και από αυτές τις τιμές των 
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