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ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΑΡΧΙΚΗΣ ΕΚ∆ΟΣΗΣ

ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΕΠΑΝΕΚ∆ΟΣΗΣ
Η επανέκδοση του παρόντος βιβλίου πραγματοποιήθηκε 
από το Ινστιτούτο Τεχνολογίας Υπολογιστών & Εκδόσεων 
«Διόφαντος» μέσω ψηφιακής μακέτας, η οποία δημιουργή-
θηκε με χρηματοδότηση από το ΕΣΠΑ / ΕΠ «Εκπαίδευση 
& Διά Βίου Μάθηση» / Πράξη «ΣΤΗΡΙΖΩ».

Οι αλλαγές που ενσωματώθηκαν στην παρούσα επανέκδοση έγιναν με βάση τις διορθώσεις του Παιδαγωγικού Ινστιτούτου.

ȈȊīīȇǹĭǼǿȈ

Ανδρεαδάκης Ȉτυλιανός  • Ȁαθηγητής Ȇανεπιστημίου Αθηνών
Ȁατσαργύρης Ǻασίλειος  • Ȁαθηγητής Ǻ�θμιας Εκπαίδευσης
Μέτης Ȉτέφανος   • Ȁαθηγητής Ǻ�θμιας Εκπαίδευσης
Μπρουχούτας Ȁων�νος  • Ȁαθηγητής Ǻ�θμιας Εκπαίδευσης
Ȇαπασταυρίδης Ȉταύρος  • Ȁαθηγητής Ȇανεπιστημίου Αθηνών
Ȇολύȗος īεώργιος  • Ȁαθηγητής Ǻ�θμιας Εκπαίδευσης

ǿȈȉȅȇǿȀǹ ȈǾȂǼǿȍȂǹȉǹ

ĬωμαǸδης ǿωάννης   • Ȁαθηγητής Ǻ�θμιας Εκπαίδευσης

20$ǻǹ ǹΝǹȂȅȇĭȍȈǾȈ

Ανδρεαδάκης Ȉτυλιανός
Ȁατσαργύρης Ǻασίλειος
Μέτης Ȉτέφανος
Μπρουχούτας Ȁων�νος
Ȇολύȗος īεώργιος

ǼȆȅȆȉǼǿǹ Ȉȉȅ ȆȁǹǿȈǿȅ ȉȅȊ ȆǹǿǻǹīȍīǿȀȅȊ ǿΝȈȉǿȉȅȊȉȅȊ

Αδαμόπουλος ȁεωνίδας  • Επίτιμος Ȉύμβουλος του Ȇ.ǿ.

ǻακτυλογράφηση� īαρδέρη ȇόȗα
Ȉχήματα�  Μπούτσικας Μιχάλης
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ǹνδρεαδȐκȘȢ ȈτυλιανόȢ
ȀαθȘȖȘĲȒȢ�ȆαȞİπȚıĲȘȝȓȠȣ�ǹθȘȞȫȞ

ȀατσαργύρȘȢ ǺασίλειοȢ
ȀαθȘȖȘĲȒȢ�Ǻ�θȝȚαȢ�İțπαȓįİȣıȘȢ

ȂȑτȘȢ ȈτȑĳανοȢ
ȀαθȘȖȘĲȒȢ�Ǻ�θȝȚαȢ�İțπαȓįİȣıȘȢ

ȂπρουȤούταȢ ȀȦν�νοȢ
ȀαθȘȖȘĲȒȢ�Ǻ�θȝȚαȢ�İțπαȓįİȣıȘȢ

ȆαπασταυρίδȘȢ ȈταύροȢ
ȀαθȘȖȘĲȒȢ�ȆαȞİπȚıĲȘȝȓȠȣ�ǹθȘȞȫȞ

ȆολύȗοȢ īεȫργιοȢ
ȀαθȘȖȘĲȒȢ�Ǻ�θȝȚαȢ�İțπαȓįİȣıȘȢ

ǿȃȈΤǿΤȅȊΤȅ ΤΕȋȃȅȁȅīǿΑȈ ȊȆȅȁȅīǿȈΤȍȃ ȀΑǿ ΕȀǻȅȈΕȍȃ ©ǻǿȅĭΑȃΤȅȈª

Η συγγραφή και η επιστηµονική επιµέλεια του βιβλίου πραγµατοποιήθηκε 
υπό την αιγίδα του Παιδαγωγικού Ινστιτούτου
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ȆΡΟΛΟΓΟΣ

Το βιβλίο που κρατάτε στα χέρια σας περιλαμβάνει την ύλη των Μαθηματικών, 
όπως προβλέπεται από το πρόγραμμα σπουδών της Ĭετικής και Τεχνολογικής 
Ȁατεύθυνσης της īǯ τάȟης του Ενιαίου ȁυκείου.
Το βιβλίο αυτό προήλθε από αναμόρφωση του βιβλίου των Μαθηματικών της �ης 
και της �ης δέσμης της īǯ τάȟης του īενικού ȁυκείου και αποτελείται από δύο 
μέρη.
Ɣ Το πρώτο μέρος, που φέρει τον τίτλο ΑȁīΕǺȇΑ, αποτελείται από δυο κεφάλαια.
² Το πρώτο κεφάλαιο αποτελεί μια εισαγωγή στη Ĭεωρία των Ȇινάκων, 
η οποία μεταȟύ άλλων είναι ένα εργαλείο για τη μελέτη των īεωμετρικών 
Μετασχηματισμών και των īραμμικών Ȉυστημάτων, τα οποία μελετώνται στο 
ίδιο κεφάλαιο.
² Το δεύτερο κεφάλαιο εισάγει στους Μιγαδικούς Αριθμούς, οι οποίοι είναι 
προέκταση των Ȇραγματικών Αριθμών. ȅι Μιγαδικοί Αριθμοί ανακαλύφθηκαν 
την περίοδο της Αναγέννησης στην προσπάθεια επίλυσης εȟισώσεων τρίτου 
βαθμού. ǵμως, στους αιώνες που ακολούθησαν αποδείχτηκε η μεγάλη σημασία 
τους για πάρα πολλά προβλήματα της μαθηματικής επιστήμης και των εφαρμογών 
της.
Το κεφάλαιο αυτό έχει ληφθεί από το βιβλίο των Μαθηματικών Ĭετικής 
Ȁατεύθυνσης Ǻǯ τάȟης Ενιαίου ȁυκείου των συγγραφέων� Αδαμόπουλου ȁ., 
Ǻισκαδουράκη Ǻ., īαβαλά ǻ., Ȇολύȗου ī. και Ȉβέρκου Α.
Ɣ 7ο δεύτερο μέρος, που φέρει τον τίτλο ΑȃΑȁȊȈǾ, αποτελείται από τρία κεφά-
λαια.

² Το πρώτο κεφάλαιο σηματοδοτεί ένα νέο ȟεκίνημα. Είναι το πέρασμα από τις 
πεπερασμένες πράȟεις στις ©άπειρες διαδικασίεςª. Τα σπέρματα της έννοιας του 
ορίου υπάρχουν ασφαλώς με πολύ σαφή και συγκεκριμένο τρόπο στα γραπτά του 
Αρχιμήδη. Ǿ ανάπτυȟη, όμως, αυτής της έννοιας έγινε στα χρόνια της  Αναγέννησης 
και έκτοτε κατέχει κεντρική θέση στον κόσμο των μαθηματικών εννοιών.
Ȁατ¶ αρχάς στο κεφάλαιο αυτό παρουσιάȗονται βασικές ± και ήδη γνωστές στους 
μαθητές ± έννοιες των συναρτήσεων, καθώς και μερικές ακόμη βασικές έννοιες 
της Ανάλυσης. Ȉτη συνέχεια εισάγεται η έννοια του ορίου στο x 0 �R, η έννοια 
του ορίου στο +∞  και στο −∞  και δίνονται οι πιο χαρακτηριστικές ιδιότητές του. 
Τέλος, δίνεται η έννοια της συνέχειας μιας συνάρτησης και παρουσιάȗονται οι 
βασικότερες ιδιότητές της.
² Ȉτο δεύτερο και τρίτο κεφάλαιο παρουσιάȗονται οι έννοιες της παραγώγου και 
του ολοκληρώματος αντιστοίχως και γίνεται χρήση των εννοιών αυτών σε πολλές 
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εφαρμογές. Ǿ παράγωγος και το ολοκλήρωμα είναι κατά κάποιο τρόπο οι δύο 
διαφορετικές όψεις του ίδιου νομίσματος. Ȉε μια έκφρασή τους είναι η κλίση της 
εφαπτομένης και το εμβαδόν, σε άλλη η ταχύτητα και το μήκος της τροχιάς ενός 
κινητού κτλ.

Αυτό το βιβλίο ως ανθρώπινο δημιούργημα δεν είναι τέλειο. ȅ μόνος τρόπος 
για να έχουμε στα σχολεία μας ύστερα από μερικά χρόνια ένα καλύτερο μέσο 
διδασκαλίας είναι ο νηφάλιος και ελεύθερος διάλογος, τον οποίο η επιστημονική 
παράδοση έχει καθιερώσει για αιώνες τώρα. īι¶ αυτό το λόγο η συγγραφική 
ομάδα με ιδιαίτερη ικανοποίηση θα δέχεται σχόλια και παρατηρήσεις για το 
βιβλίο από οποιονδήποτε ± συνάδελφο, μαθητή ή άλλο πολίτη ± ενδιαφέρεται 
για τα ȗητήματα της παιδείας. Τα σχόλια και οι παρατηρήσεις μπορούν να 
αποστέλλονται στο Ȇαιδαγωγικό ǿνστιτούτο, Μεσογείων ���, ��� �0 Αγία 
Ȇαρασκευή.

ȅι Ȉυγγραφείς
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ȆΕΡΙΕȋΟΜΕȃǹ

ǹǯ ΜΕΡΟΣ �ǹΛΓΕǺΡǹ�
ΚΕĭǹΛǹΙΟ �Ƞ� ȆȓȞĮțİȢ ± ΓȡĮȝȝȚțȐ ΣȣıĲȒȝĮĲĮ                                             Ȉελ.

���� Ǿ�ȑȞȞȠȚα�ĲȠȣ�πȓȞαțα�� ��
���� ȆρȩıθİıȘ�πȚȞȐțȦȞ���ȆȠȜȜαπȜαıȚαıȝȩȢ�αρȚθȝȠȪ�ȝİ�πȓȞαțα� ��
���� ȆȠȜȜαπȜαıȚαıȝȩȢ�πȚȞȐțȦȞ ��
���� īİȦȝİĲρȚțȠȓ�ȝİĲαıȤȘȝαĲȚıȝȠȓ� ��
���� Ǿ�ȑȞȞȠȚα�ĲȠȣ�ȖραȝȝȚțȠȪ�ıȣıĲȒȝαĲȠȢ �0
���� ΕπȓȜȣıȘ�ȖραȝȝȚțȠȪ�ıȣıĲȒȝαĲȠȢ�ȝİ�ĲȘ�ȝȑθȠįȠ�απαȜȠȚĳȒȢ�ĲȠȣ�*DXVV� ��
���� (πȓȜȣıȘ�ȖραȝȝȚțȠȪ�ıȣıĲȒȝαĲȠȢ�ȝİ�ĲȘ�ȝȑθȠįȠ�ĲȦȞ�ȠρȚȗȠȣıȫȞ� ��

ΚΕĭǹΛǹΙΟ �Ƞ� ΜȚȖĮįȚțȠȓ ǹȡȚșȝȠȓ
���� Ǿ�ǲȞȞȠȚα�ĲȠȣ�ȂȚȖαįȚțȠȪ�ǹρȚθȝȠȪ ��
���� ȆρȐȟİȚȢ�ıĲȠ�ȈȪȞȠȜȠ�C �των Μιγαδικών ��
���� ȂȑĲρȠ�ȂȚȖαįȚțȠȪ�ǹρȚθȝȠȪ ��
���� ȉρȚȖȦȞȠȝİĲρȚțȒ�ȂȠρĳȒ�ȂȚȖαįȚțȠȪ �0�
���� ȆȠȜȣȦȞȣȝȚțȑȢ�ΕȟȚıȫıİȚȢ�ıĲȠ�C � ���

Ǻǯ ΜΕΡΟΣ �ǹȃǹΛΥΣΗ�
ΚΕĭǹΛǹΙΟ �Ƞ��ǵȡȚȠ � ıȣȞȑȤİȚĮ ıȣȞȐȡĲȘıȘȢ Ȉελ.

���� ȆραȖȝαĲȚțȠȓ�ǹρȚθȝȠȓ� ���
���� ȈȣȞαρĲȒıİȚȢ� ���
���� ȂȠȞȩĲȠȞİȢ�ıȣȞαρĲȒıİȚȢ���ǹȞĲȓıĲρȠĳȘ�ıȣȞȐρĲȘıȘ� ���
���� ǵρȚȠ�ıȣȞȐρĲȘıȘȢ�ıĲȠ� x 0 �R ���
���� ǿįȚȩĲȘĲİȢ�ĲȦȞ�ȠρȓȦȞ� ���
���� ȂȘ�πİπİραıȝȑȞȠ�ȩρȚȠ�ıĲȠ� x 0 �R� ���
���� ǵρȚȠ�ıȣȞȐρĲȘıȘȢ�ıĲȠ�ȐπİȚρȠ� ���
���� ȈȣȞȑȤİȚα�ıȣȞȐρĲȘıȘȢ� ���
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ΚΕĭǹΛǹΙΟ �Ƞ� ǻȚĮĳȠȡȚțȩȢ ΛȠȖȚıȝȩȢ
���� Ǿ�ȑȞȞȠȚα�ĲȘȢ�παραȖȫȖȠȣ� �0�
���� ȆαραȖȦȖȓıȚȝİȢ�ıȣȞαρĲȒıİȚȢ���ȆαρȐȖȦȖȠȢ�ıȣȞȐρĲȘıȘ�� ���
���� ȀαȞȩȞİȢ�παραȖȫȖȚıȘȢ� ���
���� ȇȣθȝȩȢ�ȝİĲαβȠȜȒȢ� ���
���� ĬİȫρȘȝα�ȂȑıȘȢ�ȉȚȝȒȢ�ǻȚαĳȠρȚțȠȪ�ȁȠȖȚıȝȠȪ ���
���� ȈȣȞȑπİȚİȢ�ĲȠȣ�ĬİȦρȒȝαĲȠȢ�ȂȑıȘȢ�ȉȚȝȒȢ� ��0
���� ȉȠπȚțȐ�αțρȩĲαĲα�ıȣȞȐρĲȘıȘȢ� ���
���� ȀȣρĲȩĲȘĲα���ıȘȝİȓα�țαȝπȒȢ�ıȣȞȐρĲȘıȘȢ� ���
���� ǹıȪȝπĲȦĲİȢ���ȀαȞȩȞİȢ�'H�/¶�+RVSLWDO� ���
����� ȂİȜȑĲȘ�țαȚ�ȤȐραȟȘ�ĲȘȢ�ȖραĳȚțȒȢ�παρȐıĲαıȘȢ�ȝȚαȢ�ıȣȞȐρĲȘıȘȢ� ���

ΚΕĭǹΛǹΙΟ 3Ƞ� ΟȜȠțȜȘȡȦĲȚțȩȢ ΛȠȖȚıȝȩȢ
���� ǹȩρȚıĲȠ�ȠȜȠțȜȒρȦȝα �0�
���� ȂȑθȠįȠȚ�ȠȜȠțȜȒρȦıȘȢ �0�
���� ǻȚαĳȠρȚțȑȢ�İȟȚıȫıİȚȢ ���
���� ȅρȚıȝȑȞȠ�ȠȜȠțȜȒρȦȝα ���

���� Ǿ�ıȣȞȐρĲȘıȘ  ³ 
x

d ttfxF
D

)()(  ���

���� ĬİȫρȘȝα�ȂȑıȘȢ�ȉȚȝȒȢ�ȅȜȠțȜȘρȦĲȚțȠȪ�ȁȠȖȚıȝȠȪ ��0
���� ΕȝβαįȩȞ�İπȚπȑįȠȣ�ȤȦρȓȠȣ ���

ΥȆΟǻΕΙȄΕΙΣ ± ǹȆǹȃΤΗΣΕΙΣ ǹΣΚΗΣΕΩȃ ���
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ǹΛΓΕǺΡǹ

ǹǯ ΜΕΡΟΣ
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��� Η ΕȃȃΟΙǹ ΤΟΥ ȆΙȃǹΚǹ

ΓİȞȚțȐ
Τέσσερα εργοστάσια παραγωγής αυτοκινήτων ǹ, Ǻ, ī και ǻ δίνουν για το τελευταίο 
μοντέλο τους ως προς πέντε τεχνικά χαρακτηριστικά τις εȟής πληροφορίες�
Εργοστάσιο ǹ�  ǿσχύς �� ',1, χρόνος για τη μεταβολή της ταχύτητας από 0��00 NP�K 

�0,� VHF, τελική ταχύτητα ��0 NP�K, κατανάλωση στην πόλη ανά �00 NP 
�,� OLW, φορολογήσιμοι ίπποι �0.

Εργοστάσιο Ǻ�  ǿσχύς �00 ',1, χρόνος για τη μεταβολή της ταχύτητας από 0��00 NP�K 
��,� VHF, τελική ταχύτητα ��� NP�K, κατανάλωση στην πόλη ανά �00 NP 
�� OLW, φορολογήσιμοι ίπποι ��.

Εργοστάσιο ī�  ǿσχύς �� ',1, χρόνος για τη μεταβολή της ταχύτητας από 0��00 NP�K 
��,� VHF, τελική ταχύτητα ��0 NP�K, κατανάλωση στην πόλη ανά �00 NP, 
�,� OLW, φορολογήσιμοι ίπποι �.

Εργοστάσιο ǻ�  ǿσχύς ��� ',1, χρόνος για τη μεταβολή της ταχύτητας από 0��00 NP�K 
�,� VHF, τελική ταχύτητα ��� NP�K, κατανάλωση στην πόλη ανά �00 NP 
��,� OLW, φορολογήσιμοι ίπποι �0.

Τις πληροφορίες αυτές μπορούμε να τις παρουσιάσουμε πιο οργανωμένα ως εȟής�

�ȆΙȃǹΚΕΣ �
ΓΡǹΜΜΙΚǹ ΣΥΣΤΗΜǹΤǹ
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12  � ȆΙȃǹΚΕΣ ± ΓΡǹΜΜΙΚǹ ΣΥΣΤΗΜǹΤǹ

Τα αριθμητικά δεδομένα της ορθογώνιας αυτής διάταȟης, κλεισμένα μέσα σε αγκύλες,

97 10 7 180 9 5 10
100 12 9 191 11 11
45 17 9 140 7 1 6

174 7 6 225 12 5 20
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


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






  

λέμε ότι σχηματίȗουν έναν πίνακα με � γραμμȑȢ και � στȒλεȢ ή, συντομότερα, έναν 
πίνακα τύπου �î� ή ακόμα έναν �î� πίνακα.
Έστω το σύστημα

3 2 1
5 2 2

7 3 3

x y z ω
x z ω

y z ω

− + − =
 − + =
 − + =

Το σύστημα αυτό θα μπορούσε να παρασταθεί ως εȟής�

Έτσι οι συντελεστές των αγνώστων σχηματίȗουν τον �î� πίνακα
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1205
1231

και οι συντελεστές των αγνώστων μαȗί με τους σταθερούς όρους τον �î� πίνακα
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»
»

¼

º

«
«
«

¬

ª

�
�

��

33710
21205
11231

īενικά έχουμε τον ακόλουθο ορισμό�

ȅȇǿȈȂȅȈ

Μια διάταȟη  ȝ . Ȟ το πλήθος αριθμών σε μορφή ορθογωνίου σχήματος με ȝ γραμμές 
και Ȟ στήλες, λέγεται πίνακαȢ τύπου ȝ × Ȟ ή απλούστερα ȝ × Ȟ πίνακαȢ. 

–
–

–

–
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Τους πίνακες τους συμβολίȗουμε συνήθως με κεφαλαία γράμματα A B Γ, ,  κτλ. 
ȅι αριθμοί με τους οποίους σχηματίȗουμε έναν πίνακα λέγονται στοιȤεία του πίνακα.
Το στοιχείο ενός uȝ Ȟ  πίνακα ǹ που ανήκει στην L�γραμμή και�M�στήλη συμβολίȗεται με 
αLM.
Έτσι ο uȝ Ȟ  πίνακας ǹ γράφεται�          

M στήλη

ή συντομογραφικά [ ]αij , 1≤ ≤i μ, 1≤ ≤j ν.
īια παράδειγμα, ο � �u  πίνακας [ ]αij  με α i jij = −  έχει στοιχεία 11 1 1 0= − =α , 
α12 1 2 1= − = − , α21 2 1 1= − =  και a22 2 2 0= − = . Επομένως, ο πίνακας αυτός γράφεται 
0 1
1 0

−







.

Ǿ ισότητα μεταȟύ των πινάκων ορίȗεται ως εȟής�

ȅȇǿȈȂȅȈ

ǻυο πίνακες A B,A B,A B λέμε ότι είναι ίσοι, όταν έχουν τον ίδιο αριθμό γραμμών, τον ίδιο 
αριθμό στηλών (δηλαδή αν είναι του ίδιου τύπου� και τα αντίστοιχα στοιχεία τους 
είναι ίσα.
īια να δηλώσουμε ότι δύο πίνακες είναι ίσοι γράφουμε ǹ   Ǻ

Από τον ορισμό αυτό προκύπτει ότι δύο πίνακες διαφορετικού τύπου δεν μπορεί να είναι 
ίσοι.
Αν ένας πίνακας έχει τον ίδιο αριθμό γραμμών και στηλών, δηλαδή είναι τύπου ν ν×  για 
κάποιο ν ∈�* , τότε ο πίνακας αυτός λέγεται τετραγȦνικόȢ πίνακαȢ.
Τα στοιχεία ααα α νν11 22 33, ,  , ...,  ενός τετραγωνικού πίνακα ǹ, λέμε ότι σχηματίȗουν την 
κύρια διαγȫνιο του ǹ.
Αν τα στοιχεία ενός τετραγωνικού πίνακα ǹ που δεν βρίσκονται στην κύρια διαγώνιο 
είναι όλα 0, τότε ο ǹ λέγεται διαγȫνιοȢ πίνακαȢ.
īια παράδειγμα, οι πίνακες�

»
¼

º
«
¬

ª
� 30

02

»
»
»

¼

º

«
«
«

¬

ª

100
010
001

, ,

 6 0 0 0
0 2 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1

ª º
« »
« »
« »
« »

�¬ ¼

είναι διαγώνιοι πίνακες.

11 12 1 1

21 22 2 2

1 2

1 2

γραμμή

j ν

j ν

i i ij iν

μ μ μj μν

α α α α

α α α α

α α α α i

α α α α

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

� �

� �

� � � � � �
� �

� � � � � �
� �
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Ένας πίνακας που έχει μία μόνο γραμμή, όπως ο >�  0  �  �@ λέγεται πίνακαȢ γραμμȒ, 

ενώ ένας πίνακας που έχει μία μόνο στήλη, όπως ο 
»
»
»

¼

º

«
«
«

¬

ª

1
2
7

 λέγεται πίνακαȢ στȒλȘ. Ένας 

πίνακας που έχει ένα μόνο στοιχείο, όπως R >±�@ λέγεται πίνακαȢ στοιȤείο.
Τέλος, ένας τετραγωνικός πίνακας λέγεται τριγȦνικόȢ ȐνȦ, όταν όλα τα στοιχεία του 
που βρίσκονται κάτω από την κύρια διαγώνιο είναι μηδενικά και τριγȦνικόȢ κȐτȦ, όταν 
όλα τα στοιχεία του που βρίσκονται πάνω από την κύρια διαγώνιο είναι μηδενικά.
īια παράδειγμα, οι πίνακες

 

»
»
»

¼

º

«
«
«

¬

ª
�

200
510
063

, 

είναι τριγωνικοί άνω, ενώ οι πίνακες

, 

είναι τριγωνικοί κάτω.

ΕĭǹΡΜΟΓΕΣ
 
1.  ȉο διπλανό σȤȒμα παριστȐνει το οδικό 
δίκτυο που συνδȑει τιȢ πόλειȢ ǹ� Ǻ� Γ� ǻ και Ε� 
Να παρασταșεί το δίκτυο αυτό με ȑναν πίνα-
κα του οποίου κȐșε στοιȤείο να ĳανερȫνει το 
πλȒșοȢ τȦν δυνατȫν τρόπȦν μετȐβασȘȢ από 
πόλȘ σε πόλȘ� �όȤι οπȦσδȒποτε διαĳορετικȒ 
πόλȘ�� αĳού προȘγουμȑνȦȢ περȐσουμε από 
μία μόνο πόλȘ� π�Ȥ� ǹǺǹ κτλ�

ΛΥΣΗ
Από την πόλη ǹ στην ǹ υπάρχουν � τρόποι� ǹǺǹ, ǹǻǹ, ǹΕǹ, από την ǹ στην Ǻ δεν 
υπάρχει τρόπος, αφού πρέπει να περάσουμε από μία μόνο πόλη, από την ǹ στην ī 
υπάρχουν � τρόποι ǹǻī, ǹǺī, από την ǹ στη ǻ υπάρχει ένας τρόπος ǹΕǻ, από την ǹ 
στην Ε υπάρχει � τρόπος ǹǻΕ�κτλ.
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Έτσι το οδικό δίκτυο μπορεί να παρασταθεί με τον πίνακα διπλής εισόδου.

 

        ή απλά με τον

        �î� πίνακα

2. Να εȟεταστεί αν υπȐρȤουν τιμȑȢ τȦν x � y  για τιȢ οποίεȢ ισȤύουν�

L� 
x x + 5
x x x +
(3 ) 1

3 1 16
2 1
0 3 52−









 =









  LL� 3 5 2 6

6 7
11 4

2 7
x y + x +

x y
− −

−








 =











ΛΥΣΗ
 L� + ισότητα 

 
2

2 1(3 5) 1
3 1 16 0 3 5

x x
x x x

 + 
=   − +   

ισχύει, αν και μόνο αν συναληθεύουν οι 

 
 
ισότητες

 

°
°
¯

°
°
®

­

� 

 �
 
 �

5316

013
11
2)53(

2xx
x

xx

Ǿ τρίτη ισότητα αληθεύει για
 1

3
 x . Ǿ τιμή αυτή του x  επαληθεύει και τις άλλες δύο 

ισότητες. Επομένως, οι παραπάνω ισότητες συναληθεύουν για
 1

3
 x .

LL� Ǿ ισότητα 3 5 2 6 11 4
6 7 2 7

x y x
x y

− + − +   
=   −   

ισχύει, αν και μόνο αν συναληθεύουν οι 

 
 
 
ισότητες 

 3 5 11
2 6 4

6 2
7 7

�  �­
° �  �°
®  �°
°  ¯

x
y x

x y

Ǿ δεύτερη και τρίτη ισότητα γράφονται
 

¯
®
­

 �
 �

62
22

yx
yx

 και προφανώς δεν συναληθεύουν 

για καμία τιμή των x  και y . Επομένως, δεν υπάρχουν τιμές των x , y  για τις οποίες οι 
πίνακες αυτοί να είναι ίσοι.

  

 






















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ǹǯ ȅȂǹǻǹȈ
1.    ȅ διπλανός πίνακας δείχνει για τρεις 

ομάδες ποδοσφαίρου τους αγώνες ǹ, 
τις νίκες ȃ, τις ήττες Ǿ, τις ισοπαλίες 
ǿ, τα τέρματα Ε που πέτυχε η ομάδα, 
τα τέρματα ǻ που δέχτηκε η ομάδα 
και τους βαθμούς�Ǻ που έχει. 
Αν [ ] i jA α  είναι ο πίνακας αυτός, τότε να βρείτε�
 L� Ȇοιος είναι ο τύπος του πίνακα.
LL� Ȇοιες πληροφορίες μας δίνουν τα στοιχεία α��, α��, α�� και α��.

2.   ǻίνεται συντομογραφικά ο 44 u  πίνακας  [ ] i jA α  όπου  || jiαi j � .  
ȃα παραστήσετε τον πίνακα αυτόν, αφού βρείτε τα στοιχεία του.

3.  ȃα βρείτε τα x , y  για τα οποία ισχύει�     
 
L�      LL�

��   īια ποια τιμή του θετικού αριθμού x  ο πίνακας      

είναι διαγώνιος.

��   ȃα βρεθούν οι τιμές των  [ 0 , 2 )�x π  για τις οποίες ισχύει�

 
»
¼

º
«
¬

ª
 »

¼

º
«
¬

ª
01
11

συν2εφ
2ημημ2 2
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xx .

��� ȆΡΟΣĬΕΣΗ ȆΙȃǹΚΩȃ� 
       ȆΟΛΛǹȆΛǹΣΙǹΣΜΟΣ ǹΡΙĬΜΟΥ ΜΕ ȆΙȃǹΚǹ

ȆȡȩıșİıȘ ʌȚȞȐțȦȞ
Μία εταιρεία πουλάει τηλεοράσεις, ψυγεία, κουȗίνες και πλυντήρια σε Αθήνα, 
Ĭεσσαλονίκη και Ȇάτρα. ȅι πωλήσεις τους μήνες Ȉεπτέμβριο και ȅκτώβριο παρουσίασαν 
την εȟής κίνηση�
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 +  
=   

− +    
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Επομένως, τους δυο αυτούς μήνες οι συνολικές πωλήσεις της εταιρείας ήταν οι εȟής�

Αν τώρα θεωρήσουμε τους πίνακες των παραπάνω πωλήσεων έχουμε�

īια το Ȉεπτέμβριο� 

18 16 13
12 10 9
9 11 8

14 12 10

A

ª º
« »
« » 
« »
« »
¬ ¼

īια τον ȅκτώβριο�
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¼

º

«
«
«
«

¬

ª

 

81617
101013
121315
15182 0

B

και για τις συνολικές πωλήσεις�

 18 2 0 16 18 13 15 3 8 3 4 2 8
12 15 10 13 9 12 2 7 2 3 2 1

9 13 11 10 8 10 2 2 2 1 18
14 17 12 16 10 8 3 1 2 8 18

� � �ª º ª º
« » « »� � �« » « »  
« » « »� � �
« » « »

� � �¬ ¼ ¬ ¼

ī .

2 πίνακας ī λέγεται Ȑșροισμα των πινάκων ǹ και Ǻ και συμβολίȗεται με ǹ + Ǻ, δηλαδή 
ī =  ǹ � Ǻ�
īενικά έχουμε τον ακόλουθο ορισμό�

ȅȇǿȈȂȅȈ

Ǳșροισμα δυο Ȟȝu  πινάκων [ ] i ji jiA α  και ][ i ji jiβB   λέγεται ο Ȟȝu  πίνακας του 
οποίου κάθε στοιχείο είναι το άθροισμα των αντίστοιχων στοιχείων των ǹ και Ǻ. ȅ 
πίνακας αυτός συμβολίȗεται με ǹ + Ǻ. ǻηλαδή,

][ i ji jii ji ji βαBA � �
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ǻεν ορίȗουμε άθροισμα πινάκων διαφορετικού τύπου.

īια παράδειγμα, οι πίνακες 
2 3 9
8 4 5
5 7 2

A
 
 =  
 − −  

και 
7 1 3
0 9 6
6 4 2

B
− 

 =  
 − 

που είναι του ίδιου 

τύπου � u�, με βάση τον παραπάνω ορισμό, μπορούν να προστεθούν και το άθροισμά 
τους είναι

 



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











−
=

















−

−
+

















−−
=+

01111
11138
1229

246
690
317

275
548
932

BA ,

ενώ οι πίνακες 
1 0 3

Γ
2 1 5

− 
=  

 
 και , που δεν είναι του ίδιου τύπου δεν  

μπορούν να προστεθούν.
Ǿ πράȟη με την οποία βρίσκουμε το άθροισμα δύο πινάκων λέγεται π ρ ȩ ı θ İ ı Ș�
π Ț Ȟ Ȑ țȦȞ.

ΙįȚȩĲȘĲİȢ ĲȘȢ ʌȡȩıșİıȘȢ ĲȦȞ ʌȚȞȐțȦȞ
Ǿ πρόσθεση των πινάκων έχει ιδιότητες ανάλογες με την πρόσθεση των πραγματικών 
αριθμών. Ȉυγκεκριμένα� 

Ɣ Αν ǹ,�Ǻ, ī είναι ȝ uȞ πίνακες, τότε

Ɣ Αν v είναι ο ȝ uȞ πίνακας που όλα τα στοιχεία του είναι μηδέν, τότε για κάθε ȝ uȞ 
πίνακα ǹ ισχύει

ȅ πίνακας v  λέγεται μȘδενικόȢ πίνακαȢ.

īια παράδειγμα, οι πίνακες
  

, 







000
000  

 
είναι μηδενικοί.

Ɣ Αν με ±ǹ�συμβολίσουμε τον πίνακα του οποίου όλα τα στοιχεία είναι αντίθετα των 
αντίστοιχων στοιχείων ενός πίνακα ǹ, τότε ισχύει

ȅ πίνακας ±ǹ λέγεται αντίșετοȢ του πίνακα ǹ.

���������ǹ +  Ǻ =  Ǻ���ǹ    αντιμεταθετική  
ǹ +  ( Ǻ +  ī)  =  ( ǹ +  Ǻ)  +  ī     προσεταιριστική

ǹ +  v  =  v  +  ǹ =  ǹ

ǹ �  (±ǹ�   (±ǹ)  +  ǹ  =  v  
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īια παράδειγμα, ο αντίθετος του πίνακα 
 









−

−
207
163

 είναι ο πίνακας 3 6 1
7 0 2

− − 
 − 

.

Ǿ προσεταιριστική ιδιότητα μας επιτρέπει να γράφουμε ǹ � Ǻ � ī για καθένα από τα 
ίσα αθροίσματα ǹ � (Ǻ � ī�, (ǹ � Ǻ� � ī. ȅμοίως, αν  ǹ, Ǻ, ī, ǻ είναι πίνακες του ίδιου 
τύπου, τότε έχουμε�

 

και επομένως, μπορούμε να γράφουμε ǹ � Ǻ � ī���ǻ για καθένα από τα αθροίσματα 
αυτά. īενικά, επειδή ισχύει η αντιμεταθετική και η προσεταιριστική ιδιότητα, μπορεί να 
αποδειχθεί ότι το άθροισμα τριών ή περισσοτέρων πινάκων ǹ�, ǹ� , ..., A Ȟ είναι το ίδιο 
κατά οποιονδήποτε τρόπο και αν εκτελεστεί η πρόσθεση και συμβολίȗεται με ǹ� � ǹ� � 
... � A Ȟ.

ǹĳĮȓȡİıȘ ʌȚȞȐțȦȞ
ǵπως και στην περίπτωση των πραγματικών αριθμών, έτσι και στους πίνακες η αφαίρεση 
ορίȗεται με τη βοήθεια της πρόσθεσης. Ȉυγκεκριμένα, αν ǹ, Ǻ είναι δύο ȝ uȞ�πίνακες, 
τότε η διαφορά ǹ ± Ǻ�ορίȗεται ως εȟής�

īια παράδειγμα, αν 
3 2
4 0
6 3

A
− 

 =  
 − 

 και 
 
















−=

10
23
14

B , τότε

3 2 4 1 3 2 4 1 1 3
4 0 3 2 4 0 3 2 7 2
6 3 0 1 6 3 0 1 6 2

A B
− − − − − −         

         − = − − = + − = −         
         − − − −         

.

ǻηλαδή, ο πίνακας ǹ ± Ǻ προκύπτει με αφαίρεση των στοιχείων του Ǻ από τα αντίστοιχα 
στοιχεία του ǹ.
Από τους παραπάνω ορισμούς της πρόσθεσης και της αφαίρεσης προκύπτει ότι�

Ȇράγματι�

² Αν ȋ � Ǻ�= �ǹ, τότε ȋ � Ǻ�±�Ǻ�= �ǹ�±�Ǻ, οπότε ȋ   ǹ�±�Ǻ, ενώ

² Αν ȋ   ǹ�±�Ǻ, τότε ȋ � Ǻ��= �ǹ�±�Ǻ�� Ǻ, οπότε ȋ � Ǻ�= �ǹ.

ȆȠȜȜĮʌȜĮıȚĮıȝȩȢ ĮȡȚșȝȠȪ ȝİ ʌȓȞĮțĮ
ȅ παρακάτω πίνακας ǹ περιγράφει τις τιμές πώλησης σε ευρώ τριών ηλεκτρικών ειδών 
μιας βιομηχανίας σε δυο υποκαταστήματα.

)]([)]([)()(])[( ΔΓBAΔΓBAΔΓBAΔΓBA +++=+++=+++=+++  
 [( ) ] [( ) ]= + + + = + + +A B Γ Δ B A Γ Δ  κτλ. 

ǹ ± Ǻ   ǹ�� (± Ǻ�

+ = ⇔ =X B+ =X B+ = A X⇔ =A X⇔ = A B−A B−
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       Τηλεορ.     Ǻίντεο  Ȉτερεοφ.
ο

ο

5 0 0 3 0 0 6 0 0 1 υποκατάστημα
4 5 0 2 8 0 5 5 0 2 υποκατάστημα
ª º

 « »
¬ ¼

A

Αν κατά την περίοδο των εκπτώσεων, ο βιομήχανος προτίθεται να κάνει έκπτωση �0� 
στα προȧόντα του, τότε πρέπει να διαμορφώσει τις νέες τιμές στο �0� των προηγουμένων. 
ȅι νέες τιμές πώλησης θα προκύψουν αν πολλαπλασιάσουμε τις παλιές τιμές με 0,�, 
όπως φαίνεται στον παρακάτω πίνακα�

0 , 8 5 0 0 0 , 8 3 0 0 0 , 8 6 0 0
0 , 8 4 5 0 0 , 8 2 8 0 0 , 8 5 5 0

� � � ºª
 »« � � � ¼¬

B
4 0 0 2 4 0 4 8 0
3 6 0 2 2 4 4 4 0
ª º

 « »
¬ ¼

ȅ πίνακας Ǻ λέγεται γινόμενο του αριșμού ��� με τον πίνακα ǹ και συμβολίȗεται με ��� . 
ǹ� δηλαδή είναι Ǻ�= �0,�ǹ. īενικά, έχουμε τον ακόλουθο ορισμό�

2ȇǿȈȂȅȈ 

īινόμενο ενόȢ πραγματικού αριșμού Ȝ με ȑναν πίνακα ǹ�= >Įi j ] , λέγεται ο πί-
νακας που προκύπτει αν πολλαπλασιάσουμε κάθε στοιχείο του ǹ με Ȝ. ȅ πίνακας 
αυτός συμβολίȗεται με Ȝ . ǹ ή Ȝǹ. ǻηλαδή,

Ȝ�. ǹ = >ȜαLM@

Ǿ πράȟη με την οποία βρίσκουμε το γινόμενο αριθμού με πίνακα λέγεται πȠ Ȝ Ȝ α π Ȝ α �
ı Ț α ı ȝ ȩ Ȣ � α ρ Ț θ ȝ Ƞ Ȫ � ȝ İ � π ȓ Ȟ α ț α .
īια παράδειγμα, το γινόμενο του αριθμού Ȝ   ±� με τον πίνακα 

 








−−
−

=
412
152

A είναι 
ο πίνακας�

6 15 3
6 3 12

− − 
=  − 

.

     

,įȚȩĲȘĲİȢ ĲȠȣ ʌȠȜȜĮʌȜĮıȚĮıȝȠȪ ĮȡȚșȝȠȪ ȝİ ʌȓȞĮțĮ
Αν ǹ, Ǻ είναι ȝ u Ȟ πίνακες και ț, Ȝ πραγματικοί αριθμοί, τότε ισχύουν οι παρακάτω 
ιδιότητες, που είναι άμεση συνέπεια του ορισμού�

Επιπλέον, ισχύει η ισοδυναμία�

1. ( )+ = +κ λ A κΑ λΑ  
2. ΒΑ λλBAλ +=+ )(  
3. ( ) ( )=κ λΑ κλ A  
4. AA =1  

 

 0 ή= ⇔ = =v v
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ΕĭǹΡΜΟΓΗ 

Να βρεșεί ο πίνακαȢ ȋ για τον οποίο ισȤύει�

 

















−
−=−
















−

−

14
02
13

53
10
75
21

2 X .

�0ια τȑτοια ισότȘτα είναι μια İ ȟ ȓ ı Ȧ ı Ș  ȝ İ  ʌ ȓ Ȟ Į ț İ Ȣ ��

ΛΥΣΗ

Έχουμε

ǹΣΚΗΣΕΙΣ
 

ǹǯ ȅȂǹǻǹȈ

1.  Ȉε καθεμιά από τις παρακάτω περιπτώσεις, να βρείτε το άθροισμα ǹ�� Ǻ και 
την διαφορά ǹ�± Ǻ, εφόσον φυσικά ορίȗονται�

  

 

1 2 3 1
2 5 7 3 5 2 0

0 1 4 1
X

−   
   − − = −   
   −    















−

−
−

















−
−=−⇔

10
75
21

2
14
02
13

53X  

15 5 2 4 17 1
3 10 0 10 14 3 20 14

20 5 0 2 20 7
X X

−     
     ⇔ − = − + − ⇔ − = −     
     − − −     

 























−

−

−−

=⇔
















−
−−=−−⇔

3
7

3
20

3
14

3
20

3
1

3
17

720
1420

117

3
1)3(

3
1 XX .  

 i) 
5 2
1 3

A
− 

=  
 

, 







−

=
52
36

B  

ii) 
6 7 8 9
5 6 7 8

A  
=  

 
,    

5 6 7 8
6 7 8 9

B  
=  

 
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LLL� ǹ   >�  �  �@, Ǻ   >±�  ±�  ±�@ 

LY� 
5 1 2
0 3 1
6 2 1

A
− 

 =  
 − 

, 
 
















−=

52
13
04

B

Y� 
α β γ

A x y ω
κ λ μ

 
 =  
  

, 
1

1
1

− − − 
 = − − − 
 − − − 

α β γ
B x y ω

κ λ μ
.

��   Αν είναι , 2
3 5
1 2

 
=  

 
A , 3

6 5
1 3

− 
=  − 

A  και 4
0 2
1 3

 
=  − 

A ,  

να βρείτε το άθροισμα ǹ� � ǹ� � ǹ� � ǹ�. 

��   ȃα βρείτε τα x , y , Ȧ για τα οποία ισχύει η ισότητα�

5 2 3 1 8 5
3 2 4 3 1 6
2 9 3 1 7 10

−     
     − − + − =     
     −     

ω
x

y
.

�� ȃα κάνετε τις πράȟεις�

  L�        LL�
3 5 1 2 4 614
1 0 4 0 2 42

− −   
−

−    
 
 LLL� 

2
3
λ λ λ

λ
λ λ λ

− 
 − 

.

�� Αν 
3 1
2 1
1 0

− 
 =  
  

A και , να βρείτε τους πίνακες�

L� �ǹ       LL� �(±�ǹ�       LLL� �Ǻ�± �ǹ       LY� 
13
2

− .

6.  ȃα λύσετε τις εȟισώσεις�

 L� 
5 1 14 4

3
7 2 2 5

− −   
+ =   −   

X

LL� 
1 2 3 1

6 7 5
3 4 2 2

−   
− =   − − −   

X .

7.  ȃα αποδείȟετε ότι το άθροισμα
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¬

ª �
αα
αα

α
αα
αα

α
ημσυν

συνημ
ημ

συνημ
ημσυν

συν

είναι ένας διαγώνιος πίνακας.

��   Αν  και »
¼

º
«
¬

ª
�
�

 
įȖ
βα

Y
3
2

, να βρείτε τις τιμές των α��β�� Ȗ��į ώστε να 

ισχύει�

%ǯ ȅȂǹǻǹȈ
��   ȃα βρείτε τα [��\ για τα οποία ισχύει�

��   1α βρείτε τους πίνακες X , Y  για τους οποίους ισχύει�

και

��   Αν 
1 0 2
3 5 1

− 
=  − 

A και , να λύσετε την εȟίσωση

.

��   Μια βιομηχανία που κατασκευάȗει τηλεοράσεις, βίντεο και φωτογραφικές 
μηχανές έχει δύο εργοστάσια παραγωγής Ȇ� και Ȇ�. Το κόστος παραγωγής ανά 
συσκευή δίνεται σε δεκάδες ευρώ στους παρακάτω πίνακες�

         

ȃα βρείτε τον πίνακα 1 2
1 ( )
2

+Π Π  και να εȟηγήσετε τι εκφράȗει.

��   Μια βιομηχανία έχει τέσσερα εργοστάσια παραγωγής Ȇ�, Ȇ�, Ȇ� και Ȇ�, καθένα 
από τα οποία παράγει δύο προȧόντα Ε� και Ε�. Το ημερήσιο επίπεδο παραγωγής 
σε μονάδες προȧόντων δίνεται στον επόμενο πίνακα�

»
¼

º
«
¬

ª �
 �

132 1
814

52 YX .  

 
1
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Ȇ

2 5 3 2 3 6 Εργασία
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3 8 3 0 4 2 Ȋλικά
Ȇ =

2 3 2 8 3 8 Εργασία
ª º
« »
¬ ¼
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.

 L�   ȃα βρείτε το ημερήσιο επίπεδο παραγωγής, αν αυτή αυȟηθεί κατά �0�.

LL�   ȃα βρείτε το σύνολο της παραγωγής ανά προȧόν σε � μήνες, αν υποτεθεί ότι τα 
εργοστάσια δούλεψαν � μήνες με το προηγούμενο επίπεδο και � μήνες με το νέο 
επίπεδο παραγωγής (� μήνας =  �0 μέρες�.

��3 ȆΟΛΛǹȆΛǹΣΙǹΣΜΟΣ ȆΙȃǹΚΩȃ

ΟȡȚıȝȩȢ ĲȠȣ ȖȚȞȠȝȑȞȠȣ įȪȠ ʌȚȞȐțȦȞ
Ας υποθέσουμε ότι για την κατασκευή δύο ειδών γλυκισμάτων ī� και ī� χρειαȗόμαστε τα 
υλικά σε NJ που φαίνονται στον παρακάτω � u � πίνακα�

1,2 0
Aλεύ

,6 0,
ρι Ζάχαρη

3
1,4 0,8 0

Βο

,4

ύτυρο

A  
=  

 

                   

Έστω επίσης ότι το κόστος σε ευρώ των υλικών αυτών ανά κιλό, για τα έτη �00� και 
�00�, είναι όπως δείχνει ο παρακάτω πίνακας�

                                                     �00� �00�

1 1,2
0,8 1

3 4
B

 
 =  
  

īια να βρούμε το κόστος σε ευρώ των υλικών του γλυκίσματος ī� πολλαπλασιάȗουμε 
τις ποσότητες των υλικών με τις αντίστοιχες τιμές και προσθέτουμε τα γινόμενα αυτά. 
ǻηλαδή το κόστος του ī� το �00� ήταν

�,� . � � 0,� . 0,� � 0,� . �   �,��
Ǿ παραπάνω διαδικασία περιγράφεται με τη βοήθεια των πινάκων ως εȟής�

αλεύρι 
ȗάχαρη 
βούτυρο

ī�  γλύκισμα
ī�   γλύκισμα.
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[ , , , ] , [ , , , , ] [ , ]1 2 0 6 0 3
1

0 8
3

1 2 1 0 6 0 8 0 3 3 2 58⋅
















= ⋅ + ⋅ + ⋅ =

2 � �u  πίνακας >�,��@ λέγεται γινόμενο της πρώτης γραμμής του ǹ επί την πρώτη στήλη 
του Ǻ. Αναλόγως, το κόστος του ī� το �00� ήταν�

1 2 1 2 0 6 1 0 3 4 3 24, , , , ,⋅ + ⋅ + ⋅ =

ǻηλαδή παριστάνεται με το γινόμενο της πρώτης γραμμής του ǹ επί την δεύτερη στήλη 
του Ǻ�

[ , , , ]
,

[ , ]1 2 0 6 0 3
1 2

3 24⋅









=

ȅμοίως, το κόστος του ī� το �00� ήταν�

1 4 1 0 8 0 8 0 4 3 3 24, , , , ,⋅ + ⋅ + ⋅ =  ή

1
[1,4 0,8 0,4] 0,8 [3,24]

3

 
 ⋅ = 
  ενώ το �00� ήταν�

1 4 1 2 0 8 1 0 4 4 4 08, , , , ,⋅ + ⋅ + ⋅ =  ή

.

ȅ πίνακας Γ =










2 58 3 24
3 24 4 08

, ,
, ,

δείχνει το κόστος των γλυκισμάτων κατά τα έτη �00� και 

�00�. ȅ πίνακας ī που προκύπτει με τον πιο πάνω τρόπο λέγεται γινόμενο του πίνακα ǹ 
με τον πίνακα Ǻ και συμβολίȗεται με ǹ. Ǻ ή ǹǺ, δηλαδή

.
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ȅȇǿȈȂȅȈ

Αν ǹ =  >αLN@ είναι ένας μ ν×  πίνακας και B βkj= [ ]β[ ]βkj[ ]kj  είναι ένας ×  πίνακας, τότε 
ορίȗουμε ως γινόμενο του πίνακα ǹ με τον πίνακα Ǻ και το συμβολίȗουμε με 
A BA B�A B ή με ǹǺ τον ×  πίνακα, του οποίου κάθε στοιχείο ȖLM είναι το άθροισμα των 
γινομένων των Ȟ�στοιχείων της L��γραμμής του ǹ με τα αντίστοιχα ν στοιχεία της 
M�ή�στήλης του Ǻ. ǻηλαδή,

νjνjνjjiνννjijiijijijj βαβαβαγ +++= �21 2i1 2i1 2j1 2j1 2α1 2α1 2+1 2+1i1i1

Ȉχηματικά
�������������M�ή�στήλη

īια παράδειγμα, το γινόμενο 
2 1 3
3 0 1

4 2
1 5
1 0

−







 −

















 βρίσκεται ως εȟής�

11

21

2 4 1( 1) ( 3) 1 4,
3 4 0( 1) 1 1 13

γ
γ

= ⋅ + − + − ⋅ =
= ⋅ + − + ⋅ =

  και   12

22

2 2 1 5 ( 3) 0 9
3 2 0 5 1 0 6

γ
γ

= ⋅ + ⋅ + − ⋅ =
= ⋅ + ⋅ + ⋅ =

.

Επομένως,
2 1 3
3 0 1

4 2
1 5
1 0

4 9
13 6

−







 −

















=








 .

Τονίȗεται ότι το γινόμενο ǹǺ ορίȗεται όταν ο αριθμός των στηλών του πίνακα ǹ είναι 
ίσος με τον αριθμό των γραμμών του πίνακα Ǻ.
Ȉχηματικά�

( , )A A BΒ →
× × ×µ ν ν ρ µ ρ

īια παράδειγμα, αν A =
−











2 1 3
4 1 2

, B =
−

















1 3
2 0
1 2

 και Γ =
− −















3 1 1 1
2 5 4 0
0 2 1 2

, 

τότε, σύμφωνα με τον παραπάνω ορισμό, ορίȗονται τα γινόμενα ǹǺ, Ǻǹ, ǹī και είναι
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A ī

και

,

,

ενώ δεν ορίȗονται τα γινόμενα Ǻī, īǺ και īǹ.

ΙįȚȩĲȘĲİȢ ĲȠȣ ʌȠȜȜĮʌȜĮıȚĮıȝȠȪ ĲȦȞ ʌȚȞȐțȦȞ
Ɣ Αν Ȝ, ȝ είναι πραγματικοί αριθμοί και ǹ, Ǻ είναι πίνακες, τότε ισχύουν οι παρακάτω 
ιδιότητες με την προȨπόθεση ότι ορίȗονται οι πράȟεις που σημειώνονται. 

ǹ(Ǻī� =  (ǹǺ�ī���������������������πρȠıİĲαȚρȚıĲȚțȒ
ǹ(Ǻ�� ī�   ǹǺ�� ǹī    και       (%�� ī�ǹ   Ǻǹ � īǹ�İπȚȝİρȚıĲȚțȒ

(Ȝǹ�(ȝǺ� =  (Ȝȝ�ǹǺ

Ɣ Αν με ǿȞ συμβολίσουμε τον Ȟ uȞ διαγώνιο πίνακα 

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0

0 0 0 1

 
 
 
 
 
 
  

�
�
�

� � � �
�

 του οποίου κάθε 

στοιχείο της κυρίας διαγωνίου είναι ίσο με �, τότε για κάθε τετραγωνικό Ȟ uȞ πίνακα ǹ 
ισχύει�

ǹǿȞ   ǿȞǹ   ǹ

2 πίνακας αυτός λέγεται μοναδιαίοȢ πίνακαȢ.

īια παράδειγμα, οι πίνακες 
 









=

1
,

0
01

2I
 
















=

100
010
001

3I  είναι μοναδιαίοι.

Τον πίνακα ǿȞ θα τον συμβολίȗουμε απλούστερα με ǿ, όταν είναι προφανής ο τύπος του.
Αν τώρα ǹ είναι ένας ȝ uȞ πίνακας, τότε ισχύουν

ǹΙȞ = ǹ   και   Ιȝ ǹ = ǹ.
īια παράδειγμα
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Ǿ προσεταιριστική ιδιότητα μας επιτρέπει να γράφουμε ǹǺī για καθένα από τα ίσα 
γινόμενα ǹ(Ǻī�, (ǹǺ�ī. ȅμοίως, αν ǹ, Ǻ, ī, ǻ είναι πίνακες τέτοιοι, ώστε να ορίȗονται τα 
γινόμενα ǹǺ, Ǻī, īǻ τότε έχουμε

 ǻB īAǻǺīAīǻBAīǻA BǻīA B ) ]([])[ () ]([)) ((])[ (     

και μπορούμε να γράφουμε ǹǺīǻ για καθένα από τα γινόμενα αυτά.
īενικά, επειδή ισχύει η προσεταιριστική ιδιότητα, μπορεί να αποδειχτεί ότι όταν 
πολλαπλασιάȗουμε έναν αριθμό πινάκων ǹ�, ǹ�, ..., ǹȞ το γινόμενο θα είναι το ίδιο κατά 
οποιονδήποτε τρόπο και αν εκτελεστεί ο πολλαπλασιασμός, χωρίς όμως να αλλάȟει η 
σειρά των παραγόντων και συμβολίȗεται με ǹ�ǹ� ... ǹȞ.
Αν ο ǹ είναι ένας τετραγωνικός πίνακας, τότε ορίȗονται τα γινόμενα ǹǹ, ǹǹǹ, ǹǹǹǹ, κτλ. 
και τα συμβολίȗουμε με μορφή δυνάμεων ως εȟής� ǹ�, ǹ�, ǹ�, ..., αντιστοίχως. ȅρίȗουμε 
επίσης ǹ�   ǹ.
Αν S, q  είναι θετικοί ακέραιοι, και ț πραγματικός αριθμός, αποδεικνύεται ότι�

ǹS.A q = A S�T,        (A S�T�  A ST   και   (țǹ�S   țSA S.
Ȉȋȅȁǿȅ
īνωρίȗουμε ότι για τον πολλαπλασιασμό των πραγματικών αριθμών ισχύει, επιπλέον, 
και η αντιμεταθετική ιδιότητα. ǻηλαδή, ισχύει α� �� β   β� �� α για οποιουσδήποτε α, β
�R. Ǿ ιδιότητα, όμως, αυτή δεν ισχύει για τον πολλαπλασιασμό των πινάκων, αφού 

υπάρχουν πίνακες ǹ, Ǻ με ǹǺ � Ǻǹ. īια παράδειγμα, αν A =
−









1 2
5 3

 και B =
−











1 2
0 1

, 
τότε AB BA≠ , αφού�

AB =
−







 −









 =

− −









1 2
5 3

1 2
0 1

1 4
5 7

, ενώ BA =
−











−







 =

− −










1 2
0 1

1 2
5 3

9 8
5 3

.

Επειδή, λοιπόν, δεν ισχύει η αντιμεταθετική ιδιότητα οι ισότητες�

δεν ισȤύουν πȐντοτε. Ȉτην περίπτωση, όμως, που ǹǺ�   Ǻǹ οι παραπάνω ισότητες 
ισχύουν.
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ΕĭǹΡΜΟΓΗ 

ǻίνονται οι πίνακεȢ A =










0 1
1 0

 και B =
− −











1 2
1 1

. Να αποδειȤτεί ότι�

  i )  A 2 = I �  B 2 = ±Ι και A � + Ǻ� = 

 i i )  ǹǺ +  Ǻǹ = Ι

i i i )  ( ǹ +  Ǻ) 2 � A � + Ǻ� � �ǹǺ.

ΛΥΣΗ
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Άρα ǹ2  +  Ǻ2  =  v .

 LL� Είναι 

Άρα ǹǺ�+  Ǻǹ�=  ǿ.

LLL� Είναι

 IB AA BIBB AA BABABABA ��� ��� �� � 222 )) (()(
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 ( λόγω  της  i i ) )  

 ( λόγω  της  i i ) )  

ǹȞĲȚıĲȡȑȥȚȝȠȚ ʌȓȞĮțİȢ
Ɣ īνωρίȗουμε ότι για κάθε πραγματικό αριθμό α με α ≠ 0  υπάρχει ο αντίστροφός του, 

που συμβολίȗεται με 1
α  ή α±1, για τον οποίο ισχύει αα α    α− −= =1 1 1.
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Είναι λογικό τώρα να ρωτήσουμε� ³Αν δοθεί ένας πίνακας ǹ μπορούμε να βρούμε έναν 
πίνακα Ǻ τέτοιον ώστε να ισχύει ǹǺ�  Ǻǹ�  ǿ; ”
Ȉύμφωνα με τον πολλαπλασιασμό που ορίσαμε μια τέτοια ερώτηση έχει νόημα μόνο αν 
ο ǹ είναι ένας τετραγωνικός πίνακας. ȅδηγούμαστε έτσι στον εȟής ορισμό�

2ȇǿȈȂȅȈ

Έστω ǹ ένας τετραγωνικός πίνακας τύπου ȞuȞ. Αν υπάρχει τετραγωνικός πίνακας 
Ǻ τύπου ȞuȞ, τέτοιος ώστε να ισχύει ǹǺ�  Ǻǹ�  ǿ, τότε ο ǹ λέγεται αντιστρȑȥιμοȢ 
πίνακαȢ και ο Ǻ αντίστροĳοȢ του ǹ.

Αν ένας πίνακας ǹ έχει αντίστροφο, τότε αποδεικνύεται ότι αυτός είναι μοναδικός και 
συμβολίȗεται με ǹ±�. Έτσι έχουμε�

ǹǹ±�  ǹ±� ǹ�  ǿ

īια παράδειγμα, αν
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Άρα, ο Ǻ είναι ο αντίστροφος του ǹ.

Ɣ Ȉύμφωνα με τον παραπάνω ορισμό, ο πίνακας Ǻ είναι αντίστροφος του ǹ, όταν ǹǺ   ǿ 
και Ǻǹ   ǿ. Αποδεικνύεται, όμως, ότι�

ĬǼȍȇǾȂǹ
Αν για δυο ȞuȞ πίνακες ǹ, Ǻ ισχύει μια από τις ισότητες

ǹǺ   ǿ  και  Ǻǹ   ǿ,

τότε θα ισχύει και η άλλη.

Με βάση αυτό το θεώρημα, για να αποδείȟουμε ότι ένας ȞuȞ πίνακας Ǻ είναι αντίστροφος 
ενός ȞuȞ πίνακα ǹ, αρκεί να αποδείȟουμε μία μόνο από τις ισότητες ǹǺ   ǿ και Ǻǹ   ǿ.

Ɣ Τέλος, αν ένας πίνακας ǹ είναι αντιστρέψιμος, τότε ισχύουν οι ισοδυναμίες�

Ȇράγματι, για την (L� έχουμε�
² Αν ǹȋ�  Ǻ, τότε ǹ±�ǹȋ�  ǹ±�Ǻ, οπότε ȋ�  ǹ±�Ǻ.

i ) BAXBA XA XA 1� � 

i i ) 1� � B AB ABXBX AX AX

22-0181-02_HR.indb   30 12/12/2013   10:46:04 πμ



� ȆΙȃǹΚΕΣ ± ΓΡǹΜΜΙΚǹ ΣΥΣΤΗΜǹΤǹ ��

² Αν ȋ   ǹ±�Ǻ, τότε ǹȋ   ǹǹ±�Ǻ, οπότε ǹȋ   Ǻ.
ȅμοίως αποδεικνύεται και η LL�.

Ȉȋȅȁǿȅ
īνωρίȗουμε ότι για τον πολλαπλασιασμό των πραγματικών αριθμών ισχύει επιπλέον και 
η ιδιότητα� ³αν α�. β =  0, τότε α =  0 ή β   0´. Ǿ ιδιότητα, όμως, αυτή δεν ισȤύει για τον  
 
πολλαπλασιασμό των πινάκων, αφού π.χ. για τους πίνακες A =











1 0
1 0  

και B =
−











0 0
1 1

  
 
ισχύει AB =









 −









 =











1 0
1 0

0 0
1 1

0 0
0 0

χωρίς, ωστόσο, να είναι ǹ   ȅ ή Ǻ   ȅ. ǻηλαδή� 

³Ȃπορεί ȑνα γινόμενο πινȐκȦν να ισούται με το μȘδενικό πίνακα� ȤȦρίȢ κανȑναȢ να 
είναι μȘδενικόȢ´. 

Ȉτην περίπτωση όμως που ισχύει ǹǺ  v και ο ένας από τους πίνακες είναι αντιστρέψιμος, 
τότε ο άλλος είναι μηδενικός. Ȇράγματι, αν ο ǹ είναι αντιστρέψιμος, τότε έχουμε 
διαδοχικά�

    ǹǺ  v

ǹ±1 ǹǺ  ǹ±1 v

� � � � ǿǺ  v

Ǻ  v.

ǹȞĲȓıĲȡȠĳȠȢ İȞȩȢ � x  � ʌȓȞĮțĮ

Έστω A
α β
γ δ

=








  ένας � �u  πίνακας. Ĭα εȟετάσουμε πότε αυτός αντιστρέφεται και θα  

 
βρούμε τον αντίστροφό του.

īια να αντιστρέφεται ο ǹ, πρέπει και αρκεί να υπάρχει πίνακας X
x y
z ω

=








  τέτοιος, 

ώστε να ισχύει ǹȋ   ǿ ή, ισοδύναμα,

α β
γ δ

x y
z ω



















 =











1 0
0 1

 








=








++
++

10
01

δωγyδzγx
βωαyzβαx

 




=+
=+

0
1

δzγx
βzαx

  (Ȉ��  και 
 




=+
=+

1
0

δωγy
βωαy

  (Ȉ��

Αρκεί, επομένως, τα συστήματα (Ȉ�� και (Ȉ�� να έχουν λύση. Τα συστήματα αυτά έχουν
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, D
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1

, D
α
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Επομένως�

Ɣ  $ν D ≠�, τότε τα συστήματα (Ȉ�� και (Ȉ�� έχουν μοναδική λύση, οπότε ο πίνακας ǹ 
αντιστρέφεται. Ǿ λύση του (Ȉ�� είναι το ȗεύγος (x , z � με

 
D
į

D
D

x x    και  
D
Ȗ

D
D

z z �
  ,

ενώ η λύση του (Ȉ�� είναι το ȗεύγος (y , Ȧ� με

 
D
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D

y y �
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X , οπότε ο αντίστροφος του ǹ είναι ο πίνακας
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D
A 11 .

Ɣ Αν '   �, τότε ένα τουλάχιστον από τα συστήματα (Ȉ�� και (Ȉ�� είναι αδύνατο, οπότε ο 
πίνακας ǹ δεν αντιστρέφεται. Ȇράγματι

α�   Αν Dx ≠ 0  ή  Dy ≠ 0  ή  Dz ≠ 0  ή  Dω≠ 0 , τότε ένα τουλάχιστον από τα συστήματα 
(Ȉ�� και (Ȉ�� θα είναι αδύνατο.

β�   Αν D D D D , τότε α =  β =  Ȗ =  į�=  0, οπότε και πάλι τα δύο συστήματα 
θα είναι αδύνατα.

Αποδείȟαμε λοιπόν ότι�

Ɣ 2 πίνακας A
α β
γ δ

=














γ δγ δ








 είναι αντιστρέψιμος, αν και μόνο αν 
α β
γ δ

≠ 0 .

Ɣ  ȅ αντίστροφος ενός πίνακα A
α β
γ δ

=
























, αν υπάρχει, δίνεται από τον τύπο

A
D

δ β
γ α

− =
δ β−δ β

−
























1 1 , όπου D
α β
γ δ

= .

īια παράδειγμα�
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α� ȅ πίνακας A =










3 4
1 2

 αντιστρέφεται, γιατί 
3 4
1 2

2 0= ≠  και ο αντίστροφός του  
 
     είναι ο

A − =
−

−










1 1
2

2 4
1 3

.

β�   ȅ πίνακας A =










4 2
2 1

 δεν αντιστρέφεται, γιατί 
4 2
2 1

0 .

ΕĭǹΡΜΟΓΗ 

ǻίνονται οι πίνακεȢ A =
−









2 1
3 4

 και B =
−











11 3
22 1

 L� 1α βρεșεί ο αντίστροĳοȢ του πίνακα ǹ

LL� Να λυșεί Ș εȟίσȦσȘ ǹȋ   Ǻ

ΛΥΣΗ
 L� īια τον πίνακα ǹ έχουμε D =

−
= ≠

2 1
3 4

11 0. Άρα

   
A − =

−










1 1
11

4 1
3 2      (��

LL� Επειδή ο πίνακας ǹ είναι αντιστρέψιμος, έχουμε�

AX B X A B X= ⇔ = ⋅ ⇔ =
−









 ⋅

−










−1
1 1

11
4 1
3 2

11 3
22 1

( )

    

⇔ =
−









X

6 1
1 1

.

ǹΣΚΗΣΕΙΣ

ǹǯ ȅȂǹǻǹȈ
��   1α βρείτε τα γινόμενα ǹǺ και Ǻǹ σε όποιες από τις παρακάτω περιπτώσεις 

ορίȗονται�

L� A = [ ]3 2 1 , B =
















2
3
0

 LL�  A =
−

−










4 2
2 1

, B =










2 1
4 2
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LLL� A =
−

−

















3 0 1
0 4 2
5 3 1

, B =
−

−
−

















1 5 0
4 1 2
0 1 3

LY� A =
− −











4 2 1
3 1 3

, B =
−

















2 1 3
0 1 2
4 7 1

.

2.  Αν A =
−















1 1
0 1
2 0

, B =










0 1 1
1 0 1

 και Γ =
−















1 1 0
1 0 1
0 2 2

.

ȃα βρείτε τους πίνακες� L� A B    LL� ǹǺ�± ī  LLL� ǹǺī.

3.  7α στοιχεία για τις αμοιβές και τον αριθμό των εργατών σε δύο οικοδομικές 
εταιρείες ǹ και Ǻ έχουν με μορφή πινάκων ως εȟής�

Αριθμός εργατών   Ǿμερήσιες αποδοχές
Ειδικευμένοι   Ανειδίκευτοι  (σε ευρώ�

A
B

60 75
30 60











   Ειδικευμένοι 50
40









 .

     Ανειδίκευτοι

ȃα εκφράσετε με τη βοήθεια του πολλαπλασιασμού των πινάκων το σύνολο των 
αμοιβών των εργατών στις δύο εταιρείες.

��   Ȉε καθεμιά από τις παρακάτω περιπτώσεις να αποδείȟετε ότι ο πίνακας Ǻ είναι 
αντίστροφος του ǹ.

L� A =










2 3
1 2

, B =
−

−










2 3
1 2

   LL� A =
−
−

− −

















1 3 2
2 5 3
3 2 4

, B =
− −

−
−

















14 8 1
17 10 1
19 11 1

��   ȃα βρείτε τον αντίστροφο, εφόσον υπάρχει, καθενός από τους παρακάτω 
πίνακες�

A =










2 3
1 2

, B =










4 2
2 1

   και   
 

»
¼

º
«
¬

ª �
 

θθ
θθ

ī
συνημ
ημσυν

.

6.    L� ȃα βρείτε τον αντίστροφο του πίνακα  
»
¼

º
«
¬

ª �
αα
αα

ημσυν
συνημ .
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LL� ȃα λύσετε την εȟίσωση� 
 








 −
αα
αα

ημσυν
συνημ

 
 









−−

=
αα
αα

X
συνημ
ημσυν

.

%ǯ ȅȂǹǻǹȈ

��  Αν A =










1 2
2 4

, τότε�

 L� ȃα βρείτε τις τιμές των x y R, ∈  για τις οποίες ισχύει A xA y I2= + .
LL� ȃα υπολογίσετε τους πίνακες ǹ� και ǹ�.

��  $ν A =
−

−










2 1
3 1

, να βρείτε τον πραγματικό αριθμό x , ώστε να ισχύει

A A xI3 10− − =v .

��  ȃα βρείτε τους πίνακες X
α

β
=











1
0

, α, β�R�για τους οποίους ισχύει ȋ��   ǿ.

��  Αν A =
−

−
−

















0 1 1
3 2 3
2 2 3

, B =
−
−

− −

















4 3 3
2 1 2
3 3 2

, να αποδείȟετε ότι�

  L� A I2 = , B I2 =    LL� ( )A B− =2 , I .

LLL� A B A B2 2− ≠

��  $ν A =
− −











3 2
2 1

, να αποδείȟετε ότι�

 L� ȅ πίνακας ǹ αντιστρέφεται και να βρείτε τον  A ±�.

LL� ΙΑ Α , ν ∈N*.

��  $ν
 συν ημ

( )
ημ συν

− 
=  

 

x x
A x

x x , 
 









−

=
xx
xx

xB
ημσυν
συνημ

)( , τότε�

  L� ȃα αποδείȟετε ότι  )2()(2 xAxA = ,  )2()(2 xAxB −=

 LL� ȃα αποδείȟετε ότι A x B x2 2( ) ( )+ =v

LLL� ȃα λύσετε την εȟίσωση A x B x I2 2 2( ) ( )− = .

��   Μια βιομηχανία επίπλων κουȗίνας έχει δύο εργοστάσια Ε� και Ε�. ȅι πίνακες 
Ȃ και ȃ δίνουν τις ώρες εργασίας που απαιτούνται για την κατασκευή κάθε 
επίπλου και τις ωριαίες αμοιβές του προσωπικού σε ευρώ αντιστοίχως.
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Ȁατασκευή        Ǻάψιμο         Ȉυσκευασία Ε�    Ε�

 

 L� ȃα βρείτε τον πίνακα Ȃȃ�και να εȟηγήσετε τι εκφράȗει.

LL�  Ȇοιο είναι το κόστος εργασίας για την παραγωγή μιας καρέκλας στο εργοστάσιο 
Ε� και ενός πάγκου στο εργοστάσιο Ε�;

  ��   Αν 
 

















−−−
=

312
625
311

A
 

















−
−

−
=

433
434
110

Bκαι , να αποδείȟετε ότι�

 L� 3A =  νA = , 3≥ν  και γενικάv v

LL� B �   ǿ, B �   Ǻ�και γενικά
 

¯
®
­

 
θετικόςπεριττόςαν

θετικόςάρτιοςαν
ȞB
ȞI

B Ȟ .

  
  ��   ǻίνεται ο πίνακας 

 
»
¼

º
«
¬

ª
 

1ημ
ημ1

συν
1)(

x
x

x
xA ,  

¸
¹
·

¨
©
§��

2
,

2
ππx

 L� ȃα αποδείȟετε ότι ǹ±�(x � =  A (±x �. 

LL� ȃα λύσετε την εȟίσωση A (x �   I . 

���   Αν 

21
( ) 0 1 2

0 0 1

x x
A x x

 
 

=  
 
 

,

  L� ȃα αποδείȟετε ότι  )()()( yxAyAxA � 
 LL�  ȃα βρείτε τη σχέση μεταȟύ των x , y  ώστε ο πίνακας ǹ(y � να είναι αντίστροφος 

του ǹ(x �.

LLL� 1α βρείτε τον αντίστροφο του πίνακα 
1 1 1
0 1 2
0 0 1

M
 
 =  
  

.

1 1 .   Αν 
 

»
¼

º
«
¬

ª
��
�

 
ȜȜ
ȜȜ

A ,
1

1
 Ȝ�R, τότε�

  L� ȃα αποδείȟετε ότι ǹ�   ǿ, ǹ�   ǹ και γενικά ότι 
 

¯
®
­

 
περιττόςαν,
άρτιοςαν,

ȞA
ȞI

A Ȟ

 

Τραπέȗι
Ȁαρέκλα,
Ȇάγκος

4,02,15,1
3,09,01
2,06,06,0

»
»
»

¼

º

«
«
«

¬

ª
 M

 5 6 Ȁατασκευή
6 7 Ǻάψιμο
4 5 Ȉυσκευασία

N
ª º
« » « »
« »¬ ¼
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 LL� Αν Ȝ   �, να βρείτε τον πίνακα ȋ για τον οποίο ισχύει 
 

»
¼

º
«
¬

ª
�

 
10
1119 9 3 XA

LLL� ȃα υπολογίσετε το άθροισμα
 102 AAAI ����  .

12.    ǻίνεται ο πίνακας 
 

»
¼

º
«
¬

ª
 

11
12

A

 L� ȃα βρείτε τον αντίστροφο του πίνακα ǹ

LL� ȃα βρείτε τον πίνακα ȋ σε κάθε μια από τις παρακάτω περιπτώσεις�

α� AX =
−









2 1
1 0

 β� AXA =










1 0
0 0

 γ� AX 2 2 .

13.    Αν A =
−











1
2

1 3

3 1
, τότε�

 L� ȃα αποδείȟετε ότι ǹ� =  ± ǿ και γενικά ότι
 

¯
®
­
�

 
περιττόςαν,
άρτιοςαν,3

ȞI
Ȟǿ

A Ȟ .

LL� ȃα βρείτε τις πραγματικές τιμές του x  για τις οποίες ισχύει

 ( 2) .v1989

��� ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΟΙ ΜΕΤǹΣȋΗΜǹΤΙΣΜΟΙ

Η ǲȞȞȠȚĮ ĲȠȣ ΓİȦȝİĲȡȚțȠȪ ΜİĲĮıȤȘȝĮĲȚıȝȠȪ
Ɣ īνωρίȗουμε από την Αǯ ȁυκείου ότι συνάρτηση από ένα σύνολο ǹ σε ένα σύνολο Ǻ 
είναι μια διαδικασία με την οποία κάθε στοιχείο του ǹ αντιστοιχίȗεται σε ένα και μοναδικό 
στοιχείο του Ǻ. Ȉτην παράγραφο αυτή θα ασχοληθούμε με συναρτήσεις για τις οποίες τα 
ǹ και Ǻ συμπίπτουν με το σύνολο E  των σημείων ενός 
καρτεσιανού επιπέδου O x y . ȅι συναρτήσεις αυτές λέ-
γονται γεȦμετρικοί μετασȤȘματισμοί στο επίπεδο ή, 
απλά, γεȦμετρικοί μετασȤȘματισμοί. ǻηλαδή, γεωμε-
τρικός μετασχηματισμός είναι οποιαδήποτε συνάρτηση

T:E E→ . 
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ȍς προς τη συνάρτηση αυτή η εικόνα, ȉ(Ȃ�, του σημείου Ȃ([��\� θα συμβολίȗεται με
c c cM (x , y ).

Ένα παράδειγμα γεωμετρικού μετασχηματισμού 
είναι η συνάρτηση

T:E E→

 ),(),( yxMyxM �co ,

η οποία αντιστοιχίȗει κάθε σημείο Ȃ στο συμ�
μετρικό του Ȃ ƍ  ως προς τον άȟονα x ƍx .

Ɣ Ȉτη συνέχεια θα ασχοληθούμε μόνο με τους γεωμετρικούς μετασχηματισμούς που 
απεικονίȗουν τα σημεία  ),( yxM  στα  ),( yxM ccc  των οποίων οι συντεταγμένες δίνονται 
από ένα σύστημα της μορφής

 

¯
®
­

�� c
�� c

ȞįyȖxy
ȝβyαxx

ή, ισοδύναμα, από μια εȟίσωση της μορφής

  
 

»
¼

º
«
¬

ª
�»

¼

º
«
¬

ª
»
¼

º
«
¬

ª
 »

¼

º
«
¬

ª
c
c

Ȟ
ȝ

y
x

įȖ
βα

y
x

 (��

όπου α��β��Ȗ��į��ȝ��Ȟ πραγματικοί αριθμοί.
Αν ȝ =  0 και Ȟ =  0, τότε η εȟίσωση (�� παίρνει τη μορφή

 
»
¼

º
«
¬

ª
»
¼

º
«
¬

ª
 »

¼

º
«
¬

ª
c
c

y
x

įȖ
βα

y
x

 (��

Ȉτην περίπτωση αυτή ο γεωμετρικός μετασχηματισμός λέγεται γραμμικόȢ μετασȤȘμα�

τισμόȢ και ο πίνακας 
 

»
¼

º
«
¬

ª
įȖ
βα

 λέγεται πίνακαȢ του γραμμικού μετασχηματισμού. 

īια παράδειγμα, ο γεωμετρικός μετασχηματισμός που ορίȗεται από το σύστημα

 

¯
®
­

� c
� c

yxy
yxx

22
37

ή, ισοδύναμα, από την εȟίσωση 
 

»
¼

º
«
¬

ª
»
¼

º
«
¬

ª
 »

¼

º
«
¬

ª
c
c

y
x

y
x

22
37

 είναι ένας γραμμικός 

μετασχηματισμός με πίνακα τον 
7 3
2 2

 
 
 

. Με αυτόν τον μετασχηματισμό το σημείο 

ǹ(�,�� απεικονίȗεται στο ǹƍ(��,��, ενώ το σημείο Ǻ(�,±�� στο Ǻƍ(�,±��, δηλαδή στον εαυ-
τό του.
Ɣ Ας θεωρήσουμε τώρα το γραμμικό μετασχηματισμό

M (x,–y)׳
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»
¼

º
«
¬

ª
»
¼

º
«
¬

ª
 »

¼

º
«
¬

ª
c
c

y
x

įȖ
βα

y
x

T :

 
και τα μοναδιαία διανύσματα  )0,1( i

G

 και  )1,0( j
G

. 

Τότε, η εικόνα ǹƍ του πέρατος ǹ(�,0� του διανύσματος 
G

i έχει συντεταγμένες (α, Ȗ�, αφού 

 
»
¼

º
«
¬

ª
 »

¼

º
«
¬

ª
»
¼

º
«
¬

ª
 »

¼

º
«
¬

ª
c
c

Ȗ
α

įȖ
βα

y
x

0
1 ,

ενώ η εικόνα Ǻƍ του πέρατος Ǻ(0,�� του διανύσματος 
G

j
έχει συντεταγμένες (β,į�, αφού

 
»
¼

º
«
¬

ª
 »

¼

º
«
¬

ª
»
¼

º
«
¬

ª
 »

¼

º
«
¬

ª
c
c

į
β

įȖ
βα

y
x

1
0

.

Ȇαρατηρούμε, δηλαδή, ότι�

2ι συντεταγμȑνεȢ τȘȢ εικόναȢ του πȑρατοȢ� ǹ������ του διανύσματοȢ  ( 1 , 0 ) 
G

i  
είναι Ș πρȫτȘ στȒλȘ� ενȫ οι συντεταγμȑνεȢ τȘȢ εικόναȢ του πȑρατοȢ� Ǻ������ του 
διανύσματοȢ j

G

 είναι Ș δεύτερȘ στȒλȘ του πίνακα του γραμμικού μετασȤȘματισμού�

īια παράδειγμα, ο γραμμικός μετασχηματισμός, που απεικονίȗει τα πέρατα ǹ(�,0� 
και Ǻ(0,�� των διανυσμάτων  )0,1( i

G

και  )1,0( j
G

 στα σημεία ǹƍ(�,�� και Ǻƍ(�,��   
 
αντιστοίχως, έχει πίνακα 

3 1
1 2

 
 
 

.

Τέλος, είναι προφανές ότι�
ȅ γραμμικόȢ μετασȤȘματισμόȢ Τ απεικονίȗει το σȘμείο Ο����� στο Ο������

ΕĭǹΡΜΟΓΕΣ

��   ǻίνεται ο γραμμικόȢ μετασȤȘματισμόȢ

 
»
¼

º
«
¬

ª
»
¼

º
«
¬

ª �
 »

¼

º
«
¬

ª
c
c

T
01
10

:
x x
y y

 
 L�  Να βρεșούν οι εικόνεȢ ǹƍ( x ƍ� � y ƍ� � και Ǻƍ( x ƍ� � y ƍ� � τȦν σȘμείȦν ǹ( x 1 � y 1 � και Ǻ( x2� y2� 

αντιστοίȤȦȢ�
LL� Να αποδειȤτεί ότι �ǹƍǺƍ� =  �ǹǺ��
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ΛΥΣΗ

L� Έχουμε  
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Επομένως, οι εικόνες των ǹ(x �, y �� και B (x �, y �� είναι τα σημεία ǹƍ(±y �, x �� και Ǻƍ(±y �, x �� 
αντιστοίχως.

LL� Είναι
 )()()()()()( 2

12
2

12
2

12
2

12 A ByyxxxxyyBA  ��� ���� cc .

Ȇαρατηρούμε ότι ο μετασχηματισμός αυτός διατηρεί τις αποστάσεις. ȅι γεωμετρικοί 
μετασχηματισμοί που διατηρούν τις αποστάσεις λέγονται ισομετρίεȢ.

2.  ǻίνεται ο γραμμικόȢ μετασȤȘματισμόȢ�
′    

=    ′     

4 3
:

1 1
x x

T
y y

1α βρεșεί�

L�  ȉο πρότυπο του σȘμείου ǹƍ������ δȘλαδȒ το σȘμείο ǹ�x� y� που απεικονίȗεται 
στο ǹƍ��� ��

LL� Ǿ εικόνα τȘȢ ευșείαȢ İ� \ = ±�x + ��

ΛΥΣΗ
L� ǿσχύει
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Επειδή ο πίνακας 
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 είναι αντιστρέψιμος, πολλαπλασιάȗουμε και τα δύο μέλη με  
 
τον αντίστροφό του, που είναι ο πίνακας 
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Άρα το σημείο ǹ έχει συντεταγμένες (�,±��.

LL� Αρκεί να βρούμε την εȟίσωση η οποία επαληθεύεται από τις συντεταγμένες των 
εικόνων των σημείων της ευθείας İ και μόνο απ¶ αυτές. Ȇράγματι, έχουμε�
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Επομένως, αν το σημείο Ȃ(x ,y � ανήκει στην İ, τότε θα ισχύει�

Άρα, το σημείο M ƍ(x ƍ, y ƍ� ανήκει στην ευθεία
 

2
1

2
1: � c xyİ .

Αλλά και α Ȟ Ĳ Ț ı Ĳ ρ ȩĳȦȢ , αν το σημείο M ƍ(x ƍ, y ƍ� ανήκει στην ευθεία  
2
1

2
: �

�
 c xyİ , 

τότε το M (x , y � ανήκει στην ευθεία İ� \�  ±�x  � �.

Ȉυνεπώς, η εικόνα της ευθείας İ� \�  ±�x  � � είναι η ευθεία 
 

2
1

2
1: � c xyİ .

Ȉȋȅȁǿȅ
Αποδεικνύεται ότι κάθε γραμμικός μετασχηματισμός, του οποίου ο πίνακας αντιστρȑ�
ĳεται, απεικονίȗει�

—  ευθείες σε ευθείες

—  ευθύγραμμα τμήματα σε ευθύγραμμα τμήματα με άκρα τις εικόνες των άκρων

—  πολύγωνα σε πολύγωνα με κορυφές τις εικόνες των κορυφών.

 12 �� xy

 1624 �c�c� c�c� yxyx

 12 �c� c� xy
 

2
1

2
1

�c c xy
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īια παράδειγμα, με το μετασχηματισμό
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το τρίγωνο ǹǺī με κορυφές ǹ(�,0�, B (– ���� και ī(0��� απεικονίȗεται στο τρίγωνο ǹƍǺƍī ƍ 
που έχει ως κορυφές τις εικόνες ǹƍ(�,±��, B ƍ(�,�� και ī ƍ (�,0��των κορυφών του τριγώνου 
ǹǺī.

Είναι βολικό, πολλές φορές, ένα πολύγωνο ǹ�ǹ� ...ǹȞ να το παριστάνουμε με τον πίνακα
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που έχει ως στήλες τις συντεταγμένες των κορυφών του. Τον πίνακα αυτόν θα τον λέμε  

πίνακα του πολυγȫνου. Έτσι, ο πίνακας του ǹǺī είναι ο  »
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330
011 , ενώ του ǹƍǺƍī�ƍ ο 
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Άρα ο πίνακας του τριγώνου ǹƍǺƍīƍ προκύπτει 
αν πολλαπλασιάσουμε τον πίνακα του γραμμικού 
μετασχηματισμού με τον πίνακα του τριγώνου 
ǹǺī. Αυτό ισχύει και για οποιοδήποτε πολύγωνο.

ǺĮıȚțȠȓ ȖİȦȝİĲȡȚțȠȓ ȝİĲĮıȤȘȝĮĲȚıȝȠȓ
�� Ȉυμμετρία ȦȢ προȢ τȘν αρȤȒ τȦν αȟόνȦν

Ȁαλούμε συμμετρία ως προς την αρχή των αȟόνων 
το γεωμετρικό εκείνο μετασχηματισμό με τον οποίο 
κάθε σημείο Ȃ(x , y � του καρτεσιανού επιπέδου 
απεικονίȗεται στο συμμετρικό του Ȃ ƍ (x ƍ, y ƍ� ως 
προς την αρχή των αȟόνων. ǵπως γνωρίȗουμε από 
την Αǯ ȁυκείου ισχύει
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Άρα, η συμμετρία ως προς την αρχή των αȟόνων 
είναι γραμμικός μετασχηματισμός με πίνακα 
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��  Ȉυμμετρία ȦȢ προȢ Ȑȟονα μια ευșεία İ� 

Ȁαλούμε συμμετρία ως προς άȟονα μια ευθεία İ, το 
γεωμετρικό εκείνο μετασχηματισμό με τον οποίο κάθε 
σημείο Ȃ(x , y � του καρτεσιανού επιπέδου απεικονίȗεται 
στο συμμετρικό του, Ȃ ƍ (x ƍ, y ƍ�, ως προς την ευθεία İ. 

Ȉτην παράγραφο αυτή θα ασχοληθούμε με τη συμ�
μετρία ως προς τον άȟονα x ƍx , τη συμμετρία ως προς 
τον άȟονα y ƍy  και τη συμμετρία ως προς την ευθεία \�
  x .

�α�  Ȉυμμετρία ȦȢ προȢ τον Ȑȟονα xƍx.

ǵπως γνωρίȗουμε από την Αǯ ȁυκείου ισχύει�
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Άρα, η συμμετρία ως προς τον άȟονα [ƍ[ είναι γραμ� 

μικός μετασχηματισμός με πίνακα 
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�β� Ȉυμμετρία ȦȢ προȢ τον Ȑȟονα yƍy.

ǵπως γνωρίȗουμε από την Αǯ ȁυκείου ισχύει�
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Άρα η συμμετρία ως προς τον άȟονα y ƍy  είναι ένας  
 
γραμμικός μετασχηματισμός με πίνακα 
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�γ� Ȉυμμετρία ȦȢ προȢ Ȑȟονα τȘν ευșεία y =  x� 

ǵπως γνωρίȗουμε από την Αǯ ȁυκείου ισχύει� 
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Άρα, η συμμετρία ως προς άȟονα την ευθεία y  =  x  είναι  
 
ένας γραμμικός μετασχηματισμός με πίνακα 
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.

ȅι παραπάνω γραμμικοί μετασχηματισμοί είναι όλοι ισομετρίεȢ.
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�� ȈτροĳȒ με κȑντρο ȅ και γȦνία ș� 

Έστω O x y  ένα σύστημα συντεταγμένων στο επίπεδο 
και θ μια θετική ή αρνητική γωνία. Ȁαλούμε στροφή 
με κέντρο ȅ και γωνία θ το γεωμετρικό εκείνο 
μετασχηματισμό με τον οποίο κάθε σημείR M (x , y � 
του επιπέδου αντιστοιχίȗεται στο πέρας M ƍ (x ƍ, y ƍ�, 
του διανύσματος  MO c που είναι η τελική θέση του
 MO , αν αυτό στραφεί γύρω από το ȅ κατά γωνία θ. 

Αν ĳ είναι η γωνία που σχηματίȗει το διάνυσμα  MO  
με τον άȟονα x ƍx  και ρ το μέτρο του διανύσματος 
 MO , τότε θα ισχύει�
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Άρα, η στροφή με κέντρο ȅ και γωνία θ είναι γραμμικός μετασχηματισμός με πίνακα  
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. Ειδικότερα�

α� Ǿ στροφή με κέντρο ȅ και γωνία 
 

2
πθ   έχει πίνακα 
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β�  Ǿ στροφή με κέντρο ȅ και γωνία θ =  π έχει πίνακα 
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και είναι η συμμετρία 

ως προς την αρχή των αȟόνων.

γ� Ǿ στροφή με κέντρο ȅ και γωνία 
2

3 πθ   έχει πίνακα 
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δ�  Τέλος, η στροφή με κέντρο ȅ και γωνία θ� =  �π έχει πίνακα 
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και είναι η 

ταυτοτική απεικόνιση.

Εύκολα αποδεικνύεται ότι και η στροφή είναι μια ισομετρία.
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�� ȅμοιοșεσία� 

Ȁαλούμε ομοιοșεσία με κέντρο την αρχή των 
αȟόνων ȅ και λόγο λ�R *  το μετασχηματισμό 
με τον οποίο κάθε σημείο M (x , y � του επιπέδου 
αντιστοιχίȗεται στο σημείο M ƍ (x ƍ, y ƍ� που ορί�
ȗεται από την ισότητα

 O MȜMO  c .

Επειδή  ),( yxO M  και  ),( yxMO cc c , έχουμε�

 ),(),( yxȜyxO MȜMO  cc� c
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Άρα, η ομοιοθεσία με κέντρο την αρχή των αȟόνων και λόγο Ȝ � 0 είναι ένας γραμμικός  

μετασχηματισμός με πίνακα
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0 .

ȂΝǾȂȅΝǿȀȅȈ ȀǹΝȅΝǹȈ
īια να θυμόμαστε τον πίνακα των παραπάνω γραμμικών μετασχηματισμών, αρκεί να 
θυμόμαστε ότι η πρώτη στήλη του είναι οι συντεταγμένες της εικόνας του σημείου 
ǹ(�,0�, ενώ η δεύτερη στήλη του είναι οι συντεταγμένες της εικόνας του Ǻ(0,��. 

īια παράδειγμα, ο πίνακας της συμμετρίας ως προς τον άȟονα x ƍ[�είναι ο
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έχει για πρώτη και δεύτερη στήλη τις συντεταγμένες των συμμετρικών ως προς τον άȟονα 
x ƍ[�των σημείων ǹ(�,0� και Ǻ(0,�� αντιστοίχως.

�� ȆαρȐλλȘλȘ μεταĳορȐ�

Έστω  ),( 21 įįį  
G

 ένα διάνυσμα του καρτεσιανού επιπέδου O x y . Ȁαλούμε παράλληλη 
μεταφορά κατά διάνυσμα  į

G

 το γεωμετρικό εκείνο μετασχηματισμό με τον οποίο κάθε 
σημείR M (x ,y � του επιπέδου αντιστοιχίȗεται στο σημείο M ƍ (x ƍ,y ƍ� που ορίȗεται από την 
ισότητα  įMM

G

 c  (Ȉχ. ���.
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Άρα, η παράλληλη μεταφορά δεν είναι γραμμικός μετασχηματισμός. Είναι, όμως, 
ισομετρία.

ΕĭǹΡΜΟΓΕΣ
1.  ǲστȦ Τ ο μετασȤȘματισμόȢ ³στροĳȒ με κȑντρο Ο και γȦνία

 
4
πθ � ´� Να βρεșεί 

Ș εικόνα C ƍ τȘȢ καμπύλȘȢ  C 1:  xy ȦȢ προȢ το μετασȤȘματισμό Τ.

ΛΥΣΗ
Έστω M (x ,y � ένα σημείο του επιπέδου και M ƍ (x ƍ,y ƍ� η εικόνα του ως προς το μετα�
σχηματισμό ȉ. Τότε θα ισχύει
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Επομένως, αν τR M ( x , y � ανήκει στην καμπύλη C , 
τότε θα ισχύει� 

 x y  =  � 

           ,

οπότε το σημείο M ƍ (x ƍ, y ƍ� θα είναι σημείο της 
ισοσκελούς υπερβολής 

 

� � � �
2 2

2 2
2 2

x yC c .

Αλλά και α Ȟ Ĳ Ț ı Ĳ ρ ȩĳȦȢ , αν το M ƍ (x ƍ, y ƍ� ανήκει στην καμπύλη C ǯ, τότε το M ( x , y � θα 
ανήκει στην C .

Άρα, η εικόνα της
 

x
yC 1:  , ως προς τη στροφή με κέντρο ȅ και γωνία 

 
4
πθ � , είναι η 

υπερβολή 
 

� � � �
2 2

2 2
2 2

x yC c . Ȉυνεπώς, η καμπύλη 
 

x
yC 1:   είναι μια υπερβολή που 

προκύπτει αν στρέψουμε την C ǯ κατά γωνία 
4
πθ  � .

2. ǲστȦ Τ1  και Τ� οι γραμμικοί μετασȤȘματισμοί με πίνακεȢ
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αντιστοίȤȦȢ� Να βρεșεί ο πίνακαȢ του γραμμικού μετασȤȘματισμού που προκύπτει� 
αν εĳαρμόσουμε πρȫτα τον T 1  και ȑπειτα τον T 2� δȘλαδȒ του μετασȤȘματισμού 
 12 TT D .

ΛΥΣΗ
Έστω Ȃ( x , y � ένα σημείο του επιπέδου. Αν M ƍ (x ƍ, y ƍ� είναι η εικόνα του Ȃ μέσω του 
μετασχηματισμού ȉ1  και M ƍƍ(x ƍƍ, y ƍƍ� η εικόνα του M ƍ  μέσω του μετασχηματισμού ȉ2, 
τότε θα ισχύει
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οπότε θα έχουμε

 > @ 1)()(
2
1 22  c�c yx
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Άρα, ο πίνακας του  12 TT D
 είναι ο
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 που είναι το γινόμενο 12 AA �  των πινάκων των  
 
μετασχηματισμών ȉ2  και ȉ1. īενικά�

³ǹν ǹ 1 � ǹ2 είναι πίνακεȢ δύο γραμμικȫν μετασȤȘματισμȫν� Τ1  και Τ2 αντιστοίȤȦȢ� 
τότε ο πίνακαȢ του γραμμικού μετασȤȘματισμού  12 TT D  είναι ο ǹ� 

. ǹ1 � ενȫ του
 21 TT D  είναι ο ǹ� 

. ǹ2”.

ǹΣΚΗΣΕΙΣ

ǹǯ ȅȂǹǻǹȈ
��   ȃα γράψετε τους πίνακες των γραμμικών μετασχηματισμών�
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και να βρείτε τις εικόνες των σημείων ǹ(�,0� και Ǻ(0,��.

2.   ȃα βρείτε το γραμμικό μετασχηματισμό που απεικονίȗει τα πέρατα ǹ(�,0� και 
Ǻ(0,�� των μοναδιαίων διανυσμάτων  i

G

 και  j
G

 στα σημεία L� (�,�� και (±�,�� 
αντιστοίχως, LL� (±�,�� και (�,�� αντιστοίχως.

��   ǻίνεται ο γραμμικός μετασχηματισμός�
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ȃα βρείτε τις εικόνες των σημείων ȅ(0,0� και ǹ(�,�� και στη συνέχεια να 
αποδείȟετε ότι ο ȉ δεν είναι ισομετρία.

4.    ǻίνεται ο γραμμικός μετασχηματισμός�
 

»
¼

º
«
¬

ª
»
¼

º
«
¬

ª
 »

¼

º
«
¬

ª
c
c

y
x

y
x

T
11
12

:

 L� ȃα βρείτε την εικόνα ǹƍǺƍīƍǻƍ του τετραγώνου ǹǺīǻ που έχει πίνακα
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LL� ȃα αποδείȟετε ότι το ǹƍǺƍīƍǻƍ είναι πλάγιο παραλληλόγραμμο.
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��   ǻίνεται ο μετασχηματισμός�
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1α βρείτε

 L� το πρότυπο του σημείου ǹ
(0,��

LL� την εικόνα της ευθείας İ� y  =  x  � �.

��   Τι παριστάνουν γεωμετρικά οι γραμμικοί μετασχηματισμοί που έχουν πίνακα�

%ǯ ȅȂǹǻǹȈ

1.    ǻίνεται ο γραμμικός μετασχηματισμός�

  L�  ȃα αποδείȟετε ότι ο ȉ απεικονίȗει όλα τα σημεία του επιπέδου στην ευθεία    
İ� y  =  �x .

 LL� 1α βρείτε τα πρότυπα του σημείου O (0,0�.

LLL� ȃα αποδείȟετε ότι το σημείο A ƍ(�,�� δεν έχει πρότυπο.

2.   ǻίνεται ο γραμμικός μετασχηματισμός�

και δύο οποιαδήποτε σημεία A (x �,y ��, B (x �,y �� του επιπέδου. ȃα αποδείȟετε ότι

  L� 2 T  δεν είναι ισομετρία, δηλαδή ότι  )()( A BBA ≠cc .

 LL� ȅ ȉ απεικονίȗει το μέσο του ευθ. τμήματος ǹǺ στο μέσο της εικόνας του ǹƍǺƍ.

LLL� Το εμβαδόν του τριγώνου ȅǹǺ είναι ίσο με το εμβαδό της εικόνας του O ƍǹƍǺƍ.
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3.   ȃα βρείτε το γραμμικό μετασχηματισμό που απεικονίȗει τα σημεία A (�,�� και 
B (�,±�� στα σημεία�

 L� A ƍ(0,�� και B ƍ(�,�� αντιστοίχως

LL� A ƍ(�,�� και B ƍ(�,�� αντιστοίχως.

Ȉε καθεμιά περίπτωση να βρείτε την εικόνα της ευθείας İ� y  =  ±�x .

��    ȃα αποδείȟετε ότι καθένας από τους παρακάτω γεωμετρικούς μετασχηματισμούς 
είναι γραμμικός μετασχηματισμός.
  L� Ǿ συμμετρία ως προς την ευθεία y  =  ±x .
 LL� Ǿ προβολή πάνω στον άȟονα x ƍx .
LLL� Ǿ προβολή πάνω στον άȟονα y ƍy .
LY� Ǿ προβολή πάνω στην ευθεία y  =  x .

Ȉτη συνέχεια να βρείτε σε καθεμία περίπτωση την εικόνα του τετραγώνου ȅǹīǺ  
 
με πίνακα  

»
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0110 και να επιβεβαιώσετε γεωμετρικά την απάντησή σας.

��   ǻίνεται ο μετασχηματισμός ȉ με πίνακα 
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, όπου α > β > 0.

  L� ȃα αποδείȟετε ότι η εικόνα του κύκλου C � x � � y � =  � είναι η έλλειψη

  1: 2

2

2

2

 �c
β
y

α
xC

LL� Αφού βρείτε την εικόνα O ƍA ƍīƍǺƍ του τετραγώνου ȅǹīǺ, που έχει πίνακα
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, να δείȟετε ότι (O ƍA ƍīƍǺƍ�   αβ�. (ȅǹīǺ�.

��� Η ΕȃȃΟΙǹ ΤΟΥ ΓΡǹΜΜΙΚΟΥ ΣΥΣΤΗΜǹΤΟΣ

Ɣ Ȁάθε εȟίσωση της μορφής α�x � � α� x � ������αȞx Ȟ   β, όπου α�, α�, ..., αȞ β είναι πραγματικοί 
αριθμοί και x ���[��������[Ȟ άγνωστοι, λέγεται γραμμικȒ εȟίσȦσȘ με Ȟ αγνȫστουȢ. ȅι αριθ-
μοί α�, α�, ...αȞ λέγονται συντελεστȑȢ τȦν αγνȫστȦν και ο ȕ σταșερόȢ όροȢ.

īια παράδειγμα, η εȟίσωση x  ±�\�  ±� είναι μια γραμμική εȟίσωση με δύο αγνώστους. 
Επίσης, η  152 4321  ��� xxxx είναι γραμμική εȟίσωση με τέσσερις αγνώστους, 
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ενώ οι εȟισώσεις �x �± y    � και  232  � yx δεν είναι γραμμικές.
Ȁάθε διατεταγμένη Ȟ�άδα αριθμών (s 1, s �, «, s Ȟ� που επαληθεύει μια γραμμική εȟίσωση 
με Ȟ αγνώστους λέγεται λύσȘ τȘȢ εȟίσȦσȘȢ.
īια παράδειγμα, η διατεταγμένη τριάδα (±�, 0, �� είναι λύση της εȟίσωσης �x  ±�y  � Ȧ�  
±�, αφού  123202)1(3 � �� ���� .

Ɣ Ένα πλήθος ȝ γραμμικών εȟισώσεων με Ȟ αγνώστους των οποίων ȗητάμε τις κοινές 
λύσεις, λέγεται γραμμικό σύστȘμα ȝ εȟισȫσεȦν με Ȟ αγνȫστουȢ ή απλούστερα ȝuȞ 
γραμμικό σύστȘμα.

īια παράδειγμα, το
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Ȧyx
Ȧyx

 
(Ȉ1)

είναι ένα �u� γραμμικό σύστημα.

īενικά, ένα ȝuȞ γραμμικό σύστημα έχει τη μορφή
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ȅ �ος δείκτης i  του συντελεστή α i j  δείχνει την εȟίσωση στην οποία ανήκει ο αi j , ενώ ο �ος 
δείκτης  j  δείχνει τον άγνωστο με τον οποίο πολλαπλασιάȗεται ο α i j . īια παράδειγμα, ο α�� 
είναι ο συντελεστής του αγνώστου x � στην τρίτη εȟίσωση ενός συστήματος.
Ȁάθε διατεταγμένη Ȟ�άδα αριθμών η οποία επαληθεύει όλες τις εȟισώσεις ενός ȝuȞ 
γραμμικού συστήματος, λέγεται λύσȘ του συστήματος. īια παράδειγμα, η διατεταγμένη 
τριάδα (± �, 0, �� είναι λύση του συστήματος (Ȉ1�, αφού �(±�� ± 0 � � . � =  � και  
±� � � . 0 ± � =  ± �.
Ǿ διαδικασία με την οποία βρίσκουμε τις λύσεις ενός συστήματος λέγεται επίλυσȘ του 
συστήματος.
Ένα σύστημα που έχει μια τουλάχιστον λύση λέγεται συμβιβαστό, ενώ ένα σύστημα που 
δεν έχει καμία λύση λέγεται αδύνατο.
Τέλος, δύο γραμμικά συστήματα που έχουν τις ίδιες ακριβώς λύσεις λέγονται ισοδύναμα.

Ɣ Με τη βοήθεια των πινάκων το σύστημα (Ȉ1� γράφεται
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Το �ο μέλος όμως της ισότητας αυτής είναι το γινόμενο του �u� πίνακα 
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των συντελεστών των αγνώστων με τον �u� πίνακα στήλη 
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Επομένως το σύστημα (Ȉ�� γράφεται
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īενικότερα, το ȝuȞ γραμμικό σύστημα (Ȉ�� γράφεται
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Αν τώρα συμβολίσουμε με ǹ τον πίνακα των συντελεστών των αγνώστων, με ȋ τον 
πίνακα�στήλη των αγνώστων και με Ǻ τον πίνακα�στήλη των σταθερών όρων, τότε το 
(Ȉ�� γράφεται ǹȋ =  Ǻ.
Αν οι σταθεροί όροι ενός γραμμικού συστήματος είναι όλοι ίσοι με το μηδέν, τότε το 
σύστημα λέγεται ομογενȑȢ και σύντομα γράφεται ǹȋ  �v.

Τέλος ο πίνακας
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που αποτελείται από τον πίνακα ǹ των συντελεστών των αγνώστων, συμπληρωμένο με 
τη στήλη των σταθερών όρων λέγεται επαυȟȘμȑνοȢ πίνακαȢ του συστήματος. ǵπως 
θα δούμε στη συνέχεια, ο πίνακας αυτός παίȗει σημαντικό ρόλο στην επίλυση του 
συστήματος. Ǿ κατακόρυφη διακεκομμένη γραμμή στον επαυȟημένο πίνακα προστίθεται 
απλώς για να ȟεχωρίȗει τη στήλη των σταθερών όρων.

��� ΕȆΙΛΥΣΗ ΓΡǹΜΜΙΚΟΥ ΣΥΣΤΗΜǹΤΟΣ ΜΕ ΤΗ
  ΜΕĬΟǻΟ ǹȆǹΛΟΙĭΗΣ ΤΟΥ *$866

Αποδεικνύεται ότι, αν σε ένα γραμμικό σύστημα εφαρμόσουμε μια από τις επόμενες 
διαδικασίες, τότε προκύπτει ισοδύναμο σύστημα�
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² Εναλλαγή της θέσης δύο εȟισώσεων
² Ȇολλαπλασιασμός των μελών μιας εȟίσωσης με ένα μη μηδενικό αριθμό.
² Ȇρόσθεση των μελών μιας εȟίσωσης (πολλαπλασιασμένων με έναν αριθμό� στα μέλη 
μιας άλλης.
Έτσι, όταν έχουμε να λύσουμε ένα γραμμικό σύστημα προσπαθούμε, εφαρμόȗοντας τις 
προηγούμενες διαδικασίες, να το μετασχηματίσουμε σε ένα άλλο ισοδύναμο σύστημα 
του οποίου η λύση να είναι προφανής.
Ας δούμε τώρα με ένα παράδειγμα πως εφαρμόȗονται και πως συμβολίȗονται οι τρεις 
αυτές διαδικασίες.

Έστω το γραμμικό σύστημα        
 

°
¯

°
®

­

 ��
� ��

 ��

123
352

02

Ȧyx
Ȧyx
Ȧyx

 (Ȉ��

 
² Ȇολλαπλασιάȗουμε τα μέλη της
�ης εȟίσωσης Ε� του (Ȉ�� με ±� και 
τα προσθέτουμε στα αντίστοιχα 
μέλη της �ης εȟίσωσης Ε� του (Ȉ��. 
Έτσι, απαλείφεται από την Ε� ο 
άγνωστος x .
 
² Ȇολλαπλασιάȗουμε τα μέλη της 
Ε� του (Ȉ�� με ±� και τα προσθέ�
τουμε στα μέλη της Ε�. Έτσι, 
απαλείφεται από την Ε� ο άγνω�
στος x .

² Ȇολλαπλασιάȗουμε τα μέλη της

Ε� του (Ȉ�� με  
3
1 . Έτσι, ο συντε�

λεστής του y  γίνεται �.

Ȉυνεχίȗουμε εφαρμόȗοντας τις παραπάνω διαδικασίες που παριστάνουμε πλέον μόνο 
συμβολικά�
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                     (Ȉ��
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Επειδή το σύστημα (Ȉ�� είναι ισοδύναμο με το αρχικό σύστημα (Ȉ��, συμπεραίνουμε ότι 
η λύση του συστήματος είναι η τριάδα (�, 0, ±��.
Μπορούμε να περιγράψουμε απλούστερα τη διαδικασία επίλυσης ενός ȝuȞ γραμμικού 
συστήματος, αν σκεφτούμε ως εȟής� Αφού κάθε εȟίσωση παριστάνεται με μια γραμμή 
του επαυȟημένου πίνακα, αρκεί οι παραπάνω μετατροπές των εȟισώσεων να γίνονται 
στις γραμμές ī�, ī�, «, īμ του επαυȟημένου πίνακα. ȅι μετατροπές αυτές λέγονται 
γραμμοπρȐȟειȢ και είναι οι εȟής� 

īραμμοπρȐȟȘ ȈυμβολισμόȢ

�����ΕȞαȜȜαȖȒ�ĲȘȢ�θȑıȘȢ�įȪȠ�ȖραȝȝȫȞ

�����ȆȠȜȜαπȜαıȚαıȝȩȢ� ȝȚαȢ� ȖραȝȝȒȢ� ȝİ� ȑȞα�
ȝȘ�ȝȘįİȞȚțȩ�αρȚθȝȩ

�����ȆρȩıθİıȘ� ĲȦȞ� ıĲȠȚȤİȓȦȞ� ȝȚαȢ� ȖραȝȝȒȢ��
πȠȜȜαπȜαıȚαıȝȑȞȦȞ�ȝİ�ȑȞαȞ�αρȚθȝȩ��ıĲα�
αȞĲȓıĲȠȚȤα�ıĲȠȚȤİȓα�ȝȚαȢ�ȐȜȜȘȢ�ȖραȝȝȒȢ�

ǵταν έχουμε δύο πίνακες ǹ, Ǻ που ο ένας προκύπτει από τον άλλο με γραμμοπράȟεις, 
τότε οι πίνακες αυτοί λέγονται γραμμοȧσοδύναμοι ή απλώς ισοδύναμοι και γράφουμε 
 B~A . Είναι προφανές ότι, αν οι επαυȟημένοι πίνακες δύο συστημάτων είναι ισοδύναμοι, 
τότε και τα συστήματα είναι ισοδύναμα, αφού καθεμιά γραμμοπράȟη ȟεχωριστά οδηγεί 
σε σύστημα ισοδύναμο με το αρχικό.
Έτσι, η επίλυση του προηγούμενου συστήματος μπορεί να γίνει ως εȟής�
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ȅ τελευταίος πίνακας αντιστοιχεί στο σύστημα
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Επομένως, η λύση του συστήματος είναι η τριάδα (�, 0, ±��.
Ȇαρατηρούμε ότι ο τελευταίος πίνακας των συντελεστών των αγνώστων είναι ο μοναδιαίος 
�u� πίνακας. Έτσι μπορούμε να ³διαβάσουμε´ αμέσως τη λύση του συστήματος.
īια να απλοποιήσουμε και να συντομεύσουμε ακόμη περισσότερο τη διαδικασία 
επίλυσης ενός συστήματος, πολλές φορές στο ίδιο βήμα εφαρμόȗουμε περισσότερες από 
μία γραμμοπράȟεις.
Ας λύσουμε τώρα και το σύστημα

 

°
¯

°
®

­

 ����
� �����

 ����

636242
4232

10652

54321

54321

54321

xxxxx
xxxxx
xxxxx

.

Ȇαίρνουμε τον επαυȟημένο πίνακα και έχουμε διαδοχικά�
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Έτσι το αρχικό σύστημα είναι ισοδύναμο με το σύστημα

                                                                                         .

ȁύνουμε την πρώτη εȟίσωση ως προς έναν άγνωστο, π.χ. ως προς x ��(αυτό μας διευκολύ-
νει, αφού ο συντελεστής του αγνώστου αυτού είναι �� και έχουμε

      .

Επειδή ο άγνωστος x � εκφράȗεται ως συνάρτηση των x �, x �, αυτό σημαίνει ότι μπορού-
με να επιλέȟουμε αυθαιρέτως τις τιμές των x �, x �. ǻηλαδή, το γραμμικό σύστημα έχει 
άπειρο πλήθος λύσεων, τις διατεταγμένες πεντάδες  )2,1,,,23( 3232 ��� xxxx , όπου οι 
x �, x � μπορούν να πάρουν οποιεσδήποτε πραγματικές τιμές.
Ȇ.χ. για x �   �, x �   0 έχουμε τη λύση )2,1,0,1,1( �  του συστήματος.
ȅ τελευταίος από τους παραπάνω ισοδύναμους επαυȟημένους πίνακες είναι, όπως λέμε, 
ένας ανȘγμȑνοȢ κλιμακȦτόȢ πίνακαȢ. īενικά, δίνουμε τον επόμενο ορισμό�

2ȇǿȈȂȅȈ 

Ένας ȝuȞ πίνακας λέγεται ανȘγμȑνοȢ κλιμακȦτόȢ���, αν ισχύουν συγχρόνως τα 
παρακάτω�
α� ȅι μη μηδενικές γραμμές βρίσκονται πριν από τις μηδενικές.
β�  Το πρώτο από αριστερά μη μηδενικό στοιχείο κάθε μη μηδενικής γραμμής είναι 

το � και βρίσκεται δεȟιότερα του αντίστοιχου � της προηγούμενης γραμμής.
γ�  Το πρώτο από αριστερά � κάθε μη μηδενικής γραμμής είναι και το μόνο μη 

μηδενικό στοιχείο της στήλης στην οποία ανήκει.

Έτσι π.χ. οι πίνακες

(�� Ένας ȝ u Ȟ πίνακας λέγεται, απλώς, κλιμακȦτόȢ, αν
α�   ȅι μη μηδενικές γραμμές βρίσκονται πριν από τις μηδενικές και
β�   Το πρώτο από τα αριστερά μη μηδενικό στοιχείο κάθε γραμμής βρίσκεται δεȟιότερα από το αντίστοιχο 

στοιχείο της προηγούμενης γραμμής, χωρίς να είναι κατανάγκη ίσο με �.
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είναι ανηγμένοι κλιμακωτοί, ενώ οι πίνακες

δεν είναι ανηγμένοι κλιμακωτοί.
Ȉχετικά με τους ανηγμένους κλιμακωτούς πίνακες ισχύει το παρακάτω θεώρημα.

ĬǼȍȇǾȂǹ

Ȁάθε πίνακας μετατρέπεται σε ανηγμένο κλιμακωτό πίνακα με την εκτέλεση ενός 
πεπερασμένου πλήθους γραμμοπράȟεων.

Ȉύμφωνα με το θεώρημα αυτό κάθε πίνακας είναι ισοδύναμος με έναν ανηγμένο 
κλιμακωτό πίνακα. Μπορεί να αποδειχθεί ότι αυτός ο ανηγμένος κλιμακωτός πίνακας 
είναι και μοναδικός.
ȅ παρακάτω αλγόριθμος μας δίνει μια μέθοδο με την οποία μπορούμε να βρίσκουμε κάθε 
φορά το μοναδικό αυτόν ανηγμένο κλιμακωτό πίνακα.

ǹȁīȅȇǿĬȂȅȈ

ǺǾȂǹ �ο�   Ǻρίσκουμε την πρώτη στήλη του πίνακα που περιέχει μη μηδενικό 
στοιχείο.

ǺǾȂǹ �ο�   Μεταφέρουμε στον πίνακα πρώτη τη γραμμή που περιέχει μη μηδενικό 
στοιχείο της στήλης (γραμμοπράȟη ��.

ǺǾȂǹ �ο�   Ȁάνουμε το μη μηδενικό στοιχείο της στήλης μονάδα (γραμμοπράȟη 
��.

ǺǾȂǹ �ο�   Ȁάνουμε όλα τα στοιχεία της στήλης που είναι κάτω από τη μονάδα 
μηδενικά (γραμμοπράȟη ��.

ǺǾȂǹ �ο�   Αγνοούμε την πρώτη γραμμή του πίνακα και επαναλαμβάνουμε τα 
βήματα � έως � για τις επόμενες γραμμές του πίνακα. Αν όμως οι 
γραμμές που απέμειναν είναι μηδενικές, πηγαίνουμε στο �ο βήμα.

ǺǾȂǹ �ο�   Από γραμμή σε γραμμή χρησιμοποιώντας το πρώτο από αριστερά � 
κάθε γραμμής και τη γραμμοπράȟη � κάνουμε μηδέν όλα τα στοιχεία 
της στήλης στην οποία βρίσκεται η μονάδα αυτή.
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ȅ παραπάνω αλγόριθμος, που ονομάȗεται και αλγόριșμοȢ του *DXVV, ολοκληρώνεται 
όταν σε κάθε μη μηδενική γραμμή του πίνακα το πρώτο από αριστερά � είναι και το μόνο 
μη μηδενικό στοιχείο της στήλης στην οποία ανήκει.
Έτσι για να λύσουμε ένα γραμμικό σύστημα με τον αλγόριθμο του *DXVV, μετατρέπουμε 
τον επαυȟημένο πίνακά του σε έναν ισοδύναμο ανηγμένο κλιμακωτό πίνακα.
īια παράδειγμα, ας λύσουμε το σύστημα

Ȉχηματίȗουμε τον επαυȟημένο πίνακα του συστήματος
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και έχουμε διαδοχικά�
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ȅ τελευταίος πίνακας είναι ανηγμένος κλιμακωτός και αντιστοιχεί στο σύστημα 

που είναι ισοδύναμο με το σύστημα

Επομένως, το σύστημα έχει άπειρο πλήθος λύσεων της μορφής

Ɣ Ας λύσουμε τώρα και το σύστημα� 

Ȉχηματίȗουμε τον επαυȟημένο πίνακα του συστήματος και έχουμε διαδοχικά�
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Από την �η γραμμή του τελευταίου πίνακα έχουμε ότι 0x  � 0\�� 0z  � 0Ȧ� = �±���ή 0 =  ±�, 
που σημαίνει ότι το σύστημα είναι αδύνατο. īενικά,
ǹν κατȐ τȘν επίλυσȘ ενόȢ συστȒματοȢ με τȘ βοȒșεια του επαυȟȘμȑνου πίνακα 
παρουσιαστεί μια γραμμȒ τȘȢ μορĳȒȢ  α|0...00 � με  0≠α � τότε το σύστȘμα είναι 
αδύνατο�

Ȉȋȅȁǿȅ
Από τα συστήματα που λύσαμε μέχρι τώρα, παρατηρούμε ότι, όσα από αυτά είναι 
συμβιβαστά, ή έχουν μία μοναδική λύση ή έχουν άπειρο πλήθος λύσεων. ǻηλαδή, δεν 
εμφανίστηκε σύστημα που να έχει περισσότερες από μία αλλά πεπερασμένου πλήθους 
λύσεις. Αποδεικνύεται ότι αυτό ισχύει γενικά για τα γραμμικά συστήματα.

ΕĭǹΡΜΟΓ+

Να λυșεί το σύστȘμα
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ΛΥΣΗ
Ȉχηματίȗουμε τον επαυȟημένο πίνακα του συστήματος και έχουμε διαδοχικά�

  

x Αν  1≠κ , τότε το σύστημα είναι αδύνατο.

x Αν 1 κ , τότε ο τελευταίος πίνακας γράφεται                 .

Επομένως, το σύστημα ισοδυναμεί με την εȟίσωση

 xyyx � � � 11

και έτσι έχει άπειρο πλήθος λύσεων της μορφής  )1,( xx � , x �R.
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ǹΣΚΗΣΕΙΣ

ǹǯ ȅȂǹǻǹȈ

��   ȃα γράψετε τα συστήματα

L�     και  LL� 
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στη μορφή $;�= �%, όπου ǹ ο πίνακας των συντελεστών των αγνώστων, 
ȋ ο πίνακας των αγνώστων και Ǻ ο πίνακας των σταθερών όρων.

��  ȃα γράψετε τα γραμμικά συστήματα που περιγράφουν οι ισότητες�
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Ȉτη συνέχεια να γράψετε τους επαυȟημένους πίνακες των συστημάτων 
αυτών.

 
��   ȃα λύσετε τα συστήματα που αντιστοιχούν στους ανηγμένους κλιμα -

κωτούς πίνακες�

��  Με τον αλγόριθμο του *DXVV να λύσετε τα συστήματα�
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B ǯ  ȅȂǹǻǹȈ 

��  ȅμοίως τα συστήματα�

6.   ȅμοίως τα συστήματα�

��   ȃα βρείτε τα α, β, Ȗ ώστε το σύστημα 
°
¯

°
®

­

 ��
 ��
 ��

33
12
0

ȖȦβyx
ȖȦyαx
ȖȦβyαx

  να έχει ως λύση την 

(x , y , Ȧ� =  (�, ±�,��.

��   ȃα βρείτε την εȟίσωση της παραβολής Ȗβxαxy �� 2 ,  α , β , Ȗ ,   � R που διέρχε-
ται από τα σημεία (�, 0�, (�, 0� και (±�, ��.

��   Αν 
2

0 πα, β, Ȗ ��  
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και ,  

να αποδείȟετε ότι 
3
πȖβα    .  
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X , να λύσετε το γραμμικό σύστημα ǹȋ�  �ȋ.

��   Αν 
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A , να βρείτε όλους τους πίνακες ȋ για τους οποίους ισχύει� 

ǹȋ   ȋǹ.
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��   ȃα λύσετε τα συστήματα�
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��� ΕȆΙΛΥΣΗ ΓΡǹΜΜΙΚΟΥ ΣΥΣΤΗΜǹΤΟΣ ΜΕ ΤΗ
 ΜΕĬΟǻΟ ΟΡΙǽΟΥΣΩȃ

ΕȚıĮȖȦȖȒ
Ȉτην προηγούμενη παράγραφο περιγράψαμε μια μέθοδο με την οποία μπορούμε να βρί-
σκουμε τη λύση ενός γραμμικRύ συστήματος.
ǵμως, όπως έχουμε δει στα γραμμικά συστήματα με δύο αγνώστους, είναι χρήσιμο να 
έχουμε και έναν τύπο, ο οποίος να εκφράȗει τις λύσεις ενός γραμμικού συστήματος ως 
συνάρτηση των συντελεστών του.
ȅι τύποι που θα βρούμε γενικεύουν τους τύπους που ήδη ȟέρουμε για την περίπτωση 
ενός γραμμικού συστήματος �u�.
Ĭα προχωρήσουμε στην αναȗήτηση ενός τέτοιου τύπου που τα εργαλεία για την ανεύρε-
σή του είναι οι ορίȗουσεȢ.

ΟȡȓȗȠȣıĮ İȞȩȢ 22 u  ʌȓȞĮțĮ

Έστω ο �u� πίνακας 
 

»
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º
«
¬

ª
 

2 22 1

1211

αα
αα

A .

ȅ αριθμός 122 12 2 αααα �11  λέγεται ορίȗουσα του πίνακα ǹ και συμβολίȗεται με  || A ή με 

2 22 1

1211

αα
αα . ǻηλαδή,

 
122 12 211

2 22 1

1211|| αααα
αα
αα

A �  .

Επειδή η ορίȗουσα αυτή αντιστοιχεί σε έναν �u� πίνακα, λέγεται ορίȗουσα �ȘȢ τȐȟȘȢ.
īια παράδειγμα, η ορίȗουσα

² του πίνακα 
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¬

ª
�
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22
13

A είναι  4262)1()2(3|| � �� ��� A

² του πίνακα 
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ª
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I είναι  101||  � I

² του πίνακα 
 0 0

0 0
ª º

 « »
¬ ¼

v  είναι  | |  v 0 .
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ΟȡȓȗȠȣıĮ İȞȩȢ 33 u  ʌȓȞĮțĮ
Ǿ ορίȗουσα ενός �u� πίνακα ορίȗεται με την βοήθεια της ορίȗουσας �ης τάȟης ως εȟής�

Έστω R �u� πίνακας 
11 12 13

21 22 23

31 32 33

α α α
A α α α

α α α

 
 =  
  

.

ȅ αριθμός 
 

3231

2221
13

3331

2321
12

3332

2322
11 αα

αα
α

αα
αα

α
αα
αα

α +−  λέγεται ορίȗουσα του πίνακα ǹ 

και συμβολίȗεται με || A  ή με 
 

333231

232221

131211

ααα
ααα
ααα

.

ǻηλαδή
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11

333231

232221

131211

||
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αα

α
αα
αα

α
αα
αα

α
ααα
ααα
ααα

A +−== .             (��

Επειδή η ορίȗουσα αυτή αντιστοιχεί σε έναν �u� πίνακα, λέγεται ορίȗουσα �ȘȢ τȐȟȘȢ.

īια παράδειγμα, αν 
 















 −
=

021
310
512

A , τότε

 
20)1(5)3(1)6(2

21
10

5
01
30

)1(
02
31

2|| −=−+−+−=+−−=A

Ǿ παράσταση (�� με την οποία ορίȗεται η  || A  λέγεται ανȐπτυγμα τȘȢ  || A  ȦȢ προȢ τα 
στοιȤεία τȘȢ πρȫτȘȢ γραμμȒȢ.
Με εκτέλεση των πράȟεων στο ανάπτυγμα αυτό έχουμε�

)()()(|| 223132211323313321122332332211 αααααααααααααααA −+−−−=  

 )()()( 311232112331133311221332331221 ααααααααααααααα −−−+−−=  

 
3231

1211
23

3331

1311
22

3332

1312
21 αα

αα
α

αα
αα

α
αα
αα

α −+−=  
         

 (��

+ παράσταση (�� λέγεται ανȐπτυγμα τȘȢ || A  ȦȢ προȢ τα στοιȤεία τȘȢ δεύτερȘȢ γραμ-
μȒȢ�
ȅμοίως, μπορούμε να διαπιστώσουμε ότι ισχύει και
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33

2321

1311
32

2322

1312
31||

αα
αα

α
αα
αα

α
αα
αα

αA +−= ,          (��

που λέγεται ανȐπτυγμα  || A  ȦȢ προȢ τα στοιȤεία τȘȢ τρίτȘȢ γραμμȒȢ.

Ȇαρατηρούμε ότι σε καθένα από τα αναπτύγματα της  || A , κάθε στοιχείο αLM της αντίστοι-
χης γραμμής πολλαπλασιάȗεται με την ορίȗουσα �ης τάȟης του πίνακα που προκύπτει 
από τον ǹ, αν παραλείψουμε τη γραμμή και τη στήλη του στοιχείου αLM. Ǿ ορίȗουσα αυτή 
λέγεται ελλȐσȦν ορίȗουσα του στοιȤείου Įi j  και συμβολίȗεται με M i j .
Ȇαρατηρούμε επίσης ότι κάθε όρος ενός αναπτύγματος της  || A  έχει πρόσημο � ή í, ίδιο 
με το πρόσημο του (±��L�M. Το γινόμενο �±��L � M M i j  λέγεται αλγεβρικό συμπλȒρȦμα του 
στοιȤείου Į i j  και συμβολίȗεται με A i j .

ǻηλαδή
 

i j
ji

i j MA �� )1( .

Με τους συμβολισμούς αυτούς τα αναπτύγματα (��, (�� και (�� γράφονται�

 131312121111|| AαAαAαA �� 

 2 32 32 22 22 12 1|| AαAαAαA �� 

 3 33 33 23 23 13 1|| AαAαAαA �� .

Με εκτέλεση των πράȟεων προκύπτουν

 3 13 12 12 11111|| AαAαAαA �� 

 3 23 22 22 21212|| AαAαAαA �� 

 3 33 32 32 31313|| AαAαAαA �� 

που είναι ανάπτυγμα της  || A  ως προς τα στοιχεία της �ης, της �ης και της �ης στήλης 
αντιστοίχως.

ȆǹȇǹȉǾȇǾȈǾ
Ȉτην πράȟη το ανάπτυγμα που χρησιμοποιούμε για τον υπολογισμό μιας ορίȗουσας είναι 
ως προς τη γραμμή ή στήλη που έχει τα περισσότερα μηδενικά.

īια παράδειγμα, αν 
1 1 2
2 0 3
0 1 0

A
− 

 =  
  

, τότε
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ΟȡȓȗȠȣıĮ İȞȩȢ Y x  Y ʌȓȞĮțĮ
ȅρίσαμε μέχρι τώρα την ορίȗουσα ενός �u� πίνακα και με τη βοήθειά της την ορίȗουσα 
ενός �u� πίνακα.
ȅρίȗουμε επίσης ως ορίȗουσα ενός πίνακα με ένα στοιχείο >α��@, να είναι το ίδιο το στοι-
χείο.
īενικά, μπορούμε να ορίσουμε την ορίȗουσα Ȟ τάȟης  3tQ  με τη βοήθεια του ορισμού 
της ορίȗουσας Ȟ ±� τάȟης. Ένας τέτοιος ορισμός λέγεται İ ʌ Į Ȗ Ȧ Ȗ Ț ț ȩ Ȣ .
Ȉυγκεκριμένα, έστω ο ȞuȞ πίνακας
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ȅνομάȗουμε ορίȗουσα του πίνακα ǹ και τη συμβολίȗουμε με || A  ή

 

ȞȞȞȞ

Ȟ

Ȟ

ααα

ααα
ααα



###





21

22 22 1

11211

τον αριθμό

ȞȞ AαAαAαA 1112121111|| ��� 

όπου  i j
ji

i j MA �� )1( και M LM, η (Ȟ ±�� τάȟης ορίȗουσα του πίνακα που προκύπτει από τον 
ǹ, αν παραλείψουμε τη γραμμή και τη στήλη του στοιχείου αLM.
ǵπως και στις ορίȗουσες �ης τάȟης, η ορίȗουσα M LM λέγεται ελȐσσȦν ορίȗουσα του στοι-
Ȥείου Į i j  και το γινόμενο  i j

ji M��1 )(  λέγεται αλγεβρικό συμπλȒρȦμα του στοιȤείου Į i j .
Ǿ παράσταση  ȞȞ AαAαAα 1112121111 ���   με την οποία ορίσαμε την || A  λέγεται, όπως 
και στις ορίȗουσες �ης τάȟης, ανȐπτυγμα τȘȢ ορίȗουσαȢ κατȐ τα στοιȤεία τȘȢ �ȘȢ 
γραμμȒȢ�

Αποδεικνύεται το επόμενο θεώρημα�

ĬǼȍȇǾȂǹ

īια οποιαδήποτε γραμμή L ή στήλη  M ενός ȞuȞ πίνακα ǹ ισχύει�

α� iνiνiiii AαAαAαA +++= �2211||  και

β� νjνjjjjj AαAαAαA +++= �2211||
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Ǿ παράσταση (α� λέγεται ανȐπτυγμα τȘȢ ορίȗουσαȢ ως προς τα στοιχεία της i  γραμμής, 
ενώ η (β� ανȐπτυγμα τȘȢ ορίȗουσαȢ ως προς τα στοιχεία της  j  στήλης.

ȆǹȇǹȉǾȇǾȈǼǿȈ
��    Είναι φανερό ότι αν τα στοιχεία μιας γραμμής ή στήλης ενός πίνακα ǹ είναι όλα 

μηδέν, τότε 0|| =A .

��    Αν ένας πίνακας είναι τριγωνικός άνω ή κάτω, τότε αποδεικνύεται ότι η ορίȗουσά του 
είναι ίση με το γινόμενο των στοιχείων της κυρίας διαγωνίου. īια παράδειγμα

 

1
3
1)3(1

3
100

30

3l n21

5 � � � ț .

��    Αποδεικνύεται επίσης ότι, αν δύο γραμμές (δύο στήλες� ενός πίνακα είναι ίσες ή 
ανάλογες, τότε η ορίȗουσα του πίνακα είναι ίση με μηδέν.
īια παράδειγμα,
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151210

963

321

 �
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,

αφού ī 2    �ī1.

ΕĭǹΡΜΟΓΗ

Να βρεșούν τα αλγεβρικȐ συμπλȘρȫματα τȦν στοιȤείȦν τȘȢ �ȘȢ στȒλȘȢ τȘȢ ορί-
ȗουσαȢ τȦν πινȐκȦν
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και στȘ συνȑȤεια να υπολογισșούν οι || A �  || B .

ΛΥΣΗ
L� Έχουμε
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Επομένως, 16014082102|| 3 22 212  ����� �� AAAA .

LL� Έχουμε  
0
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Επομένως
 1010|| 322212 =⋅++⋅= BBBB .

ΕʌȓȜȣıȘ Ȟ uȞ ȖȡĮȝȝȚțȠȪ ıȣıĲȒȝĮĲȠȢ ȝİ ĲȘ ȝȑșȠįȠ ĲȠȣ &UDPHU
ǵπως είδαμε στα προηγούμενα, ένα γραμμικό ȝuȞ�σύστημα μπορεί να έχει μοναδική 
λύση ή άπειρο πλήθος λύσεων ή να είναι αδύνατο. Ȉτην ειδική περίπτωση που το 
σύστημα είναι ȞuȞ, το επόμενο θεώρημα, του οποίου η απόδειȟη παραλείπεται, μας 
πληροφορεί πότε το σύστημα αυτό έχει μοναδική λύση και πότε έχει άπειρο πλήθος 
λύσεων ή είναι αδύνατο.

ĬǼȍȇǾȂǹ

Έστω το ȞuȞ γραμμικό σύστημα ǹȋ =  Ǻ.
Ɣ Αν 0|| 0|| ≠ 0|| 0|| A 0|| , τότε το σύστημα έχει μοναδική λύση την (x 1, x 2 , «, x Ȟ� με

όπου D  είναι η ορίȗουσα || || A ||  των συντελεστών των αγνώστων και D x L�, L� ��, �,��,�
�����Ȟ είναι η ορίȗουσα που προκύπτει από την D  αν αντικαταστήσουμε την i  στήλη 
των συντελεστών του αγνώστου x i  με τη στήλη των σταθερών όρων.

Ɣ Αν 0|| =A , τότε το σύστημα ή είναι αδύνατο ή έχει άπειρο πλήθος λύσεων.

22-0181-02-001-126.indd   68 11/3/2014   1:34:37 µµ



� ȆΙȃǹΚΕΣ ± ΓΡǹΜΜΙΚǹ ΣΥΣΤΗΜǹΤǹ 6 9

Από το θεώρημα αυτό προκύπτει ότι�

ȆȅȇǿȈȂǹ

Το ομογενές σύστημα ǹȋ   v ,
Ɣ έχει μόνο τη μηδενική λύση, αν και μόνο αν 0|| 0|| ≠ 0|| 0|| A 0|| .
Ɣ έχει και μη μηδενικές λύσεις (άπειρο πλήθος�, αν και μόνο αν 0|| =A .

Ȉȋȅȁǿǹ
��    Ένα ȞuȞ γραμμικό σύστημα A X    B  με 0|| ≠A , λέγεται και σύστȘμα &UDPHU, η δε 

επίλυση του συστήματος αυτού αναφέρεται και ως κανόναȢ του &UDPHU. ȅ κανό -
νας του &UDPHU δεν είναι αποδοτική μέθοδος για να χρησιμοποιηθεί στη λύση συ -
στημάτων με ένα μεγάλο αριθμό εȟισώσεων, γιατί πρέπει να υπολογιστούν πολλές 
ορίȗουσες μεγάλης τάȟης. īι¶ αυτό στη συνέχεια με τον κανόνα αυτόν θα επιλύουμε 
μόνο 2u2 και 3u3 γραμμικά συστήματα.
ȍς προς τους αριθμητικούς υπολογισμούς η μέθοδος επίλυσης συστήματος με τον 
αλγόριθμο του *DXVV υπερτερεί του κανόνα του &UDPHU. ǵμως, ο κανόνας του 
&UDPHU είναι ιδιαίτερα χρήσιμος σε θεωρητικά ȗητήματα.

��    īια την επίλυση ενός ȞuȞ γραμμικού συστήματος A X    B  με 0|| =A  εργαȗόμαστε 
συνήθως με τη μέθοδο απαλοιφής του *DXVV.

��    Αν ένα ȞuȞ γραμμικό σύστημα είναι ομογενές, τότε D x 1   D x 2   «  D x Ȟ   0, αφού 
όλες οι ορίȗουσες έχουν μια μηδενική στήλη.

ΕĭǹΡΜΟΓΕΣ

1.  Να λυșεί το σύστȘμα 
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Επομένως, σύμφωνα με τον κανόνα του &UDPHU, είναι
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δηλαδή το σύστημα έχει τη μοναδική λύση
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2. Να λυșεί το σύστȘμα .
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ȅι τιμές της παραμέτρου Ȝ που μηδενίȗουν την ορίȗουσα )1) (1( �� ȜȜȜD  είναι οι 0, 
±�, �.
² īια 0≠Ȝ  και 1�≠Ȝ  και 1≠Ȝ  είναι 0≠D  και επομένως
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² īια Ȝ   0, το σύστημα γίνεται 
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τις δύο τελευταίες εȟισώσεις βρίσκουμε το σύστημα
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² īια Ȝ   �, το σύστημα γίνεται
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Επομένως, το σύστημα έχει άπειρες λύσεις της μορφής (Ȧ, �, Ȧ�, Ȧ�R.

² īια Ȝ =  ±�, το σύστημα γίνεται
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Επομένως, το σύστημα έχει άπειρες λύσεις της μορφής (y , \, ±��, y �R.

3. Να λυșεί το ομογενȑȢ σύστȘμα 
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μέλη τις εȟισώσεις( )
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ȅι τιμές της παραμέτρου Ȝ που μηδενίȗουν την ορίȗουσα ' είναι οι � και ±�.
² īια  1≠Ȝ  και 2�≠Ȝ  είναι 0≠D  και επομένως το σύστημα έχει μοναδική λύση τη 
μηδενική (0, 0, 0�.

² īια Ȝ   � το σύστημα γίνεται 
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και έχει άπειρες λύσεις της μορφής  ( , , ) , ,� � �y Ȧ y Ȧ y Ȧ R .

² īια Ȝ =  ±� το σύστημα γίνεται
 

°
¯

°
®

­

 ��
 ��
 ���

02
02
02

Ȧyx
Ȧyx
Ȧyx

°
¯

°
®

­

 �
 �
 ���

�
033
033
02

Ȧx
yx

Ȧyx
 ¸̧

¹

·
¨̈
©

§
δύοάλλεςτιςαπό

εȟίσωσηπρώτητηναφαιρέσαμε
 

¯
®
­

 
 

�
xȦ
xy

.  

Άρα, το σύστημα έχει άπειρες λύσεις της μορφής (x , x , x �, x �R

ǹΣΚΗΣΕΙΣ

ǹǯ ȅȂǹǻǹȈ

��    ȃα υπολογίσετε τις ορίȗουσες

��    ȃα λύσετε τις εȟισώσεις�
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��    ȃα λύσετε τα συστήματα
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��    ȃα βρείτε τις τιμές του ț�R για τις οποίες τα παρακάτω συστήματα έχουν και 
μη μηδενικές λύσεις.
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��   ȃα λύσετε για τις διάφορες τιμές των ț��Ȝ�R�τα συστήματα�
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��   ȃα λύσετε το σύστημα�
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��   ȃα βρείτε τη σχετική θέση των ευθειών
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��   Ĭεωρούμε την εȟίσωση αW� � βW�� γ   0, 0≠α  και το σύστημα 
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 L�   ȃα αποδείȟετε ότι αν η εȟίσωση έχει δύο ρίȗες άνισες, τότε το σύστημα έχει 
μοναδική λύση. ȃα εȟετάσετε αν ισχύει το αντίστροφο.

LL� Αν η εȟίσωση έχει μια διπλή ρίȗα, να εȟετάσετε πόσες λύσεις έχει το σύστημα.

��    Αν για τους α, β, Ȗ�R�υπάρχουν x , \��Ȧ�R, που δεν είναι όλοι μηδέν, τέτοιοι 
ώστε να ισχύει

βȦ�Ȗyx �   ȖxαȦy �  αyβxȦ � țαȚ

να αποδείȟετε ότι
12222  ��� αβȖȖβα .

��   ȃα λύσετε τα συστήματα�
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7.    ǻίνεται ο πίνακας
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 L�   ȃα βρείτε τις τιμές του Ȝ�R για τις οποίες υπάρχει μη μηδενικός πίνακας 
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LL�   īια τις τιμές του Ȝ που θα βρείτε να λύσετε την εȟίσωση (��.
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ȃα αποδείȟετε ότι
  L� )()()( yxAyAxA � �

 LL�  )() ]([ 1 xAxA � �

LLL�  )() ]([ ȞxAxA Ȟ  για κάθε ν *∈� .

2.    ǻίνεται ο πίνακας
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 L� ȃα αποδείȟετε ότι Ȃ� = v  και γενικά ȂȞ = v  για κάθε  3tȞ .

LL�  Αν  ǿαMαMA �� 2  και  ǿαMMααB ��� 2)1( , α�R, τότε να βρείτε το 
γινόμενο ǹǺ και να αποδείȟετε ότι B ±�  A .
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  L�  J �  ±I

 LL�  Το άθροισμα και το γινόμενο πινάκων της μορφής αǿ�� β-, όπου α, β πραγ-
ματικοί αριθμοί είναι επίσης πίνακες της ίδιας μορφής.

LLL� ȅ πίνακας αǿ�� β- έχει αντίστροφο, αν και μόνο αν  022 ≠� βα .

 
��    ȃα αποδείȟετε ότι η συμμετρία ως προς άȟονα 

την ευθεία İ του διπλανού σχήματος είναι γραμ-
μικός μετασχηματισμός με πίνακα
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Μπορείτε από τον πίνακα ǹ να βρείτε τους πίνα-
κες των συμμετριών ως προς τον άȟονα x ƍx , τον 
άȟονα y ƍy , την ευθεία y  =  x  και την ευθεία y  =  ±x ;

��    Έστω ο γραμμικός μετασχηματισμός
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  L� ȃα αποδείȟετε ότι ο ȉ είναι συνάρτηση ��±��.
 LL� ȃα βρείτε τον αντίστροφο του μετασχηματισμού ȉ.
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LLL�  ȃα βρείτε τους αντίστροφους μετασχηματισμούς των συμμετριών της στρο-
φής και της ομοιοθεσίας.

6.     ȃα λύσετε το σύστημα�
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7.    ȃα λύσετε για τις διάφορες τιμές του α�>0, π� το σύστημα�
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��   ȃα βρείτε για τις διάφορες τιμές του ț�R  τις σχετικές θέσεις των ευθειών
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��   ȃα λύσετε το σύστημα�
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���    Έστω ο πίνακας
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και πραγματικός αριθμός Ȝ τέτοιοι, ώστε να ισχύει A X    Ȝ;, να αποδείȟετε ότι 
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1 1 .    L� ȃα λύσετε το σύστημα�
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LL�  ȃα βρείτε τις τιμές του Ȝ για τις οποίες οι εȟισώσεις�
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 0)23(22  ��� Ȝtt

έχουν κοινή ρίȗα. Ȇοια είναι η κοινή ρίȗα σε κάθε μια περίπτωση�
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ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΚǹΤǹȃΟΗΣΗΣ

ǿ� 
Ȉε καșεμιȐ από τιȢ παρακȐτȦ περιπτȫσειȢ να κυκλȫσετε το γρȐμμα ǹ� αν ο 
ισȤυρισμόȢ είναι αλȘșȒȢ και το γρȐμμα Ȍ� αν ο ισȤυρισμόȢ είναι ȥευδȒȢ� αιτι-
ολογȫνταȢ συγȤρόνȦȢ τȘν απȐντȘσȒ σαȢ�

  ��    Αν 2( 1)�  O 2O 2 $ v, Ȝ�R, τότε ǹ�  v.  Α Ȍ

  ��    Αν (Ȝ� ± ��ǹ�  v, Ȝ�R, τότε κατ¶ ανάγκη είναι ǹ�  v.   Α Ȍ

  ��    Αν (Ȝ� � Ȝ�� ��(ǹ�± Ǻ��  v, Ȝ�R, τότε A    B .  Α Ȍ

  ��    Αν A B    �I , όπου A , B  τετραγωνικοί πίνακες, τότε οι A , B  
είναι αντιστρέψιμοι πίνακες.   Α Ȍ

  ��    Αν A B    �I , όπου A , B  τετραγωνικοί πίνακες, τότε B A    �I .  Α Ȍ

  ��    Αν (ǹ�± ǿ��   v τότε κατ¶ ανάγκη θα είναι A    I .  Α Ȍ

  ��    Αν A �   I  τότε κατ¶ ανάγκη θα είναι � �

������������������������������������������������������$   I    ή   A  =  ±I .  Α Ȍ

  ��    Αν A �   v τότε ο ǹ δεν είναι αντιστρέψιμος.  Α Ȍ

  ��    ǿσχύει πάντοτε ($Ǻ��   A �Ǻ�.  Α Ȍ

���    Αν A X    B X , τότε κατ¶ ανάγκη θα είναι A    B .  Α Ȍ

���    ȅ αντίστροφος του πίνακα »
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είναι ισοδύναμα. Α Ȍ

���    Αν ένα γραμμικό σύστημα έχει δυο διαφορετικές λύσεις, 
τότε θα έχει άπειρες λύσεις.  Α Ȍ
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���   Ένα ομογενές σύστημα μπορεί να είναι αδύνατο. Α Ȍ

���   Το σύστημα 
¯
®
¯
®
¯

­
®
­
®  �

 ��
0
0)1(

yȜ yȜ yx
yȜxȜ xȜ x

 

έχει και μη μηδενικές λύσεις. Α Ȍ

���   Αν η εȟίσωση αW� � βW � Ȗ =  0, με 0≠α , είναι αδύνατη στο R, τότε το σύστημα

¯
®
¯
®
¯

­
®
­
®  �

 �
βyβ yβ yxα xα x
αyȖyȖyxβ xβ x

2
2  έχει μοναδική λύση. Α Ȍ

 

���   Το σύστημα 
°
¯
°
¯
°

°
®
°
®
°

°
®
°
­
°
­
°

 �
 �
 �

țyxț xț x
yț yț yx
yx

2
0

, ț ≠ ±�, είναι αδύνατο.  Α Ȍ

���   Έστω (Ȉ� ένα �u� γραμμικό σύστημα.

 L� Αν 0|||||| !�� zy DDD x , τότε το σύστημα είναι ομογενές. Α Ȍ

LL� Αν 0)1( 222  ��� zy D 2D 2DD 2D 2
x , τότε το σύστημα είναι ομογενές. Α Ȍ

ǿǿ.

Να κυκλȫσετε τȘ σȦστȒ απȐντȘσȘ σε καșεμιȐ από τιȢ παρακȐτȦ περιπτȫσειȢ

��   ȅ πίνακας »
»
»
»¼»¼»»
»
»¼»
»
»

º
»
º
»«

«
«
«¬«¬««
«
«¬«
«
«

ª
«
ª
«

��
��

330
044

2

2

ȜȜ2Ȝ2
ȜȜ2Ȝ2

 είναι ο μοναδιαίος, αν

Α� Ȝ   �,                   Ǻ� Ȝ   0,                   ī� Ȝ   �,                   ǻ� Ȝ   �.

��    Έστω ǹ ένας �uȞ πίνακας. Αν υπάρχει πίνακας ȋ τέτοιος, ώστε ǹȋ   ȋǹ, τότε 
ο ȋ είναι τύπου
Α� �u�,                    Ǻ� �u�,                    ī� �u�,                    ǻ��u�.

��    Έστω ǹ ένας αντιστρέψιμος πίνακας και ț≠ 0. ȅ αντίστροφος του πίνακα țǹ 
είναι ο πίνακας

Α� A
ț
1 ,                   Ǻ� 1�Aț Aț A ,                   ī� 11 �A

ț
,                 ǻ� ±țǹ±�.
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��   Το σύστημα
¯
®
¯
®
¯

­
®
­
® � �

 �
1

1
yȜ yȜ yx
yxȜ xȜ x

 είναι αδύνατο, αν

Α� Ȝ   0,                  Ǻ� Ȝ   �,                    ī� Ȝ =  ±�,                 ǻ� Ȝ ≠ 0, ±�, �.

��   ȅι ευθείες

2 1, 2 2 2, 2, 2 2.x y2 1x y2 1 x yx yx yx yx yx y x y, 2x y, 2, 2x y, 2, 2x y, 2, 2x y, 2, 2x y, 2, 2x y, 22 1+ =2 12 1x y2 1+ =2 1x y2 1 + =+ =2 2+ =2 2x y+ =x yx y+ =x yx y+ =x yx y+ =x y2 2x y2 2+ =2 2x y2 2 + =, 2+ =, 2, 2+ =, 2x y+ =x y, 2x y, 2+ =, 2x y, 2, 2x y, 2+ =, 2x y, 2, 2x y, 2+ =, 2x y, 2, 2x y, 2+ =, 2x y, 2
Α� Ȇερνούν από το ίδιο σημείο.
Ǻ� Ȉχηματίȗουν τρίγωνο.
ī� Είναι παράλληλες ανά δύο.
ǻ� ȅι δύο είναι παράλληλες και η τρίτη τις τέμνει.
Ε� ȅι δύο συμπίπτουν και η τρίτη τις τέμνει.

ǿǿǿ�
Να αντιστοιȤίσετε κȐșε μετασȤȘματισμό τȘȢ πρȫτȘȢ στȒλȘȢ στον πίνακȐ του 
τȘȢ δεύτερȘȢ στȒλȘȢ

 ȂǼȉǹȈȋǾȂǹȉǿȈȂ2Ȉ ȆǿΝǹȀǹȈ

1.    Ȉτροφή κατά γωνία 9 0 D και στη συνέχεια 
συμμετρία ως προς την ευθεία y  =  x .

2.   Ȉυμμετρία ως προς τον άȟονα x ƍx  και 
στη συνέχεια συμμετρία ως προς την 
ευθεία y  =  x .

3.   Ȉυμμετρία ως προς την αρχή των αȟό-
νων και στη συνέχεια συμμετρία ως 
προς την ευθεία y  =  x .

α .

β.

γ.

δ.

ε.
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ΙΣΤΟΡΙΚΟ ΣΗΜΕΙΩΜǹ

ΟȚ ³ȖȡĮȝȝȠʌȡȐȟİȚȢ´ ı¶ ȑȞĮ țȚȞȑȗȚțȠ ʌȡȩȕȜȘȝĮ ĲȠȣ 3Ƞȣ ĮȚȫȞĮ ʌ�ȋ�

Το επόμενο πρόβλημα προέρχεται από μια αρχαία κινεȗική συλλογή προβλημά-
των με τίτλο ³Εννέα κεφάλαια στη μαθηματική τέχνη´. Ǿ λύση που δίνεται εκεί 
συμπίπτει ουσιαστικά με τη σύγχρονη μέθοδο του ³επαυȟημένου πίνακα´ και των 
³γραμμοπράȟεων´. 

��įİȝȐĲȚα�ȝȚαȢ�țαȜȒȢ�ıȣȖțȠȝȚįȒȢ����įİȝȐĲȚα�ȝȚαȢ�ȝȑĲρȚαȢ�ıȣȖțȠȝȚįȒȢ�țαȚ���įİȝȐĲȚ�
ȝȚαȢ�țαțȒȢ�ıȣȖțȠȝȚįȒȢ�įȓȞȠȣȞ����dRX�ıȚĲȐρȚ.
��įİȝȐĲȚα�ĲȘȢ�țαȜȒȢ����įİȝȐĲȚα�ĲȘȢ�ȝȑĲρȚαȢ�țαȚ���įİȝȐĲȚ�ĲȘȢ�țαțȒȢ�ıȣȖțȠȝȚįȒȢ�įȓȞȠȣȞ�
���dRX�ıȚĲȐρȚ.
��įİȝȐĲȚ�ĲȘȢ�țαȜȒȢ����įİȝȐĲȚα�ĲȘȢ�ȝȑĲρȚαȢ�țαȚ���įİȝȐĲȚα�ĲȘȢ�țαțȒȢ�ıȣȖțȠȝȚįȒȢ�įȓȞȠȣȞ�
���dRX�ıȚĲȐρȚ.
ȃα�βρİθİȓ�πȩıȠ�ıȚĲȐρȚ�įȓȞİȚ�ȑȞα�įİȝȐĲȚ�απȩ�țȐθİ�İȓįȠȢ�ıȣȖțȠȝȚįȒȢ�

Το πρόβλημα αυτό ανάγεται σήμερα στην επίλυση ενός γραμμικού συστήματος 
τριών εȟισώσεων με τρεις αγνώστους x , y , z �

2 632
3 4 .32
3 923

 ��
 ��
 ��

zyx
zyx
zyx

Ȉτο αρχαίο κείμενο, στο οποίο δεν υπάρχουν καθόλου σύμβολα, δίνονται οδηγίες 
για την τοποθέτηση των αριθμών στις κατακόρυφες στήλες ενός άβακα σύμφωνα 
με τον εȟής τρόπο�

3 93 42 6
113
232
321

Ǿ παραπάνω διάταȟη μετασχηματίȗεται στη συνέχεια ως εȟής�
Ǿ �η στήλη πολλαπλασιάȗεται επί � και κατόπιν αφαιρείται απ¶ αυτήν � φορές η �η 
στήλη, με αποτέλεσμα�

3 92 42 6
113
252
31
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Ȁατόπιν η �η στήλη πολλαπλασιάȗεται επί � και απ¶ αυτήν αφαιρείται η �η στήλη, 
με αποτέλεσμα�

3 92 43 9
118
254
3

Τέλος, η �η στήλη πολλαπλασιάȗεται επί � και απ¶ αυτήν αφαιρείται � φορές η �η 
στήλη, με αποτέλεσμα

3 92 49 9
113 6
25
3

Το αρχικό σύστημα έχει λοιπόν μετασχηματιστεί στο

9 93 6
2 45
3 923

 
 �
 ��

z
zy
zyx

από το οποίο υπολογίȗεται αμέσως ο z  και με διαδοχικές αντικαταστάσεις, οι x , y . 
Ȉτο αρχαίο κείμενο, με μια ανάλογη διαδικασία που εκτελείται πάνω στον άβακα, 
προσδιορίȗεται η λύση του προβλήματος�

� δεμάτι της κακής συγκομιδής δίνει 
4
32 GRX σιτάρι

� δεμάτι της μέτριας συγκομιδής δίνει 
4
14 GRX σιτάρι

� δεμάτι της καλής συγκομιδής δίνει 
4
19 GRX σιτάρι.

Ȉτο έργο ³Αριθμητικά´, του Έλληνα μαθηματικού της Αλεȟανδρινής περιόδου 
ǻιόφαντου, υπάρχουν πολλά προβλήματα που ανάγονται στην επίλυση γραμμικών 
συστημάτων. Ȉτο επόμενο, που είναι το πρόβλημα �� του πρώτου βιβλίου, ο τρό-
πος επίλυσης βρίσκεται πολύ κοντά προς το σύγχρονο αλγεβρικό τρόπο σκέψης�
ΕȣρİȓȞ�ĲȑııαραȢ�αρȚθȝȠȪȢ�ȩπȦȢ�ȠȚ�ĲρİȚȢ�ȜαȝβαȞȩȝİȞȠȚ�ĲȠȣ�ȜȠȚπȠȪ�ȣπİρȑȤȦıȚȞ�İπȚ�
ĲαȤθȑȞĲȚ�αρȚθȝȫ���ȃα�βρİθȠȪȞ���αρȚθȝȠȓ�ȑĲıȚ�ȫıĲİ�ȜαȝβαȞȩȝİȞȠȚ�αȞȐ�ĲρİȚȢ�Ȟα�ȟİ�
πİρȞȠȪȞ�ĲȠȞ�ȐȜȜȠ�țαĲȐ�įȠθȑȞĲα�αρȚθȝȩ�.
ȅ ǻιόφαντος παρουσιάȗει τη λύση του προβλήματος μέσα από μια ειδική περίπτω-
ση (που γενικεύεται άμεσα�. Έστω, γράφει, ότι οι α, β, Ȗ ȟεπερνούν τον į κατά �0, 
οι β, Ȗ, į ȟεπερνούν τον α κατά �0, οι Ȗ, į, α ȟεπερνούν τον β κατά �0 και οι į, α, β 
ȟεπερνούν τον Ȗ κατά �0. Το πρόβλημα, όπως είναι φανερό, ανάγεται στην επίλυση 
του γραμμικού συστήματος�

22-0181-02_HR.indb   81 12/12/2013   10:46:51 πμ



�� � ȆΙȃǹΚΕΣ ± ΓΡǹΜΜΙΚǹ ΣΥΣΤΗΜǹΤǹ

5 0
4 0
3 0
2 0

� ��
� ��
� ��
� ��

JEDG
EDGJ
DGJE
GJED

ȅ ǻιόφαντος, ο οποίος δε χρησιμοποιεί ειδικά σύμβολα για την πρόσθεση και την 
ισότητα, λύνει το πρόβλημα με την εισαγωγή ενός βοηθητικού αγνώστου, που εκ-
φράȗει το άθροισμα των � ȗητούμενων αριθμών. Ǿ μέθοδός του, με σύγχρονο συμ-
βολισμό, συνοψίȗεται ως εȟής�
Αν α � β � Ȗ�� į�= ��x , τότε από την α � β � Ȗ =  į � �0 έχουμε α � β � Ȗ � į� ��į����0�
ή��x  =  �į��� �0 ή į =  [�± �0. ǵμοια, από τις άλλες εȟισώσεις παίρνουμε α = �[�± ��, 
β� = �[�± �0  και  Ȗ = �[�± ��. Από τις � τελευταίες ισότητες, με πρόσθεση παίρνουμε 
α � β � Ȗ�� į�= ��[�± �0 ή �[�= ��[�± �0 ή [�= ��� και άρα οι ȗητούμενοι αριθμοί είναι

α =  �� ± ��   �0,   β =  �� ± �0   ��,   Ȗ =  �� ± ��   �0,   į =  �� ± �0   ��

Η ʌȡȫĲȘ İȝĳȐȞȚıȘ ȝȚĮȢ ³ȠȡȓȗȠȣıĮȢ´ ıİ ʌȡȩȕȜȘȝĮ ĮʌĮȜȠȚĳȒȢ

ȅ *.:. /HLEQL], σε μια επιστολή του προς τον O¶ +RVSLWDO στις ���������, πρότεινε 
μια μέθοδο χρησιμοποίησης των αριθμών για την έκφραση γενικών σχέσεων, όπως 
ακριβώς γίνεται με τη χρήση των γραμμάτων. ȍς παράδειγμα έδωσε ένα γραμμικό 
σύστημα � εȟισώσεων με � αγνώστους, γραμμένο στη μορφή�

    
03 23 13 0
02 22 12 0
0121110

 ��
 ��
 ��

yx
yx
yx

     (�� 

ȅι συντελεστές του συστήματος δεν εκφράȗουν εδώ αριθμούς αλλά λειτουργούν 
όπως και οι διπλοί δείκτες που χρησιμοποιούνται σήμερα για την παράσταση των 
στοιχείων ενός πίνακα. Αυτοί οι ³ψευδοαριθμοί´ (όπως τους αποκαλεί ο /HLEQL]� 
δείχνουν με το πρώτο ψηφίο τους την εȟίσωση στην οποία βρίσκονται και με το 
δεύτερο, το γράμμα στο οποίο ανήκουν. ȋρησιμοποιώντας τη μέθοδο των αντίθε-
των συντελεστών, ο /HLEQL] απαλείφει τον άγνωστο y , αρχικά από την �η και �η 
εȟίσωση και κατόπιν από την �η και �η. Έτσι προκύπτουν οι εȟισώσεις�

03 1.123 0.123 2.113 2.10
02 1.122 0.122 2.112 2.10

 ���
 ���

xx
xx

Ȉτη συνέχεια απαλείφει το x  από τις δυο τελευταίες εȟισώσεις (λύνοντας καθεμιά 
ως προς x  και εȟισώνοντας τα αποτελέσματα� και φτάνει στην ισότητα�

3 0.2 1.123 2.2 0.113 1.2 2.103 1.2 0.123 0.2 2.113 2.2 1.10 �� ��
ή

03 0.2 1.123 2.2 0.113 1.2 2.103 1.2 0.123 0.2 2.113 2.2 1.10  ����� .
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ǻηλαδή σ¶ αυτό που σήμερα αποτελεί την αναγκαία συνθήκη για να έχει λύση το 
σύστημα (�� (ο μηδενισμός της ορίȗουσας του επαυȟημένου πίνακα του συστήμα-
τος�.
Το προηγούμενο αποτέλεσμα του /HLEQL] έχει κυρίως τη σημασία της απαλείĳου -
σαȢ ενός γραμμικού συστήματος, δηλαδή της σχέσης μεταȟύ των συντελεστών η 
οποία προκύπτει όταν γίνεται απαλοιφή όλων των αγνώστων. Ȉτην ίδια επιστολή 
ο /HLEQL] δίνει και ένα γενικό κανόνα για τον υπολογισμό της απαλείφουσας ενός 
οποιουδήποτε γραμμικού συστήματος, που έχει επαρκή αριθμό εȟισώσεων για την 
απαλοιφή όλων των αγνώστων.

ΟȚ ȠȡȓȗȠȣıİȢ țĮȚ ȠȚ ʌȓȞĮțİȢ ȦȢ ĮȞİȟȐȡĲȘĲİȢ ȑȞȞȠȚİȢ

Ǿ χρησιμοποίηση των οριȗουσών για την επίλυση γραμμικών συστημάτων έγινε 
πρώτη φορά από τον &. 0DF/DXULQ το ����, αλλά η μέθοδος αυτή έμεινε γνωστή με 
το όνομα του *. &UDPHU, ο οποίος την παρουσίασε στο βιβλίο του ³Εισαγωγή στην 
ανάλυση των αλγεβρικών καμπύλων γραμμών´ (���0�. Ĭέλοντας να προσδιορίσει 
μια καμπύλη που διέρχεται από � γνωστά σημεία και έχει εȟίσωση της μορφής

022  ����� xE xE xE yx yxD yD yDC xC xCB yB yBA

ο &UDPHU καταλήγει σ¶ ένα γραμμικό σύστημα � εȟισώσεων με αγνώστους τα A , 
B , C , ', (. īια να λύσει αυτό το σύστημα, περιγράφει μια μέθοδο υπολογισμού 
των αγνώστων με κατασκευή κλασμάτων, των οποίων ο κοινός παρονομαστής και 
οι αριθμητές προσδιορίȗονται από τους συντελεστές του συστήματος σύμφωνα με 
γενικούς κανόνες. Αυτή είναι ουσιαστικά η σημερινή μέθοδος των οριȗουσών αλλά 
ο &UDPHU δε χρησιμοποιεί κάποιο ειδικό όνομα ή σύμβολο για την έννοια της ορί-
ȗουσας.
ȅ λατινικός όρος GHWHUPLQDQWHP (ορίȗουσα� χρησιμοποιήθηκε για πρώτη φορά 
από τον &.). *DXVV το ��0� αλλά όχι με τη σημερινή σημασία.
Ǿ πρώτη συστηματική διαπραγμάτευση της θεωρίας των οριȗουσών έγινε από τον 
$./. &DXFK\ σε μια εργασία του που δημοσιεύτηκε το ����. Ǿ λέȟη ³ορίȗουσα´ 
χρησιμοποιείται εκεί με τη σημερινή σημασία ενώ εισάγεται και η τετραγωνική 
διάταȟη των στοιχείων της με τη βοήθεια των διπλών δεικτών�

n nn

n

n

n

a

DD

D
DD

D

D
D



##





#

2

22 2

112

1

2 1

11

(οι � κάθετες γραμμές για το συμβολισμό μιας ορίȗουσας, χρησιμοποιήθηκαν για 
πρώτη φορά από τον $. &D\OH\ το �����.
Ȉε αντίθεση από τη σημερινή λογική σειρά παρουσίασης, η έννοια του πίνακα 
υπήρȟε, ιστορικά, μεταγενέστερη από την έννοια της ορίȗουσας.
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Το γεγονός ότι η ορίȗουσα δεν είναι μόνο ένας αριθμός αλλά συσχετίȗει αυτόν τον 
αριθμό με μια τετραγωνική διάταȟη στοιχείων, οδήγησε βαθμιαία στη μελέτη αυ-
τής της ίδιας της διάταȟης, ανεȟάρτητα από την τιμή της ορίȗουσας. ȅ όρος PDWUL[ 
(μήτρα, καλούπι�, που σήμερα χρησιμοποιείται διεθνώς για την έννοια του πίνακα, 
πρωτοεμφανίστηκε σε μια εργασία του -.-. 6\OYHVWHU το ���0, για να διαχωριστεί η 
έννοια της ορίȗουσας από την τετραγωνική διάταȟη των στοιχείων που την παρά-
γει. Το ���� ο Α. &D\OH\ εισήγαγε για πρώτη φορά τους πίνακες στη μελέτη των 
γραμμικών μετασχηματισμών, ενώ το ���� στην εργασία του ³Μια πραγματεία στη 
θεωρία των μητρών´, ανέπτυȟε συστηματικά όλη τη βασική θεωρία. ǵπως γράφει 
ο &D\OH\, στην ιδέα του πίνακα έφτασε τόσο από την έννοια της ορίȗουσας όσο 
και από την ανάγκη ενός βολικού τρόπου έκφρασης των εȟισώσεων b yb ybxx � c DxDx , 

d yd ydc xc xcy � c  ενός μετασχηματισμού, ο οποίος απεικονίȗει το σημείο (x , y � στο ση-
μείο (x ƍ, y ƍ�. ȍς ένα τέτοιο τρόπο έκφρασης, ο &D\OH\ εισάγει τον πίνακα

 
¸̧
¹

·
¨̈
©

§
dc
bD

και με βάση τις ιδιότητες των μετασχηματισμών ορίȗει τις πράȟεις των πινάκων και 
προσδιορίȗει τις ιδιότητές τους. Ȇ.χ., αν τον προηγούμενο μετασχηματισμό από 
το (x , y � στο (x ƍ, y ƍ� ακολουθήσει ένας νέος μετασχηματισμός από το (x ƍ, y ƍ� στο 
(x ' ' , y ' ' � και με εȟισώσεις yh yh yxg xg xyyf yf yxe xe xx c�c ccc�c cc ,  τότε, όπως εύκολα μπορεί 
να αποδειχθεί, ισχύει�

yf df dfe bxf cf cfex )()( ��� cc D

yh dg bxh cgy )()( ��� cc D .

Έτσι ο &D\OH\ ορίȗει τον πολλαπλασιασμό πινάκων, με βάση το πρότυπο της δια-
δοχικής εκτέλεσης των δυο μετασχηματισμών, ως εȟής�
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h dg bh cg
f df dfe bf cf cfe

dc
b

hg
fe

D
DD .

Ȉτην ίδια εργασία επισημαίνει επίσης ότι αυτός ο πολλαπλασιασμός είναι μια πρά-
ȟη μȘ αντιμεταșετικȒ καθώς και το γεγονός ότι υπάρχουν μη μηδενικοί πίνακες 
που έχουν ως γινόμενο το μηδενικό πίνακα.
ȅ λογισμός των πινάκων αναπτύχθηκε τα επόμενα χρόνια σε μια αυτοτελή μαθη-
ματική θεωρία, που αποτελεί μέρος ενός ευρύτερου κλάδου των Μαθηματικών, 
της īραμμικής Άλγεβρας. Το ����, ο :. +HLVHQEHUJ (βραβείο ȃόμπελ ĭυσικής 
����� χρησιμοποίησε τη θεωρία των πινάκων για να εκφράσει τα μη αντιμεταθε-
τικά Μαθηματικά που περιγράφουν τα φαινόμενα της κβαντικής μηχανικής, ενώ 
αργότερα η χρήση των πινάκων επεκτάθηκε και σε άλλες επιστήμες.
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ΕȚıĮȖȦȖȒ

Ǿ δημιουργία των μιγαδικών αριθμών οφείλεται στην προσπάθεια επίλυσης των εȟισώ� 
 
σεων �ου βαθμού. Αν στην  023  ��� įxȖxβa x  θέσουμε

 
a
βyx

3
�  και εκτελέσουμε  

 
τις πράȟεις, τότε προκύπτει μια εȟίσωση της μορφής qp xx � 3 . Ȉτις αρχές του ��ου αι-
ώνα οι ǿταλοί αλγεβριστές 6. GHO )HUUR και 1. 7DUWDJOLD ανακάλυψαν μια μέθοδο επίλυσης 
τέτοιων εȟισώσεων, που με σημερινό συμβολισμό ισοδυναμεί με τον τύπο

33

22
DqDqx ��� , όπου 

 22

32
¸
¹

·
¨
©

§�¸
¹

·
¨
©

§ 
pqD .

Ȉτην περίπτωση που η ³διακρίνουσα´ ' είναι θετική, ο τύπος αυτός δίνει αμέσως μια 
ρίȗα της εȟίσωσης. īια παράδειγμα, στην x �   �x  � �� είναι '   ��� και ο τύπος δίνει x  
=  �, που είναι η μοναδική πραγματική ρίȗα. ǻιαπιστώθηκε, όμως, τότε ένα φαινόμενο τε-
λείως διαφορετικό από την περίπτωση των εȟισώσεων �ου βαθμού� Ȋπάρχουν εȟισώσεις 
με πραγματικές ρίȗες, όπως, για παράδειγμα, η x � =  ��x  � �, που έχει μια προφανή ρίȗα 
το � (οι άλλες δύο είναι οι  32 ��  ,  32 �� �, αλλά η διακρίνουσα ' είναι αρνητική� ȅ 
τύπος στη συγκεκριμένη περίπτωση δίνει

               33 12 1212 12 ����� x .                          (��
ǵπως είναι φανερό, οι μαθηματικοί βρέθηκαν, εδώ, μπροστά σε ένα δίλημμα� ή θα έπρεπε 
να εγκαταλείψουν τη μέθοδο των )HUUR�7DUWDJOLD ως γενική μέθοδο επίλυσης εȟισώσεων 
�ου βαθμού ή να δεχτούν ότι ένας συγκεκριμένος αριθμός, όπως το �, μπορεί να εκφρα-
στεί με παραστάσεις που περιέχουν τετραγωνικές ρίȗες αρνητικών αριθμών. Ǿ δεύτερη 
άποψη φαινόταν αδιανόητη αλλά αυτό δεν εμπόδισε την εφαρμογή των αλγεβρικών πρά-
ȟεων σε τέτοιες παραστάσεις. Ȉτα μέσα του ��ου αιώνα ο 5. %RPEHOOL, κάνοντας τολ-

�ΜΙΓǹǻΙΚΟΙ ǹΡΙĬΜΟΙ ���

(��   7R κεφάλαιο αυτό έχει ληφθεί από το βιβλίο� ©Μαθηματικά Ǻǯ Τάȟης Ενιαίου ȁυκείου Ĭετικής 
Ȁατεύθυνσηςª των� Αδαμόπουλου ȁ., Ǻισκαδουράκη Ǻ., īαβαλά ǻ., Ȇολύȗου ī. και Ȉβέρκου Α.
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μηρές υποθέσεις, βρήκε ότι ισχύει  � � 12 1212
3

�� ��  και  � � 12 1212
3

�� �� . 
Αντικαθιστώντας αυτές τις ισότητες στην (�� προκύπτει αμέσως ότι x  =  �, δηλαδή το αδι-
ανόητο γίνεται πραγματικότητα� ȅι αριθμοί της μορφής α � βL με  1� i , που ονομά-
στηκαν αρχικά φανταστικοί και αργότερα μιγαδικοί, έγιναν από τότε αναπόσπαστο εργα-
λείο των Μαθηματικών και των εφαρμογών τους στις άλλες επιστήμες. ȅ -. +DGDPDUG, 
ο οποίος το ���� απέδειȟε με χρήση της μιγαδικής ανάλυσης το ³θεώρημα των πρώτων 
αριθμών´, έγραψε ότι�

³ȅ�ıȣȞĲȠȝȩĲİρȠȢ�įρȩȝȠȢ�αȞȐȝİıα�ıİ�įȪȠ�αȜȒθİȚİȢ�ıĲȠ�πİįȓȠ�ĲȦȞ�πραȖȝαĲȚțȫȞ�πİρȞȐ�
ȝȑıα�απȩ�ĲȠ�πİįȓȠ�ĲȦȞ�ȝȚȖαįȚțȫȞ´�

ΤȠ ΣȪȞȠȜȠ C ĲȦȞ ΜȚȖĮįȚțȫȞ ǹȡȚșȝȫȞ
īνωρίȗουμε ότι η δευτεροβάθμια εȟίσωση με αρνητική διακρίνουσα δεν έχει λύση στο 
σύνολο R των πραγματικών αριθμών. Ειδικότερα η εȟίσωση x � =  ±� δεν έχει λύση στο 
σύνολο R των πραγματικών αριθμών, αφού το τετράγωνο κάθε πραγματικού αριθμού 
είναι μη αρνητικός αριθμός. īια να ȟεπεράσουμε την ³αδυναμία´ αυτή, διευρύνουμε το 
σύνολο R σε ένα σύνολο c, το οποίο να έχει τις ίδιες πράȟεις με το R, τις ίδιες ιδιότητες 
των πράȟεων αυτών και στο οποίο να υπάρχει μία τουλάχιστον ρίȗα της εȟίσωσης x � =  ±�, 
δηλαδή ένα στοιχείο L, τέτοιο, ώστε L� =  ±�. Ȉύμφωνα με τις παραδοχές αυτές το διευρυ-
μένο σύνολο c θα έχει ως στοιχεία�
Ɣ ǵλους τους πραγματικούς αριθμούς

Ɣ ǵλα τα στοιχεία της μορφής βL, που είναι γινόμενα των στοιχείων του R με το L και

Ɣ ǵλα τα αθροίσματα της μορφής α � βL, με α και β πραγματικούς αριθμούς.

Τα στοιχεία του c λέγονται μιγαδικοί αριșμοί και το c σύνολο τȦν μιγαδικȫν αριș-
μȫν. Επομένως�

Το σύνολο ccc των μιγαδικών αριθμών είναι ένα υπερσύνολο του συνόλου R των 
πραγματικών αριθμών, στο οποίο�

Ɣ    Επεκτείνονται οι πράȟεις της πρόσθεσης και του πολλαπλασιασμού έτσι, ώστε 
να έχουν τις ίδιες ιδιότητες όπως και στο R, με το μηδέν (0� να είναι το ουδέτερο 
στοιχείο της πρόσθεσης και το ένα (�� το ουδέτερο στοιχείο του πολλαπλασι-
ασμού,

Ɣ    Ȋπάρχει ένα στοιχείο i  τέτοιο, ώστε L 2 =  ±�,

Ɣ    Ȁάθε στοιχείο z  του ccc γράφεται κατά μοναδικό τρόπο με τη μορφή z  =  α � βL�� 
όπου α, β�R.

22-0181-02_HR.indb   86 12/12/2013   10:46:53 πμ



� 0,ΓǹǻΙΚΟΙ ǹΡΙĬΜΟΙ ��

Ǿ έκφραση α � βL, α, β�R είναι ακριβώς ό,τι λέμε μιγαδικό αριșμό. Είναι η σύνθεση 
δύο αριθμών, του πραγματικού α και του βL, τον οποίο ονομάȗουμε ĳανταστικό αριșμό. 
ȅ α λέγεται πραγματικό μȑροȢ του z  και σημειώνεται 5H�z �, ενώ ο β λέγεται ĳανταστι-
κό μȑροȢ του z  και σημειώνεται ,P�z �. Επιπλέον, στο C κάθε πραγματικός αριθμός α 
εκφράȗεται ως α � 0L, ενώ κάθε φανταστικός αριθμός βL, εκφράȗεται ως 0 � βL. 
Ȉτη συνέχεια, όταν λέμε ο μιγαδικός z  = �α � βL, εννοούμε ότι οι α�και�β�είναι πραγματικοί 
αριθμοί και το γεγονός αυτό δε θα τονίȗεται ιδιαίτερα.

ΙıȩĲȘĲĮ ΜȚȖĮįȚțȫȞ ǹȡȚșȝȫȞ
Επειδή κάθε μιγαδικός αριθμός z  γράφεται με μοναδικό τρόπο στη μορφή α � βL, δύο 
μιγαδικοί αριθμοί α � βL και Ȗ � įL είναι ίσοι, αν και μόνο αν α =  Ȗ και β =  į. 

ǻηλαδή ισχύει� 

�� � iįȖiβα Ȗα  και įβ  .

Επομένως, επειδή 0   0 � 0L, έχουμε 

� � 0iβα 0 α και 0 β .

Μετά τον ορισμό της ισότητας μιγαδικών αριθμών δημιουργείται το ερώτημα αν δια-
τάσσονται οι μιγαδικοί αριθμοί. īνωρίȗουμε ότι, κατά την επέκταση από το � στο ', 
οι πράȟεις, η διάταȟη και οι ιδιότητες αυτών οι οποίες ισχύουν στο �, μεταφέρονται και 
στο '. Τα ίδια συμβαίνουν και για τις επεκτάσεις από το ' στο Q και από το Q στο R. 
Ȉτην επέκταση, όμως, από το R στο c, ενώ οι πράȟεις και οι ιδιότητες αυτών που ισχύουν 
στο R εȟακολουθούν να ισχύουν και στο c, εν τούτοις η διάταȟη και οι ιδιότητές της δε 
μεταφέρονται.

ΓİȦȝİĲȡȚțȒ ȆĮȡȐıĲĮıȘ ΜȚȖĮįȚțȫȞ
Ȁάθε μιγαδικό αριθμό α � βL μπορούμε να τον αντι-
στοιχίσουμε στο σημείο M (α,β� ενός καρτεσιανού 
επιπέδου. Αλλά και αȞĲȚıĲρȩĳȦȢ, κάθε σημείο M (α, 
β� του καρτεσιανού αυτού επιπέδου μπορούμε να το 
αντιστοιχίσουμε στο μιγαδικό α�� βL. Το σημείο Ȃ 
λέγεται εικόνα του μιγαδικού α�� βL. Αν θέσουμε ]� = �
D�� βL, τότε το σημείο M (α,β� μπορούμε να το συμβο-
λίȗουμε και με Ȃ(z �.
Ένα καρτεσιανό επίπεδο του οποίου τα σημεία είναι 
εικόνες μιγαδικών αριθμών θα αναφέρεται ως μιγα-
δικό επίπεδο. ȅ άȟονας x ƍx  λέγεται πραγματικόȢ 
ȐȟοναȢ, αφού ανήκουν σε αυτόν τα σημεία M (α,0� που είναι εικόνες των πραγματικών 
αριθμών α� = �α�� 0L, ενώ ο άȟονας y ƍy  λέγεται ĳανταστικόȢ άȟονας, αφού ανήκουν σε 
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αυτόν τα σημεία Ȃ(0, β� που είναι εικόνες των φανταστικών βL� =  0 � βL�� 
Ένας μιγαδικός z = �D�� βL παριστάνεται επίσης και με τη διανυσματική ακτίνα,  O M , του 
σημείου M (α, β�.

���   ȆΡǹȄΕΙΣ ΣΤΟ ΣΥȃΟΛΟ C  ΤΩȃ ΜΙΓǹǻΙΚΩȃ

Ȉύμφωνα με τον ορισμό του c, η πρόσθεση και ο πολλαπλασιασμός δύο μιγαδικών αριθ-
μών γίνονται όπως ακριβώς και οι αντίστοιχες πράȟεις με διώνυμα α � β[ στο R, όπου 
βέβαια αντί για x  έχουμε το L. Έτσι�

Ɣ  īια την πρόσșεσȘ δύο μιγαδικών αριθμών α � βL και Ȗ � įL έχουμε�

 δβγαδγβα )()()()( ��� ��� i ii .

īια παράδειγμα, iiii 28)64()53()65()43( � ��� ��� .

Ɣ  īια την αĳαίρεσȘ του μιγαδικού αριθμού Ȗ � įL από τον α � βL, επειδή ο αντίθετος του 
μιγαδικού Ȗ � įL είναι ο μιγαδικός ±Ȗ ±įL, έχουμε�

iįβȖαiįȖiβαiįȖiβα )()()()()()( ��� ���� ��� .

ǻηλαδή
 δβγαδγβα )()()()( ��� ��� i i i .

īια παράδειγμα
 iiii 102)64()53()65()43( �� ��� ��� .

 
Αν Ȃ�(α�β��και Ȃ�(Ȗ�į� είναι οι εικόνες των α � βL 
και Ȗ � įL αντιστοίχως στο μιγαδικό επίπεδο, τότε 
το άθροισμα

iįβȖαiįȖiβα )()()()( ��� ���

παριστάνεται με το σημείο Ȃ(α���Ȗ��β���į�.

Επομένως,  
21 O MO MO M � , δηλαδή�

�� � 0,ΓǹǻΙΚΟΙ ǹΡΙĬΜΟΙ
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³Ǿ διανυσματικȒ ακτίνα του αșροίσματοȢ τȦν μιγαδικȫν Į +  ȕL και Ȗ +  įL είναι το 
Ȑșροισμα τȦν διανυσματικȫν ακτίνȦν τουȢ´�

Επίσης, η διαφορά

 iįβȖαiįȖiβα )()()()( ��� ���

παριστάνεται με το σημείο ),( įβȖαN �� .

Επομένως,  21 O MO MO N � , δηλαδή�

³Ǿ διανυσματικȒ ακτίνα τȘȢ διαĳορȐȢ τȦν μιγαδικȫν Į + ȕL και Ȗ + įL είναι Ș δια-
ĳορȐ τȦν διανυσματικȫν ακτίνȦν τουȢ´�

Ɣ  īια τον πολλαπλασιασμό δύο μιγαδικών α � βL και Ȗ�� įL�έχουμε�

 ��� ��� �� )) (()()()) (( iįiβiβȖiαįαȖiįȖiβiįȖαiįȖiβα

iβȖαįβįαȖβįiβȖiαįαȖiβįiβȖiαįαȖ )()(2 ��� ��� ��� .

ǻηλαδή,
 βγαδβδαγδγβα )()()) (( ��� �� i i i .

īια παράδειγμα,

iiiiiii 23 9)182 0()2 415(2 42 01815)65()43( 2 � ��� ��� ��� .

Ειδικότερα, έχουμε� 22)) (( βαiβαiβα � �� . ȅ αριθμός α ± βL�λέγεται συȗυγȒȢ του α 

� βL και συμβολίȗεται με  iβα � . ǻηλαδή, 

� � i ĮĮ ȕȕ i .

Επειδή είναι και  iβαiβα � � , οι α � βL, α ± βL λέγονται συȗυγείȢ μιγαδικοί.

Ɣ  Τέλος, για να εκφράσουμε το πȘλίκο 
iįȖ
iβα

�
� , όπου  0≠� iįȖ , στη μορφή ț � ȜL, πολ-

λαπλασιάȗουμε τους όρους του κλάσματος με το συȗυγή του παρονομαστή και έχουμε�

 i
įȖ
αįβȖ

įȖ
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įȖ
iαįβȖβįαȖ
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iβα
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ǻηλαδή,
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īια παράδειγμα� 
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ǻȪȞĮȝȘ ΜȚȖĮįȚțȠȪ
ȅι δυνάμεις ενός μιγαδικού αριθμού z  με εκθέτη ακέραιο ορίȗονται ακριβώς όπως και 
στους πραγματικούς, δηλαδή ορίȗουμε�

 zz  1 , z �   ]�. �]������και γενικά z Ȟ   z Ȟ±�. �]�

για κάθε θετικό ακέραιο Ȟ, με Ȟ�!�. Επίσης, αν 0≠z , ορίȗουμε

 
Ȟ

Ȟ

z
zz 1,10   �  για κάθε θετικό ακέραιο Ȟ.

īια τις δυνάμεις των μιγαδικών αριθμών ισχύουν οι ίδιες ιδιότητες που ισχύουν και για 
τις δυνάμεις των πραγματικών αριθμών. ǿδιαίτερα για τις δυνάμεις του L έχουμε�

i � = ��          i 1  = i �           i 2 = ±��           i 3 = i �  L = ±i .
Ȉτη συνέχεια, παρατηρούμε ότι είναι�

iiiiiiiiiiiiiiiii � �  � �   �    3347224645224 1,11,1,1 ,

δηλαδή, μετά το L� οι τιμές του LȞ επαναλαμβάνονται. Άρα, για να υπολογίσουμε συγκε-
κριμένη δύναμη του L, γράφουμε τον εκθέτη Ȟ στη μορφή Ȟ =  �ρ � ȣ, όπου ρ το πηλίκο και 
ȣ το υπόλοιπο της ευκλείδειας διαίρεσης του Ȟ με το �, οπότε έχουμε� 

4 4 4

1 , αν 0
, αν 1

( ) 1
1 , αν 2

αν 3,

ȣ
i ȣ

ȣ

i i i i i i i i
ȣ

i

Q U X U X U X U X X�

 ­
°  

 

°      ®�  °
°̄

īια παράδειγμα�
 1224314 �   �� iii

 iiii �   �� 334419

 1004416    �� iii

 iiii    �� 11542 1 .

ΙįȚȩĲȘĲİȢ ΣȣȗȣȖȫȞ
Επειδή οι συȗυγείς μιγαδικοί, όπως θα δούμε στις επόμενες παραγράφους, μας διευκολύ-
νουν στη μελέτη των μιγαδικών αριθμών, θα αναφερθούμε ιδιαιτέρως σε αυτούς.
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Ɣ Ȉτο μιγαδικό επίπεδο οι εικόνες Ȃ(α,β� και Ȃ ƍ (α, 
±β� δύο συȗυγών μιγαδικών ]� = �α�� βL και iβαz � 
είναι σημεία συμμετρικά ως προς τον πραγματικό 
άȟονα.

Ɣ īια δύο συȗυγείς μιγαδικούς αριθμούς ]�= �α�� βL�και 
iβαz � μπορούμε εύκολα, με εκτέλεση των πράȟεων, να διαπιστώσουμε ότι�

] +  ] =  2Į
] ± ] =  2ȕL.

Ɣ Αν z ��= �α�� βL και z ��= �Ȗ�� įL είναι δυο μιγαδικοί αριθμοί, τότε�

ȅι ιδιότητες αυτές μπορούν να αποδειχτούν με εκτέλεση των πράȟεων. īια παράδειγμα 
έχουμε�

 iįβȖαiįȖiβαzz )()()()(21 ��� ��� �

 )()()()( iįȖiβαiįβȖα  ��� ��� 

ȅι παραπάνω ιδιότητες � και � ισχύουν και για περισσότερους από δυο μιγαδικούς αριθ-
μούς. Είναι δηλαδή�

z 1  � z 2 � ... � z Ȟ   z 1  � z 2 � ... � z Ȟ 

z 1  . z 2 . ... . z Ȟ   z 1  . z 2 . ... . z Ȟ.
ǿδιαίτερα, αν είναι z ��= �]��= ����= �]Ȟ= �], τότε η τελευταία ισότητα γίνεται�

 νν )()(  z z

īια παράδειγμα, 
 333
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ΕʌȓȜȣıȘ ĲȘȢ ΕȟȓıȦıȘȢ Į]� � ȕ] � Ȗ   � ȝİ Į� ȕ� Ȗ∈R țĮȚ D≠� 
Επειδή L� =  ±� και (±L�� =  L� =  ±�, η εȟίσωση x � =  ±� έχει στο σύνολο c των μιγαδικών 
αριθμών δύο λύσεις, τις x � =  L και x � =  ±L. ȅμοίως, η εȟίσωση x � =  ±� έχει στο σύνολο των 
μιγαδικών αριθμών δύο λύσεις, τις x �

 =  �L και x �
 =  ±�L, αφού

izizizz 2)2(44 22222 =⇔=⇔⋅=⇔−=  ή iz 2−= .  

Εύκολα, όμως, μπορούμε να διαπιστώσουμε ότι και κάθε εȟίσωση δεύτερου βαθμού με 
πραγματικούς συντελεστές έχει πάντα λύση στο σύνολο c. Ȇράγματι, έστω η εȟίσωση

α]� � β] � Ȗ   0,   με   α, β, Ȗ�R και α ≠ 0.

Εργαȗόμαστε όπως στην αντίστοιχη περίπτωση στο R και τη μετασχηματίȗουμε, με τη 
μέθοδο συμπλήρωσης τετραγώνων, στη μορφή�

 
2

2

42 α
ǻ

α
βz  ¸
¹
·

¨
©
§ � ,

όπου ǻ   β� ± �αȖ η διακρίνουσα της εȟίσωσης. Έτσι, έχουμε τις εȟής περιπτώσεις�

Ɣ ǻ > 0. Τότε η εȟίσωση έχει δύο πραγματικές λύσεις�
 

α
ǻβz

22,1
r�

 

Ɣ ǻ   0. Τότε έχει μια διπλή πραγματική λύση� 
α
βz

2
�

 

Ɣ ǻ � 0. Τότε, επειδή
 � � 2 22

2 2 2

( 1) ( )
24 4 ( 2 )

i i'' ' '
DD D D

� § ·� � �
   ¨ ¸

© ¹
, η εȟίσωση γράφεται�

 
 22

22 ¸
¸
¹

·
¨
¨
©

§ �
 ¸

¹

·
¨
©

§ �
α
ǻi

α
βz .

Άρα οι λύσεις της είναι�
   

  
α

ǻiβz
22,1

�r�
 ,  (��

οι οποίες είναι συȗυγείς μιγαδικοί αριθμοί.

īια παράδειγμα, η εȟίσωση z � ± �]����� �0  έχει ǻ   �� ± ��  � > 0 και οι λύσεις της είναι�

3
2

15
1  

�
 z , 
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ǵμως, η εȟίσωση z � ± �]����� �0 έχει ǻ   � ± �   ±� � 0 και οι λύσεις της είναι οι συȗυγείς 

μιγαδικοί αριθμοί� iiz � 
�

 1
2

42
1 , 

 
iiz � 

�
 1

2
42

2 .

ȆǹȇǹȉǾȇǾȈǾ
Ȇαρατηρούμε ότι και εδώ ισχύουν οι σχέσεις�

 
α
β�

 � 21z z και  
α
γ

 21 zz .

ΕĭǹΡΜΟΓΕΣ

1.  īια τιȢ διȐĳορεȢ τιμȑȢ του șετικού ακȑραιου Ȟ να υπολογιστεί το Ȑșροισμα 

 νS ���� 

32i i i i .

ΛΥΣΗ
ȅι προσθετέοι του αθροίσματος έχουν πλήθος Ȟ και είναι διαδοχικοί όροι γεωμετρικής 

προόδου με πρώτο όρο�L�και λόγο επίσης L. Επομένως, 
1
1

�
�

 
i

iiS
Ȟ

, οπότε, λόγω της ισό-

τητας Ȟ   �ρ�� ȣ της ευκλείδειας διαίρεσης του Ȟ με το �, έχουμε τις εȟής περιπτώσεις�

2. Να βρεșεί το σύνολο τȦν εικόνȦν τȦν μιγαδικȫν z  στιȢ περιπτȫσειȢ κατȐ τιȢ 

οποίεȢ ο αριșμόȢ �
�

1
2 i

z
z

είναι α� ĳανταστικόȢ β� πραγματικόȢ�

ΛΥΣΗ
Αν z  =  x  � \L, τότε�

x  0 υ .  Τότε  Q U 4 ,  οπότε  S  
�
�

 
1 1

1
0  

x  1 υ .  Τότε  Q U �4 1,  οπότε  S  
�
�

 
1
1

 

x  2 υ .  Τότε  Q U �4 2 ,  οπότε  S i
i

i
i

i
i

i i i 
� �
�
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�

 
�

 
�

 � �
1 1

1
2
1

2
1

2 1
2

1( )  

x  3 υ .  Τότε  Q U �4 3 ,  οπότε  S  
� �
�
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Επομένως�

α� ȅ αριθμός −
−

1
2

z
z i

είναι φανταστικός, αν και μόνο αν 
 

0
)2(
2
22

22

 
��
���

yx
yyxx ,  

 

δηλαδή, αν και μόνο αν x � ± x  � y � ± �y  =  0 και   0)2( 22 ≠�� yx ή, ισοδύναμα, 

   

 

4
5)1(

2
1 2

2

 ��¸
¹
·

¨
©
§ � yx

 
και ( , ) ( , .)≠ 0 2x y

 

Άρα, το σύνολο των εικόνων του z  είναι τα σημεία του κύκλου με κέντρο 
 

¸
¹
·

¨
©
§ 1,

2
1K  

και ακτίνα 
 5

2
, με εȟαίρεση το σημείο ǹ(0,��.

β� ȅ αριθμός 
 �
�

1
2

z
z i

 είναι πραγματικός, αν και μόνο αν 
 

0
)2(
22

22  
��
��

yx
yx , δηλαδή, αν και 

μόνο αν 
�x  � y  ± �   0     και  0)2( 22 ≠�� yx .

Άρα, το σύνολο των εικόνων του z  είναι τα σημεία της ευθείας με εȟίσωση �x  � y  ± �   0, 
με εȟαίρεση το σημείο ǹ(0,��.

ǹΣΚΗΣΕΙΣ

ǹǯ ȅȂǹǻǹȈ
��   ȃα βρείτε τις τιμές του Ȝ�R, ώστε ο z  =  (Ȝ � �L�(� ± L� να είναι�  

α� πραγματικός αριθμός   β� φανταστικός αριθμός.

��   ȃα βρείτε τους πραγματικούς αριθμούς x , y  για τους οποίους ισχύει�
α� (x  � y � � (x  ± y �L   � ± L

β�  iixxx � ���� 2)3(63 22

γ� � ± ��L   (�x  � �y � ± \L.
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��   Ȉτο μιγαδικό επίπεδο να σημειώσετε τις εικόνες και τις διανυσματικές ακτίνες 
των μιγαδικών αριθμών� � � L, �, L, ± �L, � � �L, � ± �L, �, 0.

��   ȃα περιγράψετε γεωμετρικά το σύνολο των εικόνων των μιγαδικών αριθμών z  
που ικανοποιούν τις σχέσεις�
α� Το πραγματικό μέρος του z  είναι ίσο με μηδέν.
β� Το φανταστικό μέρος του z  είναι ίσο με μηδέν.
γ� Το πραγματικό μέρος του z  είναι ίσο με το φανταστικό του μέρος.

��   Ȉε καθεμιά από τις παρακάτω περιπτώσεις να εκτελέσετε τις πράȟεις που σημει-
ώνονται και να γράψετε το αποτέλεσμα στη μορφή α � βL
α� (± � � �L� � (� ± �L�     β� (� ± �L� ± (� � �L� 
γ� (� � �L� � (± � ± �L� � (� � �L�    δ� (� � �L�(� � �L� 
ε� �L(� � L�     στ� (� � �L�(� ± �L� 
ȗ� L(� � L�(� ± L�.

��   ȃα γράψετε τους παρακάτω μιγαδικούς στη μορφή α � βL �

α� 
 

i�1
1

    β� L� 

γ� L� � �L � �   δ�  2)31( i�

ε�
 

i
i

�
�

2
3     στ� 

 

21
26

i
i

�

� .

��   ȃα βρείτε τους x , y �R, για τους οποίους ισχύει�
α� (� ± �L�� ± (x  � L\�   x  ± \L

β� 
 

i
i yxi

i
� 

�
�¸

¹
·

¨
©
§
�
� 11

1
1 2

γ� (� ± �L�(�x  ± L\�   �(�x  ± L\� � �L ± �.

��  ȃα υπολογίσετε τις παραστάσεις�
α� L � � L �� � L �� � L �� � L �� � L ��

β�  
10 2 37 54 111

1111
iiii

��� .

��   Ȇοιος είναι ο z , όταν�
α� z  =  ± � � �L  β� z  =  ± � ± �L    γ� z  =  �L
δ� z  =  ��   ε� z  =  ± L  στ� z  =  0.
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���   Με ποιες συμμετρίες μπορούν να προκύψουν από την εικόνα του μιγαδικού z  
=  x  � \L οι εικόνες των μιγαδικών z , ±]�και ± z ;

���   Αν 
 

i
iz

47
95

1 �
�

  και
i
iz

47
95

2 �
�

 , να δείȟετε ότι ο z � � z � είναι πραγματικός  
 
αριθμός, ενώ ο z � ± z � φανταστικός αριθμός.

���   ȃα περιγράψετε γεωμετρικά το σύνολο των εικόνων των μιγαδικών αριθμών z  
που ικανοποιούν τις παρακάτω σχέσεις�

α�  izz 6 �             β�  22 zz              γ�  22 zz �             δ� zz � 2

���   ȃα λύσετε στο σύνολο των μιγαδικών αριθμών τις εȟισώσεις�

α� x � ± �x  ��   0    β� x � ± �x  � �   0    γ� 11
 �

xx .

���   Αν μια ρίȗα της εȟίσωσης �x � � β[ � Ȗ   0, όπου β, Ȗ R , είναι � � �L, να βρείτε 
τις τιμές των β και Ȗ.

Ǻǯ ȅȂǹǻǹȈ

��   Αν α, β, Ȗ και į είναι πραγματικοί αριθμοί, να εȟετάσετε πότε το πηλίκο 
iįȖ
iβα

�
�  

είναι πραγματικός αριθμός.

��   Αν z i
=

−1 3
2

, να βρείτε την τιμή της παράστασης 1
2z z�

.

��   ȃα βρείτε την τιμή της παράστασης (� � L��0 ± (� ± L��0.

��   Ȇόσες διαφορετικές τιμές μπορεί να πάρει η παράσταση L Ȟ � L ±Ȟ;

��   ȃα λύσετε τις εȟισώσεις
α� 2zz     β� 3zz  .

��   Έστω ο μιγαδικός z  με 0≠z . ȃα δείȟετε ότι ο  
z
z

z
z
�  είναι πραγματικός και ότι 

22 d�d�
z
z

z
z .

��  ȃα αποδείȟετε ότι (α � βL��0 � (β�± αL��0   0, όπου α, β�R.

��  α� īια ένα μιγαδικό αριθμό z  να αποδείȟετε ότι�

Ɣ ȅ z  είναι πραγματικός, αν και μόνο αν z  =  z
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Ɣ ȅ z  είναι φανταστικός, αν και μόνο αν z z= − .

β�   Αν 
 

1
1

1
z

z   και 
 

2
2

1
zz   και 121 �≠� zz , να αποδείȟετε ότι ο αριθμός 

 

21

21

1 zz
zz

u
�
�

 είναι πραγματικός, ενώ ο αριθμός 
 

21

21

1 zz
zz

v
�
�

  είναι φαντα-

στικός.

��   ȃα βρείτε το γεωμετρικό τόπο των εικόνων των μιγαδικών z  για τους οποίους 
ισχύει� 

α� 
 

)R e (51R e  ¸
¹
·

¨
©
§ �z z z  β� )I m (31I m z

z
z � ¸

¹
·

¨
©
§ � .

��3 ΜΕΤΡΟ ΜΙΓǹǻΙΚΟΥ ǹΡΙĬΜΟΥ

Έστω Ȃ(x , y � η εικόνα του μιγαδικού z  =  x  � \L στο μιγα-
δικό επίπεδο. ȅρίȗουμε ως μȑτρο του z  την απόσταση του 
M  από την αρχή O , δηλαδή

22|||| yxO Mz �  

īια παράδειγμα, 5)4(3|43| 22  �� � i . 

ǵταν ο μιγαδικός z  είναι της μορφής  0z x i x �  R� , τότε ||0|| 22 xxz  � , που 
είναι η γνωστή μας απόλυτη τιμή του πραγματικού αριθμού x .
Αν z  =  x  � \L, τότε  y ixz �  και ± z  =  ± x  ± \L. Επομένως,

 |||||| zzz �  

zzz � 2||
x
x

ȅι επόμενες ιδιότητες αναφέρονται στις σχέσεις που συνδέουν το γινόμενο και το 
πηλίκο μιγαδικών με τα μέτρα τους και είναι ίδιες με τις αντίστοιχες ιδιότητες των 
απόλυτων τιμών πραγματικών αριθμών.
Αν z �, z � είναι μιγαδικοί αριθμοί, τότε
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 |||||| 2121 zzzz � �

 
11

2 2

zz
z z

 

x

x

Ȇράγματι, έχουμε�
2

2
2

1
2

212121 |||||||||||| zzzzzzzz � ��� �  

22112121 )) (( zzzzzzzz ��� ���  

22112121 zzzzzzzz ��� ����  

και, επειδή η τελευταία ισότητα ισχύει, θα ισχύει και η ισοδύναμη αρχική.
Ανάλογα αποδεικνύεται και η δεύτερη ιδιότητα. 

īενικά, αποδεικνύεται ότι

 νν ��� 2121 | | | || | || ... ...z z z z z z

και ειδικότερα
 νν  | | | |z z .

Τέλος, από τη γνωστή μας τριγωνική ανισότητα 
και από τη γεωμετρική ερμηνεία του αθροίσμα-
τος z � � z � και της διαφοράς z � ± z � δύο μιγαδι-
κών προκύπτει ότι� 

| ||||||||| 212121 || zzzzzz �d�d�

Επίσης, είναι φανερό ότι το μέτρο του διανύ-

σματος O N  είναι ίσο με το μέτρο του διανύσματος 12 MM . Επομένως�

³ȉο μȑτρο τȘȢ διαĳορȐȢ δύο μιγαδικȫν είναι ίσο με τȘν απόστασȘ τȦν εικόνȦν 
τουȢ´�

ǻηλαδή�

 ||)( 2121 zzMM � 

Έτσι, για παράδειγμα, η εȟίσωση  3|)2(|  �� iz  
επαληθεύεται μόνο από τους μιγαδικούς z  που 
έχουν την ιδιότητα οι εικόνες τους να απέχουν 
από την εικόνα του μιγαδικού � � L, δηλαδή από το 
σημείο K (�,��, απόσταση � μονάδες. Επομένως, η 
εȟίσωση αυτή είναι εȟίσωση κύκλου με κέντρο το 
σημείο K (�,�� και ακτίνα ρ =  �.
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īενικά, η εȟίσωση

 0,0 ! � ρρz z

παριστάνει τον κύκλο με κέντρο το σημείο Ȁ( z 0 � και 
ακτίνα ρ.
Επίσης, η εȟίσωση  |)31(||)21(| iziz ��� ��  επαλη-
θεύεται μόνο από τους μιγαδικούς z  που έχουν την ιδι-
ότητα οι εικόνες τους να ισαπέχουν από τις εικόνες των 
μιγαδικών � � �i  και ±� � �i , δηλαδή από τα σημεία ǹ(�, 
�� και Ǻ(±�, ��. Επομένως, η εȟίσωση αυτή είναι εȟίσωση 
της μεσοκαθέτου του ευθύγραμμου τμήματος Ȁȁ.

īενικά, η εȟίσωση
 |||| 21 � �z z z z

παριστάνει τη μεσοκȐșετο του τμήματος με άκρα τα σημεία ǹ( z �� και Ǻ( z � ) .

ΕĭǹΡΜΟΓΕΣ
1.  ǹν για τουȢ μιγαδικούȢ z 1 , z 2, …, z Ȟ ισȤύει

 
12

21

1 �
�
�

��
�
�

�
�
�

ν

ν


i
i i i

i iz
z z z

zz ,

 
να αποδειȤτεί ότι κανȑναȢ από αυτούȢ δεν είναι πραγματικόȢ αριșμόȢ�

ǹȆΟǻΕΙȄΗ
Αν ένας από τους z �, z �, «, z Ȟ, για παράδειγμα ο z ț, ήταν πραγματικός, τότε οι μιγαδικοί 

z ț�࣓�L και z ț +  i  θα ήταν συȗυγείς και επομένως 

αφού τα μέτρα δύο συȗυγών μιγαδικών είναι ίσα. Τότε όμως θα είχαμε

 
1

2

2

1

1 t
�
�

��
�
�

��
�
�

�
�
�

iz
iz

iz
iz

iz
iz

iz
iz

Q

Q

N

N
 ,

που είναι άτοπο.

2. ǹν για το μιγαδικό z  ισȤύει 222 ((  �� iz � να βρεșεί�
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α� ȅ γεȦμετρικόȢ τόποȢ τȘȢ εικόναȢ του z  στο μιγαδικό επίπεδο�
β� Ǿ μȑγιστȘ και Ș ελȐȤιστȘ τιμȒ του | |z .

ΛΥΣΗ

α� Ǿ ισότητα
 

| ( ) |� �  2 2 2z i  επαληθεύεται από όλους τους μιγαδικούς z  που έχουν την 

ιδιότητα οι εικόνες τους να απέχουν από το σημείο Ȁ(�,�� σταθερή απόσταση ίση με  2  
και μόνο από αυτούς. Επομένως, ο ȗητούμενος γεωμετρικός τόπος είναι ο κύκλος με 

κέντρο Ȁ(�,�� και ακτίνα ρ =   2 , δηλαδή ο κύκλος 

(x  ± ��� � (y  ± ���   �.

β� Το | |z  είναι η απόσταση της εικόνας Ȃ(z � από την 
αρχή ȅ(0,0�, δηλαδή το μήκος (ȅȂ�. Από τη īεωμετρία, 
όμως, γνωρίȗουμε ότι αν η ευθεία ȅȀ τέμνει τον κύκλο 
στα ǹ και Ǻ, τότε  ( ) ( ) ( )O A O M O Bd d , που σημαίνει 
ότι η μέγιστη τιμή του | |z  είναι το μήκος (ȅǺ� και η 
ελάχιστη το μήκος (ȅǹ�.

Ǿ εȟίσωση, όμως, της ευθείας ȅȀ είναι η y  =  x . 
Επομένως, οι συντεταγμένες των σημείων ǹ και Ǻ θα 
είναι οι λύσεις του συστήματος

2 2( 2) ( 2) 2x y
y x

 − + − =


=  
,

που είναι τα ȗεύγη (�,�� και (�,��. Άρα, η μέγιστη τιμή του | |z  είναι ίση με 

( )O B  �  3 3 3 22 2  και η ελάχιστη ίση με  ( )O A  �  1 1 22 2 .

ǹΣΚΗΣΕΙΣ

ǹǯ ȅȂǹǻǹȈ
1.   ȃα βρείτε τα μέτρα των μιγαδικών αριθμών�

� � L,       � ± L,       � � �L,       � ± �L,       ±�L,      ± �, 
i
i

−
+

1
1

,

(� ± L��Â(� � L��,       (� ± L�Â(� � �L�      και      
3
4 3

i
i

+
−

.

��  ȃα βρείτε τα μέτρα των μιγαδικών αριθμών�

�00 � 0,ΓǹǻΙΚΟΙ ǹΡΙĬΜΟΙ
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(� � L��, 
 2

1
1

¸
¹
·

¨
©
§
�
�

i
i ,

2

1
1

¸
¹
·

¸
¹
·
�
�

i
i , 

2

¸̧
¹

·
¨̈
©

§
�
�

iȝȜ
iȝȜ , όπου Ȝ, ȝ�R με λ + ≠µ 0.

��  ȃα βρείτε τους μιγαδικούς z  =  x  � \L για τους οποίους ισχύει�

α )  22 || zz  β )  zz  � |1| γ ) ziz 2||  � .  

��  ȃα βρείτε πού ανήκουν οι μιγαδικοί z  για τους οποίους ισχύει�

α )  1||  z  β )  1||  � iz   

γ )  3|21|  �� iz  δ )  2||1� �z  

ε )  2|| tz .  

��  ȃα βρείτε πού ανήκουν οι εικόνες των μιγαδικών z  για τους οποίους ισχύει�
α�  |2||1| izz � �        β� |1||| �!� ziz

��   Αν x �R, να αποδείȟετε ότι η εικόνα του μιγαδικού 
 

ix
x iz
�
�

 
1

 ανήκει στον κύ-
κλο με κέντρο O  και ακτίνα ρ =  �.

��   Από τους μιγαδικούς z , για τους οποίους ισχύει  2|4|  � iz , ποιος έχει το ελάχι-
στο και ποιος το μέγιστο δυνατό μέτρο�

��   Αν για τους μιγαδικούς z  ισχύει | |z    �, να βρείτε που ανήκουν οι εικόνες των 
μιγαδικών w  με w    �z  � �.

��   īια δύο μιγαδικούς αριθμούς z � και z � να αποδείȟετε ότι 
2 2 2 2

1 2 1 2 1 2| | | | 2 | | 2 | |z z z z z z+ + − = + .

Ǻǯ ȅȂǹǻǹȈ

1.    ȃα δείȟετε ότι για κάθε μιγαδικό z  ισχύει�

|)I m ( .||)R e (|||2 zzz �t�

��   Έστω ο μιγαδικός z , για τον οποίο ισχύει  1�≠z . ȃα αποδείȟετε ότι�

Αν | |z  = �, τότε ο  
1
1

�
�

 
z
zw  είναι φανταστικός αριθμός και αντιστρόφως.

��   Έστω ο μιγαδικός z  με  0≠z . ȃα αποδείȟετε ότι� ȅ 
zzw 1

�  είναι πραγματικός, 

αν και μόνο αν ο z  είναι πραγματικός ή | |z  =  �.
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��   Έστω ο μιγαδικός z  με z ≠ αL, όπου α�R * . ȃα αποδείȟετε ότι� ο z iw
iz

α
α

+
=

+
 είναι 

φανταστικός, αν και μόνο αν ο z  είναι φανταστικός.

��   Αν η εικόνα του μιγαδικού z  ανήκει στον κύκλο κέντρου ȅ(0,0� και ακτίνας ρ =  �, 

να δείȟετε ότι το ίδιο ισχύει και για την εικόνα του μιγαδικού 2
2

z iw
iz

−
=

+
.

��   Αν για το μιγαδικό z  ισχύει | 2 1 | | 2 |z z− = − , να δείȟετε ότι η εικόνα του z  ανήκει 
στον κύκλο με κέντρο ȅ(0,0� και ακτίνα ρ =  �.

��   Αν για το μιγαδικό z  ισχύει | |z = �, να βρείτε την τιμή της παράστασης 
 22 |1||1| zzA ��� . ȃα ερμηνεύσετε γεωμετρικά το συμπέρασμα.

��   ȃα βρείτε το γεωμετρικό τόπο των εικόνων Ȃ των μιγαδικών z , για τους οποίους 
ισχύει� |4||1| izz � � . Ȇοιο από τα σημεία Ȃ απέχει την ελάχιστη απόσταση 
από την αρχή ȅ(0,0�.

��   Αν Ȃ� και Ȃ� είναι οι εικόνες των μιγαδικών z � και z � αντιστοίχως και 
1

12
4
zzz � ,  

να αποδείȟετε ότι� ǵταν το Ȃ� κινείται σε κύκλο κέντρου ȅ(0,0� και ακτίνας �, 
τότε το Ȃ� κινείται σε μια έλλειψη.

���   α� Αν 1||  z , να δείȟετε ότι 
 

zz 1
 .

β�  Αν για τους μιγαδικούς z �, z �, «, z κ ισχύει  1||. . .|||| 21     țzzz , να απο-

δείȟετε ότι� 
ț

ț zzz
zzz 1. . .11|. . .|

21
21 ��� ��� .
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��� ΤΡΙΓΩȃΟΜΕΤΡΙΚΗ ΜΟΡĭΗ ΜΙΓǹǻΙΚΟΥ

ΕȚıĮȖȦȖȒ
Ǿ αποδοχή των μιγαδικών αριθμών, εκτός από τις δυνατότητες που άνοιȟε στην επίλυση 
των εȟισώσεων, έδωσε μεγάλη ευελιȟία στον αλγεβρικό λογισμό. īια παράδειγμα, η παρά -
σταση x � � y � μπορεί τώρα να παραγοντοποιηθεί στη μορφή (x  � \L�(x  ± \L�. ȅι μαθηματικοί 
εκμεταλλεύτηκαν αυτό το γεγονός σε πολλά ȗητήματα, όπως είναι, για παράδειγμα, ο 
πολλαπλασιασμός και η διαίρεση των τόȟων ενός κύκλου. Το ���� ο $. GH 0RLYUH, συν-
δυάȗοντας τον υπολογισμό των κυβικών ριȗών παραστάσεων της μορφής βia �  (που 
εμφανίȗονται στον τύπο επίλυσης της x �   S[ � q � με την τριγωνομετρική ταυτότητα �ημθ 
± �ημ�θ =  ημ�θ, έδωσε τις πρώτες ιδέες για την τριγωνομετρική παράσταση των μιγαδικών 
αριθμών. Το ���� ο /. (XOHU, ȟεκινώντας από την ανάλυση της ισότητας συν�θ � ημ�θ   
� στη μορφή (συνθ � Lημθ� (συνθ ± Lημθ�   �, τόνισε τη σημασία των παραστάσεων της 
μορφής συνθ � Lημθ και έδειȟε ότι (συνx  � Lημx � (συνy  � Lημy �   συν(x  � y � � Lημ(x  � y �. 
īενικεύοντας έφτασε στη σχέση n zin zziz n ημσυν)ημσυν( r r  (που σήμερα φέρει το 
όνομα του GH 0RLYUH�, από την οποία, με χρήση του διωνυμικού αναπτύγματος, βρήκε 
τύπους για τα ημȘ] και συνnz .
Ȉε όλες τις προηγούμενες περιπτώσεις οι μιγαδικοί αντιμετωπίȗονταν ως καθαρά συμβολικές 
παραστάσεις, που δεν απεικόνιȗαν κάποια συγκεκριμένη πραγματικότητα. Ǿ τριγωνομε-
τρική παράσταση έδωσε όμως τη δυνατότητα να χρησιμοποιηθούν (από τον &. :HVVHO το 
���� και τον 5. $UJDQG το ��0�� για την αναλυτική έκφραση της διεύθυνσης στο επίπεδο, 
ακριβώς όπως οι θετικοί και αρνητικοί χρησιμοποιούνται για τη διάκριση της φοράς στην 
ευθεία. Αυτές οι εȟελίȟεις διεύρυναν τις εφαρμογές των μιγαδικών και άνοιȟαν το δρόμο 
για τη γεωμετρική ερμηνεία τους, την οποία καθιέρωσε ο &.). *DXVV το ����.

ǵȡȚıȝĮ ΜȚȖĮįȚțȠȪ

Έστω ένας μη μηδενικός μιγαδικός αριθμός ]�=  x  � \L και  
OM
�����

�η αντίστοιχη διανυσματική ακτίνα του.
ȅνομάȗουμε όρισμα του μιγαδικού z  καθεμιά από τις 
γωνίες που έχουν αρχική πλευρά την ημιευθεία ȅ[ και 
τελική πλευρά την ημιευθεία ȅȂ.
Από όλα τα ορίσματα του z  ένα ακριβώς βρίσκεται στο 
διάστημα >0,�π�. Αυτό λέγεται πρȦτεύον όρισμα του 
μιγαδικού z  και συμβολίȗεται με $UJ�z �.
Είναι φανερό ότι�

Ɣ Το A r g ( z � είναι η γωνία που σχηματίȗει η διανυσματική ακτίνα του μιγαδικού z  με τον 
άȟονα [ƍ[.
Ɣ ǻυο ορίσματα του z  διαφέρουν κατά γωνία �țπ, ț�'.
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īια το μιγαδικό z  =  0 δεν ορίȗεται όρισμα. īι¶ αυτό, στη συνέχεια, όταν αναφερόμαστε σε 
όρισμα μιγαδικού, θα εννοούμε ότι z ≠0.

ΤȡȚȖȦȞȠȝİĲȡȚțȒ ΜȠȡĳȒ ΜȚȖĮįȚțȠȪ

Έστω ο μιγαδικός  0≠� y ixz , που έχει μέτρο 2 2z x yU   � . Αν θ είναι ένα όρισμα 
του z , τότε, από τον ορισμό των τριγωνομετρικών αριθμών σε ορθοκανονικό σύστημα, έχουμε

ρθ  συν   ρ
yθ  Șμx και

οπότε
x  =  ρσυνθ και y  =  ρημθ.

Επομένως, ο μιγαδικός z  γράφεται

z  =  x  � \L =  ρσυνθ � ρημθ�Â L,

δηλαδή παίρνει τη μορφή

z  =  ρ(συνθ � Lημθ�

ȅ τρόπος αυτός γραφής του μιγαδικού z  λέγεται τριγȦνομετρικȒ ή πολικȒ μορĳȒ του z .

īια παράδειγμα, αν iz �� 3 , τότε το μέτρο του z  είναι 21)3( 22  �� ρ  και για 
κάθε όρισμα του θ ισχύουν�

2
3συν � θ   

2
1ημ  θ .  και

Επομένως, μια τιμή του ορίσματος είναι η 
 

6
5 πθ  .  Άρα, έχουμε ¸

¹
·
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©
§ � 

6
5ημ

6
5συν2 πiπz  

ή γενικότερα�

 »
¼

º
«
¬

ª
¸
¹
·

¨
©
§ ��¸

¹
·

¨
©
§ � 

6
52ημ

6
52συν2 πțπiπțπz , ț�'.

Αποδεικνύεται ότι, αν για έναν μιγαδικό αριθμό z  ισχύει z  =  r (συνθ���Lημθ�, όπου r  > 0 
και θ�R, τότε η παράσταση r (συνθ���Lημθ� είναι τριγωνομετρική μορφή του μιγαδικού 
αριθμού z .
Επειδή ίσοι μιγαδικοί αριθμοί έχουν την ίδια εικόνα στο μιγαδικό επίπεδο και αντιστρόφως, 
έχουμε το ακόλουθο κριτήριο ισότητας μιγαδικών�
³ǻυο μȘ μȘδενικοί μιγαδικοί αριșμοί είναι ίσοι� αν και μόνο αν ȑȤουν ίσα μȑτρα και Ș 
διαĳορȐ τȦν ορισμȐτȦν τουȢ είναι ακȑραιο πολλαπλȐσιο του �ʌ´�
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ǻηλαδή�

Αν z � =  ρ� (ıȣȞθ� � Lημθ�� και z � =  ρ� (συνθ� � Lημθ�� είναι τριγωνομετρικές μορφές 
των μιγαδικών z � και z �, τότε� 

z �   z � � (ρ�    ρ� και θ� ± θ�   ț�. ��π, ț�'�.

ΤȡȚȖȦȞȠȝİĲȡȚțȒ ΜȠȡĳȒ ΓȚȞȠȝȑȞȠȣ ΜȚȖĮįȚțȫȞ
Αν z �   ρ� (συνθ� � Lημθ�� και z �   ρ� (συνθ� � Lημθ�� είναι οι τριγωνομετρικές 
μορφές δύο μιγαδικών αριθμών z � και z �, τότε για το γινόμενό τους έχουμε�

z �
. z �   ρ�(συνθ� � Lημθ�� Â ρ�(συνθ� � Lημθ��

= ρ�ρ�>(συνθ� � Lημθ�� Â (συνθ� � Lημθ��@

= ρ�ρ�>(συνθ�συνθ� ± ημθ�ημθ�� � L(ημθ�συνθ� � συνθ�ημθ��@ 

= ρ�ρ�>(συν(θ� � θ�� � Lημ(θ� � θ��@.

ȅμοίως, για το πηλίκο τους 
2

1
z
z , έχουμε�

) ]ημσυν) (ημσυν(
)ημσυν) (ημσυν(

) ]ημσυν(
)ημσυν(

2222
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2
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2
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� � � �
 

�

) ]ημ ()συν([ 2121
2

1 θθiθθ
ρ
ρ

��� .  

Αποδείȟαμε λοιπόν ότι�

Αν z � =  ρ� (συνθ� � Lημθ�� και z � =  ρ� (συνθ� � Lημθ�� είναι δυο μιγαδικοί σε 
τριγωνομετρική μορφή, τότε

z � 
. z � = ρ�

�ρ�>συν(θ� � θ�� � Lημ(θ� � θ��@

) ]ημ ()συν([ 2121
2

1

2

1 θθiθθρ
ρ

z
z

��� .

īια παράδειγμα, αν ¸
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3
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3
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τότε έχουμε�
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Από τις τριγωνομετρικές μορφές του γινομένου και του πηλίκου μιγαδικών προκύπτουν 
οι ιδιότητες

|||||| 2121 zzzz �  και  
||
||

2

1

2

1

z
z

z
z

 ,  

τις οποίες έχουμε συναντήσει και στην � �.�.

Ǿ γεωμετρική ερμηνεία του γινομένου και του πηλίκου δύο μιγαδικών φαίνεται 
στα παρακάτω σχήματα�

  

Ȉύμφωνα με τα παραπάνω�

Ɣ ȅ πολλαπλασιασμός του μιγαδικού z �   ρ� (συνθ� � Lημθ�� με το μιγαδικό z �   ρ� 
(συνθ� � Lημθ�� σημαίνει στροφή της διανυσματικής ακτίνας του z � κατά γωνία θ� 
και μετά πολλαπλασιασμό της με ρ� (Ȉχ. ���. Επομένως, ο πολλαπλασιασμός ενός 
μιγαδικού z  με το μιγαδικό συνθ � Lημθ στρέφει μόνο τη διανυσματική ακτίνα του 
z  κατά γωνία θ, αφού συν + iημ 1θ θ = . Ειδικότερα, ο πολλαπλασιασμός του z  με 

L στρέφει τη διανυσματική ακτίνα του z  κατά γωνία  
2
π , αφού 

2
ημ

2
συν πiπi � .
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Ɣ Ǿ διαίρεση του μιγαδικού z �   (συνθ� � Lημθ�� με το μιγαδικό z �   ρ� (συνθ� 
� Lημθ�� σημαίνει στροφή της διανυσματικής ακτίνας του z � κατά γωνία ±θ� και 

μετά πολλαπλασιασμό της με 
2

1
ρ

 (Ȉχ. ���.

ĬİȫȡȘȝĮ ĲȠȣ 'H 0RLYUH

Αν z  =  ρ (συνθ � Lημθ� είναι ένας μιγαδικός αριθμός σε τριγωνομετρική μορφή, 
σύμφωνα με τα προηγούμενα έχουμε�

z � =  z · z  =  ρ(συνθ � Lημθ�ρ(συνθ � Lημθ� =  ρ�(συν�θ � Lημ�θ�.

z � =  z � · z  =  ρ�(συν�θ � Lημ�θ�ρ(συνθ � Lημθ� =  ρ�(συν�θ � Lημ�θ�.

ȅμοίως, βρίσκουμε ότι

z � =  ρ�(συν�θ � Lημ�θ�.

z � =  ρ�(συν�θ � Lημ�θ�.

īενικά, ισχύει το επόμενο θεώρημα�

ĬǼȍȇǾȂǹ

Αν z  =  ρ(συνθ � Lημθ� είναι ένας μιγαδικός αριθμός σε τριγωνομετρική μορφή και 
Ȟ είναι ένας θετικός ακέραιος, τότε

z Ȟ   ρȞ>συȞ(Ȟθ� � Lημ(Ȟθ�@.

ǹȆΟǻΕΙȄΗ
Έστω P (Ȟ� η ισότητα που θέλουμε να αποδείȟουμε.

Ɣ   īια Ȟ   � η ισότητα γίνεται z � =  ρ�>συν(�Âθ� � Lημ(�Âθ�@ ή, ισοδύναμα, z  =  ρ(συνθ 
� Lημθ�, που ισχύει. Άρα η P (�� είναι αληθής.

Ɣ   Ĭα αποδείȟουμε ότι, αν P (Ȟ� αληθής, τότε P (Ȟ���  αληθής δηλαδή, αν z Ȟ   
ρȞ>συν(Ȟθ� � Lημ(Ȟθ�@, τότε z Ȟ���   ρȞ���>συν(Ȟ�� ��θ � Lημ(ν � ��θ@.

Ȇράγματι, έχουμε

z Ȟ��   z Ȟ · z    ρȞ>συν(Ȟθ� � Lημ(Ȟθ�@Âρ(συνθ � Lημθ�

  ρȞ��>συν(Ȟ�� ��θ � Lημ(Ȟ�� ��θ@.

Άρα, η P (Ȟ� αληθεύει για όλους τους θετικούς ακεραίους Ȟ. Ŷ
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īια παράδειγμα, αν iz � 3 , επειδή ¸
¹
·

¨
©
§ � 

6
ημ

6
συν2 πiπz , έχουμε�

 19 9 8
19 9 8

6
ημ

6
συν2 »

¼

º
«
¬

ª
¸
¹
·

¨
©
§ � 

πiπz
 

¸
¹
·

¨
©
§ � 

6
19 9 8ημ

6
19 9 8συν2 19 9 8 πiπ

πiπ ημ 3 3 33 33συν(2 19 9 8 � ) πiπ ημσυν(2 19 9 8 � ) 19 9 82� .  

Το προηγούμενο θεώρημα αποδίδεται στο μαθηματικό 'H 0RLYUH και γι¶ αυτό 
φέρει το όνομά του.

Το Ĭεώρημα του 'H 0RLYUH ισχύει και όταν ο εκθέτης είναι αρνητικός ακέραιος.

Ȇράγματι, έχουμε

ΕĭǹΡΜΟΓΕΣ

��   Να βρεșεί το σύνολο τȦν εικόνȦν τȦν μιγαδικȫν z � για τουȢ οποίουȢ 

ισȤύει
1 6
1 πA r g  ¸
¹
·

¨
©
§

�
�z

z .

ΛΥΣΗ

Αν z    x  � \L, τότε 
 

i
yx

y
yx

yx
y ix
y ix

z
z

2222

22

)1(
2

)1(
1

)1(
)1(

1
1

��
�

��
��

 
��
��

 
�
�

.

Άρα, 

B iA
z
z

� 
�
�

1
1 , όπου

 
22

22

)1(
1

yx
yxA
��
��

   και 
22)1(

2
yx

yB
��

 .

ȞȞ
Ȟ

θiθρ
θiθρ

)ημσυν(
1) ]ημσυν([
�

 � �  

) )ημ ()συν((
)0ημ0συν(1
ȞθiȞθρ

ρ

ρ

i
Ȟ ��

��
  

i  

i .  

22-0181-02_HR.indb   108 12/12/2013   10:47:14 πμ



� 0,ΓǹǻΙΚΟΙ ǹΡΙĬΜΟΙ �0�

Επομένως, η συνθήκη 
61

1 π
z
zA r g  ¸

¹
·

¨
©
§

�
�  είναι 

ισοδύναμη με τις σχέσεις�

°
¯

°
®

­

!

 
���

°̄

°
®
­

!

 

0
3

1
1

2

0
6

εφ 22

y
yx
y

Ǻ

π
A
B

 

°̄
°
®
­

!
 ���

0
2)3( 222

y
yx .  

Άρα, το σύνολο των εικόνων του z  είναι το τόȟο του κύκλου κέντρου . ( , )0 3  
και ακτίνας ρ   � που είναι πάνω από τον άȟονα [ƍ[. 

��  ǹν ȘμĮ + Șμȕ + ȘμȖ = � και συνĮ + συνȕ + συνȖ = �� να αποδειȤτεί ότι

α� συν�Į + συν�ȕ + συν�Ȗ = �συν�Į + ȕ + Ȗ�

β� Șμ�Į + Șμ�ȕ + Șμ�Ȗ = �Șμ�Į + ȕ + Ȗ��

ΛΥΣΗ
Έστω οι μιγαδικοί D =  συνα � Lημα, b  =  συνβ � Lημβ, c  =  συνȖ � LημȖ. Έχουμε

D � b  � c    (συνα � συνβ � συνȖ� � L(ημα � ημβ � ημȖ�   0 � 0L   0

και επομένως, D� � b � � c �   �D b c .

Με αντικατάσταση των D, b  και c  έχουμε διαδοχικά�

(συνα � Lημα�� � (συνβ � Lημβ�� � (συνȖ � LημȖ��  

     =  �(συνα � Lημα� (συνβ � Lημβ� (συνȖ � LημȖ�

(συν�α � Lημ�α� � (συν�β � Lημ�β� � (συν�Ȗ � Lημ�Ȗ�  

     =  �>συν(α � β � Ȗ� � Lημ(α � β � Ȗ�@

(συν�α � συν�β � συν�Ȗ� � L (ημ�α � ημ�β � ημ�Ȗ� 

     =  �συν(α � β � Ȗ� � L�ημ(α � β �Ȗ�.

Εȟισώνοντας τα πραγματικά και τα φανταστικά μέρη των δύο μελών έχουμε�
συν�α � συν�β � συν�Ȗ   �συν(α � β � Ȗ� και 

ημ�α � ημ�β � ημ�Ȗ   �ημ(α � β � Ȗ�.
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ǹΣΚΗΣΕΙΣ

ǹǯ ȅȂǹǻǹȈ

��    ȃα γράψετε σε τριγωνομετρική μορφή τους μιγαδικούς�

α� i31�   β�  i31�  

γ�  i31��   δ�  i31��  

ε� � στ� ± �. 

��    ȃα κάνετε τις πράȟεις�

��   ȃα κάνετε τις πράȟεις

��   ȃα βρείτε τις δυνάμεις

��   ȃα υπολογίσετε την παράσταση 
6

1
2

�

¸̧
¹

·
¨̈
©

§ � i .

��   Αν 
2

31 iz �
 , να υπολογίσετε τον z �000.

α )  4 ( συν15 ημ15 ) 6 ( συν 3 0 ημ3 0 )i i� � �D D D D  

β )  ¸
¹
·

¨
©
§ ��¸

¹
·

¨
©
§ �

8
3ημ

8
3συν2

8
ημ

8
συν5 πiππiπ  

γ )  ¸
¹
·

¨
©
§ ��¸

¹
·

¨
©
§ �

10
3ημ

10
3συν

10
2ημ

10
2συν πiππiπ .  

α )  2 5 ( συν16 0 ημ16 0 )
5 ( συν10 0 ημ10 0 )

i
i
�
�

D D

D D

 β )  

3
ημ

3
συν

6
5ημ

6
5συν6

πiπ

πiπ

�

¸
¹
·

¨
©
§ �

 

γ )  7 ( συν13 0 ημ13 0 )
14 ( συν ( 2 0 ) ημ ( 2 0 ) )

i
i

�
� � �

D D

D D

.  

α )  3[ 2 ( συν2 0 ημ2 0 ) ]i�D D  β )  
8

4
5ημ

4
5συν3 »

¼

º
«
¬

ª
¸
¹
·

¨
©
§ �

πiπ  

γ )  
16

4
ημ

4
συν ¸̧

¹

·
¨̈
©

§
¸
¹
·

¨
©
§��¸

¹
·

¨
©
§�

πiπ .  
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��   Αν  iz � 31  και z i2 3= − , να υπολογίσετε την παράσταση  ȞȞ zz 21 � , όπου ν 
θετικός ακέραιος.

��   ȃα ερμηνεύσετε γεωμετρικά τη διαίρεση ενός μιγαδικού z  με L.

��   Αν 31� z i  και w  =  � ��L, να δείȟετε ότι 
 

12
π

w
zA r g  ¸
¹
·

¨
©
§  και να βρείτε το 

12
ημ π

και το 
12

συν π .

���   ȃα βρείτε το μέτρο και το βασικό όρισμα του μιγαδικού  z ≠0 αν z � =  z .

Ǻǯ ȅȂǹǻǹȈ
��   α� ȃα βρείτε το μέτρο και ένα όρισμα του μιγαδικού w , όπου

 Ȟ

θiθ
θiθw ¸̧
¹

·
¨̈
©

§
��
��

 
ημσυν1
ημσυν1 ,  Ȟ��
   και  ( 2 1) ,T N S N≠ � � .

β� ȃα βρείτε την τιμή της παράστασης 
10 0

222
22 .2

¨
¨
©

§
¨
¨
©

§

� �
��

i
i

��   α� ȃα δείȟετε ότι αν (� � L�Ȟ   (� ± L�Ȟ, όπου Ȟ��*  τότε Ȟ   �ț, κ�� 

β� Αν 
ȞȞ

iiȞf ¸̧
¹

·
¸̧
¹

·
¨̈
©

§ �
�¨̈

©

§ �
 

2
1

2
1)( , να δείȟετε ότι f (Ȟ � �� � f (Ȟ�   0.

��   ȃα αποδείȟετε ότι για z �, z � �c±{ 0 }  ισχύει�

 |||||| 2121 zzzz � � , αν και μόνο αν )()( 21 zA r gzA r g  .

��   ȃα βρείτε το γεωμετρικό τόπο των εικόνων Ȃ των μιγαδικών z , για τους οποίους 
ισχύει�

α )  
6

)( πizA r g  �  β )  
4

)1( πzA r g  � γ )  
2
π

iz
zA r g  ¸

¹
·

¨
©
§

�
.  

��   Μεταȟύ όλων των μιγαδικών z  που ικανοποιούν τη συνθήκη 2|52| d�� iz , να 
βρείτε εκείνον που έχει�

α� Το μικρότερο πρωτεύον όρισμα 

β� Το μεγαλύτερο πρωτεύον όρισμα.
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��   Αν  θθz ημσυν � i , να αποδείȟετε ότι�

��   Αν για τους μιγαδικούς z  και w  ισχύουν 1||  z  και ziw )3( � , τότε�

α� ȃα βρείτε το γεωμετρικό τόπο των εικόνων του μιγαδικού w .

β� ȃα βρείτε την εικόνα εκείνου του μιγαδικού από τους w , για τον οποίο ισχύει

4
)( πwA r g  .

��   Αν 22

2

1
2

1
1

ț
ți

ț
țz

�
�

�
�

 και 
3

)( πzA r g  , να βρείτε τον πραγματικό αριθμό ț και 

το μιγαδικό z .

��   ǻίνεται το τριώνυμο 2 2 2
1 2 1 2( ) 2 | | (1 | | )(1 | | )f x x z z x z z= + − + + + , όπου z � και z � 

είναι δύο μιγαδικοί αριθμοί. ȃα αποδείȟετε ότι ( ) 0f x ≥ , για κάθε [�R.

��� ȆΟΛΥΩȃΥΜΙΚΕΣ ΕȄΙΣΩΣΕΙΣ ΣΤΟ C

ΕȚıĮȖȦȖȒ

Ǿ επίλυση των εȟισώσεων �ου και �ου βαθμού, η ³αναγκαστική´ επαφή με τους μιγαδικούς 
αριθμούς για την έκφραση των πραγματικών ριȗών και η εȟέλιȟη του αλγεβρικού λογισμού 
δημιούργησαν στις αρχές του ��ου αιώνα τις προȨποθέσεις για την ανάπτυȟη μιας γενικής 
θεωρίας των πολυωνυμικών εȟισώσεων στην Άλγεβρα. Ǻασικά στοιχεία αυτής της θεωρίας 
δεν ήταν μόνο οι μέθοδοι επίλυσης, αλλά και δομικά ȗητήματα, όπως οι σχέσεις ριȗών και 
συντελεστών μιας εȟίσωσης, καθώς και η σχέση ανάμεσα στο βαθμό και στο πλήθος των 
ριȗών. Το τελευταίο, που καθιερώθηκε αργότερα ως ĬεμελιȫδεȢ ĬεȫρȘμα τȘȢ ǱλγεβραȢ 

³țȐθİ�πȠȜȣȦȞȣȝȚțȒ�İȟȓıȦıȘ�Ȟ�βαθȝȠȪ�ȑȤİȚ�ıĲȠ�ıȪȞȠȜȠ�ĲȦȞ�ȝȚȖαįȚțȫȞ
�Ȟ�αțρȚβȫȢ�ρȓȗİȢ´�

διατυπώνεται στην αρχή διστακτικά, καθώς οι μιγαδικοί δε θεωρούνται ακόμη ισότιμοι 
προς τους υπόλοιπους αριθμούς. ȅ 5. 'HVFDUWHV, στο βιβλίο ǿǿǿ της ³/D *HRPHWULH´ (����� 
γράφει ότι� ³κάθε εȟίσωση μπορεί να έχει τόσες διαφορετικές ρίȗες όσες και οι διαστάσεις 
>δηλ. ο βαθμός@ της άγνωστης ποσότητας στην εȟίσωση´, αλλά ονομάȗει τις θετικές ρίȗες 

α )  )συν(21 Ȟθ
z

z Ȟ
Ȟ  �  β )  )ημ (21 Ȟθi

z
z Ȟ
Ȟ  � .  
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³αληθινές´, τις αρνητικές ³ψεύτικες´ και εισάγει για πρώτη φορά τον όρο ³φανταστικές´ 
για τις υπόλοιπες�

³«İȞȫ�ȝπȠρȠȪȝİ�Ȟα�θİȦρȒıȠȣȝİ�ȩĲȚ�Ș�İȟȓıȦıȘ�[� ± � x � � �� x  ± �0   0�ȑȤİȚ�ĲρİȚȢ�
ρȓȗİȢ��İȞ�ĲȠȪĲȠȚȢ�ȣπȐρȤİȚ�ȝȓα�ȝȩȞȠ�πραȖȝαĲȚțȒ�ρȓȗα��ĲȠ����İȞȫ�ȠȚ�ȐȜȜİȢ�įȪȠ�παραȝȑȞȠȣȞ�
ĳαȞĲαıĲȚțȑȢ´�

Το θεμελιώδες θεώρημα της Άλγεβρας άρχισε να αποκτά εȟαιρετική σημασία με την ανάπτυȟη 
της Ανάλυσης, καθώς η παραγοντοποίηση των πολυωνύμων έπαιȗε πρωταρχικό ρόλο στον 
υπολογισμό ολοκληρωμάτων (διάσπαση ρητών κλασμάτων σε απλά κλάσματα�. ȅ *.:. 
/HLEQL] έθεσε το ��0� αυτό το ȗήτημα ισχυριȗόμενος (λαθεμένα� ότι το πολυώνυμο x � � α� 
δεν αναλύεται σε γινόμενο παραγόντων �ου ή �ου βαθμού με πραγματικούς συντελεστές. 
Το γεγονός αυτό οδήγησε στις πρώτες συστηματικές προσπάθειες να αποδειχτεί ότι κάθε 
πολυώνυμο με πραγματικούς συντελεστές αναλύεται σε γινόμενο παραγόντων �ου ή �ου 
βαθμού, που αποτελεί μια άλλη ισοδύναμη μορφή του θεμελιώδους θεωρήματος. Ƕστερα 
από ορισμένες ημιτελείς προσπάθειες των G¶$OHPEHUW (�����, /. (XOHU (����� και -./. 
/DJUDQJH (�����, ο &.). *DXVV έδωσε την πρώτη αυστηρή απόδειȟη το ���� (σε ηλικία �� 
χρονών�, στη διδακτορική του διατριβή που είχε τίτλο� ³ȃέα απόδειȟη του θεωρήματος 
ότι κάθε ακέραια ρητή συνάρτηση μιας μεταβλητής μπορεί να αναλυθεί σε πραγματικούς 
παράγοντες πρώτου και δεύτερου βαθμού´.

Η ΕȟȓıȦıȘ ]Ȟ   1

īνωρίȗουμε ότι στο σύνολο των πραγματικών αριθμών η εȟίσωση z Ȟ�= �� έχει μια λύση, την 
z  =  �, αν ο Ȟ είναι περιττός και δύο λύσεις, τις z  =  � και z  =  ± �, αν ο Ȟ είναι άρτιος.

Ας λύσουμε τώρα στο σύνολο c των μιγαδικών αριθμών μερικές εȟισώσεις της μορφής z Ȟ�
 ��, όπου Ȟ θετικός ακέραιος. Έχουμε�

δηλαδή η εȟίσωση έχει στο c τρεις ρίȗες.

δηλαδή η εȟίσωση έχει στο σύνολο c τέσσερις λύσεις.

 

0)1) (1(011 233  ���� �� zzzzz  

01 �� z  ή  012  �� zz  

1 � z  ή  
2

31 iz ��
  ή  

2
31 iz ��

 ,  

 0)1) (1(011 2244  ��� �� zzzz  

012  �� z  ή  012  �z  

1 � z  ή  iz   ή  iz   ή  iz � ,  

x

x

22-0181-02_HR.indb   113 12/12/2013   10:47:20 πμ



��� � 0,ΓǹǻΙΚΟΙ ǹΡΙĬΜΟΙ

īενικά ισχύει το επόμενο θεώρημα�

ĬǼȍȇǾȂǹ

Ȉτο σύνολο των μιγαδικών αριθμών η εȟίσωση z Ȟ   �, όπου Ȟ θετικός ακέραιος, έχει 
Ȟ ακριβώς διαφορετικές λύσεις, οι οποίες δίνονται από τον τύπο�

2 2
N

NSNSN NSNSN N QQ Q .

ǹȆΟǻΕΙȄΗ

Έστω r (συνθ � Lημθ� μια λύση, σε τριγωνομετρική μορφή, της εȟίσωσης z Ȟ� ��.

Τότε,

>r (συνθ � Lημθ�@Ȟ =  �,

οπότε    r Ȟ(συν(Ȟθ� � Lημ(Ȟθ�� =  συν0 � Lημ0

Άρα, r Ȟ   � και Ȟθ ± 0 =  �țπ, για κάποιο ț��', οπότε r  =  � και 
Ȟ
țπθ 2

 . 

Επομένως, οι λύσεις της εȟίσωσης z Ȟ� ��, θα είναι της μορφής

Ȟ
țπi

Ȟ
țπz ț

2ημ2συν � ,   ț�'.           (��

Αλλά και αȞĲȚıĲρȩĳȦȢ, κάθε μιγαδικός της μορφής 
Ȟ
țπi

Ȟ
țπz ț

2ημ2συν � , ț�' είναι 
λύση της εȟίσωσης z Ȟ� ��, αφού 

1)2(ημ)2(συν2ημ2συν  � ¸
¹
·

¨
©
§ � țπițπ

Ȟ
țπi

Ȟ
țπz

Ȟ

ț .

Άρα, οι λύσεις της εȟίσωσης z Ȟ� �� είναι όλοι οι αριθμοί της μορφής

Ȟ
țπi

Ȟ
țπz ț

2ημ2συν � , ț��'.           (��

īια ț =  0 έχουμε την προφανή λύση z 0  =  �.

Αν θέσουμε Ȧ
Ȟ
πi

Ȟ
πz  ¸

¹
·

¨
©
§�¸

¹
·

¨
©
§ 

2ημ2συν1 , τότε για τις ρίȗες της z Ȟ� ��, θα ισχύει�

ț
ț

ț Ȧ
Ȟ
πi

Ȟ
π

Ȟ
țπi

Ȟ
țπz  ¸

¹
·

¨
©
§ � � 

2ημ2συν2ημ2συν , ț��'.
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Είναι λοιπόν�

z 0    =  �   z Ȟ     =  ȦȞ     =  �

z 1   =  Ȧ   z Ȟ+ 1  =  ȦȞ+ 1  =  ȦȞ�Â Ȧ     =  Ȧ

z �      =  Ȧ 2    z Ȟ+ 2   =  Ȧν��  =  ȦȞ Â Ȧ 2     =  Ȧ 2   κ.τ.λ.
.    .
.    .
.    .
z Ȟ– 1 =  ȦȞ– 1                  z 2 Ȟ– 1   Ȧ 2 Ȟ– 1 =  ȦȞ Â ȦȞ– 1 =  ȦȞ– 1

Ȇαρατηρούμε, λοιπόν, ότι οι λύσεις της z Ȟ =  � που δίνονται από την (�� δεν είναι όλες διαφορε-
τικές μεταȟύ τους. Ĭα εȟετάσουμε για ποιες τιμές του ț έχουμε διαφορετικές λύσεις. Επειδή για 
κάθε ț�' υπάρχουν ακέραιοι ρ και ȣ τέτοιοι, ώστε να ισχύει ț =  ρȞ � ȣ με 0 ≤ <υ ν, έχουμε�

Ȧț =  ȦρȞ�ȣ =  (ȦȞ�ρ�Â Ȧȣ =  � Â Ȧȣ =  Ȧȣ.

ǻηλαδή, για κάθε ț�' η λύση z ț ταυτίȗεται με μια από τις 

�, Ȧ, Ȧ 2 , Ȧ 3 , ..., ȦȞ– 1.

Ĭα δείȟουμε τώρα ότι οι λύσεις � =  Ȧ0 , Ȧ1, Ȧ2 , Ȧ3 , ..., ȦȞ– 1 είναι διαφορετικές μεταȟύ τους. 
Έστω ότι δε συμβαίνει αυτό. Τότε θα υπάρχουν φυσικοί Ȝ1, Ȝ 2  με  ȞȜȜ ��d 210 , τέτοιοι, 
ώστε ȦȜ1 =  ȦȜ 2 , οπότε θα έχουμε διαδοχικά�

Ȟ
πȜ

iȞ
πȜ

Ȟ
πȜ

iȞ
πȜ 2211 2

ημ
2

συν
2

ημ
2

συν � �  

πȝȞ
πȜ

Ȟ
πȜ 222 11 � � ,   

ȞȝȜȜ  � 21 ,

Από την τελευταία ισότητα προκύπτει ότι ο ακέραιος Ȟ διαιρεί τη διαφορά Ȝ1 ± Ȝ 2 . Αυτό 
όμως είναι άτοπο, αφού 0 � Ȝ1 ± Ȝ 2  � Ȟ. Επομένως, οι λύσεις της εȟίσωσης z Ȟ�  � είναι οι Ȟ�
διαφορετικοί αριθμοί 

1, Ȧ, Ȧ2, Ȧ3, ..., ȦȞ– 1 , όπου ¸
¹
·

¨
©
§�¸

¹
·

¨
©
§ 

ν
π

ν
πω 2Șμ2συν i .

ȅι λύσεις αυτές λέγονται και νιοστȑȢ ρίȗεȢ τȘȢ μονȐδαȢ.  Ŷ

Ȉȋȅȁǿȅ
ȅι εικόνες ǹ 0 , ǹ1, ǹ 2 , ..., ǹȞ� – 1 των λύσεων �, 
Ȧ, Ȧ 2 , Ȧ 3 , ..., ȦȞ� – 1 της εȟίσωσης z Ȟ   � είναι 
κορυφές κανονικού πολυγώνου με Ȟ πλευρές, 
εγγεγραμμένου σε κύκλο με κέντρο ȅ(0, 0� 
και ακτίνα r  =  �. Ȇιο συγκεκριμένα�

Ѩ Ǿ κορυφή ǹ 0  παριστάνει τη λύση �.

   για κάποιο ȝ�'

   για κάποιο ȝ�'.
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Ѩ   Ǿ επόμενη κορυφή ǹ� παριστάνει τη λύση ¸
¹
·

¨
©
§�¸

¹
·

¨
©
§ 

Ȟ
πi

Ȟ
πȦ 2ημ2συν .

Ѩ   Ǿ κορυφή ǹ� παριστάνει την Ȧ� και προκύπτει από την Ȧ με στροφή του διανύσματος    1O A  

κατά γωνία  
Ȟ
π2 , δηλαδή κατά γωνία ίση με την κεντρική γωνία του κανονικού Ȟ�γωνου.

Ѩ   + κορυφή ǹ� παριστάνει την Ȧ� και προκύπτει από την Ȧ με στροφή του διανύσματος 
 

1O A  κατά γωνία 
Ȟ
π22 �  κτλ.

Η ΕȟȓıȦıȘ ]Ȟ =  D� D � �
Έστω D =  ȡ�συνș + i Șμș� μια τριγωνομετρική μορφή του μιγαδικού D. Τότε από τον τύπο 
του GH 0RLYUH έχουμε� 

ν
ν

ν
θ

ν
θρ ¸̧

¹

·
¨̈
©

§
¸
¹
·

¨
©
§ � συν i Șμa .

Αν θέσουμε 
 

¸
¹
·

¨
©
§ � Ȟ

θi
Ȟ
θρz Ȟ ημσυν0  , τότε η εȟίσωση z Ȟ =  D γράφεται ȞȞ zz 0 ή, ισοδύναμα,

 
1

0

 ¸̧
¹

·
¨̈
©

§
Ȟ

z
z

Επομένως, το   
0z
z μπορεί να πάρει τις Ȟ διαφορετικές τιμές

�, Ȧ, Ȧ�, Ȧ�, ..., ȦȞ�±�, όπου ¸
¹
·

¨
©
§�¸

¹
·

¨
©
§ 

Ȟ
πi

Ȟ
πȦ 2ημ2συν ,

οπότε οι λύσεις της εȟίσωσης z Ȟ =  D είναι οι αριθμοί

»
¼

º
«
¬

ª
¸
¹
·

¨
©
§�¸

¹
·

¨
©
§�¸

¹
·

¨
©
§ � � 

Ȟ
țπi

Ȟ
țπ

Ȟ
θi

Ȟ
θρȦzz Ȟț

ț
2ημ2συνημσυν0

Αποδείȟαμε λοιπόν ότι�
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Ȉτο σύνολο των μιγαδικών αριθμών η εȟίσωση z ν =  D, όπου Ȟ θετικός ακέραιος και 
D =  ρ(συνθ � Lημθ�, || ρ a , έχει Ȟ διαφορετικές λύσεις οι οποίες δίνονται από τον 
τύπο�

.

ȅι εικόνες των λύσεων της εȟίσωσης z Ȟ =  D στο μιγαδικό επίπεδο είναι κορυφές κανονι-
κού πολυγώνου με Ȟ πλευρές, εγγεγραμμένου σε κύκλο με κέντρο ȅ(0,0� και ακτίνα Ȟ ρ ,

όπου || ρ a .

Έστω για παράδειγμα η εȟίσωση

    )3(165 iz � .                                           (��

Επειδή , οι λύσεις z ț της εȟίσωσης (�� δίδονται από τον τύπο

Ȇιο συγκεκριμένα οι λύσεις είναι�

ȅι λύσεις αυτές είναι κορυφές κανονικού πενταγώνου εγγεγραμμένου σε κύκλο ακτίνας ρ   �.

ȆȠȜȣȦȞȣȝȚțȑȢ ΕȟȚıȫıİȚȢ ȝİ ȆȡĮȖȝĮĲȚțȠȪȢ ΣȣȞĲİȜİıĲȑȢ
ǵπως αναφέρθηκε στην εισαγωγή, κάθε πολυωνυμική εȟίσωση P (z �   0, νιοστού βαθμού, 
δηλαδή κάθε εȟίσωση της μορφής

αȞz
Ȟ � αȞ±�z

Ȟ±� � ... � α�z  � α 0    0,            αȞ ≠0,

¸
¹
·

¨
©
§ � 

3 0
ημ

3 0
συν20

πiπz ,

 ¸
¹
·

¨
©
§ � 

3 0
13ημ

3 0
13συν21

πiπz ,  

¸
¹
·

¨
©
§ � 

3 0
2 5ημ

3 0
2 5συν22

πiπz ,  

¸
¹
·

¨
©
§ � 

3 0
3 7ημ

3 0
3 7συν23

πiπz ,  

¸
¹
·

¨
©
§ � 

3 0
4 9ημ

3 0
4 9συν24

πiπz .  
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έχει στο σύνολο των μιγαδικών αριθμών Ȟ ακριβώς ρίȗες.

Αν z �, z �, «, z Ȟ είναι οι ρίȗες του πολυωνύμου P (z � (οι οποίες δεν είναι κατανάγκη διαφορε -
τικές�, τότε αποδεικνύεται ότι το πολυώνυμο αναλύεται σε γινόμενο παραγόντων ως εȟής�

P �z � = ĮȞ�z  ± z 1 � �z  ± z 2�Â ��� Â�z  ± z Ȟ�

Επομένως, η επίλυση πολυωνυμικών εȟισώσεων στο  c γίνεται με τις ίδιες μεθόδους που 
χρησιμοποιούνται και στο σύνολο R των πραγματικών αριθμών. 

Ȉτη συνέχεια θα περιοριστούμε σε πολυωνυμικές εȟισώσεις με πραγματικούς μόνο συ-
ντελεστές.
Έχουμε ήδη λύσει τη δευτεροβάθμια εȟίσωση, η οποία, όπως είδαμε, έχει δύο ρίȗες, οι 
οποίες, αν δεν είναι πραγματικές, είναι μιγαδικές συȗυγείς. Ας λύσουμε τώρα μία ανωτέρου 
βαθμού, για παράδειγμα την z � ± �z � � �z  ± �   0, που είναι πολυωνυμική τρίτου βαθμού. 
Με σχήμα +RUQHU έχουμε�

  0320)1) (32(0353 2223  ��� ���� ��� zzzzzzzz ή  ]�± � =  0.

ǵμως,

izzz 210322 � � ��  ή  iz 21� .   

Άρα, οι ρίȗες της εȟίσωσης είναι  i21� ,   i21� και �. Ȁαι στην περίπτωση αυτή παρατη-
ρούμε ότι οι μιγαδικές ρίȗες της εȟίσωσης είναι συȗυγείς. Το συμπέρασμα αυτό γενικεύεται 
για οποιαδήποτε πολυωνυμική εȟίσωση με πραγματικούς συντελεστές.

ĬǼȍȇǾȂǹ �

Αν ο μιγαδικός αριθμός z 0  =  α � βL είναι ρίȗα μιας πολυωνυμικής εȟίσωσης με πραγ-
ματικούȢ συντελεστȑȢ, τότε και ο συȗυγής του iβαz � 0  είναι ρίȗα της εȟίσωσης 
αυτής.

ǹȆΟǻΕΙȄΗ
Μια πολυωνυμική εȟίσωση, όπως γνωρίȗουμε, έχει τη μορφή�

αȞz
Ȟ � αȞ±�z

Ȟ�±� � ... � α�z  � α 0    0, όπου Ȟααα , . . . ,, 10 �R με αȞ ≠0.

Αφού ο αριθμός z 0  είναι ρίȗα της εȟίσωσης, έχουμε κατά σειρά�
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0001
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Ȟ 

 

0001
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010  ���� �
� αzαzαzα Ȟ
Ȟ

Ȟ
Ȟ 

 , αφού α 0 , α�, ..., αȞ�R .

Άρα, ο z 0  είναι και αυτός ρίȗα της εȟίσωσης.   Ŷ

ΕĭǹΡΜΟΓΕΣ

��   ǹν ¸
¹
·

¨
©
§�¸

¹
·

¨
©
§

 
ν
π

ν
2 π

ω
2

i Șμσυν � να αποδειȤτεί ότι�

α� � + Ȧ + Ȧ2 + Ȧ3 + ��� + ȦȞ±� = �  β� �ÂȦÂȦ2ÂȦ3Â���ÂȦȞ±� = �±��Ȟ±�.

ǹȆΟǻΕΙȄΗ

α�  Έχουμε 
 

0
1

11
1

1. . .1 132  
�
�

 
�
�

 ����� �

ȦȦ
ȦȦȦȦȦ
Ȟ

Ȟ

β�   

2. Να λυșεί Ș εȟίσȦσȘ x2 ± �συνș Â x + � = �� ǹν x1 � x2 είναι οι ρίȗεȢ τȘȢ εȟίσȦσȘȢ αυτȒȢ� 
να κατασκευαστεί εȟίσȦσȘ �ου βαșμού που να ȑȤει ρίȗεȢ τιȢ x1 2

QQ QQ, x .

ΛΥΣΗ

Έχουμε  0ημ4)1συν(44συν4 222 d� � � θθθǻ . Επομένως,

 
θiθiθθx ημσυν

2
ημ2συν2

2,1 r 
�r

 .

Ǿ ȗητούμενη εȟίσωση θα είναι η

)1(. . .321132 . . .1 ������  ����� ȞȞ ȦȦȦȦȦ  
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)1( �
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2ημ2συν
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Ȟ
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)1(2ημ

2
)1(2συν �
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πȞiπȞ )1(ημ)1(συν ���  

1)ημσυν( �� Ȟπiπ  

1)1( �� Ȟ  
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 0)( 212
2  ���� �

ννννx x x x xx .

Έχουμε

 )ημ ()συν()ημσυν(1 ȞθiȞθθiθx ȞȞ � � 

και

 2 ( συν ημ ) [ συν( ) ημ( ) ] συν( ) ημ( )Q Q Q

 )ημ ()συν( ȞθiȞθ � .

iiix

Επομένως�

 )συν(2)ημ ()συν()ημ ()συν(21 ȞθȞθiȞθȞθiȞθxx ȞȞ  ��� �

και

Άρα, η ȗητούμενη εȟίσωση είναι η�

x � ± �συν(Ȟθ�x  � �   0.

�� Να αναλυșεί σε γινόμενο πολυȦνύμȦν το πολυȫνυμο

P �x� = �x3 + �x2 + �x + ��

 αν γνȦρίȗουμε ότι ȑȤει ρίȗα το μιγαδικό αριșμό 21 � i .

ΛΥΣΗ
Αφού το P (x � έχει ρίȗα τον αριθμό  ix 210 � , θα έχει ρίȗα και το συȗυγή του, ix 210 � .  
Επομένως, το πολυώνυμο P ( x � διαιρείται με το γινόμενο  )) (()( 00 xxxxxQ �� , για το 
οποίο έχουμε

Αν κάνουμε τη διαίρεση του πολυωνύμου P (x � με το πολυώνυμο Q (x �, βρίσκουμε πηλίκο 
�x  � �. Επομένως είναι

P (x �   (x � ± �x  � ��(�x  � ��.

 ]2)1] [ (2)1[ () ]21() ] [21([)( ixixixixxQ ���� ���� 

 22 )2()1( ix �� 
 2212 ��� xx
 322 �� xx .
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Ȉȋȅȁǿȅ
īενικά, όπως αναφέρθηκε και στην εισαγωγή, κάθε πολυώνυμο με πραγματικούς συντε-
λεστές μπορεί να γραφεί ως γινόμενο πρωτοβάθμιων και δευτεροβάθμιων παραγόντων 
με πραγματικούς συντελεστές, όπου οι δευτεροβάθμιοι παράγοντες (αν υπάρχουν� έχουν 
αρνητική διακρίνουσα.

 

ǹΣΚΗΣΕΙΣ

ǹǯ ȅȂǹǻǹȈ
��    ȃα λύσετε τις εȟισώσεις και να παραστήσετε τις λύσεις στο μιγαδικό επίπεδο�

α� z �   �     β� z �   �    γ� z �   �.

��    ȃα λύσετε τις εȟισώσεις�

α� z � =  ± L     β�  ¸
¹
·

¨
©
§ � 

3
4ημ

3
4συν164 SS iz

γ� ¸
¹
·

¨
©
§ � 

6
5ημ

6
5συν2 4 35 SS iz .

��    ȃα λύσετε τις εȟισώσεις�

α� 
2

)1(23 iz �
    β� 

2
314 iz �

     γ� z � =  ± ��.

��    ȃα λύσετε τις εȟισώσεις�

α� z � � �z � � �z    �    β� z � � �z � � �   0.

��    Αν ο μιγαδικός � � L είναι ρίȗα της εȟίσωσης

�x � ± �0x � � �x  � �0   0,

να βρείτε και τις άλλες ρίȗες της.

��    Αν Z�είναι μια κυβική ρίȗα της μονάδος, με w ≠�, να βρείτε την τιμή της παρά -
στασης (� ± w  � w ��(� � w  ± w �� 

��    ȃα λύσετε την εȟίσωση

� � x  � x � � x � � x � � x �   0.
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��    ȃα λύσετε την εȟίσωση z � � �z � � �z  � �   0 και να δείȟετε ότι οι εικόνες των ριȗών 
είναι κορυφές ισόπλευρου τριγώνου.

Ǻǯ ȅȂǹǻǹȈ
��   ȃα λύσετε τις εȟισώσεις�

α� z �   � ± L     β� (z  ± ��� ± (� ± L�(z  � ���   0.

��   ȃα λύσετε την εȟίσωση z � � �z � � �z � � �z � � z � � (z  � ���   0.

��   ȃα λύσετε την εȟίσωση z � � �   0 και στη συνέχεια να βρείτε τα τριώνυ -
μα με πραγματικούς συντελεστές που είναι παράγοντες του πολυωνύμου  
z � ± z � � z � ± z � � z � ± z  � �.

��   Ȉτο σύνολο των μιγαδικών αριθμών να βρείτε τις κοινές λύσεις των εȟισώσεων 
(z � � ��� � z � � z    0 και z �� � �z �� � �   0.

��   ȃα βρείτε τους μιγαδικούς αριθμούς z , για τους οποίους ισχύει z z7 3 1 .

��   Αν η εȟίσωση (� � L]�Ȟ   S(� ± L]�Ȟ, Ȟ�� *  έχει πραγματική ρίȗα, να αποδείȟετε 
ότι 1||  p .

��   ǻίνεται η εȟίσωση x � ± �x  � �   0 με ρίȗες τις x � και x �.

α� ȃα υπολογίσετε τις τιμές των παραστάσεων x � � x �, x �x � και x x1
2

2
2� .

β� Αν η εȟίσωση x � � S[ � q    0 έχει ως ρίȗες τις  x 1
2 και x �

�, να βρείτε τις τιμές των 
S και q .

��   α� ȃα λύσετε την εȟίσωση

συν�θ· z � ± �συνθ· z  � (� ± �συν�θ�   0,    
 

22
STS

��� .

β�  ȃα αποδείȟετε ότι καθώς το θ μεταβάλλεται στο διάστημα ¸
¹
·

¨
©
§ �

2
,

2
SS

, οι εικόνες 
των λύσεων της εȟίσωσης κινούνται σε μια υπερβολή.

��    ȃα λύσετε την εȟίσωση

x � ± x � � x � ± �   0.
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ΓΕȃΙΚΕΣ ǹΣΚΗΣΕΙΣ

��   ǻίνεται η συνάρτηση  I� με 
 

zz
zzzf

�
��

 
)1) (1()(  με z �c και 0)R e ( ≠z .

α� ȃα αποδείȟετε ότι )(1 zf
z

f  ¸
¹
·

¨
©
§� .

β�  Έστω α, β δυο (σταθεροί� πραγματικοί αριθμοί διαφορετικοί από το 0. ȃα βρείτε 
το είδος της καμπύλης στην οποία ανήκουν τα σημεία Ȃ(x , y �, με x ≠0, για τα 
οποία οι μιγαδικοί αριθμοί z  =  α[�� β\L�ικανοποιούν τη σχέση 5H( f ( z ��   0.

��   Ĭεωρούμε τους μιγαδικούς z , w  και w �, για τους οποίους ισχύουν� w    z  ± ]L και
 

iw D
D
� 

1
1 , όπου α�R * . ȃα δείȟετε ότι αν το α μεταβάλλεται στο R * και ισχύει

 1ww  , τότε η εικόνα P  του z  στο μιγαδικό επίπεδο κινείται σε μια υπερβολή.

��   Ĭεωρούμε τους μιγαδικούς z    Ȝ � � � (�Ȝ ± ��L,�Ȝ�R.

α�  ȃα βρείτε το γεωμετρικό τόπο των εικ όνων του μιγαδικού z

β�   ȃα βρείτε το γεωμετρικό τόπο των εικόνων του μιγαδικού w  για τον οποίο 
ισχύει w    z  � (� � L� 

γ� ȃα βρείτε το μιγαδικό z  που έχει την πλησιέστερη εικόνα στην αρχή ȅ(0, 0�.

��   ȃα γραμμοσκιάσετε το τμήμα του μιγαδικού επιπέδου που ορίȗουν οι εικόνες των 
μιγαδικών z , για τους οποίους ισχύει�

α�   |||12| izz ���    β�  )R e (1|1| zz � � .

��   ȃα αποδείȟετε ότι αν οι μιγαδικοί z �, z �, «, z ț έχουν τις εικόνες τους στο ίδιο ημιεπίπε -
δο μιας ευθείας που διέρχεται από την αρχή ȅ(0, 0�, τότε ισχύει  0. . .21 ≠��� Nzzz .

��   ȃα αποδείȟετε ότι οι εικόνες των λύσεων της εȟίσωσης (� ± z �Ȟ =  z Ȟ είναι σημεία 

της ευθείας  
2
1

 x .
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7.    Αν το τριώνυμο α[� � β[ � Ȗ με πραγματικούς συντελεστές και α ≠ 0  δεν έχει 
πραγματικές ρίȗες, να αποδείȟετε ότι�

α�   īια οποιουσδήποτε πραγματικούς αριθμούς ț και Ȝ ισχύει

(αț� � βț � Ȗ�(αȜ� � βȜ � Ȗ� > 0.

β�   īια οποιουσδήποτε συȗυγείς μιγαδικούς z � και z � διαφορετικούς από τις ρίȗες 
του τριωνύμου ισχύει επίσης

 2 2
1 1 2 2( ) ( ) 0z z z zD E J D E J� � � � ! .

��   īνωρίȗοντας ότι για τις νιοστές ρίȗες της μονάδας �, z �, z �, «, z Ȟ±� ισχύει � � z � � 
z � � « � z Ȟ±�   0, να αποδείȟετε τις ταυτότητες�

α )  0)12 (ημ. . .6ημ4ημ2ημ  
�

����
Ȟ

πȞ
Ȟ
π

Ȟ
π

Ȟ
π ,  

β )  1)12 (συν. . .6συν4συν2συν � 
�

����
Ȟ

πȞ
Ȟ
π

Ȟ
π

Ȟ
π .  

ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΚǹΤǹȃΟΗΣΗΣ

��   ȃα βάλετε σε κύκλο τη σωστή απάντηση�

  L� Αν στο σύνολο των μιγαδικών αριθμών ισχύει X� � Ȟ� =  0, τότε �

Α. X =  0    Ǻ. Ȟ =  0

ī. X =  Ȟ =  0   ǻ. Τίποτα από τα προηγούμενα.

LL� ȅ αριθμός z    (� � �L��0 � (� ± �L��0 είναι�

Α. ĭανταστικός   Ǻ. Μηδέν

ī. Ȇραγματικός   ǻ. Τίποτα από τα προηγούμενα.

��   Ȇοιες από τις επόμενες ισότητες αληθεύουν για κάθε μιγαδικό z  �

22 zz

z z

 2zzz  � 2zzz  �

ǻ .

Α . Ǻ .

Ε.

ī.

zzz  � 2 2 �

��   Ȉύμφωνα με τη συνθήκη που ικανοποιούν οι μιγαδικοί z  και αναφέρεται στην 
πρώτη στήλη, να τους αντιστοιχίσετε στην ευθεία της δεύτερη στήλης που ανήκει 
η εικόνα τους�
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                   ȈυνșȒκȘ                                                        Ǽυșεία

��   ȃα αντιστοιχίσετε κάθε μιγαδικό z  της πρώτης στήλης στο όρισμά του της δεύ -
τερης στήλης�

    ȂιγαδικόȢ � k  ! � �          ǵρισμα

��   ȃα βάλετε σε κύκλο τις σωστές απαντήσεις. 
ȅ αριθμός των πραγματικών ριȗών μιας πολυωνυμικής εȟίσωσης �ου βαθμού με 
πραγματικούς συντελεστές μπορεί να είναι�

Α. �           Ǻ. �            ī. �            ǻ. �            Ε. � 

��   ȃα γράψετε τους μιγαδικούς που έχουν ως 
εικόνες τα σημεία Α, Ǻ, ī και ǻ του διπλανού 
σχήματος�

Α� 

Ǻ�

ī�

ǻ�

A . iziz � �

B . 11 � � zz

ī . izz � �

ǻ . izz � �1

1

α . x = 1

β . y y ƍ

γ . y = x

δ . y = ‒ x

ε . x ƍ x

Α . k + k α . 4 5� D

Ǻ . k ‒ k β . 2 2 5 D

ī . k ‒ k γ . 4 5 D

ǻ . ‒

‒

k + k δ . 18 0

ε . 6 0 D

ȗ . 13 5 D

D

i

i

i

i
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��   Αν z  είναι ο μιγαδικός που έχει ως ει -
κόνα το Α, να αντιστοιχίσετε κάθε μι-
γαδικό της πρώτης στήλης στην εικόνα 
του που αναφέρεται στη δεύτερη στήλη 
και σημειώνεται στο παρακάτω σχήμα�

 Μιγαδικός  Εικόνα 

Ǻ

ī

ǻ

Ε

ǽ

Ǿ

Ĭ

z

z
2
1

1

z
z

z�

�
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1 . 1  ȆΡǹΓΜǹΤΙΚΟΙ ǹΡΙĬΜΟΙ

ΤȠ ıȪȞȠȜȠ ĲȦȞ ʌȡĮȖȝĮĲȚțȫȞ ĮȡȚșȝȫȞ
Ȋπενθυμίȗουμε ότι το σύνολο R των πραγματικών αριθμών αποτελείται από τους ρητούς 
και τους άρρητους αριθμούς και παριστάνεται με τα σημεία ενός άȟονα, Ĳ Ƞ ȣ � Ȑ ȟȠ Ȟ α�
ĲȦ Ȟ � π ρ α Ȗ ȝ α Ĳ Ț țȫȞ � α ρ Ț θ ȝȫȞ � (Ȉχ. ��

ȇητοί αριθμοί λέγονται οι αριθμοί που έχουν ή μπορούν να πάρουν τη μορφή 
α
β , όπου α, 

β ακέραιοι με β ≠ 0. Το σύνολο των ρητών αριθμών συμβολίȗεται με Q. 

Είναι, δηλαδή,

 =








α
β

α,β ακέραιοι με β 0≠ .

Ȋπενθυμίȗουμε ότι το σύνολο των ακέραιων αριθμών είναι το

' = − − −{ , , , , , , , ,...} 3 2 1 0 1 2 3 ,

ενώ το σύνολο των φυσικών αριθμών είναι το

�  { , , , ,...}0 1 2 3 .

īια τα σύνολα �, ', Q  και R ισχύει� 

⊆ ⊆ ⊆Q R.

Τα σύνολα N Z− − −{ }, { }, { }0 0 0Q  και −{ }0R  τα 
συμβολίȗουμε συντομότερα με �* , '* , Q *  και R*  αντι-
στοίχως.

1 2ΡΙΟ �
 ΣΥȃΕȋΕΙǹ ΣΥȃǹΡΤΗΣΗΣ

 x΄   x

  π  e 3

  5  4  3  2  1  0 −1 −2 −3 −5  −4

 1

R

Q
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ȆȡȐȟİȚȢ țĮȚ įȚȐĲĮȟȘ ıĲȠ R
Ȉτο σύνολο R των πραγματικών αριθμών ορίστηκαν οι πράȟεις της πρόσθεσης και του 
πολλαπλασιασμού και με τη βοήθειά τους η αφαίρεση και η διαίρεση. ȅι ιδιότητες των 
πράȟεων αυτών είναι γνωστές από προηγούμενες τάȟεις. Ȉτη συνέχεια ορίστηκε η έννοια 
της διάταȟης, οι σπουδαιότερες ιδιότητες της οποίας είναι οι�

ǻȚĮıĲȒȝĮĲĮ ʌȡĮȖȝĮĲȚțȫȞ ĮȡȚșȝȫȞ
 
Ɣ Αν α,β∈R με α � β, τότε ονομάȗουμε διαστȒματα  
με Ȑκρα τα Į� ȕ καθένα από τα παρακάτω σύνολα�

             ανοικτό διȐστȘμα

               κλειστό διȐστȘμα

                κλειστό�ανοικτό διȐστȘμα

                            ανοικτό�κλειστό διȐστȘμα.

1) Αν βα ≥  και γβ ≥ ,  τότε γα ≥  

2) γβγαβα +≥+⇔≥  

3) 
, όταν 0

ενώ
, όταν 0

α β αγ βγ γ

α β αγ βγ γ

≥ ⇔ ≥ >


 ≥ ⇔ ≤ <

. 

4) 

Αν και , τότε
και

Aν και , τότε .
0

α β γ δ
α β γ δ

α, β, γ, δ

α γ β δ

αγ βδ

≥ ≥ + ≥ +
 ≥ ≥ 
   ≥  

  > 

 

5) Αν 0≥α,β  και *ν∈N , τότε ισχύει η ισοδυναμία: 

νν βαβα ≥⇔≥  

6) )0και0(0 ≠≥⇔≥ βαβ
β
α  

7) Αν αβ > 0, τότε ισχύει η ισοδυναμία 

βα
βα 11

≤⇔≥ . 

 

  R

R

R

R
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Ɣ Αν α�R, τότε ονομάȗουμε μȘ ĳραγμȑνα διαστȒματα με Ȑκρο το Į καθένα από τα 
παρακάτω σύνολα�

R

R

R

R

Ȋπό μορφή διαστήματος το σύνολο R το συμβολίȗουμε με ( , )−∞ +∞ .

Τα σημεία ενός διαστήματος ǻ, που είναι διαφορετικά από τα άκρα του, λέγονται εσȦ�
τερικȐ σȘμεία του ǻ.

ǹʌȩȜȣĲȘ ĲȚȝȒ ʌȡĮȖȝĮĲȚțȠȪ ĮȡȚșȝȠȪ
Ǿ απόλυτȘ τιμȒ ενός πραγματικού αριθμού α, που συμβολίȗεται με | |α , ορίȗεται ως 
εȟής�

īεωμετρικά, η απόλυτη τιμή του α παριστάνει την απόσταση του αριθμού α από το μη-
δέν,

ενώ η απόλυτη τιμή του α ± β παριστάνει την απόστασȘ τȦν αριșμȫν Į και ȕ.

Μερικές από τις βασικές ιδιότητες της απόλυτης τιμής είναι οι εȟής�





<−
≥

=
0αν,
0αν,

||
αα
αα

α

1) 22|| αα =  2) ||2 αα =  

3) |||||| βααβ ⋅=  4) 
||
||

β
α

β
α

=  

5) |||||||||| βαβαβα +≤+≤−  6) δxxδxδxx +<<−⇔<− 000 || ,  0>δ  
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ΕĭǹΡΜΟΓΗ
Να γραĳούν υπό μορĳȒ διαστȒματοȢ Ȓ ȑνȦσȘȢ διαστȘμȐτȦν τα σύνολα�

i) 






 ≤= 11A  ii) 









<−= 12A 1 . x
x

x
x

ΛΥΣΗ

L� Είναι 1 1 0 1 1
x x

≤ ⇔ ≤ −

⇔ ≤
−0 1x
x

⇔ − ≥x x( )1 0  και x ≠ 0

⇔ <x 0  ή x t�.

Άρα A = −∞ ∪ +∞( , ) [ , )0 1 .

LL� Είναι 1 2 1 1 1 2 1
x x

− < ⇔ − < − <

⇔ < <1 1 3
x

⇔ > >1 1
3

x .

Άρα A = 







1
3

1, .

1 . 2  ΣΥȃǹΡΤΗΣΕΙΣ

Η ȑȞȞȠȚĮ ĲȘȢ ʌȡĮȖȝĮĲȚțȒȢ ıȣȞȐȡĲȘıȘȢ

Ǿ έννοια της συνάρτησης είναι γνωστή από προηγούμενες τάȟεις. Ȉτην παράγραφο αυτή 
υπενθυμίȗουμε τον ορισμό της πραγματικής συνάρτησης με πεδίο ορισμού ένα υποσύ-
νολο του R, επαναλαμβάνουμε γνωστές έννοιες και τέλος ορίȗουμε πράȟεις μεταȟύ των 
πραγματικών συναρτήσεων.
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ȅȇǿȈȂȅȈ

Έστω ǹ ένα υποσύνολο του R. ȅνομάȗουμε πραγματικȒ συνȐρτȘσȘ με πεδίο 
ορισμού το ǹ μια διαδικασία (κανόνα� f  , με την οποία κάθε στοιχείο x Ax A�x A αντι-
στοιχίȗεται σε ένα μόνο πραγματικό αριθμό y . Το y  ονομάȗεται τιμȒ τȘȢ  f  στο x 
και συμβολίȗεται με f ( x) .

īια να εκφράσουμε τη διαδικασία αυτή, γράφουμε�

f A: → R

x f xo ( ).

²   Το γράμμα x , που παριστάνει οποιοδήποτε στοιχείο του ǹ λέγεται ανεȟȐρτȘτȘ μετα�
βλȘτȒ, ενώ το γράμμα y , που παριστάνει την τιμή της  f   στο x , λέγεται εȟαρτȘμȑνȘ 
μεταβλȘτȒ�

²   Το πεδίο ορισμού ǹ της συνάρτησης  f   συνήθως συμβολίȗεται με D I .

²   Το σύνολο που έχει για στοιχεία του τις τιμές της  f   σε όλα τα x A� , λέγεται σύνολο 
τιμȫν της  f   και συμβολίȗεται με I ( A ) . Είναι δηλαδή�

f A y y f x( ) { | ( )   για κάποιο x A� } .

ȆȇȅȈȅȋǾ
Ȉτα επόμενα και σε όλη την έκταση του βιβλίου �

²   Ĭα ασχοληθούμε μόνο με συναρτήσεις που έχουν πεδίο ορισμού διȐστȘμα ή ȑνȦσȘ 
διαστȘμȐτȦν.

²   ǵταν θα λέμε ότι ³Ǿ συνȐρτȘσȘ I είναι ορισμȑνȘ σ¶ ȑνα σύνολο Ǻ´� θα εννοούμε 
ότι το Ǻ είναι υποσύνολο του πεδίου ορισμού της. Ȉτην περίπτωση αυτή με  I�(B � θα 
συμβολίȗουμε το σύνολο των τιμών της  f   σε κάθε x B� . Είναι δηλαδή�

f B y y f x( ) { | ( )   για κάποιο x B� } .

ΣȣȞĲȠȝȠȖȡĮĳȓĮ ıȣȞȐȡĲȘıȘȢ

Είδαμε παραπάνω ότι για να οριστεί μια συνάρτηση  f   αρκεί να δοθούν δύο στοιχεία�

Ɣ το πεδίο ορισμού της και

Ɣ η τιμή της,  I�(x �, για κάθε x  του πεδίου ορισμού της.

Ȉυνήθως, όμως, αναφερόμαστε σε μια συνάρτηση  f   δίνοντας μόνο τον τύπο με τον 
οποίο εκφράȗεται το I�(x �. Ȉε μια τέτοια περίπτωση θα θİȦρȠȪȝİ�ıȣȝβαĲȚțȐ�ότι το πεδίο 
ορισμού της  f  είναι το σύνολο όλων των πραγματικών αριθμών x , για τους οποίους το 
I�(x � έχει νόημα. Έτσι, για παράδειγμα, αντί να λέμε ³δίνεται η συνάρτηση f ,:( , ]−∞ →2 R
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με f x x( ) = −4 2 ´ θα λέμε ³δίνεται η συνάρτηση  f   με τύπο f x x( ) = −4 2 ´ ή, πιο 
απλά, ³δίνεται η συνάρτηση f x x( ) = −4 2 ´, ή ³δίνεται η συνάρτηση y x= −4 2 ´.

ΕĭǹΡΜΟΓΗ
ȆοιR είναι το πεδίο ορισμού τȘȢ συνȐρτȘσȘȢ  f   με τύπο�

i) 23)(
2 +−

=  ii) ln1)( −=  xf f x xx x x

ΛΥΣΗ

L� + συνάρτηση  f   ορίȗεται, όταν και μόνο όταν

x x2 3 2 0− + ≥  και x ≠ 0 .

Το τριώνυμο όμως x x2 3 2− +  έχει ρίȗες τους αριθμούς � και �. Έτσι, η ανίσωση 
x x2 3 2 0− + ≥  αληθεύει, όταν και μόνο όταν

x ≤1  ή x t � .

Επομένως, το πεδίο ορισμού της  f   είναι το σύνολο A = −∞ ∪ ∪ +∞( , ) ( , ] [ , )0 0 1 2 .

LL� Ǿ συνάρτηση  f   ορίȗεται, όταν και μόνο όταν

1 0− ≥ln x .

Είναι όμως

1 0 1− ≥ ⇔ ≤ln lnx x

⇔ ≤ln lnx e

⇔ < ≤0 x e .

Επομένως, το πεδίο ορισμού της  f   είναι το σύνολο ǹ   (0, e @.

ΓȡĮĳȚțȒ ʌĮȡȐıĲĮıȘ ıȣȞȐȡĲȘıȘȢ
Έστω f  μια συνάρτηση με πεδίο ορισμού ǹ και O x y  ένα σύστημα συντεταγμένων στο 
επίπεδο. Το σύνολο των σημείων Ȃ(x , y � για τα οποία ισχύει y    I�(x �, δηλαδή το σύνολο 
των σημείων Ȃ(x , f ( x ��, x A� , λέγεται γραĳικȒ παρȐστασȘ της  f   και συμβολίȗεται 

22-0181-02_HR.indb   134 12/12/2013   10:47:42 πμ



� 2ΡΙΟ ± ΣΥȃΕȋΕΙǹ ΣΥȃǹΡΤΗΣΗΣ ���

συνήθως με C I . Ǿ εȟίσωση, λοιπόν, y    I�(x � επαληθεύεται μόνο από τα σημεία της C I�. 
Επομένως, η y    I�(x � είναι η εȟίσωση της γραφικής παράστασης της  f .

Επειδή κάθε x A�  αντιστοιχίȗεται σε ένα μόνο y ∈ R , δεν υπάρχουν σημεία της γρα-
φικής παράστασης της  f   με την ίδια τετμημένη. Αυτό σημαίνει ότι κάθε κατακόρυφη 
ευθεία έχει με τη γραφική παράσταση της  f   το πολύ ένα κοινό σημείο (Ȉχ. �α�.

Έτσι, ο κύκλος δεν αποτελεί γραφική παράσταση συνάρτησης (Ȉχ. �β�.

ǵταν δίνεται η γραφική παράσταση C f   μιας συνάρτησης  f , τότε�

α�   Το πεδίο ορισμού της  f   είναι το σύνολο ǹ των τετμημένων των σημείων της C I�.

β�   Το σύνολο τιμών της  f   είναι το σύνολο I�(A � των τεταγμένων των σημείων της C I�.

γ�   Ǿ τιμή της  f   στο x A0 �  είναι η τεταγμένη του σημείου τομής της ευθείας x    x 0  και 
της C f  (Ȉχ. ��.

  

ǵταν δίνεται η γραφική παράσταση C I�, μιας συνάρτησης  f   μπορούμε, επίσης, να σχεδι-
άσουμε και τις γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων ± f  και | |f .
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α�   Ǿ γραφική παράστασης της συνάρτησης 
± f  είναι συμμετρική, ως προς τον άȟονα 
[ƍ[, της γραφικής παράστασης της  f , γιατί 
αποτελείται από τα σημεία Ȃ ƍ (x , ± I�(x �� 
που είναι συμμετρικά των Ȃ(x , I�(x ��, ως 
προς τον άȟονα [ƍ[. (Ȉχ. ��.

β�   Ǿ γραφική παράσταση της | |f  αποτε-
λείται από τα τμήματα της C f  που βρί-
σκονται πάνω από τον άȟονα [ƍ[ και από 
τα συμμετρικά, ως προς τον άȟονα [ƍ[, 
των τμημάτων της C f  που βρίσκονται 
κάτω από τον άȟονα αυτόν. (Ȉχ. �0�.

ΜİȡȚțȑȢ ȕĮıȚțȑȢ ıȣȞĮȡĲȒıİȚȢ
Ȉτην παράγραφο αυτή δίνουμε τις γραφικές παραστάσεις μερικών βασικών συναρτήσε-
ων, τις οποίες γνωρίσαμε σε προηγούμενες τάȟεις.

Ǿ πολυȦνυμικȒ συνȐρτȘσȘ I � x� =  Į[ + ȕ�

Ǿ πολυȦνυμικȒ συνȐρτȘσȘ I � x� = Į[2� α ≠ 0.
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Ǿ πολυȦνυμικȒ συνȐρτȘσȘ  I � x� =  Į[3� α ≠ 0.

Ǿ ρȘτȒ συνȐρτȘσȘ f x α
x( ) = � α ≠ 0 .

ȅι συναρτȒσειȢ f x x( ) = � g x | |( ) = x .

Επειδή g x
x

x

x
x

( )
,
,

=
−






<
≥

0
0

, η γραφική παράσταση της y x | |  αποτελείται απο δύο  
 
κλάδους. ȅ ένας είναι η γραφική παράσταση της y x  και ο άλλος η συμμετρική της 
ως προς τον άȟονα \ƍ\.
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ȅι τριγȦνικȑȢ συναρτȒσειȢ� f ( x� = Șμx� f ( x� = συνx� f ( x� = εĳx.

Ȋπενθυμίȗουμε ότι, οι συναρτήσεις  I�(x �   ημx  και I�(x �   συνx  είναι περιοδικές με 
περίοδο ȉ   �π, ενώ η συνάρτηση  I�( x �   εφx  είναι περιοδική με περίοδο ȉ   π.

Η εκθετική συνάρτηση f(x) = αx, 10 ≠< α .
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Ȋπενθυμίȗουμε ότι�

αν α > 1, τότε: 21
21 αα <⇔<  

ενώ  
αν 0 < α < 1, τότε: 21

21 αα >⇔< .  x x

xxx

x x

x

Ǿ λογαριșμικȒ συνȐρτȘσȘ  f ( x� = ORJαx� 0 1< ≠α .

Ȋπενθυμίȗουμε ότι�

ȅι παραπάνω τύποι ισχύουν με την προȨπόθεση ότι τα χρησιμοποιούμενα σύμβολα 
έχουν νόημα.
Με τη βοήθεια των παραπάνω γραφικών παραστάσεων μπορούμε να σχεδιάσουμε τις 
γραφικές παραστάσεις ενός μεγάλου αριθμού συναρτήσεων, όπως στην παρακάτω 
εφαρμογή.

1) αα =⇔=log  4) logα(x1x2) = logαx1 + log x2  

2) logααx = x  α α =log  5) 21
2

1 logloglog

α

ααα −=







 

3) logαα = 1  logα1 = 0 6) 11 loglog κ α
k

α =  

7) αν α > 1,  2121 loglog αα <⇔<   

 

αν 0 < α <1,  2121 loglog αα >⇔< .  

8) αx

x

 = ex lnα, αφού α = elnα. 

x y y x

x

x x

x x x x

x x

x
x xx

x x

και

και

ενώ

τότε:

τότε:
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ΕĭǹΡΜΟΓΗ
Να παραστȒσετε γραĳικȐ κȐșε μια από τιȢ παρακȐτȦ συναρτȒσειȢ�

i) ||)( = ,  ii) 
||

)(g 1
= , iii) 

−
h(x) =

x
1

1
. x xf x

x

ΛΥΣΗ

  L�   Αρχικά παριστάνουμε γραφικά τη συνάρτηση 
ĳ(x �   x  και έπειτα την  |)(|)( xφxf = .

 LL�   Αρχικά παριστάνουμε γραφικά τη συνάρτη�

ση φ x x( ) = 1
 και έπειτα την ( .

LLL�   Επειδή h (x �   g (x  ± ��, η γραφική παρά-
σταση της h  προκύπτει, αν μετατοπίσουμε 
τη γραφική παράσταση της g  κατά μία 
μονάδα προς τα δεȟιά.

ΙıȩĲȘĲĮ ıȣȞĮȡĲȒıİȦȞ
Έστω οι συναρτήσεις�

f x x x
x

( ) =
+
+

3

2 1
    και    g ( x �   x .
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Ȇαρατηρούμε ότι�

² οι συναρτήσεις  f   και g  έχουν κοινό πεδίο ορισμού το σύνολο A    R και

² για κάθε x A�  ισχύει f ( x �   g ( x �, αφού

f x x x
x

x x
x

x g x( ) ( ) ( )=
+
+

=
+

+
= =

3

2

2

21
1

1
.

Ȉτην περίπτωση αυτή λέμε ότι οι συναρτήσεις  f   και g  είναι ίσες. īενικά�

2ȇǿȈȂȅȈ

ǻύο συναρτήσεις  f   και g  λέγονται ίσεȢ όταν�
Ɣ έχουν το ίδιο πεδίο ορισμού ǹ και
Ɣ για κάθε x Ax A�x A ισχύει  f ( x �   g ( x �.

īια να δηλώσουμε ότι δύο συναρτήσεις  f   και g  είναι ίσες γράφουμε f    g .

Έστω τώρα  f , g  δύο συναρτήσεις με πεδία 
ορισμού ǹ, Ǻ αντιστοίχως και ī ένα υπο�
σύνολο των ǹ και Ǻ. Αν για κάθε x Γ∈  
ισχύει f ( x �   g ( x �, τότε λέμε ότι οι συναρ-
τήσεις I και g � είναι ίσεȢ στο σύνολο Γ. 
(Ȉχ. ���

īια παράδειγμα, οι συναρτήσεις

f x x
x

( ) =
−
−

2 1
1

 και g x x x
x

( ) =
+2

,

που έχουν πεδία ορισμού τα σύνολα A = −{ }1R  και B = −{ }0R  αντιστοίχως, είναι ίσες 
στο σύνολο Γ = −{ , }0 1R , αφού για κάθε x Γ∈  ισχύει

f ( x �   g ( x �   x  � �.

ȆȡȐȟİȚȢ ȝİ ıȣȞĮȡĲȒıİȚȢ
Έστω οι συναρτήσεις 

f x x( ) = −1 , g x x( )   

και οι

 φ  x x1 1( ) = − +x , x x1= − −φ  2( )x , x x1= − ⋅φ  3( )x , x
x

1
=

−φ  4( )x .

Ȇαρατηρούμε ότι�

α�   Το πεδίο ορισμού των ĳ�, ĳ� και ĳ� είναι το σύνολο >0,�@, που είναι η τομή των πεδίων 
ορισμού A = −∞( , ]1  και B = +∞[ , )0  των f , g , ενώ το πεδίο ορισμού της ĳ� είναι το 
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σύνολο ( , ]0 1 , που είναι η τομή των ǹ, Ǻ αν εȟαιρέσουμε τα x  για τα οποία ισχύει g (x � 
  0, και

β� ĳ�(x �   f ( x � � g ( x �, ĳ�(x �   f ( x � ± g (x �, ĳ�([�   f ( x �Âg (x �, x f x
g x4 ( ) ( )

( )
=φ .

Τις συναρτήσεις ĳ�, ĳ�, ĳ� και ĳ� τις λέμε άθροισμα, διαφορά, γινόμενο και πηλίκο 
αντιστοίχως των  f , g . īενικά�

ȅρίȗουμε ως Ȑșροισμα  f  + g � διαĳορȐ f  ± g � γινόμενο f g  και πȘλίκο 
f
g  δύο συνα�

ρτήσεων f , g  τις συναρτήσεις με τύπους

( f  � g �(x �   f ( x � � g (x �

( f  ± g �(x �   f ( x � ± g (x �

( f g �(x �   f ( x �g (x �

f
g

x f x
g x









 =( ) ( )

( )
.

Το πεδίο ορισμού των f  � g , f  ± g  και f g  είναι η τομή A B�  των πεδίων ορισμού ǹ και  

Ǻ των συναρτήσεων f  και g  αντιστοίχως, ενώ το πεδίο ορισμού της 
f
g

 είναι το A B� , 

εȟαιρουμένων των τιμών του x  που μηδενίȗουν τον παρονομαστή g (x �, δηλαδή το σύνολο

{ |x x A�  και x B� , με g x( ) }≠ 0 .

ΣȪȞșİıȘ ıȣȞĮȡĲȒıİȦȞ
Έστω η συνάρτηση φ x( ) = −1x . Ǿ τιμή της ĳ στο x  μπορεί να οριστεί σε δύο φάσεις 
ως εȟής�

α� Ȉτο x ∈R αντιστοιχίȗουμε τον αριθμό y    x  ± � και στη συνέχεια

β� στο y    x  ± � αντιστοιχίȗουμε τον αριθμό y x= −�, εφόσον y x= − ≥1 0.

Ȉτη διαδικασία αυτή εμφανίȗονται δύο συναρτήσεις�
α� η f ( x �   x  ± �, που έχει πεδίο ορισμού το σύνολο A    R �αǯ�ĳȐıȘ� και
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β� η g y y( )  , που έχει πεδίο ορισμού το σύνολο B = +∞[ , )0  �βǯ�ĳȐıȘ�.

Έτσι, η τιμή της ĳ�στο x  γράφεται τελικά 

ĳ(x �   g ( f ( x ��.

Ǿ συνάρτηση ĳ λέγεται σύνθεση της��I��με την�J�και συμβολίȗεται με g fD .

Το πεδίο ορισμού της ĳ δεν είναι ολόκληρο το πεδίο ορισμού ǹ της  f , αλλά περιορί-
ȗεται στα x A�  για τα οποία η τιμή  f ( x � ανήκει στο πεδίο ορισμού Ǻ της g , δηλαδή 
είναι το σύνολο A 1 1= +∞[ , ). īενικά�

ȅȇǿȈȂȅȈ

Αν f , g  είναι δύο συναρτήσεις με πεδίο ορισμού ǹ, Ǻ αντιστοίχως, τότε ονομάȗουμε 
σύνșεσȘ τȘȢ  f  με τȘν g , και τη συμβολίȗουμε με g fg fDg f , τη συνάρτηση με τύπο

( )( ) ( ( ))g f( )g f( ) x g( )x g( ) f x( (f x( (( )g f( )D( )g f( ) x g x g .

Το πεδίο ορισμού της g fD  αποτελείται από όλα τα στοιχεία x  του πεδίου ορισμού της  f  
για τα οποία το  f ( x � ανήκει στο πεδίο ορισμού της g . ǻηλαδή είναι το σύνολο

A x A f x B1 = ∈ ∈{ | ( ) } .

Είναι φανερό ότι η g fD  ορίȗεται αν A � ≠ ∅, δηλαδή αν f A B( ) ∩ ≠ ∅.

ȆȇȅȈȅȋǾ
Ȉτη συνέχεια και σε όλη την έκταση του βιβλίου, θα ασχοληθούμε μόνο με συναρτήσεις 
που οι συνθέσεις τους έχουν πεδίο ορισμού διȐστȘμα ή ȑνȦσȘ διαστȘμȐτȦν�

ΕĭǹΡΜΟΓΗ

ǲστȦ οι συναρτȒσειȢ  I�[�   OQx και g x x( ) = � Να βρείτε τιȢ συναρτȒσειȢ�

L� g fD                       LL� f gD .
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ΛΥΣΗ

Ǿ συνάρτηση  f   έχει πεδίο ορισμού το Df = +∞( , )0 , ενώ η g  το Dg = +∞[ , )0 .

L� īια να ορίȗεται η παράσταση g ( f ( x �� πρέπει�

x Df�            και          f x Dg( )�                                       (��

ή, ισοδύναμα,
x

f x
x
x

x
x

x
>
≥





⇔
>
≥





⇔
>
≥





⇔ ≥
0
0

0
0

0
1

1
( ) ln

,

δηλαδή πρέπει x t�. Επομένως, ορίȗεται η g fD �και είναι

( )( ) ( ( )) (ln ) lng f x g f x g x xD    , για κάθε x ∈ + ∞[ )1 .

LL� īια να ορίȗεται η παράσταση  f ( g (x �� πρέπει�

x Dg�  και g x Df( )�

ή, ισοδύναμα,
x

g x
x

x
x
x

x
≥
>





⇔
≥

>






⇔

≥
>





⇔ >
0
0

0

0
0
0

0
( )

,

δηλαδή πρέπει x ! 0 . Επομένως, ορίȗεται η f gD  και είναι

( )( ) ( ( )) ( ) lnf g x f g x f x xD    , για κάθε x ∈ + ∞( )0 .

Ȉȋȅȁǿǹ

Ɣ Ȉτην παραπάνω εφαρμογή παρατηρούμε ότι g f f g� �≠ . īενικά, αν f , g  είναι δύο 
συναρτήσεις και ορίȗονται οι g fD  και f gD , τότε αυτές į İ Ȟ � İ ȓ Ȟ α Ț � ȣ π ȠȤ ρ İȦ Ĳ Ț ț Ȑ�
ίσες.

Ɣ Αν f , g , h  είναι τρεις συναρτήσεις και ορίȗεται η h g fD D( ) , τότε ορίȗεται και η 
( )h g fD D  και ισχύει

h g f h g fD D D D( ) ( ) .

Τη συνάρτηση αυτή τη λέμε σύνθεση των f , g  και h  και τη συμβολίȗουμε με h g fD D . Ǿ 
σύνθεση συναρτήσεων γενικεύεται και για περισσότερες από τρεις συναρτήσεις.
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ǹΣΚΗΣΕΙΣ

ǹǯ ȅȂǹǻǹȈ
��   Ȇοιο είναι το πεδίο ορισμού των παρακάτω συναρτήσεων�

L� f x x
x x

( ) =
+

− +
2

3 22 ,   LL� f x x x( ) = − + −1 23

LLL� f x x
x

( ) =
−1 2

   LY�  f ( x �   OQ(� ± e x � 

��   īια ποιες τιμές του x ∈R  η γραφική παράσταση της συνάρτησης  f   βρίσκεται 
πάνω από τον άȟονα [ƍ[, όταν�

L� f ( x �   x � ± �x  � �,   LL� f x x
x

( ) =
+
−

1
1

,  LLL� f ( x �   e x  ± �.

��   īια ποιες τιμές του x ∈R  η γραφική παράσταση της συνάρτησης  f   βρίσκεται 
πάνω από τη γραφική παράσταση της συνάρτησης g , όταν�

 L� f ( x �   x � � �x  � �   και   g ( x �   x  � �

LL� f ( x �   x � � x  ± �   και   g ( x �   x � � x  ± �.

��   ȅι ανθρωπολόγοι εκτιμούν ότι το ύψος του ανθρώπου δίνεται από τις συνα�
ρτήσεις�

ǹ(x �   �,��[ � �0,�� (για τους άνδρες� και

ī(x �   �,��x  � ��,�� (για τις γυναίκες�

όπου x  σε εκατοστά, το μήκος του βραχίονα. Ȉε μία ανασκαφή βρέθηκε ένα οστό 
από βραχίονα μήκους 0,�� P.

α� Αν προέρχεται από άνδρα ποιο ήταν το ύψος του�

β� Αν προέρχεται από γυναίκα ποιο ήταν το ύψος της�

��   Ȉύρμα μήκους A   �0 FP κόβεται σε δύο κομμάτια με μήκη x  FP και (�0 ± x � FP. 
Με το πρώτο κομμάτι σχηματίȗουμε τετράγωνο και με το δεύτερο ισόπλευρο 
τρίγωνο. ȃα βρείτε το άθροισμα των εμβαδών των δύο σχημάτων ως συνάρτηση 
του x .

��   ȃα παραστήσετε γραφικά τη συνάρτηση�
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  L� f x x
x

( ) | |
= +1 ,   LL� f x x x( ) | | ,

LLL� f x
x
x

x
x

( )
,
,

=
− +

+




<
≥

3
1

1
1

  LY� f x x( ) | ln | .

Ȁαι από τη γραφική παράσταση να προσδιορίσετε το σύνολο των τιμών της  f   
σε καθεμιά περίπτωση.

��   ȃα εȟετάσετε σε ποιες από τις παρακάτω περιπτώσεις είναι  f    g . Ȉτις περι-
πτώσεις που είναι f g≠  να προσδιορίσετε το ευρύτερο δυνατό υποσύνολο του 
R στο οποίο ισχύει  f ( x �   g ( x �.

  L� f x x( )  2   και  g x x( ) = ( )2

 LL� f x x
x x

( )
| |

=
−

+

2

2

1
 και  g x

x
( )

| |
= −1 1

LLL� f x x
x

( ) =
−
−
1
1

  και  g x x( ) = +1.

��  ǻίνονται οι συναρτήσεις

f x
x

( ) = +1 1  και g x x
x

( ) =
−1

.

ȃα βρείτε τις συναρτήσεις  f  � g ,  f  ± g ,  f g  και f
g

.

��   ȅμοίως για τις συναρτήσεις

f x x
x

( ) = +
1  και g x x

x
( ) = −

1 .

���   ȃα προσδιορίσετε τη συνάρτηση g fD , αν

  L� f ( x �   x � και g x x( )  ,   LL� f ( x �   ημx  και g x x( ) = −1 2

LLL� f x π( ) =
4

 και g (x �   εφx .

���   ǻίνονται οι συναρτήσεις  f ( x �   x � � � και g x x( ) = − 2 . ȃα προσδιορίσετε τις 
συναρτήσεις g fD  και f gD .

���   ȃα εκφράσετε τη συνάρτηση  I��ως σύνθεση δύο ή περισσοτέρων συναρτήσεων, 
αν
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Α

  L� f ( x �   ημ(x � � ��,   LL� f ( x �   � ημ��x  � �

LLL� f ( x �   OQ(e �x  ± ��,   LY� f ( x �   ημ�(�x �.

%ǯ ȅȂǹǻǹȈ

��   ȃα προσδιορίσετε τη συνάρτηση  I� της οποίας η γραφική παράσταση είναι�

  

��    Ένα κουτί κυλινδρικού σχήματος έχει ακτίνα βάσης x  FP και όγκο ��� FP�. Το 
υλικό των βάσεων κοστίȗει � λεπτά του ευρώ ανά FP�, ενώ το υλικό της κυλιν-
δρικής επιφάνειας �,�� λεπτά του ευρώ ανά FP�. ȃα εκφράσετε το συνολικό 
κόστος ως συνάρτηση του x . Ȇόσο κοστίȗει ένα κουτί με ακτίνα βάσης � FP�

 
��   Ȉτο διπλανό σχήμα είναι ǹǺ   �, 
ǹī   � και īǻ   �. ȃα εκφράσετε 
το εμβαδόν του γραμμοσκιασμέ-
νου χωρίου ως συνάρτηση του  
x    ǹȂ, όταν το Ȃ διαγράφει το 
ευθύγραμμο τμήμα ǹī.

��   Ένα ορθογώνιο ȀȁȂȃ ύψους x  
FP είναι εγγεγραμμένο σε ένα 
τρίγωνο ǹǺī�βάσης Ǻī   �0 FP 
και ύψους ǹǻ   � FP. ȃα εκ-
φράσετε το εμβαδό Ε και την 
περίμετρο ȇ του ορθογωνίου ως 
συνάρτηση του x .

�� ȃα παραστήσετε γραφικά τη συνάρτηση�

L� f x x x( ) | | | |
=

+ + −1 1
2

,  LL� f x x x( ) | |
=

+
2

ημ ημ , x π∈[ , ]0 2 .
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Από τη γραφική παράσταση της f  να προσδιορίσετε το σύνολο τιμών της σε 
καθεμιά περίπτωση.

�� ȃα βρείτε συνάρτηση  f  τέτοια, ώστε να ισχύει�

  L� ( )( )f g x x xD = + +2 2 2, για κάθε x ∈R, αν g (x �   x  � �

 LL� ( )( )f g x xD = +1 2 , για κάθε x ∈R, αν g ( x �   ± x �

LLL� | |= συν , για κάθε x ∈R , αν g x x( ) = −1 2 .

��  ǻίνονται οι συναρτήσεις  f ( x �   x  � � και g ( x �   α[ � �. īια ποια τιμή του a∈R 
ισχύει f g g fD D .

�� ǻίνονται οι συναρτήσεις�

f x x β
x α( ) = +
−

α , με β α≠ − 2  και g x x x( ) = − +2 1.

ȃα αποδείȟετε ότι

α� f ( f ( x ��   x , για κάθε α{ }R  και

β� g ( g ( x ��   x , για κάθε x �[ , ]0 1 .

��  ȅι πολεοδόμοι μιας πόλης εκτιμούν ότι, όταν ο πληθυσμός ȇ της πόλης είναι x  
εκατοντάδες χιλιάδες άτομα, θα υπάρχουν στην πόλη N x x= +10 2 2( ) χιλιάδες 
αυτοκίνητα. Έρευνες δείχνουν ότι σε t  έτη από σήμερα ο πληθυσμός της πόλης 
θα είναι t � �  εκατοντάδες χιλιάδες άτομα.

 L� ȃα εκφράσετε τον αριθμό ȃ των αυτοκινήτων της πόλης ως συνάρτηση του t .

LL� Ȇότε θα υπάρχουν στην πόλη ��0 χιλιάδες αυτοκίνητα�

1 . 3  ΜΟȃΟΤΟȃΕΣ ΣΥȃǹΡΤΗΣΕΙΣ �  
 $ȃΤΙΣΤΡΟĭΗ ΣΥȃǹΡΤΗΣΗ

ΜȠȞȠĲȠȞȓĮ ıȣȞȐȡĲȘıȘȢ
Ɣ ȅι έννοιες ³γνησίως αύȟουσα συνάρτηση´, ³γνησίως φθίνουσα συνάρτηση´ είναι 
γνωστές από προηγούμενη τάȟη. Ȉυγκεκριμένα, μάθαμε ότι�
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ȅȇǿȈȂȅȈ

Μια συνάρτηση  f   λέγεται(���
Ɣ γνȘσίȦȢ αύȟουσα σ¶ ένα į Ț Ȑ ı Ĳ Ș ȝ α  ǻ του πεδίου ορισμού της, όταν για οποια-
δήποτε x x Δ1 2x x1 2x x1 2,1 2x x1 2x x,x x1 2x x ∈  με x � � x � ισχύει�

f ( x �� � f ( x �� (Ȉχ. α�
Ɣ γνȘσίȦȢ ĳșίνουσα σ¶ ένα į Ț Ȑ ı Ĳ Ș ȝ α  ǻ του πεδίου ορισμού της, όταν για 
οποιαδήποτε x x Δ1 2x x1 2x x1 2,1 2x x1 2x x,x x1 2x x ∈  με x � � x � ισχύει�

f ( x �� > f ( x �� (Ȉχ. β�

 

īια να δηλώσουμε ότι η  f   είναι γνησίως αύȟουσα (αντιστοίχως γνησίως φθίνουσα� σε 
ένα διάστημα ǻ, γράφουμε f ǻ (αντιστοίχως f ǻ�.

 
īια παράδειγμα, η συνάρτηση  f ( x �   x ��

² είναι γνησίως αύȟουσα στο [ , )0 +∞ , αφού 
για 0 1 2≤ <x x  έχουμε x x1

2
2
2� , δηλαδή

f ( x �� � f ( x ��

² είναι γνησίως φθίνουσα στο ( , ]−∞ 0 , αφού 
για x x1 2 0< ≤  έχουμε 0 2 1≤ − < −x x , οπότε 
0 2

2
1
2≤ <x x , δηλαδή

f ( x �� > f ( x ��.

Αν μια συνάρτηση  f  είναι γνησίως αύȟουσα ή γνησίως φθίνουσα σ¶ ένα διάστημα ǻ του 
πεδίου ορισμού της, τότε λέμε ότι η  f  είναι γνȘσίȦȢ μονότονȘ στο ǻ� Ȉτην περίπτωση 
που το πεδίο ορισμού της  f  είναι ένα διάστημα ǻ και η  f  είναι γνησίως μονότονη σ¶ αυτό, 
τότε θα λέμε, απλώς, ότι η  f  είναι γνησίως μονότονη.

(1) Μια συνάρτηση f λέγεται, απλώς: 
• αύξουσα σ’ ένα διάστημα Δ, όταν για οποιαδήποτε Δxx ∈21,  με x1 < x2 ισχύει 

)()( 21 xfxf ≤ .

• φθίνουσα σ’ ένα διάστημα Δ, όταν για οποιαδήποτε Δxx ∈21,  με x1 < x2 ισχύει 
)()( 21 xfxf ≥ .  
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ǹțȡȩĲĮĲĮ ıȣȞȐȡĲȘıȘȢ
ȅι έννοιες ³μέγιστο´, ³ελάχιστο´ συνάρτησης είναι και αυτές γνωστές από προηγούμενες 
τάȟεις. Ȉυγκεκριμένα μάθαμε ότι�

ȅȇǿȈȂȅȈ

Μια συνάρτηση  f   με πεδίο ορισμού ǹ θα λέμε ότι�
Ɣ Ȇαρουσιάȗει στο x A0x A0x Ax A�x A  (ολικό� μȑγιστο, το  f ( x 0 �, όταν

f x f( )x f( )x f ( )x( )xx f≤x f 0( )0( ) για κάθε x Ax A�x A  (Ȉχ. ��α�

Ɣ Ȇαρουσιάȗει στο x A0x A0x Ax A�x A  (ολικό� ελȐȤιστο, το f ( x 0 �, όταν

f x f x( )f x( )f x ( )f x( )f xt 0( )0( )  για κάθε x Ax A�x A  (Ȉχ. ��β�.
 

īια παράδειγμα�

² Ǿ συνάρτηση  f ( x �   ± x � � � (Ȉχ. ��α� παρουσιάȗει μέγιστο στο x 0    0, το  f (0�   �, 
αφού f x f( ) ( )≤ 0  για κάθε x ∈R.

² Ǿ συνάρτηση f x x( ) | |= −1  (Ȉχ. ��β� παρουσιάȗει ελάχιστο στο x 0    �, το  f (��   0, 
αφού f( ) ( )≥ 1  για κάθε x ∈R.
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α β

² Ǿ συνάρτηση f ( x �   ημx  (Ȉχ. ��α� παρουσιάȗει μέγιστο, το y    �, σε καθέ-
να από τα σημεία 2

2
kπ π

+ , k �' και ελάχιστο, το y    ± �, σε καθένα από τα σημεία 

2
2

kπ π
− , k �', αφού ή� � ημ[�� � για κάθε x ∈R.

² Ǿ συνάρτηση f ( x �   x � (Ȉχ. ��β� δεν παρουσιάȗει ούτε μέγιστο, ούτε ελάχιστο, αφού 
είναι γνησίως αύȟουσα.

 

ǵπως είδαμε και στα προηγούμενα παραδείγματα, άλλες συναρτήσεις παρουσιάȗουν 
μόνο μέγιστο, άλλες μόνο ελάχιστο, άλλες και μέγιστο και ελάχιστο και άλλες ούτε 
μέγιστο ούτε ελάχιστο.
Το (ολικό� μέγιστο και το (ολικό� ελάχιστο μιας συνάρτησης   I��λέγονται ολικȐ ακρότατα 
της  f .

ΣȣȞȐȡĲȘıȘ 1–1

Έστω η συνάρτηση f x
x

( )  1
. Ȇαρατηρούμε ότι για 

οποιαδήποτε x x1 2 0, ≠  ισχύει η συνεπαγωγή� 

³Αν x x1 2≠ , τότε f x f x( ) ( )1 2≠ ´,

που σημαίνει ότι�

³Τα διαφορετικά στοιχεία x x Df1 2, �  έχουν πάντοτε 
διαφορετικές εικόνες´.

ȁόγω της τελευταίας ιδιότητας η συνάρτηση f x
x

( )  1
 

λέγεται συνάρτηση �±� (ένα προς ένα�. īενικά�

ȅȇǿȈȂȅȈ

Μια συνάρτηση f A: → R  λέγεται συνȐρτȘσȘ 1 – 1 , όταν για οποιαδήποτε x x A1 2x x1 2x x1 2,1 2x x1 2x x,x x1 2x x �  
ισχύει η συνεπαγωγή�

αν x x1 2x x1 2x x≠x x≠x xx x1 2x x≠x x1 2x x , τότε f x f( )x f( )x f ( )x( )x1 2x f1 2x fx f( )x f1 2x f( )x f ( )1 2( )x( )x1 2x( )xx f≠x fx f1 2x f≠x f1 2x f .
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Με απαγωγή σε άτοπο αποδεικνύεται ότι�

Μια συνάρτηση f A: → R είναι συνȐρτȘσȘ �±�, αν και μόνο αν για οποιαδήποτε 
x x A1 2, �  ισχύει η συνεπαγωγή�

αν f ( x ��   f ( x ��, τότε x �   x �.

Έτσι για παράδειγμα�

Ѩ Ǿ συνάρτηση  f ( x �   α[ � β, με α ≠ 0 είναι συνάρτηση �±�. (Ȉχ. ��α, β�

αφού, αν υποθέσουμε ότι  f ( x ��    f ( x ��, τότε έχουμε διαδοχικά�

α[� � β  �α[� � β

α[�  �α[�

x �   x �.

 
Ѩ   Ǿ συνάρτηση  f ( x �   β δεν είναι συνάρτηση �±� (Ȉχ. 

��γ�, αφού  f ( x ��   f ( x ��   β για οποιαδήποτε x �, x ��R. 

Ѩ   Ǿ συνάρτηση f ( x �   x � (Ȉχ. ��� δεν είναι συνάρτηση 
�±�, αφού  f (±��   f (��   � αν και είναι ±� ≠ �.

Ȉȋȅȁǿǹ

x�� Από τον παραπάνω ορισμό προκύπτει ότι μια συνάρτηση 
f  είναι �±�, αν και μόνο αν�

Ѩ   īια κάθε στοιχείο y  του συνόλου τιμών της η εȟίσωση f ( x �   y  έχει ακριβώς μια λύση 
ως προς x .

Ѩ   ǻεν υπάρχουν σημεία της γραφικής της παράστασης με την ίδια τεταγμένη. Αυτό 
σημαίνει ότι κάθε οριȗόντια ευθεία τέμνει τη γραφική παράσταση της  f  το πολύ σε 
ένα σημείο (Ȉχ. ��α�.

x Αν μια συνάρτηση είναι γνησίως μονότονη, τότε προφανώς, είναι συνάρτηση Ǝ�±�Ǝ. 
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Α

–11 –11

Έτσι, οι συναρτήσεις f 1( x � =  α[ � β, α ≠ 0, f 2 ( x �   
α[3 , α ≠ 0, f 3 ( x � =  αx , 0���α ≠ � και  f 4 ( x � =  ORJαx , 0 
< � α ≠ �, είναι συναρτήσεις �±�. Ȋπάρχουν, όμως, 
συναρτήσεις που είναι �±� αλλά δεν είναι γνησίως 
μονότονες, όπως για παράδειγμα η συνάρτηση  

            (Ȉχ. ���.

ǹȞĲȓıĲȡȠĳȘ ıȣȞȐȡĲȘıȘ
Ɣ Έστω μια συνάρτηση f A: → R. Αν υποθέσου-
με ότι αυτή είναι �±�, τότε για κάθε στοιχείο y  
του συνόλου τιμών, f ( A �, της  f   υπάρχει μοναδικό 
στοιχείο x  του πεδίου ορισμού της ǹ για το οποίο 
ισχύει f ( x �   y . Επομένως ορίȗεται μια συνάρτη-
ση

g f A: ( ) → R

με την οποία κάθε y f A� ( )  αντιστοιχίȗεται στο 
μοναδικό x A�  για το οποίο ισχύει f ( x �   y .

Από τον τρόπο που ορίστηκε η g  προκύπτει ότι�

Ѩ έχει πεδίο ορισμού το σύνολο τιμών f ( A � της  
f ,

Ѩ έχει σύνολο τιμών το πεδίο ορισμού ǹ της  f  
και 

Ѩ ισχύει η ισοδυναμία�

f x y g y x( ) ( )= ⇔ = .

g x
x x

x
x

( )
,

,
=

≤

>







0
1 0
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Αυτό σημαίνει ότι, αν η f  αντιστοιχίȗει το x  
στο y , τότε η g  αντιστοιχίȗει το y  στο x  και 
αντιστρόφως. ǻηλαδή η g  είναι η αντίστροφη 
διαδικασία της f . īια το λόγο αυτό η g  λέγεται 
αντίστροĳȘ συνȐρτȘσȘ της f  και συμβολίȗεται 
με f −1. Επομένως έχουμε

f x y f y x( )f x( )f x ( )y x( )y x= ⇔y f= ⇔y f y x=y x−1

οπότε

I – 1 ( f ( x�� = x,  x A∈         και         I ( I  – 1 ( y�� = y,  y f A∈ ( ).

 
īια παράδειγμα, έστω η εκθετική συνάρτηση 
f ( x �   αx . ǵπως είναι γνωστό η συνάρτηση αυτή 
είναι �±� με πεδίο ορισμού το R και σύνολο 
τιμών το ( , )0 + ∞ . Επομένως ορίȗεται η αντί-
στροφη συνάρτηση  I� ±� της f . Ǿ συνάρτηση 
αυτή, σύμφωνα με όσα είπαμε προηγουμένως,

Ѩ έχει πεδίο ορισμού το ( , )0 + ∞

Ѩ έχει σύνολο τιμών το R και

Ѩ αντιστοιχίȗει κάθε y ∈ + ∞( , )0  στο μονάδικό x ∈ R  για το οποίο ισχύει α x    y . Επειδή 
όμως

α α
x y x y= ⇔ = log

θα είναι I�±�(y �   ORJα y . Επομένως, η αντίστροφη της εκθετικής συνάρτησης f ( x �   αx , 
0 1< ≠α , είναι η λογαριθμική συνάρτηση g (x �   ORJαx . Ȉυνεπώς

ORJĮĮ
x = x, x ∈ R        και      ĮORJĮx = x�  x (0, )∈ + ∞

x Ας πάρουμε τώρα μια �– � συνάρτηση  f   και 
ας θεωρήσουμε τις γραφικές παραστάσεις C  και 
&ƍ των f  και της  I� ±� στο ίδιο σύστημα αȟόνων 
(Ȉχ. ���. Επειδή

f x y f y x( ) ( )= ⇔ =−1 ,

αν ένα σημείο Ȃ(α, β� ανήκει στη γραφική 
παράσταση C  της f , τότε το σημείο Ȃ ƍ (β,α� θα 
ανήκει στη γραφική παράσταση &ƍ της  I�±� και 
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αντιστρόφως. Τα σημεία, όμως, αυτά είναι συμμετρικά ως προς την ευθεία που διχοτομεί 
τις γωνίες x O y  και [ƍ2\ƍ. Επομένως�

ȅι γραφικές παραστάσεις C  και C ƍ των συναρτήσεων f  και I�±� είναι συμμετρικές ως 
προς την ευθεία y    x  που διχοτομεί τις γωνίες x O y  και x ƍO y ƍ.

Έτσι, οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων f ( x �   αx  και g (x �   ORJαx , 0 1< ≠α , 
είναι συμμετρικές ως προς την ευθεία y    x .

ΕĭǹΡΜΟΓΗ
Να αποδειȤτεί ότι Ș συνȐρτȘσȘ  f ( x� = � e 3x– 2 + � είναι 1–1  και να βρεșεί Ș αντίστροĳȒ 
τȘȢ�

ΛΥΣΗ

— Έστω x x1 2, ∈ R  με f ( x ��   f ( x ��. Ĭα δείȟουμε ότι x �   x �. Ȇράγματι έχουμε διαδοχικά�

f ( x ��   f ( x ��

2 1 2 13 2 3 21 2e ex x− −+ = +

2 23 2 3 21 2e ex x− −=

e ex x3 2 3 21 2− −=

�x � ± �   �x � ± �

�x �   �x �

x �   x �.

— īια να βρούμε την αντίστροφη της  f   θέτουμε y    f ( x � και λύνουμε ως προς x . Έχουμε 
λοιπόν�

f x y e yx( ) = ⇔ + =−2 13 2

⇔ = −−2 13 2e yx

⇔ =
−−e yx3 2 1
2

⇔ − =
−3 2 1
2

x yln , y !�
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⇔ =
−

+3 1
2

2x yln , y !�

⇔ =
−

+x y1
3

1
2

2
3

ln , y !�.

Επομένως, f y y− =
−

+1 1
3

1
2

2
3

( ) ln , y !�, οπότε η αντίστροφη της  f   είναι η συνάρτηση

f x x− =
−

+1 1
3

1
2

2
3

( ) ln , x !�.

ǹΣΚΗΣΕΙΣ

ǹǯ ȅȂǹǻǹȈ

��   ȃα βρείτε ποιες από τις παρακάτω συναρτήσεις είναι γνησίως αύȟουσες και ποιες 
γνησίως φθίνουσες

  L� f x x( ) = −1    LL� f ( x �   �OQ(x  ± �� ± �

LLL� f ( x �   �e �±x  � �   LY� f ( x �   (x  ± ��� ± �, x ≤1.

��   ȃα βρείτε ποιες από τις παρακάτω συναρτήσεις είναι Ǝ�±�Ǝ και για καθεμία απ¶ 
αυτές να βρείτε την αντίστροφή της

  L� f ( x �   �x  ±�                               Y� f ( x �   OQ(� ± x � 

 LL� f ( x �   x � � �     YL� f ( x �   e ±x  � �

LLL��I( x �   (x  ± ��(x  ± �� � �   YLL� f x e
e

x

x( ) =
−
+

1
1

LY� f x x( ) = −13    YLLL� f x x( ) | |= −1 .

��   ǻίνονται οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων f , g , ĳ και ȥ.
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ȃα βρείτε ποιες από τις συναρτήσεις  f , g , ĳ, ȥ έχουν αντίστροφη και για καθεμία 
απ¶ αυτές να χαράȟετε τη γραφική παράσταση της αντίστροφής της.

�� ȃα δείȟετε ότι�

  L�   Αν μια συνάρτηση  f  είναι γνησίως αύȟουσα σε ένα διάστημα ǻ, τότε η συνάρ-
τηση ±f  είναι γνησίως φθίνουσα στο ǻ.

 LL�   Αν δύο συναρτήσεις  f , g  είναι γνησίως αύȟουσες σε ένα διάστημα ǻ, τότε η 
συνάρτηση  f  � g  είναι γνησίως αύȟουσα στο ǻ.

LLL�   Αν δύο συναρτήσεις  f , g  είναι γνησίως αύȟουσες σε ένα διάστημα ǻ και ισχύ-
ει  0)( txf  και  0)( txg  για κάθε  ǻx � , τότε η συνάρτηση f g  είναι γνησίως 
αύȟουσα στο ǻ.

Ανάλογα συμπεράσματα διατυπώνονται, αν οι f , g  είναι γνησίως φθίνουσες σε 
ένα διάστημα ǻ.

1 . 4  ΟΡΙΟ ΣΥȃǹΡΤΗΣΗΣ ΣΤΟ [ 0 R

ΕȚıĮȖȦȖȒ
Ǿ έννοια του ορίου γεννήθηκε στην προσπάθεια των μαθηματικών να απαντήσουν σε 
ερωτήματα όπως�

² Τι ονομάȗουμε στιγμιαία ταχύτητα ενός κινητού�

² Τι ονομάȗουμε εφαπτομένη μιας καμπύλης σε ένα σημείο της�

² Τι ονομάȗουμε εμβαδό ενός μικτόγραμμου χωρίου�

Ȉτις παραγράφους που ακολουθούν, αρχικά προσεγγίȗουμε την έννοια του ορίου ³διαι-
σθητικά´, στη συνέχεια διατυπώνουμε τον αυστηρό μαθηματικό ορισμό του ορίου και 
μερικές βασικές ιδιότητές του και τέλος, εισάγουμε την έννοια της συνέχειας μιας συ-
νάρτησης.
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Η ȑȞȞȠȚĮ ĲȠȣ ȠȡȓȠȣ

Ɣ Έστω η συνάρτηση 

 
1
1)(

2

�
�

 
x
xxf .

Ǿ συνάρτηση αυτή έχει πεδίο ορισμού το σύνολο 
 { 1}fD R  και γράφεται

 
1

1
)1) (1()( � 

�
��

 x
x

xxxf , x ≠�.

Επομένως, η γραφική της παράσταση είναι η ευθεία y    x  � � με εȟαίρεση το σημείο 
A (�,�� (Ȉχ. ���. Ȉτο σχήμα αυτό, παρατηρούμε ότι�

³Ȁαθώς το x , κινούμενο με οποιονδήποτε τρόπο πάνω στον άȟονα x ƍx , προσεγγίȗει τον 
πραγματικό αριθμό �, το  f ( x �, κινούμενο πάνω στον άȟονα y ƍy , προσεγγίȗει τον πραγμα-
τικό αριθμό �. Ȁαι μάλιστα, οι τιμές  f ( x � είναι τόσο κοντά στο � όσο θέλουμε, για όλα τα 
x ≠� που είναι αρκούντως κοντά στο �´. 
Ȉτην περίπτωση αυτή γράφουμε

 2)(l i m
1

 
o

xf
x

και διαβάȗουμε 

³το όριο της  f ( x �, όταν το x  τείνει στο �, είναι �´.

īενικά�

ǵταν οι τιμές μιας συνάρτησης  f  προσεγγίȗουν όσο θέλουμε έναν πραγματικό αριθμό l, 
καθώς το x  προσεγγίȗει με οποιονδήποτε τρόπο τον αριθμό x 0 , τότε γράφουμε

 A 
o

)(l i m
0

xf
xx

και διαβάȗουμε

³το όριο της  f ( x �, όταν το x  τείνει στο x 0 , είναι l´ ή

³το όριο της  f ( x � στο x 0  είναι l´.
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Ȉȋȅȁǿȅ
Από τα παραπάνω σχήματα παρατηρούμε ότι�

² īια να αναȗητήσουμε το όριο της  f  στο x 0 , πρέπει η  I� να ορίȗεται όσο θέλουμε ³κοντά 
στο x 0 ´, δηλαδή η  f   να είναι ορισμένη σ¶ ένα σύνολο της μορφής

),(),( 00 βxxα � ή  ),( 0xα  ή  ),( 0 βx .  

² Το x 0  μπορεί να ανήκει στο πεδίο ορισμού της συνάρτησης (Ȉχ. ��α, ��β� ή να μην 
ανήκει σ¶ αυτό (Ȉχ. ��γ�.

² Ǿ τιμή της  f  στο x 0 , όταν υπάρχει, μπορεί να είναι ίση με το όριό της στο x 0  (Ȉχ. ��α� 
ή διαφορετική από αυτό. (Ȉχ. ��β�.

 
Ɣ Έστω, τώρα, η συνάρτηση

¯
®
­

!��
��

 
1,5
1,1

)(
xx
xx

xf ,

της οποίας η γραφική παράσταση αποτελείται από τις 
ημιευθείες του διπλανού σχήματος.
Ȇαρατηρούμε ότι�
² ǵταν το x  προσεγγίȗει το � από αριστερά (x  � ��, 
τότε οι τιμές της  f  προσεγγίȗουν όσο θέλουμε τον 
πραγματικό αριθμό �. Ȉτην περίπτωση αυτή γράφουμε�

 2)(l i m
1

 
�o

xf
x

.

² ǵταν το x  προσεγγίȗει το � από δεȟιά (x  > ��, τότε οι τιμές της f  προσεγγίȗουν όσο 
θέλουμε τον πραγματικό αριθμό �. Ȉτην περίπτωση αυτή γράφουμε�

 4)(l i m
1

 
�o

xf
x

.

īενικά�

² ǵταν οι τιμές μιας συνάρτησης  f  προσεγγίȗουν όσο θέλουμε τον πραγματικό αριθμό 
l�, καθώς το x  προσεγγίȗει το x 0  από μικρότερες τιμές (x  � x 0 �, τότε γράφουμε�

 1)(l i m
0

A 
�o

xf
xx

και διαβάȗουμε�

³το όριο της  f ( x �, όταν το x  τείνει στο x 0  από τα αριστερά, είναι l�´.

² ǵταν οι τιμές μιας συνάρτησης f  προσεγγίȗουν όσο θέλουμε τον πραγματικό αριθμό 
l�, καθώς το x  προσεγγίȗει το x 0  από μεγαλύτερες τιμές (x  > x 0 �, τότε γράφουμε�

2
0

)(l i m A 
�o

xf
xx
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και διαβάȗουμε�

³το όριο της  f ( x �, όταν το x  τείνει στο x 0  από τα δεȟιά, είναι l�´.

  

Τους αριθμούς  )(l i m
0

1 xf
xx �o

 A  και  )(l i m
0

2 xf
xx �o

 A  τους λέμε πλευρικȐ όρια της  f  στο x 0   
 
και συγκεκριμένα το l� αριστερό όριο της  f  στο x 0 , ενώ το l� δεȟιό όριο της  f  στο x 0 .

Από τα παραπάνω σχήματα φαίνεται ότι�

A 
o

)(l i m
0

xf
xx

, αν και μόνο αν A  
�o�o

)(l i m)(l i m
00

xfxf
xxxx

īια παράδειγμα, η συνάρτηση 
 

x
xxf ||)(   (Ȉχ. ��� δεν 

έχει όριο στο x 0    0, αφού�

² για x  � 0 είναι
 

1)( � 
�

 
x
xxf , οπότε  1)(l i m

0
� 

�o
xf

x
,

ενώ

² για x  > 0 είναι 
 

1)(   
x
xxf , οπότε  1)(l i m

0
 

�o
xf

x
,

και έτσι

 )(l i m)(l i m
00

xfxf
xx �o�o

≠

ΟȡȚıȝȩȢ ĲȠȣ ȠȡȓȠȣ ıĲȠ x 0  ∈R
Ɣ Ȉτα προηγούμενα γνωρίσαμε την έννοια του ορίου διαισθητικά. Είδαμε ότι, όταν γρά-
φουμε  A 

o
)(l i m

0
xf

xx
, εννοούμε ότι οι τιμές  f ( x � βρίσκονται όσο θέλουμε κοντά στο l,  

για όλα τα x ≠ x 0  τα οποία βρίσκονται ³αρκούντως κοντά στο x 0 ´. īια να διατυπώσουμε, 
τώρα, τα παραπάνω σε μαθηματική γλώσσα εργαȗόμαστε ως εȟής�
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² Ȉτη θέση της φράσης ³οι τιμές  f ( x � βρίσκονται 
οσοδήποτε θέλουμε κοντά στο l´ χρησιμοποιούμε 
την ανισότητα

 İxf �� |)(| A ,                        (��
όπου İ οποιοσδήποτε θετικός αριθμός.

² Ȉτη θέση της φράσης ³για όλα τα  0xx ≠  που 
βρίσκονται αρκούντως κοντά στο x 0 ´ χρησιμοποι-
ούμε την ανισότητα

 įxx ��� ||0 0 ,                      (��

όπου į είναι ένας αρκούντως μικρός θετικός αριθμός. (Ǿ ανισότητα  ||0 0xx ��  δηλώνει 
ότι  )0xx ≠ .

² īια να συνδέσουμε τις δυο αυτές φράσεις σύμφωνα με τον διαισθητικό ορισμό λέμε 
ότι για οποιονδήποτε θετικό αριθμό İ μπορούμε να βρούμε έναν θετικό αριθμό į τέτοιον 
ώστε, αν το x  ικανοποιεί τη (��, τότε το f ( x � θα ικανοποιεί την (��. Έχουμε δηλαδή τον 
ακόλουθο ορισμό�

ȅȇǿȈȂȅȈ


Έστω μια συνάρτηση  f  ορισμένη σε ένα σύνολο της μορφής ),(),( 00 βxxα � . Ĭα 
λέμε ότι η  f   έχει στο x 0  όριο l�R, όταν για κάθε İ > 0 υπάρχει į > 0 τέτοιος, ώστε 
για κάθε ),(),( 00 βxxαx �� , με 00 x x δ< −< −x x< −x x < , να ισχύει�

İxf �� |)(| A

Αποδεικνύεται ότι, αν μια συνάρτηση f  έχει όριο στο x 0 , τότε αυτό είναι μοναδικό και 
συμβολίȗεται, όπως είδαμε, με  )(l i m

0
xf

xx o
.

Ȉτη συνέχεια, όταν γράφουμε  )(l i m
0

xf
xx o

   l, θα εννοούμε ότι υπάρχει το όριο της f  στο�
x 0  και είναι ίσο με l.
Ȉυνέπεια του παραπάνω ορισμού είναι οι ακόλουθες ισοδυναμίες�

( α ) A 
o

)(l i m
0

xf
xx

� 0))((l i m
0

 �
o

Axf
xx

( β ) A 
o

)(l i m
0

xf
xx

� A �
o

)(l i m 00
hxf

h

Ɣ Αν μια συνάρτηση f  είναι ορισμένη σε ένα διάστημα της μορφής (x 0 , β� και την ανι-
σότητα  įxx ��� ||0 0  την αντικαταστήσουμε με την  įxxx ��� 00 , τότε έχουμε τον 
ορισμό του  )(l i m

0

xf
xx �o

, ενώ αν η  f  είναι ορισμένη σε ένα διάστημα της μορφής (α, x 0 � και 
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την ανισότητα  įxx ��� ||0 0  την αντικαταστήσουμε με την x 0  í į <  x  <  x 0 , τότε έχουμε 

τον ορισμό του  )(l i m
0

xf
xx �o

.

Αποδεικνύεται ότι�

Αν μια συνάρτηση f  είναι ορισμένη σε ένα σύνολο της μορφής ),(),( 0 ),(), 0 ),(), 0 ),(), 0 ),(), β ),(), β ),(), ),(), xx ),(), ),(), 0 ),(), xx ),(), 0 ),(),α ),(), � ),(), ),(), xx ),(), � ),(), xx ),(), , 
τότε ισχύει η ισοδυναμία�

A 
o

)(l i m
0

xf )(l i m xf )(l i m
xx o xx o

� A 
�o�o

)(l i m)(l i m
00

xfxf )(l i m)(l i m xfxf )(l i m)(l i m  )(l i m)(l i m  xfxf  )(l i m)(l i m  
xx o xx oxx o xx o

Ɣ Αν μια συνάρτηση  f  είναι ορισμένη σε ένα διάστημα 
της μορφής (x 0 , β�, αλλά δεν ορίȗεται σε διάστημα της 
μορφής (α, x 0 �, τότε ορίȗουμε� 

 )(l i m)(l i m
00

xfxf
xxxx �oo

 .

īια παράδειγμα,

            0l i ml i m
00

  
�oo

xx
xx

 (Ȉχ. ���

Ɣ Αν μια συνάρτηση  f   είναι ορισμένη σε ένα διάστημα 
της μορφής (α, x 0 �, αλλά δεν ορίȗεται σε διάστημα της 
μορφής (x 0 , β�, τότε ορίȗουμε� 

 )(l i m)(l i m
00

xfxf
xxxx �oo

 .

īια παράδειγμα,

         0l i ml i m
00

 � �
�oo

xx
xx

          (Ȉχ. ���

Ȉȋȅȁǿȅ
Αποδεικνύεται ότι το  )(l i m

0
xf

xx o
 είναι ανεȟάρτητο των 

άκρων α, β των διαστημάτων (α, x 0 � και (x 0 , β� στα 
οποία θεωρούμε ότι είναι ορισμένη η  f . 
Έτσι για παράδειγμα, αν θέλουμε να βρούμε το όριο 

της συνάρτησης 
 

1
|1|)(

�
�

 
x
xxf  στο x 0    0, περιοριȗό-

μαστε στο υποσύνολο  )1,0()0,1( ��  του πεδίου ορι-
σμού της, στο οποίο αυτή παίρνει τη μορφή

 
1

1
)1()( � 

�
��

 
x
xxf .

Επομένως, όπως φαίνεται και από το διπλανό σχήμα, 
το ȗητούμενο όριο είναι  1)(l i m

0
� 

o
xf

x
.
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ȈȊȂǺǹȈǾ
Ȉτη συνέχεια, όταν λέμε ότι μια συνάρτηση  f  έχει κοντȐ στο x0  μια ιδιότητα ȇ θα εννο-
ούμε ότι ισχύει μια από τις παρακάτω τρεις συνθήκες�

α�  Ǿ f  είναι ορισμένη σε ένα σύνολο της μορφής  ),(),( 00 βxxα �  και στο σύνολο αυτό 
έχει την ιδιότητα ȇ.

β�  Ǿ I�είναι ορισμένη σε ένα σύνολο της μορφής (α, x 0 �, έχει σ¶ αυτό την ιδιότητα ȇ, αλλά 
δεν ορίȗεται σε σύνολο της μορφής (x 0 , β�.

γ�  Ǿ f  είναι ορισμένη σε ένα σύνολο της μορφής (x 0 , β�, έχει σ¶ αυτό την ιδιότητα ȇ, αλλά 
δεν ορίȗεται σε σύνολο της μορφής (α, x 0 �.

īια παράδειγμα, η συνάρτηση 
 

x
xxf ημ)(   είναι θετική κοντά στο x 0    0, αφού ορίȗεται 

στο σύνολο 
 

¸
¹
·

¨
©
§�¸

¹
·

¨
©
§�

2
,00,

2
ππ  και είναι θετική σε αυτό.

ǵȡȚȠ ĲĮȣĲȠĲȚțȒȢ � ıĲĮșİȡȒȢ ıȣȞȐȡĲȘıȘȢ

Με τη βοήθεια του ορισμού του ορίου αποδεικνύεται ότι�

  
 0

0
l i m xx

xx
 

o
 cc

xx
 

o 0
l i m

Ǿ πρώτη ισότητα δηλώνει ότι το όριο της ταυτοτικής συνάρτησης  f ( x �   x  (Ȉχ. ��α� 
στο x 0  είναι ίσο με την τιμή της στο x 0 , ενώ η δεύτερη ισότητα δηλώνει ότι το όριο της 
σταθερής συνάρτησης g ( x �   c  (Ȉχ. ��β� στο x 0  είναι ίσο με c .
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ǹΣΚΗΣΕΙΣ

ǹǯ ȅȂǹǻǹȈ

��   ȃα βρείτε το  )(l i m
0

xf
xx o

και το f ( x 0 �, εφόσον υπάρχουν, όταν η γραφική παράστα-

ση της συνάρτησης f  είναι�

 

 

��   ȃα χαράȟετε τη γραφική παράσταση της συνάρτησης  f  και με τη βοήθεια αυτής 
να βρείτε, εφόσον υπάρχει, το  )(l i m

0
xf

xx o
, όταν�

i )  
2

65)(
2

�
��

 
x

xxxf ,  20  x  i i )  
°
¯

°
®

­

!

d
 

1,1

1,
)(

x
x

xx
xf ,  10  x  

i i i )
°̄

°
®
­

!��

d
 

1,1

1,
)(

2

xx

xx
xf ,  10  x  i v )  

x
xxxf

2

)( � ,  00  x .  

��   ȅμοίως όταν�

i )  
1

3 3)( 2

23

�
���

 
x

xxxxf ,  10  x  ή  10 � x  

i i )  
13

169)1()(
2

�
���

 
x

xxxxf ,  
3
1

0  x .  

22-0181-02_HR.indb   164 12/12/2013   10:48:30 πμ



� 2ΡΙΟ ± ΣΥȃΕȋΕΙǹ ΣΥȃǹΡΤΗΣΗΣ ���

 
��   ǻίνεται η συνάρτηση  f  που είναι ορισμένη στο  [ 2 , )� �f  και έχει γραφική παρά-

σταση που φαίνεται στο παρακάτω σχήμα. ȃα εȟετάσετε ποιοι από τους επόμε-
νους ισχυρισμούς είναι αληθείς.

i ) 2)(l i m
2

 
�o

xf
x

 

i i )  1)(l i m
1

 
�o

xf
x

i i i )  2)(l i m
1

 
o

xf
x

 

i v )  3)(l i m
2

 
o

xf
x

 

v )  4)(l i m
3

 
o

xf
x

 

v i )  3)(l i m
4

 
o

xf
x

 

��   ǻίνεται μια συνάρτηση  f   ορισμένη στο  ),(),( 00 βxxα � , με  6)(l i m 2

0
� 

�o
Ȝxf

xx
 

και  Ȝxf
xx

 
�o

)(l i m
0

. ȃα βρείτε τις τιμές του Ȝ�R, για τις οποίες υπάρχει το 

 )(l i m
0

xf
xx o

.

1 . 5  ΙǻΙΟΤΗΤΕΣ ΤΩȃ ΟΡΙΩȃ
ǵȡȚȠ țĮȚ įȚȐĲĮȟȘ

īια το όριο και τη διάταȟη αποδεικνύεται ότι ισχύουν τα παρακάτω θεωρήματα.

ĬǼȍȇǾȂǹ �ο

Ɣ  Αν 0)(l i m
0

!
o

xf
xx

, τότε f ( x � > 0 κοντά στο x 0  (Ȉχ. ��α�

Ɣ  Αν 0)(l i m
0

�
o

xf
xx

, τότε f ( x � � 0 κοντά στο x 0  (Ȉχ. ��β�
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ĬǼȍȇǾȂǹ �ο

Αν οι συναρτήσεις  f , g  έχουν όριο στο x 0  και ισχύει )()( xgxf d  κοντά στο x 0 , τότε

)(l i m)(l i m
00

xgxf
xxxx oo

d

 

ǵȡȚĮ țĮȚ ʌȡȐȟİȚȢ
Τα δύο βασικά όρια  0

0
l i m xx

xx
 

o
,  cc

xx
 

o 0
l i m  και το θεώρημα που ακολουθεί διευκολύνουν 

τον υπολογισμό των ορίων.

ĬǼȍȇǾȂǹ

Αν υπάρχουν τα όρια των συναρτήσεων f  και g  στο x 0 , τότε�

 1.  )(l i m)(l i m) )()((l i m
000

xgxfxgxf
xxxxxx ooo

� �

 2. )(l i m) )((l i m
00

xfțxț fț fț
xxxx oo

 , για κάθε σταθερά ț�R 

 3. )(l i m)(l i m) )()((l i m
000

xgxfxgxf
xxxxxx ooo

� �

 4.  
)(l i m

)(l i m

)(
)(l i m

0

0

0 xg

xf

xg
xf

xx

xx

xx
o

o

o
 , εφόσον 0)(l i m

0
≠

o
xg

xx

 5.  )(l i m|)(|l i m
00

xfxf
xxxx oo

 

 6.  k
xx

k
xx

xfxf )(l i m)(l i m
00 oo

 , εφόσον 0)( txf  κοντά στο x 0 .

ȅι ιδιότητες � και � του θεωρήματος ισχύουν και για περισσότερες από δυο συναρτήσεις. 
Άμεση συνέπεια αυτού είναι�

Ȟ

xx

Ȟ

xx
xfxf »¼»¼»
º
»
º
»«¬«¬«

ª
«
ª
« oo

)(l i m) ]([l i m
00

,      Ȟ�� *
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īια παράδειγμα,
ȞȞ

xx
xx 0

0
l i m  
o

² Έστω τώρα το πολυώνυμο
P (x �   αȞx

Ȟ � αȞ±�x
Ȟ±� � « � α�x  � α0  και x 0 �R.

Ȉύμφωνα με τις παραπάνω ιδιότητες έχουμε�

)(l i m)(l i m 0
1

1
00

αxαxαxP Ȟ
Ȟ

Ȟ
Ȟxxxx

��� �
�oo

  

0
0

1
1

00
l i m)(l i m)(l i m αxαxα

xx

Ȟ
Ȟxx

Ȟ
Ȟxx o

�
�oo

���   

0
0

1

0
1

0
l i ml i ml i m αxαxα

xx

Ȟ

xxȞ
Ȟ

xxȞ o

�

o�o
���   

)( 00
1

010 xPαxαxα Ȟ
Ȟ

Ȟ
Ȟ  ��� �

�  .  

Επομένως,
)()(l i m 0

0
xPxP

xx
 

o

īια παράδειγμα,

 4227262)276(l i m 2323

2
� ����� ���

o
xxx

x
.

² Έστω η ρητή συνάρτηση  
)(
)()(

xQ
xPxf  , όπου P (x �, Q (x � πολυώνυμα του x  και x 0 �R 

με  Q (x 0 � ≠ 0. Τότε,

 

)(
)(

)(l i m

)(l i m

)(
)(l i m)(l i m

0

0

0

0

00 xQ
xP

xQ

xP

xQ
xPxf

xx

xx

xxxx
   

o

o

oo

.

Επομένως,

)(
)(

)(
)(l i m

0

0

0 xQ
xP

xQ
xP

xx
 

o
, εφόσον 0)( 0 ≠xQ

īια παράδειγμα,

 
9
8

1222
42

12
4l i m

2

2

2

2

2
 

���
�

 
��

�
o xx

x
x

.

Ȉȋȅȁǿȅ
ǵταν Q (x 0 �   0, τότε δεν εφαρμόȗεται η ιδιότητα � του παραπάνω θεωρήματος. Ȉτην 
περίπτωση αυτή εργαȗόμαστε όπως στην εφαρμογή � LL�, που ακολουθεί.
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ΕĭǹΡΜΟΓΕΣ

1.  Να βρεșούν τα παρακȐτȦ όρια�

i )   ]|| 11 )[ (l i m 392

0
���

o
x x

x
         i i )  

 
4

65l i m 2

23

2 �
��

o

x x x
xx

         i i i )  
 

1
23l i m

2

1 �
��

o xx

x x .

ΛΥΣΗ
  L� Έχουμε

|1|l i m)1(l i m|1|)1(l i m 3

0

92

0

392

0
][ ��� ��

ooo
xxxx

xxx
 

)1(l i m)1(l i m 3

0

92

0
][ ��� 

oo
xx

xx
 

1|1|19  �� .  

 LL�  Επειδή  0)4(l i m 2

2
 �

o
x

x
, δεν μπορούμε να εφαρμόσουμε τον κανόνα του πηλίκου 

(ιδιότητα ��. Ȇαρατηρούμε όμως ότι για x    � μηδενίȗονται και οι δύο όροι του κλά-

σματος. ȅπότε η συνάρτηση 
 

4
65)(

2

23

�
��

 
x

xxxxf , για  2≠x , γράφεται�

2
3

2
)3(

)2) (2(
)3) (2(

)2) (2(
)65()(

22

�
�

 
�
�

 
��
��

 
��
��

 
x

xx
x
xx

xx
xxx

xx
xxxxf .

Επομένως,
 

2
1

22
234

2
3l i m)(l i m

2

22
� 

�
��

 
�
�

 
oo x

xxxf
xx

.

LLL�  īια x    � μηδενίȗονται οι όροι του κλάσματος. Ȉτην περίπτωση αυτή εργαȗόμαστε 
ως εȟής�

Ȇολλαπλασιάȗουμε και τους δύο όρους του κλάσματος με  xx 232 ��  και έτσι 
έχουμε�

���

��
 

���

·§ ��
¹

·
¹

·
¹

·
¹

·
¹

·
¹

·
¹

©
§
©

§
©

§
©

§
©

§
©

§
©
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�
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xxx

xx

xxx
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x
xxxf

23)1(

)2(3

23)1(

2323

1
23)(

2

2
2

2

2

22
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xx

x

xxx
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xxx

x

23

)1(3

23)1(

)1) (1(3

23)1(

33
222
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��
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���
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 .  
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Επομένως,

 

2
3

24
6

23l i m

)1(3l i m

23

)1(3l i m)(l i m
2

1

1

211

)(
� 

�

�
 

¹
·

©
§ ��

��
 

��

��
 

o

o

oo xx

x

xx

xxf

x

x

xx
.

2. Να βρεșεί� αν υπȐρȤει� το όριο στο x 0  = � τȘȢ συνȐρτȘσȘȢ 

 

°
¯

°
®

­

t�

��
 

1,1

14 ,3
)(

2

xf
x x

xx
.

ΛΥΣΗ
Αν x  � �, τότε f ([�   �x � ± �, οπότε

 1413)43(l i m)(l i m 22

11
� �� � 

o�o
xxf

xx
.

Αν x  > �, τότε 
x

xf 1)( � , οπότε

11l i m)(l i m
11

� ¸
¹
·

¨
©
§� 

o�o x
xf

xx
.

Επομένως  1)(l i m
1

� 
o

xf
x

.

ΚȡȚĲȒȡȚȠ ʌĮȡİȝȕȠȜȒȢ
Ȋποθέτουμε ότι ³κοντά στο x 0 ´ μια συνάρτηση  
f  ³εγκλωβίȗεται´ (Ȉχ. �0� ανάμεσα σε δύο συ-
ναρτήσεις h  και g . Αν, καθώς το x  τείνει στο x 0 , 
οι g  και h  έχουν κοινό όριο l, τότε, όπως φαίνε-
ται και στο σχήμα, η  f   θα έχει το ίδιο όριο l. 
Αυτό δίνει την ιδέα του παρακάτω θεωρήματος 
που είναι γνωστό ως κριτȒριο παρεμβολȒȢ.

ĬǼȍȇǾȂǹ

Έστω οι συναρτήσεις  f , g , h . Αν
Ɣ )()()( xgxfxh dd  κοντά στο x 0  και

Ɣ A  
oo

)(l i m)(l i m
00

xgxh
xxxx

,

τότε
A 

o
)(l i m

0
xf

xx
.
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īια παράδειγμα, 
 

01ημl i m
0

 ¸
¹
·

¨
©
§

o x
x

x
. Ȇράγματι, για  0≠x  έχουμε

 
||1ημ||1ημ x

x
x

x
x d� ,

οπότε
 

||1ημ|| x
x

xx dd� .

Επειδή  0||l i m)||(l i m
00

  �
oo

xx
xx

, σύμφωνα με το παραπάνω κριτήριο, έχουμε�

 
01ημl i m

0
 ¸

¹
·

¨
©
§

o x
x

x
.

7ȡȚȖȦȞȠȝİĲȡȚțȐ ȩȡȚĮ
Το κριτήριο παρεμβολής είναι πολύ χρήσιμο για τον υπολογισμό ορισμένων τριγωνομε-
τρικών ορίων. Αρχικά αποδεικνύουμε ότι�

 |||ημ| xx ≤ , για κάθε [ R
(η ισότητα ισχύει μόνο όταν x  =  0)

ǹȆȅǻǼǿȄǾ*

² īια x    0 προφανώς ισχύει η ισότητα. 

² īια 
 

¸
¹
·

¨
©
§�

2
,0 πx  από το διπλανό σχήμα έχουμε

ημx  =  ( ȂȂ1)  <  ( Ȃǹ� � (τοȟȂǹ)  =  x .

Άρα

ημx x< , για κάθε 
 

¸
¹
·

¨
©
§�

2
,0 πx  ( 1)

² īια 
 

¸
¹
·

¨
©
§�� 0,

2
πx  είναι ¸

¹
·

¨
©
§��

2
,0 πx , οπότε λόγω της (�� έχουμε,  |||)(ημ| xx ���   

 
ή, ισοδύναμα,  |||ημ| xx � .

² īια ¸
¹
·

¨
©
§��

2
,

2
ππx  είναι 

 
|ημ|1

2
|| xπx t!t , οπότε  |||ημ| xx � .

Ȉε όλες, λοιπόν, τις περιπτώσεις ισχύει  |||ημ| xx d , με την ισότητα να ισχύει μόνο για 
x    0.  Ŷ

Με τη βοήθεια της παραπάνω ανισότητας και του κριτηρίου παρεμβολής θα αποδείȟουμε 
ότι�
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x  0
0

0

ημημl i m xx
xx

 
o

 

x  0συνσυνl i m xx
xx

 
o

 

ǹȆΟǻΕΙȄΗ
Ɣ Αρχικά θα αποδείȟουμε ότι

0ημl i m
0

 
o

x
x

  1συνl i m
0

 
o

x
x

 και (��

Ȇράγματι�

² Ȉύμφωνα με την προηγούμενη ανισότητα έχουμε  |||ημ| xx d , οπότε

 ||ημ|| xxx dd� .

Επειδή  ||l i m0)||(l i m
00

xx
xx oo

  � , σύμφωνα με το κριτήριο παρεμβολής, θα είναι 

 0ημl i m
0

 
o

x
x

.

² īνωρίȗουμε ότι  xx 22 ημ1συν � , οπότε 

 xx 2ημ1συν � , για κάθε ¸
¹
·

¨
©
§�¸

¹
·

¨
©
§��

2
,00,

2
ππx .

Επομένως

 101ημl i m1ημ1l i mσυνl i m 2

0

2

00
 � � � 

ooo
xxx

xxx
.

Ɣ Ĭα αποδείȟουμε, τώρα, ότι  0
0

ημημl i m xx
xx

 
o

. Ȇράγματι έχουμε

)ημσυνσυνημ(l i m)(ημl i mημl i m 000000
hxhxhxx

hhxx
� � 

ooo
 

hxhx
hh

ημl i mσυνσυνl i mημ
0000 oo

�  

000

)1(
ημ0συν1ημ xxx  ��� .  

Ɣ Ανάλογα αποδεικνύεται και ότι  0συνσυνl i m
0

xx
xx

 
o

.    Ŷ

x  β )  01συνl i m
0

 
�

o x
x

x
 

x  α )  1ημl i m
0

 
o x

x
x

 

1 .

2.

22-0181-02_HR.indb   171 12/12/2013   10:48:43 πμ



��� � 2ΡΙΟ ± ΣΥȃΕȋΕΙǹ ΣΥȃǹΡΤΗΣΗΣ

ǹȆȅǻǼǿȄǾ


² Αν 
 

2
0 πx �� , τότε από το διπλανό σχήμα προκύπτει ότι

εμβ(τριγ ȅǹȂ� � εμβ(τομ ȅǹȂ� � εμβ(τριγ ȅǹȃ�,

οπότε έχουμε διαδοχικά�

xxx εφ1
2
1

2
1ημ1

2
1

������  

ημ x  <  x  <  εφ x

xx
x

συν
1

1.

ημ
1 ��  

ημσυν ��
x
xx

² Αν 0
2

��� xπ , τότε 
 

2
0 πx ��� , οπότε έχουμε 

 
1)(ημ)(συν �

�
�

��
x
xx

και άρα

 
1ημσυν ��

x
xx .

Επομένως, για κάθε 
 

¸
¹
·

¨
©
§�¸

¹
·

¨
©
§��

2
,00,

2
ππx  ισχύει 

 
1ημσυν ��

x
xx . 

Επειδή  1συνl i m
0

 
o

x
x

, από το κριτήριο παρεμβολής προκύπτει ότι 
 

1ημl i m
0

 
o x

x
x

.

β� Έχουμε

)1συν(
)1συν) (1συν(l i m1συνl i m

00 �
��

 
�

oo xx
xx

x
x

xx
 

)1συν(
1συνl i m

2

0 �
�

 
o xx

x
x

 

)συν1(
ημl i m

2

0 xx
x
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� 
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ǵȡȚȠ ıȪȞșİĲȘȢ ıȣȞȐȡĲȘıȘȢ
Με τις ιδιότητες που αναφέρουμε μέχρι τώρα μπορούμε να προσδιορίσουμε τα όρια απλών 
συναρτήσεων. Αν, όμως, θέλουμε να υπολογίσουμε το  ) )((l i m

0
xgf

xx o
, της σύνθετης συνάρ -

τησης  gf D  στο σημείο x 0 , τότε εργαȗόμαστε ως εȟής�

�. Ĭέτουμε u    g ( x �.

�. Ȋπολογίȗουμε (αν υπάρχει� το  )(l i m
0

0 xgu
xx o

  και

�. Ȋπολογίȗουμε (αν υπάρχει� το )(l i m
0

uf
uu o

 A .

Αποδεικνύεται ότι, αν  0( )g x u≠  κοντά στο x 0 , τότε το ȗητούμενο όριο είναι ίσο με  �, 
δηλαδή ισχύει�

 )(l i m) )((l i m
00 oo

 x
x x

f f u
u u

g .

ȆȇȅȈȅȋǾ
Ȉτη συνέχεια και σε όλη την έκταση του βιβλίου τα όρια της μορφής  ) )((l i m

0
xgf

xx o
 με τα 

οποία θα ασχοληθούμε θα είναι τέτοια, ώστε να ικανοποιείται η συνθήκη� ³ 0)( uxg ≠  κοντά 
στο x 0 ´ και γι¶ αυτό δεν θα ελέγχεται.
īια παράδειγμα�

α� Έστω ότι θέλουμε να υπολογίσουμε το όριο

 
¸
¹
·

¨
©
§ �

o 4
ημl i m 2

0

πx
x

.

Αν θέσουμε 2

4
u x π

= + , τότε 
44

l i ml i m 2

00

ππxu
xx

 ¸
¹
·

¨
©
§ � 

oo
, οπότε

 
2
2

4
ημημl i m

4
ημl i m

4

2

0
   ¸

¹
·

¨
©
§ �

oo

πuπx
πux

.

β� Έστω ότι θέλουμε να υπολογίσουμε το όριο
 

x
x

x

3ημ
l i m

0o
.
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Είναι

x
x

x
x

3
3ημ33ημ

 .

Έτσι, αν θέσουμε u    �x , τότε  03l i ml i m
00

  
oo

xu
xx

, οπότε

 
313ημl i m3

3
3ημl i m33ημl i m

000
 �   

ooo u
u

x
x

x
x

uxx
.

ǹΣΚΗΣΕΙΣ

ǹǯ ȅȂǹǻǹȈ

��   ȃα βρείτε τα όρια�

�� Έστω μια συνάρτηση  f   με  4)(l i m
2

 
o

xf
x

. ȃα βρείτε το  )(l i m
2

xg
x o

 αν�

i )  5) )((3)( 2 � 

 

xfxg  i i )
1) )((

|11)(2|)( 2 �
�

 
xf
xfxg   

i i i )  )3)(( ) (2)()( �� xfxfxg .  

3. ȃα βρείτε τα όρια

i )  
8

16l i m
3

4

2 �
�

o x
x

x
 i i )  

1
132l i m 2

2

1 �
��

o x
xx

x
 

i i i )  
1

2

11
l i m

11
x

x

x
o

�

�
i v )  

x
x

x

2 7)3(l i m
3

0

��
o

.  

i )  )524(l i m 35

0
���

o
xxx

x
 i i ) )12(l i m 310

1
���

o
xxx

x
 

i i i )  8 2 0

1
l i m ( 2 3 )
x

x x
o�

� � i v )  ][ |32|)5(l i m 23

3
���

o
xxx

x
 

v ) 
4

1

2 5l i m
3x

x x
xo

� �
�

v i )  
1

|2||3|l i m 2

2

0 ��
���

o xx
xxx

x

v i i )  3 2

1
)2(l i m �

o
x

x
 v i i i )  

34
22l i m

2

2

1 ��
���

o xx
xx

x
.  
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��   ȃα βρείτε τα όρια

�� ȃα βρείτε (αν υπάρχει�, το όριο της  f   στο x 0  αν�

6.  ȃα βρείτε τα όρια�

i )  
0

ημ 3l i m
x

x
xo

 i i )  
x
x

x

εφl i m
0o

 i i i )  
x
x

x 2ημ
εφ4l i m

0o
 

i v )  ¸
¹
·

¨
©
§ �

o x
xx

x

ημl i m
0

v )  ¸
¹
·

¨
©
§

�o xx
x

x 30

ημl i m  v i .)  
245

5ημl i m
0 ��o x

x
x

7.  ȃα βρείτε τα όρια�

i )  
x

x
πx συν1

ημl i m
2

�o
 i i )  

2

0

1 συνl i m
ημ 2x

x
xo

�  i i i )  
x

x
x 2ημ

ημl i m
0o

.  

�� ȃα βρείτε το  )(l i m
0

xf
x o

, αν�

 L�  22 1)(1 xxfx �dd�  για κάθε x R

LL� 
 

x
xfx 2

4

συν
1)(1 dd�  για κάθε 

 
¸
¹
·

¨
©
§��

2
,

2
ππx .

��   ǻίνεται η συνάρτηση 
 

¯
®
­

!�
d�

 
3,3
3,2

)(
xβxα
xβxα

xf . ȃα βρείτε τις τιμές των α, β R ,  
 
για τις οποίες ισχύει  10)(l i m

3
 

o
xf

x
.

Ǻǯ ȅȂǹǻǹȈ

�� ȃα βρείτε τα όρια�

i )  
x
x

x �
�

o 9
3l i m

9
 i i )  2

2

0

11l i m
x

x
x

��
o

 

i i i )  
35

22l i m
22 ��

��
o x

x
x

 i v )  
45

2l i m 24 ��
�

o xx
x

x
.  

i )  
¯
®
­

!
d

 
1,5
1,

)(
2

xx
xx

xf  και  x 0 =  1

1

 

i i )  
¯
®
­

�t�
���

 
1,1
1,2

)( 2 xx
xx

xf  και  x 0  =  ‒ . 
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i )  
8

2l i m 3

23

2 �
���

o x
xxx

x
 i i )

1
)1(l i m

1

1 �
����

o x
ȞxȞx Ȟ

x
 

i i i )  
2

1l i m
1 ��

�
o xxx

x
x

 

2. ȃα βρείτε όσα από τα παρακάτω όρια υπάρχουν

i )  
5

2 510l i m
2

5 �
��

�o x
xx

x
  i i )  

5
54|5|l i m

2

5 �
����

�o x
xxx

x
 

i i i )  
2

5

| 5 | 4 5l i m
5x

x x x
x�o

� � � �
�

 i v )  
1

l i m
2

1 �
�

o x
xx

x
.  

 

��   Ȉτο διπλανό σχήμα το τρίγωνο ǹǺī είναι ορθογώνιο 
με Ȗ   �. ȃα υπολογίσετε τα όρια�

L�  )(l i m
2

βα
πθ

�
o

,        LL�  )(l i m 22

2

βα
πθ

�
o

 

LLL�  
α
β

πθ
2

l i m
o

.

�� ȃα βρείτε το  )(l i m
1

xf
x o

, αν�

L� 
1

l i m ( 4 ( ) 2 4 ) 10
x

f x x
o

� �  �        LL� 1
1
)(l i m

1
 

�o x
xf

x
.

1 . 6  ΜΗ ȆΕȆΕΡǹΣΜΕȃΟ ΟΡΙΟ ΣΤΟ [ 0 R
 
—  Ȉτο σχήμα �� έχουμε τη γραφική παράσταση 
μιας συνάρτησης  I� κοντά στο x 0 . Ȇαρατηρούμε ότι, 
καθώς το x  κινούμενο με οποιονδήποτε τρόπο πάνω 
στον άȟονα [ƍ[ πλησιάȗει τον πραγματικό αριθμό x 0 , 
οι τιμές  I�(x � αυȟάνονται απεριόριστα και γίνονται 
μεγαλύτερες από οποιονδήποτε θετικό αριθμό Ȃ. 
Ȉτην περίπτωση αυτή λέμε ότι η συνάρτηση  f   έχει 
στο x 0  όριο +∞  και γράφουμε

 
0

l i m ( )
x x

f x
o

 �f .
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² Ȉτο σχήμα �� έχουμε τη γραφική πα -
ράσταση μιας συνάρτησης  f   κοντά στο x 0 . 
Ȇαρατηρούμε ότι, καθώς το x  κινούμενο με 
οποιονδήποτε τρόπο πάνω στον άȟονα [ƍ[ 
πλησιάȗει τον πραγματικό αριθμό x 0 , οι τιμές 
f ( x � ελαττώνονται απεριόριστα και γίνονται 
μικρότερες από οποιονδήποτε αρνητικό αριθ-
μό ±M  (M  > 0�. Ȉτην περίπτωση αυτή λέμε 
ότι η συνάρτηση  f   έχει στο x 0  όριο �f και 
γράφουμε

 �f 
o

)(l i m
0

xf
xx

.

ȅȇǿȈȂȅȈ


Έστω μια συνάρτηση  f   που είναι ορισμένη σε ένα σύνολο της μορφής 
),(),( 00 βxxα � . ȅρίȗουμε

Ɣ �f 
o

)(l i m
0

xf
xx

, όταν για κάθε Ȃ > 0 υπάρχει į > 0 τέτοιο, ώστε για κάθε

),(),( 00 βxxαx �� , με įxx ��� ||0 0  να ισχύει
f ( x � > Ȃ

Ɣ �f 
o

)(l i m
0

xf
xx

, όταν για κάθε Ȃ > 0 υπάρχει į�> 0 τέτοιο, ώστε για κάθε

),(),( 00 βxxαx �� , με įxx ��� ||0 0  να ισχύει
f ( x � � ±Ȃ

Ανάλογοι ορισμοί μπορούν να διατυπωθούν όταν  �o 0xx  και  �o 0xx .

 

ǵπως στην περίπτωση των πεπερασμένων ορίων έτσι και για τα άπειρα όρια συναρτήσεων, 
που ορίȗονται σε ένα σύνολο της μορφής ),(),( 00 βxxα � , ισχύουν οι παρακάτω ισοδυναμίες�
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 �f  ��f 
�o�oo

)(l i m)(l i m)(l i m
000

xfxfxf
xxxxxx

 �f  ��f 
�o�oo

)(l i m)(l i m)(l i m
000

xfxfxf
xxxxxx

.

Με τη βοήθεια του ορισμού αποδεικνύονται οι παρακάτω ιδιότητες�

Ɣ Αν  �f 
o

)(l i m
0

xf
xx

, τότε  f ( x � > 0 κοντά στο x 0 , ενώ 

αν  �f 
o

)(l i m
0

xf
xx

, τότε  f ( x � � 0 κοντά στο x 0 .

Ɣ Αν  �f 
o

)(l i m
0

xf
xx

, τότε  �f �
o

) )((l i m
0

xf
xx

, ενώ 

αν  −∞=
→

)(lim
0

xf
xx

, τότε  +∞=−
→

))((lim
0

xf
xx

.

Ɣ Αν   
o

)(l i m
0

xf
xx

�f ή −∞ , τότε lim
( )

.
x x f x→

=
0

1 0

Ɣ Αν   
o

)(l i m
0

x 0f
xx

 και  f ( x � > 0 κοντά στο x 0 , τότε lim
( )x x f x→

= +∞
0

1 , ενώ αν  0)(l i m
0

 
o

xf
xx

 

και  f ( x � � 0 κοντά στο x 0 , τότε lim
( )x x f x→

= −∞
0

1
.

Ɣ Αν  �f 
o

)(l i m
0

xf
xx

 ή −∞ , τότε lim | ( ) |
x x

f x
→

= +∞
0

.

Ɣ Αν  �f 
o

)(l i m
0

xf
xx

, τότε   
o

k
xx

xf )(l i m
0

�f .

Ȉύμφωνα με τις ιδιότητες αυτές έχουμε�

 
+∞=

→ 20

1lim
xx

και γενικά 
 

�f 
o Ȟ20

1l i m
xx

, Ȟ�N*  (Ȉχ. ��α�
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+∞=

+→

1lim xx 0
 και γενικά  +∞=

++→
12

0

1lim νxx
, Ȟ�� 

ενώ

 
−∞=

−→

1lim
0 xx

 και γενικά −∞=
+−→

12
0

1lim νxx
, Ȟ�� (Ȉχ. ��β�.

Επομένως, δεν υπάρχει στο μηδέν το όριο της 12

1)(
+

= νx
xf , Ȟ��.

īια τα όρια αθροίσματος και γινομένου δύο συναρτήσεων αποδεικνύονται τα παρακάτω 
θεωρήματα�

ĬǼȍȇǾȂǹ �ο �όριο αșροίσματοȢ�

Αν στο x 0 R

το όριο της  f  είναι� α R α R +∞ −∞ +∞ −∞

και το όριο της g  είναι� +∞ −∞ +∞ −∞ −∞ +∞

τότε το όριο της  f  � g  είναι� +∞ −∞ +∞ −∞ ; ;

ĬǼȍȇǾȂǹ �ο �όριο γινομȑνου� 

Αν στο x 0 R ,

το όριο της  f
είναι� α> 0 α�0 α>0 α�0 0 0 +∞ +∞ −∞ −∞

και το όριο της g
είναι� +∞ +∞ −∞ −∞ +∞ −∞ +∞ −∞ +∞ −∞

τότε το όριο της
f �. J�είναι� +∞ −∞ −∞ +∞ ; ; +∞ −∞ −∞ +∞

Ȉτους πίνακες των παραπάνω θεωρημάτων, όπου υπάρχει ερωτηματικό, σημαίνει ότι το όριο 
(αν υπάρχει� εȟαρτάται κάθε φορά από τις συναρτήσεις που παίρνουμε. Ȉτις περιπτώσεις 
αυτές λέμε ότι έχουμε απροσδιόριστȘ μορĳȒ. ǻηλαδή, απροσδιόριστες μορφές για τα 
όρια αθροίσματος και γινομένου συναρτήσεων είναι οι�

)()( −∞++∞  και )±∞⋅ (0 .  

Επειδή  )( gfgf −+=−  και  gfg
f 1

⋅= , απροσδιόριστες μορφές για τα όρια της διαφοράς 

και του πηλίκου συναρτήσεων είναι οι�

)()( +∞−+∞ , )()( −∞−−∞   
0
0 , ±∞

±∞
.  και
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īια παράδειγμα�

² αν πάρουμε τις συναρτήσεις 2

1)(
x

xf −=  και g x
x

( )  1
2 , τότε έχουμε�

−∞=





−=

→→ 200

1lim)(lim
x

xf
xx

,              
 

+∞==
→→ 200

1lim)(lim
x

xg
xx

 

και  
011lim))()((lim

2200
=






 +−=+

→→ xx
xgxf

xx

ενώ,
² αν πάρουμε τις συναρτήσεις 

 
11)(

2
+−=

x
xf  και 

 
2

1)(
x

xg = , τότε έχουμε�

−∞=





 +−=

→→
11lim)(lim

200 x
xf

xx
,       +∞==

→→ 200

1lim)(lim
x

xg
xx

και

 
11lim111lim))()((lim

02200
==






 ++−=+

→→→ xxx xx
xgxf .

Ανάλογα παραδείγματα μπορούμε να δώσουμε και για τις άλλες μορφές.

ΕĭǹΡΜΟΓΕΣ

1.  Να βρεșούν τα όρια�

i) 
→

− +
−

2

1

5 6lim
1x

x x
| x |

 ii) 
→

− +
− 22

3 2lim
( 2)x

x
x

. 

ΛΥΣΗ

L� Επειδή lim | |
x

x
→

− =
1

1 0  και | |x − >1 0  κοντά στο �, είναι lim
| |x x→ −

= +∞
1

1
1

. 

Επειδή επιπλέον είναι lim( )
x

x x
→

− + =
1

2 5 6 2, έχουμε�

lim
| |

lim
| |

( )
x x

x x
x x

x x
→ →

− +
−

=
−

⋅ − +








 = + ∞

1

2

1

25 6
1

1
1

5 6 .

LL� Επειδή lim( )
x

x
→

− =
2

22 0  και (x  ± ��� > 0 κοντά στο �, είναι lim
( )x x→ −

= +∞
2 2

1
2

. Επειδή 

επιπλέον είναι lim( )
x

x
→

− + = −
2

3 2 4, έχουμε

lim
( )

lim
( )

( )
x x

x
x x

x
→ →

− +
−

=
−

⋅ − +








 = −∞

2 2 2 2

3 2
2

1
2

3 2 .
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2. Να βρεșούν τα πλευρικȐ όρια τȘȢ συνȐρτȘσȘȢ − +
=

−

2 1( )
2

x xf x
x

 στο x0  = � και στȘ 

συνȑȤεια να εȟετασșεί� αν υπȐρȤει το όριο τȘȢ  f ( x� στο ��

ΛΥΣΗ

² Επειδή  0)2(lim
2

=−
→

x
x

 και x  ± � > 0 για x  > �, είναι �f 
��o 2
1l i m

2 xx
. 

Επειδή επιπλέον  3)1(lim 2

2
=+−

+→
xx

x
, έχουμε

 
+∞=



 +−

−
=

−
+−

+→+→
)1(

2
1lim

2
1lim 2

2

2

2
xx

xx
xx

xx
.

² Επειδή  0)2(lim
2

=−
→

x
x

 και x  ± � � 0 για x  � �, είναι −∞=
−−→ 2
1lim

2 xx
. 

Επειδή επιπλέον 3)1(lim 2

2
=+−

−→
xx

x
, έχουμε

 
−∞=



 +−⋅

−
=

−
+−

−→−→
)1(

2
1lim

2
1lim 2

2

2

2
xx

xx
xx

xx
.

Ȇαρατηρούμε ότι τα δύο πλευρικά όρια δεν είναι ίσα. Επομένως δεν υπάρχει όριο της 
f   στο �.

ǹΣΚΗΣΕΙΣ

ǹǯ ȅȂǹǻǹȈ

1.  ȃα βρείτε (αν υπάρχει� το όριο της  f   στο x 0  όταν�

2. ȃα βρείτε (αν υπάρχει� το όριο της  f   στο x 0 , όταν�

i) 
24 3

5)(
xx

xxf
+
+

= , x0 = 0 ii) 
4)1(4

32)(
−
−

=
x
xxf , x0 = 1 

iii) 
||

11)(
xx

xf = , x0 = 0. 

 

i) 21
4

1
3)(

xx
xf

−
−

−

−
= , x0 = 1 ii) 

||
23)(

2

xx
xxxf −+

= , x0 = 0 

iii) 





 +=

3
2 11)(

x
xxf , x0 = 0. 
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Ǻǯ ȅȂǹǻǹȈ

��   ȃα βρείτε (εφόσον υπάρχει� το 
842

9lim
4 +−−

−
→ xxxxx

.

��  ȃα αποδείȟετε ότι�

 L� Ǿ συνάρτηση  f ( x �   εφx  δεν έχει όριο στο  
2
π .

LL� Ǿ συνάρτηση  f ( x �   σφx  δεν έχει όριο στο 0.

��  ǻίνονται οι συναρτήσεις

1
2)1()( 2

2

−
−+−

=
x

xxλxf  και 
 

x
μxxxg ++

=
2)(

2

.

ȃα βρείτε τις τιμές των Ȝ, ȝ R για τις οποίες υπάρχουν στο R τα όρια

 )(lim
1

xf
x→

 )(lim
0

xg
x→

και .

Ȉτη συνέχεια να υπολογίσετε τα παραπάνω όρια.

��  ȃα βρείτε το  )(lim
1

xf
x→

, όταν�

i) +∞=
−

→ )(
4lim

1 xf
x

x
 ii) −∞=

+→ 2
)(lim

1 x
xf

x
 iii) +∞=−

→
)]23)(([lim 2

1
xxf

x
. .

1 . 7  2ΡΙǹ ΣΥȃǹΡΤΗΣΗΣ ΣΤΟ ǹȆΕΙΡΟ
Ȉτα παρακάτω σχήματα έχουμε τις γραφικές παραστάσεις τριών συναρτήσεων f , g , h  σε 
ένα διάστημα της μορφής (α, +∞�.

  

Ȇαρατηρούμε ότι καθώς το x  αυȟάνεται απεριόριστα με οποιονδήποτε τρόπο,

22-0181-02_HR.indb   182 12/12/2013   10:49:10 πμ



� 2ΡΙΟ ± ΣΥȃΕȋΕΙǹ ΣΥȃǹΡΤΗΣΗΣ ���

�=
−∞→

)(lim x

x
x

x

ν
x

x

f
x

  +∞=
−∞→

)(lim xg
x

  −∞=
−∞→

)(lim xh
x

. 

+∞=
+∞→

lim 01lim =
+∞→ ν ,  ν ∈ *N  

→−∞

+∞
= −∞

ν

x

x

, αν ν άρτιος
lim x

, αν ν περιττός
 01lim =

−∞→ ν ,  ν ∈ *N .  

−∞=
−∞→

3lim x
x

, +∞=
+∞→

2lim x
x

01lim 2 =
+∞→ xx

. 

² το f ( x � προσεγγίȗει όσο θέλουμε τον πραγματικό αριθμό l. Ȉτην περίπτωση αυτή λέμε 
ότι η  f  έχει στο +∞ όριο το l και γράφουμε

² το g ( x � αυȟάνεται απεριόριστα. Ȉτην περίπτωση αυτή λέμε ότι η g  έχει στο +∞ όριο 
το +∞ και γράφουμε

² το h ( x � μειώνεται απεριόριστα. Ȉτην περίπτωση αυτή λέμε ότι η h  έχει στο +∞ όριο 
το −∞ και γράφουμε

ȆǹȇǹȉǾȇǾȈǾ
Από τα παραπάνω προκύπτει ότι για να αναȗητήσουμε το όριο μιας συνάρτησης  f  στο 
+∞, πρέπει η  f   να είναι ορισμένη σε διάστημα της μορφής (α,+∞�.
Ανάλογοι ορισμοί μπορούν να διατυπωθούν, όταν −∞→x   για μια συνάρτηση που είναι 
ορισμένη σε διάστημα της μορφής (−∞, β�. Έτσι, για τις συναρτήσεις  f , g , h  των παρακάτω 
σχημάτων έχουμε�

  

                                                                                και  

īια τον υπολογισμό του ορίου στο +∞ ή −∞ ενός μεγάλου αριθμού συναρτήσεων χρεια-
ȗόμαστε τα παρακάτω βασικά όρια�

και  

και  

īια παράδειγμα,

                                                                                     και  

�=
+∞→

)(lim xf
x

 

+∞=
+∞→

)(lim xg
x

 

−∞=
+∞→

)(lim xh
x

. 

22-0181-02_HR.indb   183 12/12/2013   10:49:11 πμ



��� � 2ΡΙΟ ± ΣΥȃΕȋΕΙǹ ΣΥȃǹΡΤΗΣΗΣ

īια τα όρια στο +∞, −∞ ισχύουν οι γνωστές ιδιότητες των ορίων στο x 0  με την προȨπό -
θεση ότι�
—  οι συναρτήσεις είναι ορισμένες σε κατάλληλα σύνολα και

—  δεν καταλήγουμε σε απροσδιόριστη μορφή.

ǵȡȚȠ ʌȠȜȣȦȞȣȝȚțȒȢ țĮȚ ȡȘĲȒȢ ıȣȞȐȡĲȘıȘȢ
Ɣ Έστω η συνάρτηση  I�(x �   �x � ± �x � � �[�± �. Αν εφαρμόσουμε τις ιδιότητες των ορίων για 
τον υπολογισμό του lim ( )

x
f x

→+∞
, καταλήγουμε σε απροσδιόριστη μορφή. Ȉτην περίπτωση 

αυτή εργαȗόμαστε ως εȟής�
īια [�≠ 0 έχουμε

.

Επειδή

και 3lim (2 )
x

x
→+∞

= +∞

έχουμε
3lim ( ) lim (2 )

x x
f x x

→+∞ →+∞
= +∞ = .

īενικά

īια την πολυωνυμική συνάρτηση P (x �   αȞ�x
Ȟ � αȞ±�x

Ȟ±� � « � α0 , με αȞ�≠ 0 ισχύει�

lim ( ) lim ( )
x

P xm (P xm ( ( )x( )ν( )ν( )( )x( )ν( )x( )ν( )ν( )( )α( )
→+∞ →x∞ →x +∞

) l=) l  και lim ( ) lim ( )
x

P xm (P xm ( ( )x( )ν( )ν( )( )x( )ν( )x( )ν( )ν( )( )α( )
→−∞ →x∞ →x −∞

) l=) l

īια παράδειγμα,
5 3 2 5lim (4 3 6 7) lim (4 )

x x
x x x x x

→−∞ →−∞
− + − + = = −∞.

Ɣ Έστω τώρα η συνάρτηση 
2

3

3 1( )
5 7

x xf x
x x

− +
=

+ −
.

īια [�≠ 0 έχουμε�

32

2

3

2

32
3

2
2

5
7

5
11

3
1

3
11

5
3

5
7

5
115

3
1

3
113

)(

xx

xx
x
x

xx
x

xx
x

xf
−+

+−
⋅=







 −+







 +−

= . 

Επειδή 

1

5
7

5
1lim

3
1

3
11lim

5
7

5
11

3
1

3
11

lim

32

2

32

2
=







 −

1
+







 +−

=
−+

+−

+∞→

+∞→

+∞→

xx

xx

xx

xx

x

x

x
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0
5
3lim

5
3lim

3

2

=





=








+∞→+∞→ xx

x
xx

 

 









==

+∞→+∞→ 3

2

5
3lim0)(lim

x
xxf

xx
. 

έχουμε

και

īενικά,

īια τη ρητή συνάρτηση f x
x x
x x

( )f x( )f x =
+ +x x+ +x x + +
+ +x x+ +x x + +

−
−

−
−

α αx xα αx x+ +α α+ +x x+ +x xα αx x+ +x x α α+ +α α+ +x+ +xα αx+ +x
β βx xβ βx x+ +β β+ +x x+ +x xβ βx x+ +x x β β+ +β β+ +x+ +xβ βx+ +x

να ανα ανα ανα αx xα αx xνx xα αx xνx xνx xx x+ +x xνx x+ +x xν+ +ν+ +x x+ +x xνx x+ +x x

κβ βκβ βκβ βκβ βκx xκx xx x+ +x xκx x+ +x xκ+ +κ+ +
1x x1x xx x+ +x x1x x+ +x x 1+ +1+ + 1 0α α1 0α αxα αx1 0xα αx+ +α α+ +1 0+ +α α+ +x+ +xα αx+ +x1 0x+ +xα αx+ +x

1x x1x xx x+ +x x1x x+ +x x 1+ +1+ + 1 0β β1 0β βxβ βx1 0xβ βx+ +β β+ +1 0+ +β β+ +x+ +xβ βx+ +x1 0x+ +xβ βx+ +x




, αȞ ≠ 0 , βț ≠ 0  
 
ισχύει�

f xf x = και lim ( ) lim
x

f xm (f xm (
→−∞ →x∞ →x −∞

) l=) l

īια παράδειγμα,

.

ǵȡȚĮ İțșİĲȚțȒȢ � ȜȠȖĮȡȚșȝȚțȒȢ ıȣȞȐȡĲȘıȘȢ
Αποδεικνύεται ( 1)  ότι�

Ɣ Αν α > � (Ȉχ. �0�, τότε

0lim =
−∞→

x

x
α ,  +∞=

+∞→

x

x
αlim  

−∞=
→

xαx
loglim

0
, +∞=

+∞→
xαx

loglim  

Ɣ Αν 0 � α �� (Ȉχ. ���, τότε

+∞=
−∞→

x

x
αlim ,  0lim =

+∞→

x

x
α  

+∞=
→

xαx
loglim

0
,  −∞=

+∞→
xαx

loglim

(��  Ǿ απόδειȟη παραλείπεται. 
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ȆİʌİȡĮıȝȑȞȠ ȩȡȚȠ ĮțȠȜȠȣșȓĮȢ
Ǿ έννοια της ακολουθίας είναι γνωστή από προηγούμενες τάȟεις. Ȉυγκεκριμένα�

ȅȇǿȈȂȅȈ

ǹκολουșία ονομάȗεται κάθε πραγματική συνάρτηση α�� � * ER.

Ǿ εικόνα α( Ȟ� της ακολουθίας α συμβολίȗεται συνήθως με αȞ, ενώ η ακολουθία α συμβο-

λίȗεται με (αν�. īια παράδειγμα, η συνάρτηση 
1

να
ν

= , Y��� *  είναι μια ακολουθία.

Επειδή το πεδίο ορισμού κάθε ακολουθίας, είναι το � * = ^�, �, �, �, ...`, έχει νόημα να 
μελετήσουμε τη συμπεριφορά της για πολύ μεγάλες τιμές του Ȟ, δηλαδή όταν Ȟ�E +∞.
ȅ ορισμός του ορίου ακολουθίας είναι ανάλογος του ορισμού του ορίου συνάρτησης στο 
+∞ και διατυπώνεται ως εȟής�

ȅȇǿȈȂȅȈ

Ĭα λέμε ότι η ακολουθία (αν� έχει όριο το ∈� R και θα γράφουμε lim ν
ν

α
→∞

= �, όταν 
για κάθε İ > 0, υπάρχει Ȟ0 ��*  τέτοιο, ώστε για κάθε Ȟ >  Ȟ0  να ισχύει

| |ν| |ν| |α ε| |α ε| || |ν| |α ε| |ν| |− <| |− <| |α ε− <α ε| |α ε| |− <| |α ε| || |− <| || |α ε| |− <| |α ε| || |�| || |α ε| |�| |α ε| || |− <| |�| |− <| || |α ε| |− <| |α ε| |�| |α ε| |− <| |α ε| |

ȅι γνωστές ιδιότητες των ορίων συναρτήσεων όταν [�E +∞, που μελετήσαμε στα προη-
γούμενα, ισχύουν και για τις ακολουθίες. Με τη βοήθεια των ιδιοτήτων αυτών μπορούμε 
να υπολογίȗουμε όρια ακολουθιών.

īια παράδειγμα,
.

ǹΣΚΗΣΕΙΣ

ǹǯ ȅȂǹǻǹȈ

1.  ȃα βρείτε τα όρια�

  i) )5210(lim 3 −+−
+∞→

xx
x

  ii) )125(lim 3 +−
−∞→

xx
x

  iii) 
8

5lim
3 +−∞→ xx

 

iv) 
23

125lim 3

34

+−
−+−

+∞→ xx
xxx

x
  v)

24
12lim

23

3

+−
−+

+∞→ xx
xx

x
  vi) 

3
2lim 10 ++

+
+∞→ xx

x
x
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YLL� lim
x

x
x x→+∞ +

−
+







2 1

5
2

  YLLL� lim
x

x
x

x
x→−∞

+
−

+
+











2 25 3
2

.

2. ȃα βρείτε τα όρια�

  L� lim
x

x x
→+∞

− +4 2 32   LL� 2lim 10 9
x

x x
→−∞

+ +

LLL� 2 2lim 1 3 2( )
x

x x x
→+∞

+ + − +   LY� lim ( ( )( ) ),
x

x x xα β α β
→−∞

+ + − ≠

 Y� lim ( )
x

x x x
→+∞

− − − +2 1 4 4 32 .

3. ȃα βρείτε τα όρια�

i) 
x

x
x

1lim
2 +

+∞→
 ii) )1(lim 2 xx

x
−

−

+
+∞

+∞

→

→

  

iii)
x

x
x

1lim
2 +

−∞→
 iv) )

)

1

2 2

(lim 2 xx

2x

x
++

++

−∞→
 

v .) 
1

1lim
2

2

−−

+−
+∞→ xx

xx
x

 vi) 2lim (
x

 x  x x

%ǯ ȅȂǹǻǹȈ

1.  īια τις διάφορες πραγματικές τιμές του ȝ, να υπολογίσετε τα παρακάτω όρια�

L� 2lim ( 1 )
x

x xµ
→−∞

+ +    LL� 
3 2

2

( 1) 2 3lim
5 6x

x x
x x

µ
µ→+∞

− + +
− +

.

2. ȃα προσδιορίσετε το λ ∈ R , ώστε το 2lim ( 5 10 )
x

x x xλ
→+∞

+ + −  να υπάρχει στο R.

3. Αν , να βρείτε τις τιμές των ,α β ∈ R, για τις οποίες ισχύει  

lim ( ) 0
x

f x
→+∞

= .

4.  ȃα βρείτε τα όρια�

L� 
2

2

| 5 |lim
3 2x

x x x
x x→−∞

− +
− +

  LL� 
2

2

1 5lim
4 3x

x x
x x→−∞

+ + −

+ +
  LLL� 

2| |lim
1x

x x
x→+∞

−
−

.
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1.8  ΣΥȃΕȋΕΙǹ ΣΥȃǹΡΤΗΣΗΣ

ΟȡȚıȝȩȢ ĲȘȢ ıȣȞȑȤİȚĮȢ
Έστω οι συναρτήσεις  f , g , h  των οποίων οι γραφικές παραστάσεις δίνονται στα παρακάτω 
σχήματα.

  

Ȇαρατηρούμε ότι�

² Ǿ συνάρτηση  f   είναι ορισμένη στο x 0  και ισχύει�

0
0lim ( ) ( )

x x
f x f x

→
= .

² Ǿ συνάρτηση g  είναι ορισμένη στο x 0  αλλά

lim ( ) ( )
x x

g x g x
→

≠
0

0 .

² Ǿ συνάρτηση h  είναι ορισμένη στο x 0  αλλά δεν υπάρχει το όριό της.

Από τις τρεις γραφικές παραστάσεις του σχήματος μόνο η γραφική παράσταση της  f   δε 
διακόπτεται στο x 0 . Είναι, επομένως, φυσικό να ονομάσουμε συνεȤȒ στο x 0  μόνο τη συ -
νάρτηση  f . īενικά, έχουμε τον ακόλουθο ορισμό.

ȅȇǿȈȂȅȈ

Έστω μια συνάρτηση  f   και x 0  ένα σημείο x 0  του πεδίου ορισμού της. Ĭα λέμε ότι η 
f  είναι συνεȤȒȢ στο x0 , όταν

0
0lim ( ) ( )

x x
f xm (f xm ( f x) (f x) (

→
) (=) (

īια παράδειγμα, η συνάρτηση ( ) | |f x x=  είναι συνεχής στο 0, αφού 

0 0
lim ( ) lim | | 0 (0)
x x

f x x f
→ →

= = = .

Ȉύμφωνα με τον παραπάνω ορισμό, μια συνάρτηση  f   δεν είναι συνεχής σε ένα σημείο x 0  
του πεδίου ορισμού της όταν�
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α� ǻεν υπάρχει το όριό της στο x 0  ή
β� Ȋπάρχει το όριό της στο x 0 , αλλά είναι διαφορετικό από την τιμή της,  f ( x 0 �, στο σημείο x 0 .

īια παράδειγμα�

² Ǿ συνάρτηση 
2 1, αν 0

( )
2 , αν 0
x x

f x
x x

 + ≤
= 

− >
    δεν είναι συνεχής στο 0, αφού

2

00
lim ( ) lim( 1) 1

xx
f x x

− →→
= + = , ενώ ,

οπότε δεν υπάρχει το όριο της  f  στο 0.

² Ǿ συνάρτηση 

2 1, αν 1( ) 1
3, αν 1

x xf x x
x

 −
≠= −

 =

   δεν είναι συνεχής στο �, αφού

, ενώ f (��   �.

Μία συνάρτηση  f  που είναι συνεχής σε όλα τα σημεία του πεδίου ορισμού της, θα λέγεται, 
απλά, συνεȤȒȢ συνȐρτȘσȘ. 

īια παράδειγμα�

² ȀȐșε πολυȦνυμικȒ συνȐρτȘσȘ Ρ είναι συνεȤȒȢ, αφού για κάθε x 0 �R ισχύει

0
0lim ( ) ( )

x x
P x P x

→
= .

² ȀȐșε ρȘτȒ συνȐρτȘσȘ 
 
Q
P  είναι συνεȤȒȢ, αφού για κάθε x 0  του πεδίου ορισμού της ισχύει

0

0

0

( )( )lim
( ) ( )x x

P xP x
Q x Q x→

= .

² ȅι συναρτȒσειȢ  f ( x� = Șμx και g ( x� = συνx είναι συνεȤείȢ, αφού για κάθε x 0 �R ισχύει

0
0lim ημ ημ

x x
x x

→
=    και   

0
0lim συν συν

x x
x x

→
= .

Τέλος, αποδεικνύεται ότι�

² ȅι συναρτȒσειȢ = xα( )  και  = α( ) , < ≠0 1α  είναι συνεȤείȢ�
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β
β

ȆȡȐȟİȚȢ ȝİ ıȣȞİȤİȓȢ ıȣȞĮȡĲȒıİȚȢ
Από τον ορισμό της συνέχειας στο x 0  και τις ιδιότητες των ορίων προκύπτει το παρακάτω 
θεώρημα�

ĬǼȍȇǾȂǹ

Αν οι συναρτήσεις  f  και g  είναι συνεχείς στο x 0 , τότε είναι συνεχείς στο x 0  και οι 
συναρτήσεις�

R

με την προȨπόθεση ότι ορίȗονται σε ένα διάστημα που περιέχει το x 0 .

īια παράδειγμα�

² ȅι συναρτήσεις  f ( x� = εĳx και g ( x� = σĳx είναι συνεȤείȢ ως πηλίκα συνεχών συναρτήσεων.

² Ǿ συνάρτηση  είναι συνεχής στο πεδίο ορισμού της 2 ,
3

 +∞ 
, αφού η 

συνάρτηση g (x �   �x  ± � είναι συνεχής.

² Ǿ συνάρτηση  |ημ|)( xxxf =  είναι συνεχής, αφού είναι της μορφής  |)(|)( xgxf = , όπου 
g ( x �   x ημ x  η οποία είναι συνεχής συνάρτηση ως γινόμενο των συνεχών συναρτήσεων 
f �(x �   x  και  f �(x �   ημx .

Τέλος, αποδεικνύεται ότι για τη σύνθεση συνεχών συναρτήσεων ισχύει το ακόλουθο θεώρημα�

ĬǼȍȇǾȂǹ

Αν η συνάρτηση  f   είναι συνεχής στο x 0  και η συνάρτηση g  είναι συνεχής στο f ( x 0 �, 
τότε η σύνθεσή τους g fg f�g f  είναι συνεχής στο x 0 .

īια παράδειγμα, η συνάρτηση ĳ(x �   ημ(x � ± �� είναι 
συνεχής σε κάθε σημείο του πεδίου ορισμού της ως 
σύνθεση των συνεχών συναρτήσεων I�(x �   x � ±  � 
και g (x �   ημx .

ΕĭǹΡΜΟΓΗ

īια ποια τιμȒ του Į Ș συνȐρτȘσȘ 
 + ≤



>

2 2 ,
ημ , αν 0

αν 0x a x
x x

x
f (x)=  είναι συνεȤȒȢ�
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β
β

ΛΥΣΗ

— Ȉτο διάστημα ( , )−∞ 0  η f  έχει τύπο f ( x �   x � � �α και επομένως είναι συνεχής ως 
πολυωνυμική.

Ȉτο διάστημα ( , )0 +∞  η f  έχει τύπο f x x
x

( ) = ημ
 και επομένως είναι συνεχής ως πηλίκο 

συνεχών συναρτήσεων.
īια να είναι η  f  συνεχής, αρκεί να είναι συνεχής και στο x 0    0, δηλαδή αρκεί 
lim ( ) ( )
x

f x f
→

=
0

0 .  Έχουμε όμως�

lim ( ) lim( )
x x

f x x
→ →−

= + =
0 0

2 2 2α α ,

li ημm ( ) lim
x x

f x x
x→ →+

= =
0 0

1 και

f ( )0 2= α.

Επομένως, αρκεί �α   � ή, ισοδύναμα, α =
1
2

.

ΣȣȞȑȤİȚĮ ıȣȞȐȡĲȘıȘȢ ıİ įȚȐıĲȘȝĮ țĮȚ ȕĮıȚțȐ șİȦȡȒȝĮĲĮ
Ȇολλά από τα θεωρήματα της Ανάλυσης αναφέρονται σε συναρτήσεις οι οποίες είναι 
συνεχείς σε διαστήματα του πεδίου ορισμού τους. Είναι, επομένως, απαραίτητο να 
γνωρίȗουμε τι εννοούμε όταν λέμε ότι μια συνάρτηση  f  είναι συνεχής σ¶ ένα διάστημα.

ȅȇǿȈȂȅȈ

Ɣ   Μια συνάρτηση  I��θα λέμε ότι είναι συνεȤȒȢ σε ȑνα ανοικτό διȐστȘμα ( Į� ȕ) , 
όταν είναι συνεχής σε κάθε σημείο του (α, β�. (Ȉχ. ��α�

Ɣ   Μια συνάρτηση  f   θα λέμε ότι είναι συνεȤȒȢ σε ȑνα κλειστό διȐστȘμα [ Į� ȕ] , 
όταν είναι συνεχής σε κάθε σημείο του (α, β� και επιπλέον

lim ( ) ( )
x

f xm (f xm ( f) (f) (
→ +
m (

+
m ( ) (=) (
α

α  και lim ( ) ( )
x

f xm (f xm ( f) (f) (
→ −

) (=) (
β

β  (Ȉχ. ��β�

 

Ανάλογοι ορισμοί διατυπώνονται για διαστήματα της μορφής (α, β@, >α, β�.
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ǻυο βασικές ιδιότητες των συνεχών συναρτήσεων σε διαστήματα εκφράȗονται από τα 
παρακάτω θεωρήματα�
 
ĬεȫρȘμα του %RO]DQR 
Ȉτο διπλανό σχήμα έχουμε τη γραφική 
παράσταση μιας συνεχούς συνάρτησης f  
στο >α, β@. Επειδή τα σημεία ǹ(α, f (α�� και 
Ǻ(β, f (β�� βρίσκονται εκατέρωθεν του άȟονα 
[ƍ[, η γραφική παράσταση της  f   τέμνει τον 
άȟονα σε ένα τουλάχιστον σημείο.

Ȉυγκεκριμένα ισχύει το παρακάτω θεώρημα 
του οποίου η απόδειȟη παραλείπεται.

ĬǼȍȇǾȂǹ

Έστω μια συνάρτηση  f  , ορισμένη σε ένα κλειστό διάστημα >α, β@. Αν�
Ɣ  η f  είναι συνεχής στο >α, β@ και, επιπλέον, ισχύει
Ɣ  f (α�Âf (β� � 0,

τότε υπάρχει ένα, τουλάχιστον, 0 ( )x α,β∈ τέτοιο, ώστε 
f ( x 0 �   0.

ǻηλαδή, υπάρχει μια, τουλάχιστον, ρίȗα της εȟίσωσης  f ( x �   0 στο ανοικτό διά-
στημα (α, β�.

Ȉȋȅȁǿȅ

Από το θεώρημα του %RO]DQR προκύπτει ότι�
— Αν μια συνάρτηση  f   είναι συνεχής σε ένα διάστημα ǻ και δε μηδενίȗεται σ¶ αυτό, 
τότε αυτή ή είναι θετική για κάθε x∈Δ ή είναι αρνητική για κάθε x∈Δ, δηλαδή διατηρεί 
πρόσημο στο διάστημα ǻ. (Ȉχ. ���

 

— Μια συνεχής συνάρτηση f  δ ιατηρεί πρόσημο σε καθένα από το διαστήματα στα 
οποία οι διαδοχικές ρίȗες της  f  χωρίȗουν το πεδίο ορισμού της.
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Αυτό μας διευκολύνει στον προσδιορισμό του προσήμου της  f   για τις διάφορες τιμές του 
x . Ȉυγκεκριμένα, ο προσδιορισμός αυτός γίνεται ως εȟής�

α�   Ǻρίσκουμε τις ρίȗες της  f .

β�   Ȉε καθένα από τα υποδιαστήματα που ορίȗουν οι διαδοχικές ρίȗες, επιλέγουμε έναν 
αριθμό και βρίσκουμε το πρόσημο της  f  στον αριθμό αυτό. Το πρόσημο αυτό είναι 
και το πρόσημο της  f  στο αντίστοιχο διάστημα.

īια παράδειγμα, έστω ότι θέλουμε να βρούμε το πρόσημο της συνάρτησης 

f ( x �   ημx  ± συνx , x ∈[ , ]0 2π .

Αρχικά υπολογίȗουμε τις ρίȗες της  f ( x �   0 στο [0, 2 ]π . Έχουμε

ημx συνx 0 ημx συνx εφx 1 x
4
π

 ή x =
5
4
π .

Έτσι οι ρίȗες της  f  χωρίȗουν το πεδίο ορισμού της στα διαστήματα

0
4

, π




 , 

π π
4

5
4

,





  και

5
4

2π
π,






.

ȅ παρακάτω πίνακας δείχνει τα αποτελέσματα του ελέγχου του προσήμου της  f   σε κάθε 
διάστημα.

ǻιάστημα

Επιλεγμένος
αριθμός x 0

0

f ( x 0 � �

Ȇρόσημο

Επομένως, στα διαστήματα 0
4

,
π




 , 

5
4

2π
π,






 είναι  f ( x � � 0, ενώ στο διάστημα

π π
4

5
4

,





 είναι  f ( x � > 0.

2
π

0
4

, π






π π
4

5
4

,







5
4

2π
π,







� ��

����

2
π
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ĬεȫρȘμα ενδιȐμεσȦν τιμȫν
Το επόμενο θεώρημα αποτελεί γενίκευση του θεωρήματος του %RO]DQR και είναι γνωστό 
ως θεώρημα ενδιάμεσων τιμών.

ĬǼȍȇǾȂǹ

Έστω μια συνάρτηση  f , η οποία είναι ορισμένη σε ένα κλειστό διάστημα >α, β@. Αν�

Ɣ   η  f   είναι συνεχής στο >α, β@ και

Ɣ  f f( ) ( )α βfα βf( )α β( ) ( )α β( )α β≠α β
τότε, για κάθε αριθμό η μεταȟύ των f (α� και f (β� υπάρχει ένας, τουλάχιστον 
x 0 ∈ ( , )α β( ,α β( ,  τέτοιος, ώστε

f ( x 0 �   Ș

ǹȆΟǻΕΙȄΗ
Ας υποθέσουμε ότι f (α� � f (β�. Τότε θα ισχύει f (α� � Ș � f (β� (Ȉχ. ���. Αν θεωρήσουμε 
τη συνάρτηση g ( x �   f ( x � ± Ș, x∈ ], παρατηρούμε ότι�

Ɣ η g  είναι συνεχής στο >α, β@ και 

Ɣ g (α�g (β� � 0,
αφού
g (α�   f (α� ± Ș � 0 και
g (β�   f (β� ± Ș > 0.
Επομένως, σύμφωνα με το θεώρημα του 
%RO]DQR, υπάρχει x 0∈ ( , )α β  τέτοιο, ώστε 
g (x 0 �   f ( x 0 � ± Ș   0, οπότε f ( x 0 �   Ș.  ■

Ȉȋȅȁǿȅ
Αν μια συνάρτηση f  δεν είναι συνεχής στο 
διάστημα >α, β@, τότε, όπως φαίνεται και 
στο διπλανό σχήμα, δεν παίρνει υποχρεωτι-
κά όλες τις ενδιάμεσες τιμές.

Ɣ Με τη βοήθεια του θεωρήματος ενδιαμέσων τιμών αποδεικνύεται ότι�

Ǿ εικόνα  f (ǻ� ενός διαστήματος ǻ μέσω μιας συνεχούς και μη σταθερής συνάρτη-
σης  I�είναι διάστημα.
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Ȉτην ειδική περίπτωση που το ǻ είναι ένα κλειστό διάστημα >α, β@, ισχύει το παρακάτω 
θεώρημα.

ĬǼȍȇǾȂǹ �ȂȑγιστȘȢ και ελȐȤιστȘȢ τιμȒȢ�

Αν f  είναι συνεχής συνάρτηση στο >α, β@, τότε η  f  παίρνει στο >α, β@ μια μέγιστη 
τιμή Ȃ και μια ελάχιστη τιμή m . (Ȉχ. ��δ�

ǻηλαδή, υπάρχουν x x1 2, [ , ]∈ α β  τέτοια, ώστε, αν m    f ( x �� και Ȃ   f ( x ��, να ισχύει 

≤ ≤( )m f x M� για κȐșε [ , ]∈ α βx . 

Ȉȋȅȁǿȅ

Από το παραπάνω θεώρημα και το θεώρημα ενδιάμεσων τιμών προκύπτει ότι το σύνολο 
τιμȫν μιας συνεχούς συνάρτησης  f   με πεδίο ορισμού το >α, β@ είναι το κλειστό διάστημα 
[ m � Μ] , όπου m  η ελάχιστη τιμή και Ȃ η μέγιστη τιμή της.

īια παράδειγμα, η συνάρτηση f ( x �   ημx , 
x ∈[ , ]0 2π  έχει σύνολο τιμών το >±�, �@, 
αφού είναι συνεχής στο >0, �π@ με m    –  � 
και Ȃ   �.
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x Τέλος, αποδεικνύεται ότι�

Αν μια συνάρτηση  f   είναι γνȘσίȦȢ αύȟουσα και συνεȤȒȢ σε ένα ανοικτό διάστημα 
(α, β�, τότε το σύνολο τιμών της στο διάστημα αυτό είναι το διάστημα (Α, Ǻ� (Ȉχ. 
��α�, όπου

Α =
→ +
lim (

+
m (

+
)

x
f xm (f xm (

α
 και B f x

x
B f=B f

→ −
B fliB fm (B fm (B f )

β
.

Αν, όμως, η f  είναι γνȘσίȦȢ ĳșίνουσα και συνεȤȒȢ στο (α, β�, τότε το σύνολο 
τιμών της στο διάστημα αυτό είναι το διάστημα (Ǻ, Α� (Ȉχ. ��β�.

 

īια παράδειγμα,
— Το σύνολο τιμών της  f ( x �   OQx  � �, x e∈ ( , )0 , η οποία είναι γνησίως αύȟουσα και 
συνεχής συνάρτηση (Ȉχ. ���, είναι το διάστημα ( , )−∞ 2 , αφού

 
lim ( )
x

f x
→ +

= −∞
0

 και lim ( )
x e

f x
→ −

= 2.

— Το σύνολο τιμών της f x
x

( )  1 , x � ( , )0 1 , η οποία είναι γνησίως φθίνουσα και συνε-

χής συνάρτηση, (Ȉχ. ��� είναι το διάστημα ( , )1 +∞ , αφού

lim ( )
x

f x
→ +

= +∞
0

 και lim ( )
x

f x
→

=
1

1.

Ανάλογα συμπεράσματα έχουμε και όταν μια συνάρτηση f  είναι συνεχής και γνησίως 
μονότονη σε διαστήματα της μορφής >α, β@, >α, β� και (α, β@.
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ΕĭǹΡΜΟΓΗ
Να δειȤτεί ότι Ș εȟίσȦσȘ x + συνx = � ȑȤει μια� τουλȐȤιστον� ρίȗα στο διȐστȘμα �ʌ� 
2ʌ) .

ǹȆΟǻΕΙȄΗ
Ĭεωρούμε τη συνάρτηση f ( x �   x  � συνx  –  �, x ∈[ , ]π π2 . Τότε�

x Ǿ  f  είναι συνεχής στο >π, �π@ ως άθροισμα συνεχών συναρτήσεων.

x Είναι  f (π�Âf (�π� � 0, αφού

f (π�   π � συνπ –  �   π –  � � 0 και  f (�π�   �π �συν�π –  �   �π –  � > 0.

Επομένως, σύμφωνα με το θεώρημα του %RO]DQR υπάρχει ένα, τουλάχιστον, x 0 2∈ ( , )π π  
τέτοιο, ώστε f ( x 0 �   0, οπότε x 0  � συνx 0  –  �   0 και συνεπώς x 0  � συνx 0    �. Άρα, η εȟί-
σωση x  � συνx    � έχει μια τουλάχιστον ρίȗα στο διάστημα (π, �π�.

ǹΣΚΗΣΕΙΣ

ǹǯ ȅȂǹǻǹȈ

��   Ȉτα παρακάτω σχήματα δίνονται οι γραφικές παραστάσεις δυο συναρτήσεων. 
ȃα βρείτε τα σημεία στα οποία αυτές δεν είναι συνεχείς.

��   ȃα μελετήσετε ως προς τη συνέχεια στο x 0  τις παρακάτω συναρτήσεις�

L� f x
x x
x x

( )
,
,

=
+ <

≥





2

3

4 2
2

 , αν x 0    �
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 LL� f x
x x

x x
( )

,

,
=

+ <

+ ≥







2 1 1

3 1
, αν x 0    �

LLL� f x
x x
x

x

x
( ) ,

,
=

+ −
+

≠ −

− = −







2 2
2

2

3 2
, αν x 0    ± �.

��   ȃα μελετήσετε ως προς τη συνέχεια τις παρακάτω συναρτήσεις και μετά να 
χαράȟετε τη γραφική τους παράσταση, αν

  L� f x
x x

x
x

( )
, | |

, | |
=

≤

>







2 1
2 1

2

  LL� f x
x x

x
x

x
( ) ,

,
=

− +
−

≠

=







2 5 6
2

2

5 2

LLL� f x
x x
x x

( )
,

ln ,
=

<
≥





1
1

 LY� f x
e x
x x

x

( )
,
,

=
≤

− + >





0
1 02 .

4.  ȃα μελετήσετε ως προς τη συνέχεια τις συναρτήσεις

L� f x
x x
x
x

x
( )

,

,
=

− ≤
−
−

>









2 3 1
1
1

1

2

  LL� 
ημ , 0

( )
συν , 0

x x
f x x

x x

 <= 
 ≥

.

��   ȃα αποδείȟετε ότι οι παρακάτω συναρτήσεις είναι συνεχείς�

 L� ( ) ημ(συν )f x x=   LL� f x x x( ) ln( )= + +2 1  

LLL�   LY� ημ( ) xf x e=

 Y� f x x( ) ln(ln ) 

��   ȃα αποδείȟετε ότι η εȟίσωση ημx  ± x  � �   0 έχει μία τουλάχιστον λύση στο 
διάστημα (0, π�.

��   īια κάθε μία από τις παρακάτω πολυωνυμικές συναρτήσεις f , να βρείτε έναν 
ακέραιο α τέτοιον, ώστε στο διάστημα (α, α � �� η εȟίσωση  f ( x �   0 να έχει μία 
τουλάχιστον ρίȗα

  L� f x x x( ) = + −3 1     LL� f x x x( ) = + +5 2 1

LLL� f x x x( ) = + −4 2 4   LY� f x x x( ) = − + +3 2 .
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  8.   ȃα αποδείȟετε ότι η εȟίσωση

α( x  –  ȝ) ( x  –  v)  +  β( x  –  Ȝ) ( x  –  Ȟ)  +  Ȗ�( x  –  Ȝ) ( x  –  ȝ)  =  0,

όπου α, β, Ȗ > 0 και Ȝ <  ȝ <  Ȟ, έχει δυο ρίȗες άνισες, μια στο διάστημα (Ȝ, ȝ� και 
μια στο (ȝ, Ȟ) .

  9.   ȃα βρείτε το πρόσημο της συνάρτησης  f   για όλες τις πραγματικές τιμές του 
x , όταν�

  i )  f ( x )  =  x 3  +  2 x 2  – x  – 2    i i )  f ( x )  =  x 4  – 9 x 2

i i i )  f x x( ) ,= −εϕ 3  x ∈ −( , )π π   i v)  f ( x )  =  ημx  � συνx , x ∈[ , ]0 2π .

10.  ȃα βρείτε το σύνολο τιμών των συναρτήσεων

  i )  f ( x )  =  l n x  – 1, x e�[ , ]1     i i )   f ( x )  =  – x  +  2, x � ( , )0 2

i i i )  f ( x )  =  �ημx  +  1, x ∈ 




0

6
,π   i v)   f ( x )  =  e x  +  1, x ∈ −∞( , ]0 .

%ǯ ȅȂǹǻǹȈ

1.  Αν f x
x x x
x x

( )
( )( ) ,

,
=

− + ≤
+ >





κ κ
κ

2
5 2

, να προσδιορίσετε το ț, ώστε η  f   να είναι 

συνεχής στο x 0  =  2.

2.   Αν f x
x x x

x
x x

( )
,
,
,

=
+ − <

=
+ >









α β

α β

2 2 12 1
5 1

1
, να βρείτε τις τιμές των α β, ∈R  για τις 

οποίες η  f  να είναι συνεχής στο x 0  =  1.

3. L�   Έστω μία συνάρτηση  f   η οποία είναι συνεχής στο x 0    0. ȃα βρείτε το  f ( 0) , 
αν για κάθε x ∈ *R  ισχύει

x f ( x )  =  συνx  – 1.

 LL�   ȅμοίως, να βρείτε το g (0� για τη συνάρτηση g  που είναι συνεχής στο x 0  =  0 
και για κάθε x ∈R ισχύει

| ( ) |xg ημx x x− ≤ 2 .

4.   Αν οι συναρτήσεις  f , g  είναι ορισμένες και συνεχείς στο >0,�@ και πληρούν τις 
σχέσεις  f ( 0)  <  g (0� και  f ( 1)  >  g (��, να αποδείȟετε ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον 
ξ ∈ ( , )0 1  τέτοιο ώστε  f ( ȟ)  =  g ( ȟ) .
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��   ȃα αποδείȟετε ότι οι εȟισώσεις�

α� x
x

x
x

4 61
1

1
2

0+
−

+
+

−
=   β� e

x
x

x

x

−
+

−
=

1 2
0ln

έχουν μια, τουλάχιστον, ρίȗα στο (�, ��.

��   Ȉε καθεμιά από τις παρακάτω περιπτώσεις να αποδείȟετε ότι οι γραφικές παρα�
στάσεις των συναρτήσεων  f   και g  έχουν ένα ακριβώς κοινό σημείο

L� f ( x �   e x  και g x
x

( )  1   LL� f ( x �   OQx  και g x
x

( )  1

��  L�  Έστω  f   μια συνεχής συνάρτηση στο διάστημα >±�,�@, για την οποία ισχύει

x � � I��(x �   � για κάθε x ∈ −[ , ]1 1 .

α� ȃα βρείτε τις ρίȗες της εȟίσωσης  f ( x �   0.

β� ȃα αποδείȟετε ότι η  f   διατηρεί το πρόσημό της στο διάστημα (±�,��.
γ� Ȇοιος μπορεί να είναι ο τύπος της  f   και ποια η γραφική της παράσταση�

   LL�    Με ανάλογο τρόπο να βρείτε τον τύπο της συνεχούς συνάρτησης  f  στο σύ�
νολο R, για την οποία ισχύει

 
I��(x �   x � για κάθε x ∈ R.

��   ǻίνεται το τετράγωνο ȅǹǺī του διπλα�
νού σχήματος και μία συνεχής στο >0, 
�@ συνάρτηση f  της οποίας η γραφική 
παράσταση βρίσκεται ολόκληρη μέσα 
στο τετράγωνο αυτό.

 L�   ȃα βρείτε τις εȟισώσεις των διαγω�
νίων του τετραγώνου και

LL�   ȃα αποδείȟετε με το θεώρημα του 
%RO]DQR ότι η C f  τέμνει και τις δύο 
διαγώνιες.

��   Ȉτο διπλανό σχήμα η καμπύλη C  είναι η 
γραφική παράσταση μιας συνάρτησης f  
που είναι συνεχής στο >α,β@ και το Ȃ 0 (x 0 , 
y 0 � είναι ένα σημείο του επιπέδου, 

L�   ȃα βρείτε τον τύπο της απόστασης 
d (x �   (Ȃ0 Ȃ� του σημείου Ȃ0 (x 0 , y 0 � 
από το σημείο Ȃ( x , f ( x �� της C f  για 
κάθε x ∈[ , ]α β .
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LL�   ȃα αποδείȟετε ότι η συνάρτηση d  είναι συνεχής στο >α, β@ και στη συνέχεια ότι 
υπάρχει ένα, τουλάχιστον, σημείο της C f  που απέχει από το Ȃ 0  λιγότερο από 
ότι απέχουν τα υπόλοιπα σημεία της και ένα, τουλάχιστον, σημείο της C f   που 
απέχει από το Ȃ 0  περισσότερο από ότι απέχουν τα υπόλοιπα σημεία της.

ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΚǹΤǹȃΟΗΣΗΣ

ǿ�

Ȉε καșεμιȐ από τιȢ παρακȐτȦ περιπτȫσειȢ να κυκλȫσετε το γρȐμμα ǹ� αν 
ο ισȤυρισμόȢ είναι αλȘșȒȢ και το γρȐμμα Ȍ� αν ο ισȤυρισμόȢ είναι ȥευδȒȢ� 
αιτιολογȫνταȢ συγȤρόνȦȢ τȘν απȐντȘσȒ σαȢ�

��   Αν  f ( x �   OQx  και g (x �   e ±x , τότε

α� ( )( )g f( )g f( )( )x( )
x

( )g f( )D( )g f( )  
1 , x ∈ *R                Α      Ȍ

β� ( )( )f g( )f g( ) x x( )x x( )( )f g( )D( )f g( ) x x= −x x, x ∈R                Α      Ȍ

��   Αν lim ( )
x

f x( )f x( )
x

l
→ −

= ∈l= ∈l
1 1

R, τότε lim ( )
x

f xm (f xm (
→

=
1
m (
1
m ( 0.             $      Ȍ

��   Είναι lim lm lim lim lm lim
x x

xm lxm l
x x

x
x x x x→ →x x→ →x xx x→ →x xx xx xx x→ →x xx xx x→ →x x→ →x xx x→ →x xx xx xx x→ →x xx xx x→ →x x→ →x x → →x x→ →x xx x→ →x xx xx xx x→ →x xx xx x+x x+x x→ →+→ →x x→ →x x+x x→ →x xx x→ →x x+x x→ →x xx xx xx x→ →x xx xx x+x xx xx x→ →x xx xx x

m lm l


m l


m l
→ →→ →x x→ →x xx x→ →x x

m lm lm lm lm lm l




m l


m lm l


m l
→ →→ →→ →→ →x x→ →x xx x→ →x xx x→ →x xx x→ →x x

m lm l


m l


m l
→ →→ →x x→ →x xx x→ →x x
m lm lm lm lm lm l





m l


m lm l


m l
→ →→ →→ →→ →x x→ →x xx x→ →x xx x→ →x xx x→ →x x

m lm l
→ →→ →x x→ →x xx x→ →x xm lm lm lm lm lm l


→ →→ →→ →→ →x x→ →x xx x→ →x xx x→ →x xx x→ →x x

m lm l
→ →→ →x x→ →x xx x→ →x xm lm lm lm lm lm l


→ →→ →→ →→ →x x→ →x xx x→ →x xx x→ →x xx x→ →x x

= ⋅m l= ⋅m lim= ⋅im x= ⋅x
+x x+x x→ →+→ →x x→ →x x+x x→ →x xx x→ →x x+x x→ →x xx xx xx x→ →x xx xx x+x xx xx x→ →x xx xx x

m l= ⋅m l
+x x+x x0→ →0→ →x x→ →x x0x x→ →x x2m l2m l

→ →2→ →x x→ →x x2x x→ →x x 0 0x x0 0x x→ →0 0→ →x x→ →x x0 0x x→ →x x2m l2m l
→ →2→ →x x→ →x x2x x→ →x x 0 2

1 1m l1 1m lim1 1im li1 1lim l1 1m l1 1m l1 1m l1 1m l1 1m l1 1m lm l1 1m lm lm lm lm lm l1 1m lm lm lm l1 1m lm l1 1m lm l m l0m l0m l0m lm l= ⋅m l0m l= ⋅m l 1
=== 0.           $      Ȍ

��   Αν  f ( x � > � για κάθε x ∈R  και υπάρχει το lim ( )
x

f xm (f xm (
o0
m (
0
m ( ,  

τότε κατ¶ ανάγκη lim ( )
x

f xm (f xm (
→

>
0
m (
0
m ( 1.                    Α      Ȍ

5.  ǿσχύει� α� lim
x

x
→+∞

 1 1
=

   
x

 
x

x x  
               Α      Ȍ

β� ημ
x

xημxημ
x→+∞

= .               Α      Ȍ
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  ��   Αν 0 10 1≤ ≤0 1f x0 1f x0 1f x0 1f x0 10 1≤ ≤0 1f x0 1≤ ≤0 1( )0 1( )0 10 1≤ ≤0 1( )0 1≤ ≤0 1f x( )f x0 1f x0 1( )0 1f x0 1f x( )f x0 1f x0 1( )0 1f x0 10 1≤ ≤0 1f x0 1≤ ≤0 1( )0 1≤ ≤0 1f x0 1≤ ≤0 1 κοντά στο 0, τότε lim( ( ))
x

x f ( )x( )
→

=
0
m(
0
m( 2x f2x f 0 . Α           Ȍ

  ��   Αν f
x

( )x( )x ≤
1

2 , x ∈ +∞( ,∈ +( ,∈ + )( ,α( ,∈ +( ,∈ +α∈ +( ,∈ + , τότε κατ¶ ανάγκη  

θα είναι lim ( )
x

f xm (f xm (
→+∞

= 0 .  Α           Ȍ

  ��   Αν υπάρχει το lim( ( ) ( ))
x

f x( )f x( )g x( )g x( )
o6
m(
6
m( , τότε είναι ίσο με  f (��Âg (��. Α           Ȍ

  ��   Αν lim | ( ) |
x x

f x( )f x( )
→x x→x x

=
0

1, τότε κατ¶ ανάγκη θα είναι 

lim ( )
x x

f xm (f xm (
→x x→x x

=
0

1  ή lim ( )
x x

f xm (f xm (
→x x→x x

= −
0

1. Α           Ȍ

10.  Αν lim | ( ) |
x x

f x( )f x( )
→x x→x x

=
0

0 , τότε lim ( )
x x

f xm (f xm (
→x x→x x

=
0

0. Α           Ȍ

���   Αν η  f   είναι συνεχής στο R και για 4x ≠   

ισχύει f x x x
x

( )f x( )f x =
− +x x− +x x

−

2 7 1x x7 1x x− +7 1− +x x− +x x7 1x x− +x x 2
4

, τότε το  f (�� είναι ίσο με �.  Α           Ȍ

���   Αν η  f  είναι συνεχής στο >±�, �@ και  f (±��   �, f ( ��   �,  
τότε υπάρχει πραγματικός αριθμός x 0 1 1∈ −( ,1 1( ,1 1∈ −( ,∈ − ) τέτοιος,  
ώστε  f ( x 0 �   π.  Α           Ȍ

ǿǿ�

Να κυκλȫσετε τȘ σȦστȒ απȐντȘσȘ σε καșεμιȐ από τιȢ παρακȐτȦ περιπτȫσειȢ

��   Αν lim ( )
x x

f xm (f xm ( l
→x x→x x

=
0

, lim ( )
x x

g xm (g xm ( m
→x x→x x

=
0

, l m,l m,l m∈ R  και  f ( x � � g (x � κοντά στο x 0 , τότε κατ¶ 

ανάγκη θα είναι�

Α� l  � P���� Ǻ� l ml m≤l m ���� ī� l ml mtl m  ���� ǻ� l    m  ���� Ε� m  � l .

��   Το όριο lim ( )
( )x

( )x( )
( )x( )→+∞ ( )+( )
( )1 2( )( )−( )1 2( )−( )
( )1( )

2 3( )2 3( )
2 3( )2 3( )( )+( )2 3( )+( )( )1( )2 3( )1( )

 είναι ίσο με�

Α� �           Ǻ� � ����        ī� 0 ������������ ǻ� +∞  ������ Ε� �8 .

��   Το lim | |
x

| |x x| | x x
x→+∞

| |− −| || |x x| |− −| |x x| |3 2| |3 2| | 3 23 2

2

| |1| |  είναι ίσο με�

Α� +∞       Ǻ� −∞         ī� �              ǻ� �1          Ε� 0.
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��   Αν το lim
x x

x x x
x x→x x→x x

− −x x− −x x
x x−x x0

3 2

3

2
 δεν υπάρχει, τότε�

Α� x 0    0         Ǻ� x 0    �          ī� x 0    –  �         ǻ� x 0    �.

ǿǿǿ�

��   ǻίνονται οι συναρτήσεις

f x( )f x( )f x
( )x( )x

=
( )−( )

+
1

( )2( )
12

 και g x
x

( )g x( )g x =
−

1
12 .

Από τους Ȇαρακάτω ισχυρισμούς λάθος είναι ο�

Α� η g  είναι συνεχής στο �

Ǻ� η f  είναι συνεχής στο �

ī� η g  έχει δυο σημεία στα οποία δεν είναι συνεχής

ǻ� lim ( )
x

f xm (f xm (
→+∞

=1.

��   Ȇοια από τα παρακάτω όρια είναι καλώς ορισμένα�

Α� lim
x

x x
→

− +x x− +x x
0

20 1      Ǻ� lim
x

x x
→

− −x x− −x x
0

20 1

ī� lim
x →+∞

3 1x x3 1x x+ −3 1+ −x x+ −x x3 1x x+ −x x93 193 1x x3 1x x9x x3 1x x        ǻ� lim
x →−∞

3 1x x3 1x x+ −3 1+ −x x+ −x x3 1x x+ −x x93 193 1x x3 1x x9x x3 1x x

Ε� lim[ln( )]
x

( )x x( )
→

( )+ +( )( )x x( )+ +( )x x( )
0
m[
0
m[ 3( )3( )( )1( )   ȈΤ� lim[ln( )]

x
( )x x( )

→
( )+ −( )( )x x( )+ −( )x x( )

0
m[
0
m[ 3( )3( )( )1( ) .

��   ǻίνεται η συνάρτηση  f   η οποία είναι συνεχής στο διάστημα ǻ   >0, �@, με 
f ( 0�   �,  f (��   � και  f (��   –  �.

Ȇοιος από τους παρακάτω ισχυρισμούς δεν προκύπτει κατ¶ ανάγκη από 
τις υποθέσεις�

Α� Ȋπάρχει x 0 0 3� ( ,0 3( ,0 3) τέτοιος, ώστε  f ( x 0 �   0.

Ǻ� lim ( )
x

f xm (f xm (
→ −

= −
3

1 .

ī� lim ( ) ( )
x

f xm (f xm ( f) (f) (
→

) (=) (
2
m (
2
m ( 2 .

ǻ� [ , ] ( )− ⊆[ ,− ⊆[ , ] (− ⊆] (1 2[ ,1 2[ ,− ⊆1 2− ⊆[ ,− ⊆[ ,1 2[ ,− ⊆[ , f] (f] (∆)∆) .

Ε�   Ǿ μέγιστη τιμή της  f  στο >0,�@ είναι το � και η ελάχιστη τιμή της το �1.
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ΙΣΤΟΡΙΚΟ ΣΗΜΕΙΩΜǹ

Η ȑȞȞȠȚĮ ĲȘȢ ıȣȞȐȡĲȘıȘȢ
Ǿ έννοια της συνάρτησης, ως έκφραση μιας εȟάρτησης ανάμεσα σε δύο 
συγκεκριμένες ποσότητες, εμφανίȗεται μ¶ έναν υπονοούμενο τρόπο ήδη από την 
αρχαιότητα. Ένα χαρακτηριστικό παράδειγμα αποτελούν οι πίνακες χορδών της 
³Αλμαγέστης´, του Έλληνα μαθηματικού και αστρονόμου της αλεȟανδρινής 
περιόδου Ȁλαύδιου Ȇτολεμαίου. Ȉτη μια στήλη αυτών των πινάκων υπάρχουν τα 
μήκη των τόȟων ενός κύκλου και στην άλλη τα μήκη 
των αντίστοιχων χορδών. ȋρησιμοποιώντας την έννοια 
του ημιτόνου στον μοναδιαίο κύκλο μπορούμε να 
εκφράσουμε αναλυτικά τη ³συνάρτηση´ των πινάκων 
του Ȇτολεμαίου ως εȟής�

χορδή τόȟου ( )x A( )x A( ) B AM= =x A= =x AB A= =B A = ημ .

Με τον ίδιο υπονοούμενο τρόπο η έννοια της συνάρτησης εμφανίȗεται στους 
λογαριθμικούς πίνακες που κατασκευάστηκαν στις αρχές του ��0υ αιώνα.

Τα γεγονότα που έδωσαν αποφασιστική ώθηση στην ανάπτυȟη της έννοιας της 
συνάρτησης ήταν η δημιουργία της Άλγεβρας (χρήση γραμμάτων και ειδικών 
συμβόλων για την αναπαράσταση μαθηματικών πράȟεων, σχέσεων, αγνώστων 
κ.λπ.� και της αναλυτικής γεωμετρίας (χρήση του αλγεβρικού συμβολισμού σε 
γεωμετρικά προβλήματα�. ȅ 'HVFDUWHV, στο έργο του ³/D *HRPHWULH´ (�����, 
παρουσιάȗοντας τη μέθοδο προσδιορισμού μιας καμπύλης από μια εȟίσωση ως 
προς x  και y  (τα οποία εκφράȗουν τα ευθύγραμμα τμήματα�συντεταγμένες των 
σημείων της καμπύλης�, περιέγραψε για πρώτη φορά τη δυνατότητα αναλυτικής 
αναπαράστασης μιας σχέσης εȟάρτησης ανάμεσα σε μεταβλητές ποσότητες� 

³ǹȞ�ȜȠȚπȩȞ�πȐρȠȣȝİ�įȚαįȠȤȚțȐ�ȑȞα�ȐπİȚρȠ�
πȜȒθȠȢ�įȚαĳȠρİĲȚțȫȞ�ĲȚȝȫȞ�ȖȚα�ĲȠ�ĲȝȒȝα�\�
ĲȩĲİ�θα�πρȠțȪȥİȚ�ȑȞα�ȐπİȚρȠ�πȜȒθȠȢ�ĲȚȝȫȞ�
ȖȚα� ĲȠ� ĲȝȒȝα� [� țαȚ� İπȠȝȑȞȦȢ� ȝȚα� απİȚρȓα�
įȚαĳȠρİĲȚțȫȞ�ıȘȝİȓȦȞ��ȝİ�ĲȘ�βȠȒθİȚα�ĲȦȞ�
ȠπȠȓȦȞ�ȝπȠρİȓ� Ȟα�ıȤİįȚαıĲİȓ� Ș� ȗȘĲȠȪȝİȞȘ�
țαȝπȪȜȘ´.

ȅ όρος ³συνάρτηση´ (από το λατινικό ρήμα IXQJRU, που σημαίνει εκτελώ, 
λειτουργώ� εμφανίστηκε για πρώτη φορά το ���� σ¶ ένα χειρόγραφο του /HLEQL] με 
τίτλο ³Ǿ αντίστροφη μέθοδος των εφαπτομένων ή περί συναρτήσεων´ (0HWKRGXV 
WDQJHQWLXP LQYHUVD, VHX GH IXQFWLRQLEXV�, στο οποίο εȟετάȗεται ο υπολογισμός των 
τεταγμένων y  των σημείων μιας καμπύλης όταν είναι γνωστή κάποια ιδιότητα των 
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αντίστοιχων εφαπτομένων. ȅ όρος αυτός άρχισε να αποκτά από εκείνη την εποχή 
μια ιδιαίτερη σημασία για την αναπαράσταση ποσοτήτων που εȟαρτώνται από 
άλλες μεταβλητές ποσότητες, ιδιαίτερα όταν η εȟάρτηση αυτή μπορεί να πάρει 
τη μορφή μιας αναλυτικής έκφρασης. ȅ -. %HUQRXOOL έδωσε το ���� τον επόμενο 
γενικό ορισμό�

³ȅȞȠȝȐȗȦ�ıȣȞȐρĲȘıȘ�İȞȩȢ�ȝİĲαβȜȘĲȠȪ�ȝİȖȑθȠȣȢ�ȝȚα�πȠıȩĲȘĲα�πȠȣ�ıȤȘȝατίȗεται ȝİ�
ȠπȠȚȠįȒπȠĲİ�ĲρȩπȠ�απȩ�αȣĲȩ�ĲȠ�ȝİĲαβȜȘĲȩ�ȝȑȖİθȠȢ�țαȚ�απȩ�ıĲαθİρȑȢ´.

Ǿ αντίληψη της συνάρτησης ως ³αναλυτικής έκφρασης´ κυριάρχησε για ένα μεγάλο 
χρονικό διάστημα, στη διάρκεια του οποίου η μαθηματική ανάλυση ορίȗονταν ως η 
γενική επιστήμη των μεταβλητών και των συναρτήσεών τους. ȅ επόμενος ορισμός, 
που ταυτίȗει την έννοια της συνάρτησης με αυτήν της ³αναλυτικής έκφρασης´, 
δόθηκε από τον /. (XOHU το ����, στο έργο του ³Εισαγωγή στην απειροστική 
ανάλυση´.

³ȈȣȞȐρĲȘıȘ� ȝȚαȢ� ȝİĲαβȜȘĲȒȢ� πȠıȩĲȘĲαȢ� ȠȞȠȝȐȗİĲαȚ� ȝȚα� αȞαȜȣĲȚțȒ� ȑțĳραση πȠȣ�
ıȤȘȝαĲȓȗİĲαȚ�ȝİ�ȠπȠȚȠįȒπȠĲİ�ĲρȩπȠ�απȩ�αȣĲȒ�ĲȘ�ȝİĲαβȜȘĲȒ�πȠıȩĲȘĲα�țαȚ�αρȚθȝȠȪȢ�
Ȓ�ıĲαθİρȑȢ�πȠıȩĲȘĲİȢ´.

Ǿ παραπέρα εȟέλιȟη της έννοιας της συνάρτησης προήλθε κυρίως από την 
προσπάθεια μαθηματικής ερμηνείας φυσικών προβλημάτων, όπως π.χ. το πρόβλημα 
μιας παλλόμενης χορδής, στερεωμένης στα δυο άκρα της. Ȉ¶ αυτό το πρόβλημα, 
που απασχόλησε ιδιαίτερα τους επιστήμονες στη διάρκεια του ��ου αιώνα, ȗητείται 
να προσδιοριστεί μια συνάρτηση της μορφής y    f ( x , t � που περιγράφει το σχήμα 
της χορδής σε μια δεδομένη χρονική στιγμή t . Το είδος όμως των συναρτήσεων 
που υπεισέρχονται σ¶ αυτό το ȗήτημα είναι τόσο γενικό, που ανάγκασε τους μα-
θηματικούς να αναθεωρήσουν την καθιερωμένη αντίληψη ότι κάθε συνάρτηση 
ταυτίȗεται με μια αναλυτική έκφραση και να αναȗητήσουν γενικότερους ορισμούς. 
ȅ /. (XOHU, ήδη από το ���� διατύπωσε ένα τέτοιο ορισμό, απαλλαγμένο από την 
άμεση αναφορά στην έννοια της ³αναλυτικής έκφρασης´.

³ǹȞ� țȐπȠȚİȢ� πȠıȩĲȘĲİȢ� İȟαρĲȫȞĲαȚ� απȩ� ȐȜȜİȢ� πȠıȩĲȘĲİȢ� ȝİ� ĲȑĲȠȚȠ� ĲρȩπȠ� ȫıĲİ��
ȩĲαȞ� ȠȚ� ĲİȜİȣĲαȓİȢ� αȜȜȐȗȠȣȞ� ıȣȝβαȓȞİȚ� ĲȠ� ȓįȚȠ� țαȚ� ȝİ� ĲȚȢ� πρȫĲİȢ�� ĲȩĲİ� ȠȚ� πρȫĲİȢ�
ȠȞȠȝȐȗȠȞĲαȚ� ıȣȞαρĲȒıİȚȢ� ĲȦȞ� ĲİȜİȣĲαȓȦȞ��ǹȣĲȩȢ� Ƞ� ȠρȚıȝȩȢ� İȓȞαȚ� πȠȜȪ� İȣρȪȢ� țαȚ�
πİρȚȜαȝβȐȞİȚ�țȐθİ�ȝȑθȠįȠ�ȝİ�ĲȘȞ�ȠπȠȓα�ȝȚα�πȠıȩĲȘĲα�θα�ȝπȠρȠȪıİ�Ȟα�πρȠıįȚȠρȚıĲİȓ�
απȩ� ȐȜȜİȢ�� ǹȞ� ȜȠȚπȩȞ� ĲȠ� [� ȣπȠįȘȜȫȞİȚ� ȝȚα� ȝİĲαβȜȘĲȒ� πȠıȩĲȘĲα�� ĲȩĲİ� ȩȜİȢ� ȠȚ�
πȠıȩĲȘĲİȢ�πȠȣ�İȟαρĲȫȞĲαȚ�απȩ�ĲȠ�[�ȝİ�ȠπȠȚȠįȒπȠĲİ�ĲρȩπȠ�Ȓ�πρȠıįȚȠρȓȗȠȞĲαȚ�απȩ�
αȣĲȩ��ȠȞȠȝȐȗȠȞĲαȚ�ıȣȞαρĲȒıİȚȢ�ĲȠȣ�[´.

ȅι νέες αυτές αντιλήψεις οδήγησαν βαθμιαία στην έννοια της συνάρτησης ως 
αυθαίρετης αντιστοιχίας ανάμεσα στα στοιχεία δυο συνόλων, που δεν ακολουθεί 
υποχρεωτικά κάποιο ³νόμο´. ȅ -. )RXULHU, το ����, επισήμανε ρητά αυτό το σημείο 
με την εȟής παρατήρηση� ³īİȞȚțȐ��Ș�ıȣȞȐρĲηση  f ( x � παρȚıĲȐȞİȚ�ȝȚα�įȚαįȠȤȒ�ĲȚȝȫȞ�
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Ȓ�ĲİĲαȖȝȑȞȦȞ��țαθİȝȚȐ�απȩ�ĲȚȢ�ȠπȠȓİȢ�İȓȞαȚ�αȣθαȓρİĲȘ��ǹȞ�įȠθİȓ�ȝȚα�απİȚρȓα�ĲȚȝȫȞ�
ıĲȘȞ�ĲİĲȝȘȝȑȞȘ�[��θα�ȣπȐρȤȠȣȞ�ȓıȠȣ�πȜȒθȠȣȢ�ĲİĲαȖȝȑȞİȢ�I�[���ǵȜİȢ�ȑȤȠȣȞ�πραȖȝαĲȚ-
țȑȢ�αρȚθȝȘĲȚțȑȢ�ĲȚȝȑȢ��θİĲȚțȑȢ�Ȓ�αρȞȘĲȚțȑȢ�Ȓ�ȝȘįȑȞ��ǻİȞ�πρȠȨπȠθȑĲȠȣȝİ�ȩĲȚ�αȣĲȑȢ�ȠȚ�
ĲİĲαȖȝȑȞİȢ�ȣπȩțİȚȞĲαȚ�ı¶�ȑȞα�țȠȚȞȩ�ȞȩȝȠ��įȚαįȑȤȠȞĲαȚ�Ș�ȝȚα�ĲȘȞ�ȐȜȜȘ�ȝİ�ȠπȠȚȠįȒπȠĲİ�
ĲρȩπȠ�țαȚ�țαθİȝȚȐ�απȩ�αȣĲȑȢ�įȓȞİĲαȚ�ıαȞ�Ȟα�ȒĲαȞ�ȝȚα�ȝȠȞαįȚțȒ�πȠıȩĲȘĲα´�

Η ȑȞȞȠȚĮ ĲȘȢ ıȣȞȑȤİȚĮȢ
Την περίοδο που η έννοια της συνάρτησης 
ταυτίȗονταν με αυτήν της ³αναλυτικής έκφρασης´, 
υπήρχαν δυο διαφορετικές αντιλήψεις για την 
έννοια της συνέχειας. Ǿ μία από αυτές, με καθαρά 
γεωμετρική προέλευση, εȟέφραȗε την ιδιότητα μιας 
καμπύλης να μη παρουσιάȗει ³διακοπές´. η άλλη, 
με προέλευση κυρίως από τη φυσική, εȟέφραȗε την 
ιδιότητα ενός φαινομένου να ακολουθεί τον ίδιο 
³νόμο´, την ιδιότητα μιας συνάρτησης να διατηρεί 
την ίδια αναλυτική έκφραση σ¶ ολόκληρο το πεδίο 
ορισμού της. Ȉ¶ αυτήν την τελευταία αντίληψη περί 
συνέχειας άσκησε έντονη κριτική ο $. /. &DXFK\ το 
����, σημειώνοντας τα εȟής� ³ȈĲα� ȑρȖα� ĲȦȞ� (XOHU�
țαȚ� /DJUDQJH�� ȝȚα� ıȣȞȐρĲȘıȘ� ȠȞȠȝȐȗİĲαȚ� ıȣȞİȤȒȢ�
Ȓ� αıȣȞİȤȒȢ� αȞȐȜȠȖα� ȝİ� ĲȠ� αȞ� ȠȚ� įȚαĳȠρİĲȚțȑȢ� ĲȚȝȑȢ�
αȣĲȒȢ�ĲȘȢ�ıȣȞȐρĲȘıȘȢ�ȣπȩțİȚȞĲαȚ�Ȓ�ȩȤȚ�ıĲȠȞ�ȓįȚȠ�ȞȩȝȠ��
πρȠțȪπĲȠȣȞ�Ȓ�ȩȤȚ�απȩ�ȝȚα�ȝȠȞαįȚțȒ�İȟȓıȦıȘ��ǵȝȦȢ�
αȣĲȩȢ� Ƞ� ȠρȚıȝȩȢ� πȠȜȪ� απȑȤİȚ� απȩ� ĲȠ� Ȟα� θİȦρȘθİȓ�
ȝαθȘȝαĲȚțȐ� αțρȚβȒȢ�� ȖȚαĲȓ� αȞ� ȠȚ� įȚαĳȠρİĲȚțȑȢ� ĲȚȝȑȢ�
ȝȚαȢ�ıȣȞȐρĲȘıȘȢ�İȟαρĲȫȞĲαȚ�απȩ�įȣȠ�Ȓ�πİρȚııȩĲİρİȢ�
įȚαĳȠρİĲȚțȑȢ�İȟȚıȫıİȚȢ�� ĲȓπȠĲα�įİȞ�ȝαȢ�İȝπȠįȓȗİȚ�Ȟα�
ȝİȚȫıȠȣȝİ�ĲȠȞ�αρȚθȝȩ�αȣĲȫȞ�ĲȦȞ�İȟȚıȫıİȦȞ�Ȓ�αțȩȝȘ�
țαȚ�Ȟα�ĲȚȢ�αȞĲȚțαĲαıĲȒıȠȣȝİ�απȩ�ȝȚα�απȜȒ�İȟȓıȦıȘ��
ĲȘȢ�ȠπȠȓαȢ�Ș�αȞȐȜȣıȘ�θα�ȝαȢ�ȑįȚȞİ�ȩȜİȢ�ĲȚȢ�ȣπȩȜȠȚπİȢ��ΕπȠȝȑȞȦȢ��αȞ�țαȞİȓȢ�θİȦρȒıİȚ�
ĲȠȞ�ȠρȚıȝȩ�ĲȦȞ�(XOHU�țαȚ�/DQJUDQJH�İĳαρȝȩıȚȝȠ�ıİ�ȩȜα�Ĳα�İȓįȘ�ĲȦȞ�ıȣȞαρĲȒıİȦȞ��
ĲȩĲİ�ȝȚα�απȜȒ�αȜȜαȖȒ�ĲȠȣ�ıȣȝβȠȜȚıȝȠȪ�İȓȞαȚ�ıȣȤȞȐ�αρțİĲȒ�ȖȚα�Ȟα�ȝİĲαıȤȘȝαĲȓıİȚ�
ȝȚα�ıȣȞİȤȒ�ıȣȞȐρĲȘıȘ�ıİ�αıȣȞİȤȒ�țαȚ�αȞĲȓıĲρȠĳα��ǲĲıȚ�π�Ȥ���αȞ�ĲȠ�[�ıȣȝβȠȜȓȗİȚ�ȝȚα�
πραȖȝαĲȚțȒ�ȝİĲαβȜȘĲȒ��ĲȩĲİ�Ș�ıȣȞȐρĲȘıȘ�πȠȣ�ȚıȠȪĲαȚ�ȝİ���[�Ȓ�࣓�[��αȞȐȜȠȖα�ȝİ�ĲȠ�
αȞ�Ș�ȝİĲαβȜȘĲȒ�[�İȓȞαȚ�θİĲȚțȒ�Ȓ�αρȞȘĲȚțȒ��πρȑπİȚ�ȖȚα�ĲȠ�ȜȩȖȠ�αȣĲȩ�Ȟα�ĲȠπȠθİĲȘθİȓ�
ıĲȘȞ�țȜȐıȘ�ĲȦȞ�αıȣȞİȤȫȞ�ıȣȞαρĲȒıİȦȞ��ȩȝȦȢ�Ș� ȓįȚα�ıȣȞȐρĲȘıȘ�θα�ȝπȠρȠȪıİ�Ȟα�
θİȦρȘθİȓ�ȦȢ�ıȣȞİȤȒȢ�ȩĲαȞ�Ȗραĳİȓ�ıĲȘ�ȝȠρĳȒ x 2 �(���

(�� Είναι φανερό ότι ο &DXFK\ χρησιμοποιεί εδώ, χωρίς να την ονομάȗει, τη συνάρτηση απόλυτη τιμή.

Ασυνέχεια στο x 0  λόγω 
διακοπής της καμπύλης σ
 
αυτό το σημείο

Ασυνέχεια στο x 0 λόγω 
μεταβολής της αναλυτικής 
έκφρασης σ
 αυτό το σημείο
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ǲĲıȚ��Ƞ�ȤαραțĲȒραȢ�ĲȘȢ�ıȣȞȑȤİȚαȢ�ĲȦȞ�ıȣȞαρĲȒıİȦȞ��θİȦρȠȪȝİȞȠȢ�απȩ�ĲȠ�ıȘȝİȓȠ�
ȩπȠȣ� ȠȚ� ȖİȦȝȑĲρİȢ� ıĲαȝȐĲȘıαȞ� ȖȚα� πρȫĲȘ� ĳȠρȐ�� İȓȞαȚ� αıαĳȒȢ� țαȚ� αβȑβαȚȠȢ��
Ǿ� αβİβαȚȩĲȘĲα� ȩȝȦȢ� θα� İȟαĳαȞȚıĲİȓ�� αȞ� ıĲȘ� θȑıȘ� ĲȠȣ� ȠρȚıȝȠȪ� ĲȠȣ� (XOHU�
αȞĲȚțαĲαıĲȒıȠȣȝİ�αȣĲȩȞ�πȠȣ�ȑȤȦ�įȫıİȚ�ıĲȠ�țİĳȐȜαȚȠ�ǿǿ�ĲȠȣ�ȑρȖȠȣ�ȝȠȣ�³ǹȜȖİβρȚțȒ�
αȞȐȜȣıȘ´ «´.

ȅ ορισμός, στον οποίο αναφέρεται εδώ ο &DXFK\, αποτελεί ουσιαστικά την 
πρώτη απόπειρα μελέτης της έννοιας της συνέχειας με λογική αυστηρότητα. 
Αποσυνδέοντας αυτήν την έννοια από κάθε γεωμετρική εποπτεία και εȟάρτηση 
από την έννοια της ³αναλυτικής έκφρασης´, τη μετασχημάτισε σε μια καθαρά 
αριθμητική ιδιότητα των συναρτήσεων, που μπορεί να γίνει αντικείμενο λογισμού. 
ȅ ορισμός αυτός του &DXFK\, που δόθηκε το ����, έχει ως εȟής� (έναν παρόμοιο 
ορισμό είχε δώσει και ο %. %RO]DQR το �����.

³ǲıĲȦ�I( x � ȝȚα�ıȣȞȐρĲȘıȘ�ĲȘȢ�ȝİĲαβȜȘĲȒȢ�[�țαȚ�αȢ�ȣπȠθȑıȠȣȝİ�ȩĲȚ�ȖȚα�țȐθİ�ĲȚȝȒ�
ĲȠȣ� [� ı¶� ȑȞα�įȠıȝȑȞȠ�įȚȐıĲȘȝα�Ș�ıȣȞȐρĲȘıȘ�αȣĲȒ� ȑȤİȚ� πȐȞĲȠĲİ�ȝȚα�ȝȠȞαįȚțȒ�țαȚ�
πİπİραıȝȑȞȘ�ĲȚȝȒ��ǹȞ�įȫıȠȣȝİ�ıĲȘȞ�ȝİĲαβȜȘĲȒ�[�ȝȚα�απİȚρȠİȜȐȤȚıĲȘ�αȪȟȘıȘ�α��Ș�
ıȣȞȐρĲȘıȘ�θα�αȣȟȘθİȓ�țαĲȐ�ĲȘ�įȚαĳȠρȐ�I ([���α��±�I ( x ���Ș�ȠπȠȓα�İȟαρĲȐĲαȚ�απȩ�ĲȘ�
Ȟȑα�ȝİĲαβȜȘĲȒ�α�țαȚ�ĲȘȞ�ĲȚȝȒ�πȠȣ�İȓȤİ�ĲȠ�[��Ȉ¶�αȣĲȒȞ�ĲȘȞ�πİρȓπĲȦıȘ��Ș�ıȣȞȐρĲȘıȘ�
f ( x ��θα�ȠȞȠȝȐȗİĲαȚ�ıȣȞİȤȒȢ�ıĲȠ�įȚȐıĲȘȝα�ĲȘȢ�ȝİĲαβȜȘĲȒȢ�[��αȞ�ȖȚα�țȐθİ�ĲȚȝȒ�ĲȠȣ�[�ı¶�
αȣĲȩ�ĲȠ�įȚȐıĲȘȝα��Ș�απȩȜȣĲȘ�ĲȚȝȒ�ĲȘȢ�įȚαĳȠρȐȢ��I([���α��±�I ( x ��ȝȚțραȓȞİȚ�İπ¶�ȐπİȚρȠȞ�
ȝαȗȓ�ȝ¶�αȣĲȒȞ�ĲȠȣ�α��Ȃİ�ȐȜȜα�ȜȩȖȚα��Ș�I ( x ��θα�παραȝȑȞİȚ�ıȣȞİȤȒȢ�ȦȢ�πρȠȢ�[��αȞ�ȝȚα�
απİȚρȠİȜȐȤȚıĲȘ�αȪȟȘıȘ�ĲȘȢ�ȝİĲαβȜȘĲȒȢ�παρȐȖİȚ�πȐȞĲȠĲİ�ȝȚα�απİȚρȠİȜȐȤȚıĲȘ�αȪȟȘıȘ�
ĲȘȢ�ȓįȚαȢ�ĲȘȢ�ıȣȞȐρĲȘıȘȢ´.

Η ȑȞȞȠȚĮ ĲȠȣ ȠȡȓȠȣ
Ǿ έννοια της συνέχειας καθώς και ορισμένες άλλες βασικές έννοιες της ανάλυσης 
που θα γνωρίσουμε στα επόμενα κεφάλαια (όπως π.χ. η παράγωγος και το 
ολοκλήρωμα� περιείχαν, στα πρώτα στάδια της εȟέλιȟής τους, ορισμένες ασάφειες, 
που οφείλονταν κυρίως στην αδυναμία των μαθηματικών να διαπραγματευθούν 
με λογική αυστηρότητα την έννοια του απείρως μικρού και του απείρως μεγάλου. 
Αυτή η αδυναμία οδηγούσε πολλούς να αμφισβητούν τα θεμέλια πάνω στα οποία 
στηρίȗονταν το οικοδόμημα της μαθηματικής ανάλυσης και να συνδέουν τα 
εντυπωσιακά αποτελέσματά της με ορισμένες μεταφυσικές ερμηνείες.

ȅι μαθηματικοί προσπάθησαν να ȟεπεράσουν αυτές τις δυσκολίες εισάγοντας 
την ιδέα του ορίου, με την οποία, αρχικά, εκφράȗονταν η δυνατότητα μιας 
μεταβαλλόμενης ποσότητας να προσεγγίȗει επ¶ άπειρον μια σταθερή ποσότητα 
χωρίς στην πραγματικότητα να τη φτάνει ποτέ. ȅ G¶ $OHPEHUW όρισε το ���� αυτήν 
την έννοια στην ³Εγκυκλοπαίδεια´ του 'LGHURW ως εȟής�

³ǲȞα�ȝȑȖİθȠȢ�ȠȞȠȝȐȗİĲαȚ�ȩȡȚȠ�İȞȩȢ�ȐȜȜȠȣ�ȩĲαȞ�ĲȠ�įİȪĲİρȠ�ȝπȠρİȓ�Ȟα�πρȠıİȖȖȓȗİȚ�ĲȠ�
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πρȫĲȠ�ıİ�ȝȚα�απȩıĲαıȘ�ȠıȠįȒπȠĲİ�ȝȚțρȒ��αȞ�țαȚ�ȑȞα�ȝȑȖİθȠȢ�įİȞ�ȝπȠρİȓ�Ȟα�ȟİπİρȞȐ�
πȠĲȑ�ĲȠ�ȝȑȖİθȠȢ�πȠȣ�πρȠıİȖȖȓȗİȚ�� ȑĲıȚ�ȫıĲİ�Ș�įȚαĳȠρȐ�ȝȚαȢ�ĲȑĲȠȚαȢ�πȠıȩĲȘĲαȢ�απȩ�
ĲȠ�ȩρȚȩ�ĲȘȢ�Ȟα�İȓȞαȚ�İȞĲİȜȫȢ�αȝİȜȘĲȑα´.

Ȉύμφωνα λοιπόν μ¶ αυτόν τον ορισμό, που περικλείει την έννοια της κίνησης ως 
μια διαδικασία προσέγγισης, ο αριθμός � είναι το όριο της ακολουθίας �,�   �,�� 
�,���   �,���� «, αλλά όχι όριο ακολουθίας �,�   �,��   �   � « (γιατί αυτή ³φτάνει´ 
το ��, ούτε όριο της ακολουθίας �,�   �,0�   �,����   �,000� « (γιατί αυτή ȟεπερνά 
το ��. ȅ τρόπος με τον οποίο οι μαθηματικοί χρησιμοποιούσαν την έννοια αυτή του 
ορίου φαίνεται χαρακτηριστικά στο επόμενο παράδειγμα, στο οποίο ο 6.). /DFURL[ 

αποδεικνύει το ���0 ότι lim
x

x
x→+∞ +

=
α

α
α�

³ǲıĲȦ�ȩĲȚ� įȓȞİĲαȚ� Ș� ıȣȞȐρĲȘıȘ� α
α
x

x +
�� ıĲȘȞ� ȠπȠȓα� ȣπȠθȑĲȠȣȝİ� ȩĲȚ� ĲȠ� [� αȣȟȐȞİ -

ĲαȚ�θİĲȚțȐ�ȤȦρȓȢ�ĲȑȜȠȢ��ǻȚαȚρȫȞĲαȢ�αρȚθȝȘĲȒ�țαȚ�παρȠȞȠȝαıĲȒ�ȝİ�ĲȠ�[��βρȓıțȠȣȝİ 
α

α1+
x

��ȑȞα�απȠĲȑȜİıȝα�πȠȣ�įİȓȤȞİȚ�țαθαρȐ�ȩĲȚ�Ș�ıȣȞȐρĲȘıȘ�θα�παραȝȑȞİȚ�πȐȞĲȠĲİ

ȝȚțρȩĲİρȘ�απȩ�ĲȠ�α�αȜȜȐ�θα�πρȠıİȖȖȓȗİȚ�ıȣȞȑȤİȚα�αȣĲȒȞ�ĲȘȞ�ĲȚȝȒ��αĳȠȪ�ĲȠ�ȝȑρȠȢ�D
x

 

ĲȠȣ�παρȠȞȠȝαıĲȒ�ȝİȚȫȞİĲαȚ�ȩȜȠ�țαȚ�πİρȚııȩĲİρȠ�țαȚ�ȝπȠρİȓ�Ȟα�ȝİȚȦθİȓ�ȩıȠ�θȑȜȠȣȝİ��
Ǿ�įȚαĳȠρȐ�αȞȐȝİıα�ıĲȠ�įȠıȝȑȞȠ�țȜȐıȝα�țαȚ�ĲȘȞ�ĲȚȝȒ�α�İțĳρȐȗİĲαȚ�ȦȢ

α
α

α
α

α
−

+
=

+
x

x xαx xα+x x+

2

țαȚ�İπȠȝȑȞȦȢ�ȖȓȞİĲαȚ�ȠȜȠȑȞα�țαȚ�πȚȠ�ȝȚțρȒ��ȩıȠ�ĲȠ�[�ȖȓȞİĲαȚ�ȝİȖαȜȪĲİρȠ��țαȚ�ȝπȠρİȓ�
Ȟα� ȖȓȞİȚ� ȝȚțρȩĲİρȘ� απȩ� ȠπȠȚαįȒπȠĲİ� πȠıȩĲȘĲα�� ȠıȠįȒπȠĲİ� ȝȚțρȒ�� ȈȣȞİπȫȢ�� ĲȠ�
įȠıȝȑȞȠ�țȜȐıȝα�ȝπȠρİȓ�Ȟα�πρȠıİȖȖȓȗİȚ�ĲȠ�α�ȩıȠ�țȠȞĲȐ�θȑȜȠȣȝİ��Ȑρα�ĲȠ�α�İȓȞαȚ�ĲȠ�

ȩρȚȠ�ĲȘȢ�ıȣȞȐρĲȘıȘȢ� α
α
x

x +
�ȦȢ�πρȠȢ�ĲȘȞ�αȩρȚıĲȘ�αȪȟȘıȘ�ĲȠȣ�[´.

īια να τυποποιήσουμε αυτήν την μακροσκελή διαδικασία, οι μαθηματικοί 
προσπάθησαν να αποσυνδέσουν την έννοια του ορίου από την έννοια της κίνησης 
και να την ορίσουν με καθαρά αριθμητικούς όρους, έτσι ώστε να γίνει ένα 
αντικείμενο μαθηματικού λογισμού. Το αποτέλεσμα αυτής της προσπάθειας υπήρȟε 
ο σημερινός ³στατικός´ ορισμός με τη βοήθεια των ανισοτήτων και της απόλυσης 
τιμής, που διατυπώθηκε από τον :HLHUVWUDVV στα μέσα του ��ου αιώνα. Με αυτόν 
τον ορισμό, η έννοια του ορίου απογυμνώθηκε από κάθε στοιχείο εποπτείας αλλά 
έγινε έτσι δυνατό να αποδειχθούν με λογική αυστηρότητα οι ιδιότητες των ορίων 
και να τυποποιηθεί η διαδικασία υπολογισμού τους.
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2 . 1    Η ΕȃȃΟΙǹ ΤΗΣ ȆǹΡǹΓΩΓΟΥ

ΣĲȚȖȝȚĮȓĮ ĲĮȤȪĲȘĲĮ
Ας θεωρήσουμε ένα σώμα που κινείται κατά μήκος ενός άȟονα και ας υποθέσουμε ότι S  
  S ( t � είναι η τετμημένη του σώματος αυτού τη χρονική στιγμή t .

+ συνάρτηση S  καθορίȗει τη θέση του σώματος τη χρονική στιγμή t  και ονομάȗεται 
συνȐρτȘσȘ șȑσȘȢ του κινητού.
Ας υποθέσουμε, τώρα, ότι κάποια χρονική στιγμή t 0  το κινητό βρίσκεται στη θέση Μ 0  και 
ότι μετά από παρέλευση χρόνου h , δηλαδή τη χρονική στιγμή t    t 0  � h , βρίσκεται στη 
θέση Ȃ. (Ȉχ. ��. Ȉτο χρονικό διάστημα από t 0  έως t  η μετατόπιση του κινητού είναι ίση 
με S ( t � –  S ( t 0 �. Άρα, Ș μȑσȘ ταȤύτȘτα του κινητού σ¶ αυτό το χρονικό διάστημα είναι

S t S t
t t

( ) ( )−
−

=0

0
·

μετατόπιση
χρόνος

ǵσο το t  είναι πλησιέστερα στο t 0 , τόσο η μέση ταχύτητα του κινητού δίνει με καλύτε-
ρη προσέγγιση το ρ ȣ θ ȝ ȩ � α Ȝ Ȝ α Ȗ Ȓ Ȣ  της θέσης του κινητού κοντά στο t 0 . īια το λόγο 
αυτό το όριο της μέσης ταχύτητας, καθώς το t  τείνει στο t 0 , το ονομάȗουμε στιγμιαία 
ταȤύτȘτα του κινητού τη χρονική στιγμή t 0  και τη συμβολίȗουμε με ȣ( t 0 �. ǻηλαδή�

0

0
0

0

( ) ( )
( ) lim

t t

S t S t
t

t t→

−
=

−
υ .

2 ǻΙǹĭΟΡΙΚΟΣ ΛΟΓΙΣΜΟΣ
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��0 �  ǻΙǹĭΟΡΙΚΟΣ ΛΟΓΙΣΜΟΣ

īια παράδειγμα, αν S ( t � =  –  t 2  � �t  είναι η συνάρτηση θέσης ενός κινητού (Ȉχ.�β�, 

 

τότε η στιγμιαία ταχύτητα του κινητού κατά τις χρονικές στιγμές t �   �, t 2    � και t 3    � 
είναι αντιστοίχως�

x υ( ) lim ( ) ( ) lim lim ( )(1 1
1

4 3
1

1 3
1 1

2

1
=

−
−

=
− + −

−
=

− − −
→ → →t t t

S t S
t

t t
t

t t ))
t −

=
1

2

x υ( ) lim ( ) ( ) lim lim ( )(2 2
2

4 4
2

2 2
2 2

2

2
=

−
−

=
− + −

−
=

− − −
→ → →t t t

S t S
t

t t
t

t t ))
t −

=
2

0

x υ( ) lim ( ) ( ) lim lim ( )(3 3
3

4 3
3

1 3
3 3

2

3
=

−
−

=
− + −

−
=

− − −
→ → →t t t

S t S
t

t t
t

t t ))
t −

= −
3

2.

Ȉȋȅȁǿȅ

ǵταν ένα κινητό κινείται προς τα δεȟιά, τότε κοντά στο t 0  ισχύει S t S t
t t

( ) ( )−
−

>0

0

0 , οπό-

τε είναι υ( )t 0 0≥ , ενώ, όταν το κινητό κινείται προς τα αριστερά κοντά στο t 0  ισχύει 
S t S t

t t
( ) ( )−

−
<0

0

0, οπότε είναι υ( )t 0 0≤ .

ȆȡȩȕȜȘȝĮ İĳĮʌĲȠȝȑȞȘȢ
Είναι γνωστό από την Ευκλείδεια īεωμετρία ότι 
εφαπτομένη ενός κύκλου σε ένα σημείο του ǹ 
ονομάȗουμε την ευθεία η οποία έχει με τον κύκλο ένα 
μόνο κοινό σημείο, το ǹ. ȅ ορισμός αυτός δεν μπορεί 
να γενικευτεί για οποιαδήποτε καμπύλη, γιατί, με έναν 
τέτοιο ορισμό η παραβολή y    x 2  θα είχε στο σημείο ǹ(�, 
�� δύο εφαπτόμενες İ και ȗ (Ȉχ. �α�, ενώ η y    x 3  δεν θα 
είχε στο σημείο ǹ(�,�� καμία εφαπτομένη (Ȉχ. �β�. 
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�  ǻΙǹĭΟΡΙΚΟΣ ΛΟΓΙΣΜΟΣ ���

Επομένως, πρέπει να αναȗητήσουμε έναν άλλον 
ορισμό της εφαπτομένης του κύκλου, ο οποίος να 
μπορεί να γενικευτεί για όλες τις καμπύλες. 

Ĭεωρούμε, λοιπόν, ένα άλλο σημείο Ȃ του κύκλου 
(Ȉχ. ��. Τα σημεία ǹ, Ȃ ορίȗουν μια τέμνουσα του 
κύκλου, την ευθεία ǹȂ. Ȁαθώς το σημείο Ȃ, κι-
νούμενο πάνω στον κύκλο πλησιάȗει στο ǹ, η τέ-
μνουσα ǹȂ φαίνεται να έχει ως ³οριακή θέση´ την 
εφαπτομένη του κύκλου στο ǹ.
Τη διαπίστωση αυτή θα δούμε, τώρα, πως μπορούμε να 
την αȟιοποιήσουμε για να ορίσουμε την εφαπτομένη 
της γραφικής παράστασης μιας συνάρτησης σε ένα 
σημείο της. 

x Έστω  I� μία συνάρτηση και ǹ( x 0 , f ( x 0 �� ένα σημείο της γραφικής της παράστασης.

Αν πάρουμε ένα ακόμη σημείο Μ(x , f ( x ��, x x≠ 0, της γραφικής παράστασης της  f   και 
την ευθεία ǹȂ που ορίȗουν τα σημεία ǹ και M , παρατηρούμε ότι�
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Ȁαθώς το x  τείνει στο x 0  με x  > x 0 , η τέμνουσα ǹȂ φαίνεται να παίρνει μια οριακή 
θέση İ (Ȉχ. �α�. Την ίδια οριακή θέση φαίνεται να παίρνει και όταν το x  τείνει στο 
x 0  με x  � x 0  (Ȉχ. �β�. Την οριακή θέση της ǹȂ θα μπορούσαμε να την ονομάσουμε 
εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της  f  στο ǹ. Επειδή η κλίση της τέμνουσας ǹȂ 

είναι ίση με f x f x
x x

( ) ( )�
�

0

0

, είναι λογικό να αναμένουμε ότι η εφαπτομένη της C f   στο 

σημείο ǹ( x 0 , f ( x 0 �� θα έχει κλίση το

lim
( ) ( )

x x

f x f x
x x→

−
−0

0

0
.

Έτσι δίνουμε τον παρακάτω ορισμό.

ȅȇǿȈȂȅȈ

Έστω f  μια συνάρτηση και ǹ( x 0 , f ( x 0 �� ένα σημείο της C I� . Αν υπάρχει το 

0

0

0

( ) ( )
lim
x x

f x f x
x x→

−
−

και είναι ένας πραγματικός αριθμός Ȝ, τότε ορίȗουμε ως εφαπτο-

μένη της C f   στο σημείο της ǹ, την ευθεία İ που διέρχεται από το ǹ και έχει συντε-
λεστή διεύθυνσης Ȝ.

Επομένως, η εȟίσωση της εφαπτομένης στο σημείο ǹ( x 0 , f ( x 0 �� είναι

y ± f ( x0 � = Ȝ( x ± x0 ) ,
όπου 

0

0

0

( ) ( )
lim
x x

f x f x
x x

λ
→

−
=

−
.

īια παράδειγμα, έστω η συνάρτηση f ( x �   x 2  και το 
σημείο της ǹ(�,��. Επειδή

lim ( ) ( ) lim
x x

f x f
x

x
x→ →

−
−

=
−
−

=
1 1

21
1

1
1

= + =
→
lim( )
x

x
1

1 2,

ορίȗεται εφαπτομένη της C f  στο σημείο της ǹ(�,��. Ǿ 
εφαπτομένη αυτή έχει συντελεστή διεύθυνσης Ȝ =  � 
και εȟίσωση y  ± � =  �(x  ± ��.

ΟȡȚıȝȩȢ ʌĮȡĮȖȫȖȠȣ ıȣȞȐȡĲȘıȘȢ ıİ ıȘȝİȓȠ
Ȉτα προηγούμενα, οι ορισμοί της στιγμιαίας ταχύτητας ενός κινητού και της εφαπτομένης 
σε σημείο μιας καμπύλης μας οδήγησαν σε ένα όριο της μορφής

lim
( ) ( )

x x

f x f x
x x→

−
−0

0

0

.
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īια την ιδιαίτερη περίπτωση που το παραπάνω όριο υπάρχει και είναι πραγματικός 
αριθμός, δίνουμε τον ακόλουθο ορισμό�

ȅȇǿȈȂȅȈ

Μια συνάρτηση  f   λέμε ότι είναι παραγȦγίσιμȘ σ¶ ȑνα σȘμείο x0  του πεδίου ορι-
σμού της, αν υπάρχει το

lim
( ) ( )

x x

f x( )f x( ) f x( )f x( )
x x→x x→x x

−
x x−x x0

0( )0( )

0

και είναι πραγματικός αριθμός.
Το όριο αυτό ονομάȗεται παρȐγȦγοȢ τȘȢ  f  στο x 0  και συμβολίȗεται με  f ƍ �x 0 ) . 
ǻηλαδή�

′ =
−

→
f x′f x′ f x f x

x x−x x−x x→x x→
( )f x( )f x lim

( )f x( )f x ( )f x( )f x
0( )0( ) 0( )0( )

00

.

īια παράδειγμα, αν  f ( x �   x 2  � �, τότε στο x 0    � έχουμε

lim ( ) ( ) lim lim ( )( ) lim
x x x x

f x f
x

x
x

x x
x→ → → →

−
−

=
−
−

=
− +

−
=

1 1

2

1

1
1

1
1

1 1
1 11

1 2( ) .x + =

Επομένως,  I�ƍ(��   �. 

Αν, τώρα, στην ισότητα ′ =
−
−→

f x f x f x
x xx x

( ) lim
( ) ( )

0
0

00

 θέσουμε x    x 0  � h , τότε έχουμε

′ =
+ −

→
f x

f x h f x
hh

( ) lim
( ) ( )

0 0

0 0 .

Ȇολλές φορές το h    x  ± x 0  συμβολίȗεται με ǻ[, ενώ το  f ( x 0  � h � ± f ( x 0 � =   f ( x 0  � ǻ[� ± 
f ( x 0 � συμβολίȗεται με ǻ f ( x 0 �, οπότε ο παραπάνω τύπος γράφεται�

′ =
→

f x
f x
xx

( ) lim Δ )
Δ

0

Δ 00
(

.

Ǿ τελευταία ισότητα οδήγησε το /HLEQL] να συμβολίσει την παράγωγο στο x 0  με 
df x
dx
( )0  

ή 
df x
dx x x
( )

 0
. ȅ συμβολισμός  I�ƍ(x 0 � είναι μεταγενέστερος και οφείλεται στον /DJUDQJH. 

Είναι φανερό ότι, αν το x 0  είναι εσωτερικό σημείο ενός διαστήματος του πεδίου ορισμού 
της  f , τότε�

Ǿ  f   είναι παραγωγίσιμη στο x 0 , αν και μόνο αν υπάρχουν στο RRR  τα όρια

lim
( ) ( )

x x

f x( )f x( ) f x( )f x( )
x x→x x→x x−

−
x x−x x0

0( )0( )

0

, lim
( ) ( )

x x

f x( )f x( ) f x( )f x( )
x x→x x→x x+

−
x x−x x0

0( )0( )

0και είναι ίσα.
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īια παράδειγμα,

— η συνάρτηση f x
x x
x x

( )
,
,

=
− <

≥





2

2

0
0

  

είναι παραγωγίσιμη στο 0 με  f ƍ (0� =  0, αφού

lim ( ) ( ) lim
x x

f x f
x

x
x→ →−

−
−

=
− −

=
0 0

20
0

0 0

και

lim ( ) ( ) lim
x x

f x f
x

x
x→ →+

−
−

=
−

=
0 0

20
0

0 0 ,

 
ενώ

— η συνάρτηση f x
x x
x x

( )
,
,

=
<
≥





3 0
5 0

  

δεν είναι παραγωγίσιμη στο 0, αφού

lim ( ) ( ) lim
x x

f x f
x

x
x→ →−

−
−

=
−

=
0 0

30
0

0 0

και

lim ( ) ( ) lim
x x

f x f
x

x
x→ →+

−
−

=
−

=
0 0

0
0

5 0 5 .

Ȉȋȅȁǿǹ
Ȉύμφωνα με τον παραπάνω ορισμό�

x Ǿ στιγμιαία ταχύτητα ενός κινητού, τη χρονική στιγμή t 0 , είναι η παράγωγος της συ-
νάρτησης θέσης x    S ( t � τη χρονική στιγμή t 0 . ǻηλαδή, είναι

ȣ( t 0 � = S ƍ�t 0 ) .

x ȅ συντελεστής διεύθυνσης της εφαπτομένης İ της C f   μιας παραγωγίσιμης συνάρτησης 
f , στο σημείο ǹ( x 0 , f ( x 0 �� είναι η παράγωγος της  f   στο x 0 . ǻηλαδή, είναι

Ȝ = f ƍ�x0 ) ,

οπότε η εȟίσωση της İ ĳ απ Ĳ Ƞ ȝ ȑ Ȟ Ș Ȣ �İ είναι�

y  ± f ( x 0 �   I�ƍ(x 0 ) ( x  ± x 0 )

Την κλίση I�ƍ(x 0 � της εφαπτομένης İ στο ǹ( x 0 , f ( x 0 �� θα τη λέμε και κλίσȘ τȘȢ C f  στο ǹ ή 
κλίσȘ τȘȢ  f  στο x 0 .
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ΚĮĲĮțȩȡȣĳȘ İĳĮʌĲȠȝȑȞȘ

x Ας δούμε, τώρα, αν μπορούμε να ορίσουμε 
εφαπτομένη της γραφικής παράστασης μιας συ�
νεχούς συνάρτησης  f  σ¶ ένα σημείο της ǹ( x 0 , f ( x 0 ��, 
όταν η  f   δεν είναι παραγωγίσιμη στο x 0 . 

² Έστω για παράδειγμα η συνάρτηση 

f x x( )   (Ȉχ. �0�. 

Ǿ συνάρτηση αυτή είναι συνεχής στο 0, αλλά δεν 
είναι παραγωγίσιμη σ¶ αυτό, αφού

lim ( ) ( ) lim lim
x x x

f x f
x

x
x x→ → →

−
−

= = = +∞
0 0 0

0
0

1 .

Ȇαρατηρούμε όμως ότι, αν Ȃ( x , f ( x ��, x ≠ 0, είναι ένα σημείο της C I�, τότε, καθώς το x  
τείνει στο 0, η τέμνουσα ȅȂ φαίνεται να παίρνει ως οριακή θέση την κατακόρυφη ευθεία 
που περνάει από το ȅ, δηλαδή τείνει να συμπέσει με τον άȟονα \ƍ\. Ȉτην περίπτωση αυτή 
ως εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της  f  στο ȅ(0,0� ορίȗουμε την κατακόρυφη 
ευθεία x  =  0. 

— Έστω τώρα και η συνάρτηση

f x x( ) | | .         (Ȉχ. ���

Ǿ συνάρτηση αυτή είναι συνεχής στο 0, αλλά δεν 
είναι παραγωγίσιμη σ¶ αυτό, αφού

lim ( ) ( ) lim lim
x x x

f x f
x

x
x x→ → →− − −

−
−

=
−

=
−
−

= −∞
0 0 0

0
0

1
 

και

lim ( ) ( ) lim lim
x x x

f x f
x

x
x x→ → →+ + +

−
−

= = = +∞
0 0 0

0
0

1 .

Ȇαρατηρούμε όμως και εδώ ότι, αν Ȃ( x , f ( x ��, x ≠ 0, είναι ένα σημείο της C I � ,  τότε, 
καθώς το x  τείνει στο 0, η τέμνουσα ȅȂ τείνει να συμπέσει με τον άȟονα \ƍ\. Ȉτην περί-
πτωση αυτή ως εφαπτομένη της C f   στο ȅ(0, 0� ορίȗουμε την κατακόρυφη ευθεία x    0.
īενικά�
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ȅȇǿȈȂȅȈ

Αν μια συνάρτηση  f   είναι συνεȤȒȢ στο x 0  και ισχύει μια από τις παρακάτω συν-
θήκες�

α� lim
( ) ( )

x x

f x( )f x( ) f x( )f x( )
x x→x x→x x

−
x x−x x

= +∞
0

0( )0( )

0

 (ή −∞ )  

β� lim
( ) ( )

x x

f x( )f x( ) f x( )f x( )
x x→x x→x x−

−
x x−x x

= +∞
0

0( )0( )

0

 και lim
( ) ( )

x x

f x( )f x( ) f x( )f x( )
x x→x x→x x+

−
x x−x x

= −∞
0

0( )0( )

0

,

γ� lim
( ) ( )

x x

f x( )f x( ) f x( )f x( )
x x→x x→x x−

−
x x−x x

= −∞
0

0( )0( )

0

 και lim
( ) ( )

x x

f x( )f x( ) f x( )f x( )
x x→x x→x x+

−
x x−x x

= +∞
0

0( )0( )

0

,

τότε ορίȗουμε ως εĳαπτομȑνȘ της C f  στο σημείο ǹ( x 0 , f ( x 0 �� την κατακόρυφη ευ-
θεία x    x 0 .

īια παράδειγμα, η γραφική παράσταση της 
συνάρτησης

 
f x

x x

x x
( )

,

,
=

− − <

≥







0

0
(Ȉχ. ���

δέχεται στο σημείο της ȅ(0,0� κατακόρυφη 
εφαπτομένη, την x    0, αφού είναι συνεχής 
στο 0 και ισχύει

lim ( ) ( ) lim lim
x x x

f x f
x

x
x x→ → →− − −

−
−

=
− −

=
−

= +∞
0 0 0

0
0

1

lim ( ) ( ) lim lim .
x x x

f x f
x

x
x x→ → →+ + +

−
−

= = = +∞
0 0 0

0
0

1

 

x Αν μια συνάρτηση  f   δεν είναι παραγωγί-
σιμη στο x 0  και δεν ισχύουν οι προȨποθέσεις 
του παραπάνω ορισμού, τότε δεν ορίȗουμε 
εφαπτομένη της C f   στο σημείο ǹ( x 0 , f ( x 0 ) ) .
īια παράδειγμα, η γραφική παράσταση της 
συνάρτησης

f x
x x
x x

( )
,
,

=
<
≥





0
02 ,

δεν έχει εφαπτομένη στο ȅ(0,0�, αφού

22-0181-02_HR.indb   216 12/12/2013   10:50:09 πμ



�  ǻΙǹĭΟΡΙΚΟΣ ΛΟΓΙΣΜΟΣ ���

lim ( ) ( ) lim
x x

f x f
x

x
x→ →−

−
−

= =
0 0

0
0

1,

ενώ

lim ( ) ( ) lim lim
x x x

f x f
x

x
x

x
→ → →+

−
−

= = =
0 0

2

0

0
0

0 .

ȆĮȡȐȖȦȖȠȢ țĮȚ ıȣȞȑȤİȚĮ

Έστω η συνάρτηση f x x( ) | | . Ǿ  f   είναι συνεχής στο x 0  
  0, αλλά δεν είναι παραγωγίσιμη σ¶ αυτό, αφού

lim ( ) ( ) lim
x x

f x f
x

x
x→ →+

−
−

= =
0 0

0
0

1, ενώ

lim ( ) ( ) lim
x x

f x f
x

x
x→ →−

−
−

=
−

= −
0 0

0
0

1.

Ȇαρατηρούμε, δηλαδή, ότι μια συνάρτηση f  μπορεί να είναι συνεχής σ¶ ένα σημείο x 0  
χωρίς να είναι παραγωγίσιμη σ¶ αυτό. Αν, όμως, η  f  είναι παραγωγίσιμη στο x 0 , τότε θα 
είναι και συνεχής στο x 0 , δηλαδή ισχύει το παρακάτω θεώρημα�

ĬǼȍȇǾȂǹ

Αν μια συνάρτηση  f  είναι παραγωγίσιμη σ¶ ένα σημείο x 0 , τότε είναι και συνεχής 
στο σημείο αυτό.

ǹȆΟǻΕΙȄΗ

īια x x≠ 0 έχουμε

f x f x
f x f x

x x
x x( ) ( )

( ) ( )
( )− =

−
−

⋅ −0
0

0
0 ,

οπότε

lim[ ( ) ( )] lim
( ) ( )

( )
x x x x

f x f x
f x f x

x x
x x

→ →
− =

−
−

⋅ −










0 0
0

0

0
0

=
−
−

⋅ −
→ →
lim

( ) ( )
lim( )

x x x x

f x f x
x x

x x
0 0

0

0
0

= ′ ⋅ =f x( )0 0 0,

αφού η f  είναι παραγωγίσιμη στο x 0 . Επομένως, lim ( ) ( )
x x

f x f x
→

=
0

0 , δηλαδή η f  είναι 
συνεχής στο x 0 . ■
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Ȉȋȅȁǿȅ

Αν μια συνάρτηση  f   δεν είναι συνεχής σ¶ ένα σημείο x 0 , τότε, σύμφωνα με το προηγού-
μενο θεώρημα, δεν μπορεί να είναι παραγωγίσιμη στο x 0 .

ΕĭǹΡΜΟΓΗ

īια ποιεȢ τιμȑȢ του α∈R� Ș συνȐρτȘσȘ f x
x x

α
α x( )

, 02 2

=
+ + <




 είναι�

L� συνεȤȒȢ στο x 0  = ��           LL� παραγȦγίσιμȘ στο x0  = ��

ΛΥΣΗ

 L� Ǿ  f   είναι συνεχής στο x 0    0, αν και μόνο αν

lim ( ) lim ( ) ( )
x x

f x f x f
→ →− +

= =
0 0

0

ή, ισοδύναμα,

α α2 1 1= ⇔ =  ή α = −�.

LL� ǻιακρίνουμε τις εȟής περιπτώσεις�

x Αν a ≠ −1, 1, η συνάρτηση  f   δεν είναι συνεχής και επομένως δεν είναι παραγωγίσιμη.

x Αν Į = �, η συνάρτηση γράφεται

f x
x x x
x x x

( )
,
,

=
+ + <
+ + ≥





2

3

1 0
1 0

.

— īια x  � 0, έχουμε

f x f
x

x x
x

x x
x

x( ) ( ) ( )−
−

=
+ + −

=
+

= +
0

0
1 1 1 1

2

,

οπότε

lim ( ) ( ) lim( )
x x

f x f
x

x
→ →−

−
−

= + =
0 0

0
0

1 1.

— īια x  > 0 έχουμε

f x f
x

x x
x

x x
x

x( ) ( ) ( )−
−

=
+ + −

=
+

= +
0

0
1 1 1 1

3 2
2 ,

οπότε
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lim ( ) ( ) lim( )
x x

f x f
x

x
→ →+

−
−

= + =
0 0

20
0

1 1 .

Άρα

lim ( ) ( ) lim ( ) ( )
x x

f x f
x

f x f
x→ →− +

−
−

=
−
−0 0

0
0

0
0

και επομένως, για α =  � η  f   είναι παραγωγίσιμη στο x 0    0.

x Αν Į = ± �, η συνάρτηση γράφεται

f x
x x x
x x x

( )
,
,

=
+ + <
− + ≥





2

3

1 0
1 0

— īια x  � 0, έχουμε

f x f
x

x x
x

x x
x

x( ) ( ) ( )−
−

=
+ + −

=
+

= +
0

0
1 1 1 1

2

,

οπότε

lim ( ) ( ) lim( )
x x

f x f
x

x
→ →−

−
−

= + =
0 0

0
0

1 1.

— īια x  > 0 έχουμε

f x f
x

x x
x

x x
x

x( ) ( ) ( )−
−

=
− + −

=
−

= −
0

0
1 1 1 1

3 2
2 ,

οπότε

lim ( ) ( ) lim( )
x x

f x f
x

x
→ →+

−
−

= − = −
0 0

20
0

1 1.

Άρα

lim ( ) ( ) lim ( ) ( )
x x

f x f
x

f x f
x→ →− +

−
−

≠
−
−0 0

0
0

0
0

και επομένως, για α =  ± � η  f   δεν είναι παραγωγίσιμη στο x 0    0.

ǹΣΚΗΣΕΙΣ

ǹǯ ȅȂǹǻǹȈ

��  ȃα βρείτε την παράγωγο της συνάρτησης  I� στο σημείο x 0 , όταν

  L�  f ( x �   x 2  � �, x 0    0  LL� f x
x

( )  1
2 , x 0    �

LLL�  f ( x �   ημ2 x , x 0    0.
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��   ȃα βρείτε (αν υπάρχει� την παράγωγο της συνάρτησης  f   στο σημείο x 0 , όταν

  L� f x x x( ) | | ,        x 0    0  LL� f x x( ) | |= −1 ,                             x 0    �

LLL� f x x x( ) | |= −2 3 , x 0    �  LY� f x
x x x
x x

( )
,
,

=
+ + <

+ ≥





2 1 0
1 0

,     x 0    0.

��   Αν η συνάρτηση  f  είναι συνεχής στο 0, να αποδείȟετε ότι η συνάρτηση g ( x �   
x f ( x � είναι παραγωγίσιμη στο 0.

��   Αφού μελετήσετε ως προς τη συνέχεια στο x 0  τις παρακάτω συναρτήσεις, να 
εȟετάσετε αν είναι παραγωγίσιμες στο σημείο αυτό.

L� f x
x x
x x

( )
,
,

=
+ <

≥





2

3

1 0
0

, αν x 0    0  LL� f x x( ) | |= − +1 1, αν x 0    �.

��   ȃα βρείτε την εȟίσωση της εφαπτομένης της C f  (αν ορίȗεται� στο ǹ( x 0 , f ( x 0 �� για 
κάθε μία από τις συναρτήσεις των ασκήσεων � και �.

Ǻǯ ȅȂǹǻǹȈ

��   ȃα βρείτε την παράγωγο της συνάρτησης ημ  στο σημείο  
x 0    0.

��   Αν για μία συνάρτηση  f  ισχύει  f (� � h �   � � �h  � �h 2  � h 3 , για κάθε h ∈ R, να 
αποδείȟετε ότι�

L�  f (��   �    LL�  I�ƍ(��   �.

��   Αν f x x
x

x x
( )

,

,
= −

<

+ ≥







1
1

0

1 0ημ
, να αποδείȟετε ότι ορίȗεται εφαπτομένη της γρα-

φικής παράστασης στο σημείο ǹ(0,�� και σχηματίȗει με τον άȟονα των x  γωνία 
4
π .

��   ȃα βρείτε την παράγωγο της συνάρτησης f x
x

x
x

x
( )

,

,
=

−
≠

=







1 0

0 0

συν
 στο x 0    0.

��   Αν x f x x x+ ≤ ≤ + +1 12( ) , για κάθε x ∈ R, να αποδείȟετε ότι�

L�  f (0�   �
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 LL� 1 0 1≥
−

≥ +
f x f

x
x( ) ( ) ,  για x  � 0 και 

1 0 1≤
−

≤ +
f x f

x
x( ) ( ) ,  για x  > 0

LLL� I�ƍ(0�   �.

��   Αν μια συνάρτηση  f   είναι συνεχής στο σημείο x 0    0 και για κάθε x ∈ R ισχύει�

2 x x xf x x x− ≤ ≤ +4 2 4( )ημ ημ
να αποδείȟετε ότι

L�  f (0�   0   LL�  f ƍ (0�   �.

7.   $ν η συνάρτηση  f  είναι συνεχής στο 0 και lim ( )
x

f x
x→

=
0

4, να αποδείȟετε ότι�

L�  f (0�   0    LL�  f ƍ (0�   �.

��   ȃα αποδείȟετε ότι, αν μια συνάρτηση  f  είναι παραγωγίσιμη στο x 0 , τότε

 L� lim
( ) ( )

( )
h

f x h f x
h

f x
→

− −
= − ′

0

0 0
0

LL� lim
( ) ( )

( )
h

f x h f x h
h

f x
→

+ − −
= ′

0

0 0
02 .

��   Ȉτο παρακάτω σχήμα δίνονται οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων θέσεως 
τριών κινητών που κινήθηκαν πάνω στον άȟονα [ƍ[ στο χρονικό διάστημα από 0 
VHF έως � VHF. ȃα βρείτε�
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  L�  Ȇοιο κινητό ȟεκίνησε από την αρχή του άȟονα κίνησης�

 LL�  Ȇοιο κινητό κινήθηκε μόνο προς τα δεȟιά�

LLL�   Ȇοιο κινητό άλλαȟε φορά κίνησης τη χρονική στιγμή t    � VHF, ποιο τη χρονική 
στιγμή t    � VHF και ποιο τη χρονική στιγμή t    � VHF�

LY�   Ȇοιο κινητό κινήθηκε προς τα αριστερά σε όλο το χρονικό διάστημα από 0 VHF 
έως � VHF�

 Y�  Ȇοιο κινητό τερμάτισε πιο κοντά στην αρχή του άȟονα κίνησης�

YL�  Ȇοιο κινητό διάνυσε το μεγαλύτερο διάστημα�

2 . 2  ȆǹΡǹΓΩΓΙΣΙΜΕΣ ΣΥȃǹΡΤΗΣΕΙΣ �
 ȆǹΡǹΓΩΓΟΣ ΣΥȃǹΡΤΗΣΗ
x Έστω  f  μια συνάρτηση με πεδίο ορισμού ένα σύνολο ǹ. Ĭα λέμε ότι�

— +  f  είναι παραγωγίσιμη στο ǹ ή, απλά, παραγȦγίσιμȘ, όταν είναι παραγωγίσιμη σε 
κάθε σημείο x A0 � .

— Ǿ f  είναι παραγȦγίσιμȘ σε ȑνα ανοικτό διȐστȘμα ( Į� ȕ)  του πεδίου ορισμού της, 
όταν είναι παραγωγίσιμη σε κάθε σημείο x 0 ∈ ( , )α β .

— Ǿ f  είναι παραγȦγίσιμȘ σε ȑνα κλειστό διȐστȘμα [ Į� ȕ]  του πεδίου ορισμού της, 
όταν είναι παραγωγίσιμη στο (α, β� και επιπλέον ισχύει

lim ( ) ( )
x

f x f
x→ +

−
−

∈
α

α
α

R  και lim ( ) ( )
x

f x f
x→ −

−
−

∈
β

β
β

R .

x Έστω f  μια συνάρτηση με πεδίο ορισμού ǹ και ǹ� το σύνολο των σημείων του ǹ 
στα οποία αυτή είναι παραγωγίσιμη. Αντιστοιχίȗοντας κάθε x A� � στο I�ƍ(x �, ορίȗουμε τη 
συνάρτηση 

′ →
→ ′

f A R
x f x

:
( ),

1

η οποία ονομάȗεται πρȫτȘ παρȐγȦγοȢ τȘȢ  f   ή απλά παρȐγȦγοȢ τȘȢ  f . + πρώτη παρά-

γωγος της  f  συμβολίȗεται και με df
dx

 που διαβάȗεται ³ντε εφ προς ντε χι´. īια πρακτικούς 

λόγους την παράγωγο συνάρτηση y  =  f ƍ (x � θα τη συμβολίȗουμε και με y  =  ( f ( x ��ƍ.
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Αν υποθέσουμε ότι το ǹ� είναι διάστημα ή ένωση διαστημάτων, τότε η παράγωγος  
της  f ƍ , αν υπάρχει, λέγεται δεύτερȘ παρȐγȦγοȢ της  f  και συμβολίȗεται με I�Ǝ.
Επαγωγικά ορίȗεται η νιοστȒ παρȐγȦγοȢ της f , με ν ≥ 3 , και συμβολίȗεται με f ( Ȟ) . 
ǻηλαδή

f  ( Ȟ)  = > f  ( Ȟ±��@ƍ� ν ≥ 3.

Ǿ εύρεση της παραγώγου συνάρτησης, με βάση τον ορισμό που δώσαμε, δεν είναι 
πάντα εύκολη. Ȉτη συνέχεια θα δούμε μερικές βασικές περιπτώσεις παραγώγισης 
συναρτήσεων, που θα τις χρησιμοποιούμε στην εύρεση παραγώγου συναρτήσεων (αντί 
να χρησιμοποιούμε τον ορισμό κάθε φορά�.

ȆĮȡȐȖȦȖȠȢ ȝİȡȚțȫȞ ȕĮıȚțȫȞ ıȣȞĮȡĲȒıİȦȞ

x Έστω η σταθερή συνάρτηση  f ( x � =  c , c ∈R. Ǿ συνάρτηση  f  είναι παραγωγίσιμη στο 
R και ισχύει  f ƍ (x � =  0, δηλαδή

( c �ƍ   0

Ȇράγματι, αν x 0  είναι ένα σημείο του R, τότε για x x≠ 0  ισχύει�

f x f x
x x

c c
x x

( ) ( )−
−

=
−
−

=0

0 0

0 .

Επομένως,

lim
( ) ( )

x x

f x f x
x x→

−
−

=
0

0

0

0 ,

δηλαδή (c �ƍ   0. ■

x Έστω η συνάρτηση f ( x �   x . Ǿ συνάρτηση f  είναι παραγωγίσιμη στο R και ισχύει  
f ƍ (x �   �, δηλαδή

( x �ƍ   �

Ȇράγματι, αν x 0  είναι ένα σημείο του R, τότε για x x≠ 0  ισχύει�

f x f x
x x

x x
x x

( ) ( )−
−

=
−
−

=0

0

0

0

1 .

Επομένως,

lim
( ) ( )

lim
x x x x

f x f x
x x→ →

−
−

= =
0 0

0

0

1 1,

δηλαδή (x �ƍ   �. ■
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x Έστω η συνάρτηση f ( x �   x ν, ν ∈ −� { , }0 1 . Ǿ συνάρτηση  f  είναι παραγωγίσιμη στο R 
και ισχύει  f ƍ (x �   Ȟ[Ȟ±�, δηλαδή

( x Ȟ�ƍ   Ȟ[Ȟ±�

Ȇράγματι, αν x 0  είναι ένα σημείο του R, τότε για x x≠ 0  ισχύει�

f x f x
x x

x x
x x

x x x x x x
x x

( ) ( ) ( )( )−
−

=
−
−

=
− + + +

−
=

− − −
0

0

0

0

0
1 2

0 0
1

0

ν ν ν ν ν


xx x x xν ν ν− − −+ + +1 2
0 0

1
 ,

οπότε

lim
( ) ( )

lim( )
x x x x

f x f x
x x

x x x x x x
→ →

− − − −−
−

= + + + = +
0 0

0

0

1 2
0 0

1
0

1ν ν ν ν� 00
1

0
1

0
1ν ν ν− − −+ + =� ν ,

δηλαδή (x Ȟ�ƍ   Ȟ[Ȟ±�. ■

x Έστω η συνάρτηση f x x( )  . Ǿ συνάρτηση f  είναι παραγωγίσιμη στο (0, +∞� και 

ισχύει ′ =f x
x

( ) 1
2

, δηλαδή

 
x

( )( )x( )x
′

=
1

2

Ȇράγματι, αν x 0  είναι ένα σημείο του (0, +∞�, τότε για x x≠ 0  ισχύει�

f x f x
x x

x x
x x

x x x x

x x x x
x x

x x
( ) ( )

( ) (
−
−

=
−
−

=
−( ) +( )
− +( )

=
−

−
0

0

0

0

0 0

0 0

0

0 ))
,

x x x x+( )
=

+0 0

1

οπότε

lim
( ) ( )

lim
x x x x

f x f x
x x x x x→ →

−
−

=
+

=
0 0

0

0 0 0

1 1
2

,

δηλαδή x
x

( )′ =
1

2
.

ǵπως είδαμε στην παράγραφο �.� η f x x( ) =  δεν είναι παραγȦγίσιμȘ στο �.  ■

x Έστω συνάρτηση f ( x � =  ημx . Ǿ συνάρτηση  f  είναι παραγωγίσιμη στο R και ισχύει 
f ƍ (x � =  συνx , δηλαδή

(ημx �ƍ =  συνx
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Ȇράγματι, για κάθε x �R και h   ≠ 0 ισχύει 

f x h f x
h

x h x
h

x h x h x
h

( ) ( ) ( )+ −
=

+ −
=

⋅ + ⋅ −ημ ημ ημ ημημσυν συν

= ⋅
−

+ ⋅x
h

h h
1)ημ

ημ
συνx .

(συνh

Επειδή 

lim
h

h
h→

=
0

1ημ  και lim
h

h
h→

−
=

0

1 0συν , 

έχουμε 
lim ( ) ( )
h

f x h f x
h

x x x
→

+ −
= ⋅ + ⋅ =

0
0 1ημ . συν συν

ǻηλαδή, (ημx �ƍ   συνx . ■

x Έστω η συνάρτηση f ( x �   συνx . Ǿ συνάρτηση  f   είναι παραγωγίσιμη στο R και ισχύει 
f ƍ (x � =  ± ημx , δηλαδή

(συνx �ƍ   ± ημx

Ȇράγματι, για κάθε x �R και h ≠ 0 ισχύει�

f x h f x
h

x h x
h

x h x h x
h

( ) ( ) ( )+ −
=

+ −
=

⋅ − ⋅ −συν συν συν συν συνημ ημ

= ⋅
−

− ⋅x h
h

x h
h

1συν
συν

ημ
ημ ,

οπότε

lim ( ) ( ) lim lim
h h h

f x h f x
h

x h
h

x h
h→ → →

+ −
= ⋅

−





 − ⋅

0 0 0

1 





συν

συν
ημ

ημ

− −= =συνx ημx ημx0⋅ ⋅ 1 .
ǻηλαδή, (συνx �ƍ =  ± ημx .  ■

Ȉȋȅȁǿȅ

Τα όρια

lim
x

x
x→

=
0

1ημ ,          lim
x

x
x→

−
=

0

1 0συν ,

τα οποία χρησιμοποιήσαμε για να υπολογίσουμε την παράγωγο των συναρτήσεων  f ( x �   
ημx , g ( x � =  συνx  είναι η παράγωγος στο x 0  =  0 των συναρτήσεων f , g  αντιστοίχως, αφού
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lim lim ( )
x x

x
x

x
x

f
→ →

=
−
−

= ′
0 0

0
0

0ημ ημ ημ

lim lim ( )
x x

x
x

x
x

g
→ →

−
=

−
−

= ′
0 0

1 0
0

0συν συν συν .

x Έστω η συνάρτηση f ( x � =  e x . Αποδεικνύεται ότι η  f  είναι παραγωγίσιμη στο R και 
ισχύει  I ƍ ( x �   e x , δηλαδή

( e x �ƍ   e x

x Έστω η συνάρτηση  f ( x �   OQ x . Αποδεικνύεται ότι η  f   είναι παραγωγίσιμη στο ( , )0 +∞  

και ισχύει ′ =f x
x

( ) 1 , δηλαδή

(ln )n )xn )
x

′ =
1

ΕĭǹΡΜΟΓΕΣ

�� Να βρεșεί το σȘμείο τȘȢ γραĳικȒȢ παρȐστασȘȢ τȘȢ συνȐρτȘσȘȢ  f ( x� = OQx� στο 
οποίο Ș εĳαπτομȑνȘ διȑρȤεται από τȘν αρȤȒ τȦν αȟόνȦν�

ΛΥΣΗ

Επειδή ′ = ′ =f x x
x

( ) (ln ) 1
, η εȟίσωση της εφαπτομένης İ της C f  σε ένα σημείο Ȃ( x 0 , 

f ( x 0 �� είναι

y x
x

x x− = −ln ( )0
0

0
1

.

Ǿ ευθεία İ διέρχεται από την αρχή των αȟόνων ȅ(0, 
0�, αν και μόνο αν

0 1 0 10
0

0 0 0− = − ⇔ = ⇔ =ln ( ) lnx
x

x x x e .

Άρα, το ȗητούμενο σημείο είναι το Ȃ( e ,��.

x
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2. Ȉτο διπλανό σȤȒμα οι ευșείεȢ İ� και İ2 είναι 
οι εĳαπτόμενεȢ τȘȢ γραĳικȒȢ παρȐστασȘȢ τȘȢ 
συνȐρτȘσȘȢ f ( x� = Șμx στα σȘμεία Ο����� και 
ǹ( ʌ��� αντιστοίȤȦȢ� Να βρεșούν� 

 L� ȅι εȟισȫσειȢ τȦν İ� και İ2

LL�  ȉο εμβαδόν του τριγȫνου που σȤȘματίȗουν οι  
İ�� İ2 και ο ȐȟοναȢ τȦν x.

ΛΥΣΗ

 L�  Επειδή f ƍ (x � =  (ημx �ƍ =  συνx , είναι f ƍ (0� =  � και f ƍ (π� =  ±� οπότε οι İ�, İ2  έχουν 
εȟισώσεις

y  =  x            και           y  =  ± (x  ± π� 
αντιστοίχως.

LL�  Αν λύσουμε το σύστημα των παραπάνω δύο εȟισώσεων βρίσκουμε ότι οι ευθείες İ�, İ 2  

τέμνονται στο σημείο Β
π π
2 2

,





. 

Άρα, το τρίγωνο ȅǹǺ έχει εμβαδόν Ε = ⋅ =
1
2 2 4

2

π
π π .

ǹΣΚΗΣΕΙΣ

ǹǯ ȅȂǹǻǹȈ

��   ȃα βρείτε την παράγωγο της συνάρτησης  f   στο σημείο x 0  όταν�

i) f (x) = x4, x0 =  1 ii) xxf =)( ,  x0  = 9   

iii) f (x) = συνx, 
60
πx =  iv) f (x x, x0 = e 

v) f (x) = ex,  x0 = ln2. 

�� 1α βρείτε, όπου ορίȗεται, την παράγωγο των συναρτήσεων�

i ) 






≥

<
=

1,

1,
)(

2

xx

xx
xf ii) 







≥

<
=

0,

0,ημ
)(

xx

xx
xf  

iii) 






≥

<
=

2,

2,
)(

4

3

xx

xx
xf  iv) 







>

≤
=

3/2,

3/2,
)(

3

2

xx

xx
xf . 
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��   1α αποδείȟετε ότι δεν υπάρχουν σημεία της παραβολής y    x 2  στα οποία οι 
εφαπτόμενες της γραφικής παράστασης να είναι μεταȟύ τους παράλληλες. ǿσχύει 
το ίδιο για τη γραφική παράσταση της συνάρτησης  f ( x �   x 3 �

 
��   ȃα παραστήσετε γραφικά την 

παράγωγο της συνάρτησης f  του 
διπλανού σχήματος. 

��   ȃα παραστήσετε γραφικά τη 
συνάρτηση f :[ , ]0 8 oR, η οποία 
είναι συνεχής, με f (0�   0, και της 
οποίας η παράγωγος παριστάνεται 
γραφικά στο διπλανό σχήμα.

Ǻǯ ȅȂǹǻǹȈ

��   ȃα βρείτε τις τιμές των α, β για τις οποίες η συνάρτηση f x
x x

x x
( )

,
,

=
<

+ ≥




π
α β π
ημ

, 
είναι παραγωγίσιμη στο x 0    π.

��   Έστω η συνάρτηση f x x( )   και το σημείο ǹ( ȟ, f ( ȟ��, ξ ≠ 0  της γραφικής 
παράστασης της  f . ȃα αποδείȟετε ότι η ευθεία που διέρχεται από τα σημεία ǹ( ȟ, 
f ( ȟ�� και Ǻ(±ȟ, 0� εφάπτεται της C f   στο ǹ.

��   ȃα αποδείȟετε ότι η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της f ( x �   x 3  σε 
οποιοδήποτε σημείο της Ȃ( α, α3 �, α ≠ 0  έχει με αυτήν και άλλο κοινό σημείο 
ȃ εκτός του Ȃ. Ȉτο σημείο ȃ η κλίση της C f  είναι τετραπλάσια της κλίσης της 
στο Ȃ.

��   Έστω İ η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της συνάρτησης f x
x

( )  1
 σε 

ένα σημείο της M ξ
ξ

, 1







. Αν ǹ, Ǻ είναι τα σημεία στα οποία η İ τέμνει τους 

άȟονες [ƍ[ και \ƍ\ αντιστοίχως, να αποδείȟετε ότι

 L� Το Ȃ είναι μέσο του ǹǺ.
LL� Το εμβαδόν του τριγώνου ȅǹǺ είναι σταθερό, δηλαδή ανεȟάρτητο του ξ ∈ *.R
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2 . 3  ΚǹȃΟȃΕΣ ȆǹΡǹΓΩΓΙΣΗΣ

ȆĮȡȐȖȦȖȠȢ ĮșȡȠȓıȝĮĲȠȢ

ĬǼȍȇǾȂǹ

Αν οι συναρτήσεις f , g  είναι παραγωγίσιμες στο x 0 , τότε η συνάρτηση f  � g  είναι 
παραγωγίσιμη στο x 0  και ισχύει�

( f  � g �ƍ(x 0 �   I�ƍ(x 0 � � g ƍ(x 0 � 

ǹȆΟǻΕΙȄΗ

īια x x≠ 0 , ισχύει�

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (f g x f g x
x x

f x g x f x g x
x x

f x f x+ − +
−

=
+ − −

−
=

−0

0

0 0

0

0 )) ( ) ( ) .
x x

g x g x
x x−

+
−
−0

0

0

Επειδή οι συναρτήσεις  f , g  είναι παραγωγίσιμες στο x 0 , έχουμε�

lim ( )( ) ( )( ) lim ( ) ( ) lim
x x x x x x

f g x f g x
x x

f x f x
x x→ → →

+ − +
−

=
−
−

+
0 0

0

0

0

0 00

0

0
0 0

g x g x
x x

f x g x( ) ( ) ( ) ( ),−
−

= ′ + ′

δηλαδή

( f  � g �ƍ(x 0 �   f ƍ (x 0 � � g ƍ(x 0 �.      ■

Αν οι συναρτήσεις  f , g  είναι παραγωγίσιμες σ¶ ένα διάστημα ǻ, τότε για κάθε x ∈ ∆ ισχύει�

( f  + g �ƍ�x� = f ƍ �x� + g ƍ�x) .

Το παραπάνω θεώρημα ισχύει και για περισσότερες από δύο συναρτήσεις. ǻηλαδή, αν f �, 
f 2 , «, f k , είναι παραγωγίσιμες στο ǻ, τότε

( ) ( ) ( ) ( ) ( )f f f x f x f x f xk k1 2 1 2+ + + ′ = ′ + ′ + + ′
 

.

īια παράδειγμα,

(ημx  � x 2  � e x  � ��ƍ   (ημx �ƍ � (x 2 �ƍ � (e x �ƍ � (��ƍ   συνx  � �x  � e x .

22-0181-02_HR.indb   229 12/12/2013   10:50:39 πμ



2 3 0  �  ǻΙǹĭΟΡΙΚΟΣ ΛΟΓΙΣΜΟΣ

ȆĮȡȐȖȦȖȠȢ ȖȚȞȠȝȑȞȠȣ

ĬǼȍȇǾȂǹ

Αν οι συναρτήσεις  f , g  είναι παραγωγίσιμες στο x 0 , τότε και η συνάρτηση  f ·g  είναι 
παραγωγίσιμη στο x 0  και ισχύει�

( f ·g �ƍ(x 0 �   I�ƍ(x 0 ) g ( x 0 � � f ( x 0 ) g ƍ(x 0 � 

ǹȆΟǻΕΙȄΗ
īια x x≠ 0  ισχύει�

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )f g x f g x
x x

f x g x f x g x
x x

⋅ − ⋅
−

=
−
−

0

0

0 0

0

=
− + −

−
f x g x f x g x f x g x f x g x

x x
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0

0

=
−
−

+
−
−

f x f x
x x

g x f x
g x g x

x x
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )0

0
0

0

0

.

Επειδή οι f , g  είναι παραγωγίσιμες, άρα και συνεχείς στο x 0 , έχουμε�

lim
( )( ) ( )( )

lim
( ) ( )

lim
x x x x x x

f g x f g x
x x

f x f x
x x→ → →

⋅ − ⋅
−

=
−
−0 0 0

0

0

0

0

gg x f x
g x g x

x xx x
( ) ( ) lim

( ) ( )
+

−
−→0

0

00

= ′ + ′f x g x f x g x( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0 ,

δηλαδή

( f · g �ƍ(x 0 �   f ƍ (x 0 ) g ( x 0 � � f ( x 0 ) g ƍ(x 0 �.      ■

Αν οι συναρτήσεις f , g  είναι παραγωγίσιμες σ¶ ένα διάστημα ǻ, τότε για κάθε x ∈ ∆ ισχύει�

( f · g �ƍ(x � =  f ƍ (x ) g ( x � � f ( x ) g ƍ(x ) .

īια παράδειγμα,

( ln ) ( ) ln (ln ) lne x e x e x e x e
x

x x x x x′ = ′ + ′ = +
1

, x  > 0.

Το παραπάνω θεώρημα επεκτείνεται και για περισσότερες από δύο συναρτήσεις. Έτσι, 
για τρεις παραγωγίσιμες συναρτήσεις ισχύει�

( f ( x ) g ( x ) h ( x ��ƍ   >( f ( x ) g ( x ) ) · h ( x �@ƍ   ( f ( x ) g ( x ��ƍÂh ( x � � ( f ( x ) g ( x ) ) · h ƍ(x )

 >f ƍ (x ) g ( x � � f ( x ) g ƍ(x ) ] h ( x � � f ( x ) g ( x ) h ƍ(x )

  f ƍ (x ) g ( x ) h ( x � � f ( x ) g ƍ(x ) h ( x � � f ( x ) g ( x ) h ƍ(x ) .
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īια παράδειγμα,
( ) ( ) (x x x x x x x x x x x x′ ′ ⋅ ⋅ + ⋅ ′ ⋅ + ⋅ ⋅ ′) = n )ηµηµ ηµ ηµ

 

���������������� συνx �����[ > 0.

Αν f  είναι παραγωγίσιμη συνάρτηση σ¶ ένα διάστημα ǻ και c �R, επειδή (c �ƍ   0, σύμ-
φωνα με το θεώρημα (�� έχουμε�

( c f ( x ��ƍ   c f ƍ ( x )

īια παράδειγμα,
(�x 3 �ƍ   �(x 3 �ƍ   �Â�x 2    ��x 2 .

ȆĮȡȐȖȦȖȠȢ ʌȘȜȓțȠȣ
ĬǼȍȇǾȂǹ

Αν οι συναρτήσεις  f , g  είναι παραγωγίσιμες στο x 0  και 0)( 0 ≠xg , τότε και η συνάρ-

τηση g
f  είναι παραγωγίσιμη στο x 0  και ισχύει�

2
0

0000
0 )]([

)()()()(
)(

xg
xgxfxgxf

x
g
f ′−′

=
′




















Ǿ απόδειȟη παραλείπεται.
Αν οι συναρτήσεις  f , g  είναι παραγωγίσιμες σ¶ ένα διάστημα ǻ και για κάθε x �ǻ�ισχύει  
 0)( ≠xg , τότε για κάθε x �ǻ έχουμε�

īια παράδειγμα,

ȋρησιμοποιώντας τις προηγούμενες προτάσεις μπορούμε τώρα να βρούμε τις παραγώγους 
μερικών ακόμη βασικών συναρτήσεων.

x Έστω η συνάρτηση f ( x �   x ±ν, *ν ∈N . Ǿ συνάρτηση  f  είναι παραγωγίσιμη στο R *  και 
ισχύει I�ƍ(x �   ±Ȟ[±Ȟ±�, δηλαδή

(x ν) ′ =  νx ν 1
 

2)]([
)(() )()()( g ′−′

=
′









. 

2

2

2

222

)15(
5)15(2

)15(
)15()15()(

15 −
⋅−−

=
−

′−−−′
=

′









− x

xxx
x

xxxx

f f f
x

xx x x x
g g 

g 

x
x  

2

2

2

22

)15(
25

)15(
5210

−
−

=
−

−−
=

x
xx

x
xxx , 

5
1

≠x . 
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Ȇράγματι, για κάθε x � R *  έχουμε�

1
2

1

2)(
)(1)1(1)( −−

−
− −=

−
=

′−′
=

′






=′ ν

ν

ν

ν

νν

ν
ν xν

x
xν

x
xx

x
x . ■ 

īια παράδειγμα,
4 4 1 5

5

4( ) 4 4x x x
x

− − − −′ = − = − = − , x ≠ 0.

Είδαμε, όμως, πιο πριν ότι ( x Ȟ�ƍ   Ȟ[Ȟ±�, για κάθε φυσικό Ȟ > �. Επομένως, αν 
κ ∈ −' { , }0 1 , τότε

( xț�ƍ = κxκ±�.

x Έστω η συνάρτήση  f ( x �   εφx . Ǿ συνάρτηση  f  είναι παραγωγίσιμη στο 

1 0={ | }x xσυνRR  και ισχύει ′ =f x
x

( ) 1
2συν

, δηλαδή

( ) 2( )x( )
x

′ =
1εφ( )εφ( )( )x( )εφ( )x( )

συν

Ȇράγματι, για κάθε x ∈ 1R  έχουμε�

( ) ( ) ( )
2x x

x
x x

x
′ = 







′
=

′ − ′
=

+
2 x

εφ ημ ημ ημxημxημxσυν
συν συνσυν

συνx συνxσυνx

=
+

=
2

2 2

2 1x x
x x

συν
συνσυν

ημ . ■

x Έστω η συνάρτηση  f ( x � =  σφx . Ǿ συνάρτηση  f  είναι παραγωγίσιμη στο 

2 0= − ={ | }x xημRR  και ισχύει ′ = −f x
x

( ) 1
2ημ

, δηλαδή

( ) 2x
x

′ = −
1σφ

ημ

ΕĭǹΡΜΟΓΕΣ

�� Να βρεșεί Ș παρȐγȦγοȢ τȘȢ συνȐρτȘσȘȢ f x x x
x

( ) ln
1

=
−

.
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ΛΥΣΗ

Έχουμε�

′ =
−








′

=
′ − − − ′

−
=

+f x x x
x

x x x x x x
x

x( ) ln ( ln ) ( ) ln ( )
( )

(ln )
1

1 1
1

1
2

(( ) ln
( )
x x x
x

− −
−

1
1 2

=
− + − −

−
=

− −
−

x x x x x x
x

x x
x

ln ln ln
( )

ln
( )

1
1

1
12 2

2. Να αποδειȤșεί ότι οι γραĳικȑȢ παραστȐσειȢ τȦν συναρτȒσεȦν f x
x

( ) 1
1

=
+

 και 

g ( x� = x2 ± x + � ȑȤουν κοινȒ εĳαπτομȑνȘ στο κοινό τουȢ σȘμείο ǹ����� και να βρεșεί 
Ș εȟίσȦσȘ τȘȢ εĳαπτομȑνȘȢ αυτȒȢ�

ΛΥΣΗ

Αρκεί να δείȟουμε ότι  f ƍ (0� =  g ƍ(0�. Έχουμε�

′ =
+








′

=
′ + − + ′

+
= −

+
f x

x
x x

x x
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
1

1
1 1 1 1

1
1
12 2

και

g ƍ(x � =  (x 2  ± x  � ��ƍ =  �x  ± �,

οπότε

f ƍ (0� =  ± � και g ƍ(0� =  ± �.

Άρα

f ƍ (0� =  ± � =  g ƍ(0�.

Ǿ εȟίσωση της εφαπτομένης στο σημείο ǹ(0,�� είναι�

y x y x− = − − ⇔ = − +1 1 0 1( ) .

ȆĮȡȐȖȦȖȠȢ ıȪȞșİĲȘȢ ıȣȞȐȡĲȘıȘȢ
Έστω ότι ȗητάμε την παράγωγο της συνάρτησης  y  =  ημ�x , η οποία είναι σύνθεση της 
g ( x �   �x  και της  f ( x �   ημx . Επειδή ημ�x  =  � ημx · συνx , έχουμε

(ημ�x �ƍ   (�ημx συνx �ƍ =  �(ημx �ƍσυνx  � �ημx (συνx �ƍ

=  �συν2 x  ± �ημ2 x    �(συν 2 x  ± ημ2 x � =  �συν�x .

Ȇαρατηρούμε ότι η παράγωγος της y  =  ημ�x  δεν είναι η συνάρτηση y  =  συν�x , όπως 
ίσως θα περίμενε κανείς από τον τύπο (ημx �ƍ =  συνx . Αυτό εȟηγείται με το παρακάτω 
θεώρημα�
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ĬǼȍȇǾȂǹ

Αν η συνάρτηση g  είναι παραγωγίσιμη στο x 0  και η  f   είναι παραγωγίσιμη στο g ( x 0 �, 
τότε η συνάρτηση f g�  είναι παραγωγίσιμη στο x 0  και ισχύει 

f g(  f g(  f gf g�f gf g(  f g�f g(  f g)f g)f g ƍ(x 0 �   I�ƍ(g ( x 0 ) ) · g ƍ(x 0 )

īενικά, αν μια συνάρτηση g  είναι παραγωγίσιμη σε ένα διάστημα ǻ και η f  είναι 
παραγωγίσιμη στο g ( ǻ�, τότε η συνάρτηση f g�  είναι παραγωγίσιμη στο ǻ και ισχύει

( f ( g ( x���ƍ = f ƍ �g ( x) ) · g ƍ�x) .

ǻηλαδή, αν u  = g ( x) , τότε

( f ( u ��ƍ = f ƍ �u ) · u ƍ.

Με το συμβολισμό του /HLEQL], αν y  =  f ( u � και u  =  g ( x �, έχουμε τον τύπο

dy dy
dx du

du
dx

= ⋅

που είναι γνωστός ως κανόναȢ τȘȢ αλυσίδαȢ.

ȆǹȇǹȉǾȇǾȈǾ

Το σύμβολο 
dy
dx

 δεν είναι πηλίκο. Ȉτον κανόνα της αλυσίδας απλά συμπεριφέρεται ως 

πηλίκο, πράγμα που ευκολύνει την απομνημόνευση του κανόνα.
Άμεση συνέπεια του παραπάνω θεωρήματος είναι τα εȟής�

x Ǿ συνάρτηση f ( x �   x α, R  είναι παραγωγίσιμη στο ( , )0 +∞  και ισχύει I�ƍ(x �   
α[α±�, δηλαδή

( x α�ƍ =  α[α±�    (��

Ȇράγματι, αν y  =  x α =  e αOQx  και θέσουμε u  =  αOQx , τότε έχουμε y  =  e u . Επομένως, 

′ = ′ = ⋅ ′ = ⋅ ⋅ = ⋅ = −y e e u e
x

x
x

xu u x( ) lnα α αα
α

α
1 1.

x Ǿ συνάρτηση f ( x �   αx , α > 0 είναι παραγωγίσιμη στο R και ισχύει f ƍ (x �   α x OQα,  
δηλαδή

( αx �ƍ =  αx OQα

(��   Αποδεικνύεται ότι, για α > � η  f   είναι παραγωγίσιμη και στο σημείο x 0  =  0 και η παράγωγός της είναι ίση με 
0, επομένως δίνεται από τον ίδιο τύπο.
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Ȇράγματι, αν y  =  αx  =  e [�OQ α και θέσουμε u    x OQα, τότε έχουμε y  =  e u . Επομένως,

y ƍ =  (e u ) '  =  e u · u ƍ =  e [�OQ αÂOQα =  αx OQα .

x Ǿ συνάρτηση f x x( ) ln | | , x ∈ *R  είναι παραγωγίσιμη στο *R  και ισχύει

(ln | |)x
x

′ =
1

Ȇράγματι.  

— αν x  > 0, τότε (ln | |) (ln )x x
x

′ = ′ =
1 , ενώ 

— αν x  � 0, τότε ln | | ln( )x x= − , οπότε, αν θέσουμε y  =  OQ(±x � και u  =  ± x , έχουμε y    OQu . 
Επομένως,

′ = ′ = ⋅ ′ =
−

− =y u
u

u
x x

(ln ) ( )1 1 1 1

και άρα (ln | |)x
x

′ =
1

.

Ανακεφαλαιώνοντας, αν η συνάρτηση u  = f ( x)  είναι παραγωγίσιμη, τότε έχουμε�

( u α�ƍ   αXα±�· u ƍ

(ημu �ƍ   συνu · u ƍ

(συνu �ƍ   ± ημu · u ƍ

ΕĭǹΡΜΟΓ(Σ
�� Να βρεșούν οι παρȐγȦγοι τȦν συναρτȒσεȦν

L�  f ( x� = ��x2 + ��9                 LL� g x e x( )
2 1= − +                 LLL� h x x( ) ln 12= + .

( )( )( )u( )
u

u′ = ⋅= ⋅ ′1
2

(ln | |)u
u

u′ = ⋅= ⋅ ′1

( ) lnα α( )α α( ) αu u( )u u( )α αu uα α( )α α( )u u( )α α( ) u′u u′u uα αu uα α′α αu uα α= ⋅ln= ⋅lnα α= ⋅α α α= ⋅α ′

( )e e( )e e( ) uu u( )u u( )′u u′u u= ⋅e e= ⋅e e ′

( ) 2( )u( )
u

u′ = − ⋅ ′1σφ( )σφ( )
ημ

( ) 2( )u( )
u

u′ = ⋅= ⋅ ′1εφ( )εφ( )
συν

22-0181-02_HR.indb   235 12/12/2013   10:50:55 πμ



��� �  ǻΙǹĭΟΡΙΚΟΣ ΛΟΓΙΣΜΟΣ

ΛΥΣΗ
  L�  Αν θέσουμε u    �x 2  � �, τότε η συνάρτηση y    f ( x � γράφεται

y    u �,

οπότε έχουμε

y ƍ   (u ��ƍ   �u �· u ƍ

  �(�x 2  � ���·( 3 x 2  � ��ƍ

  �(�x 2  � ���Â�x

  ��x ( 3 x 2  � ���.

ȅμοίως, έχουμε

 LL� ′ = ′ = − + ′− + − +g x e e xx x( ) ( ) ( )
2 21 1 2 1     (θέσαμε u  =  ± x 2  � ��

= −− +e xx2 1 2( ) = − − +2
2 1xe x

LLL� ′ = + ′ =
+

⋅ + ′h x x
x

x( ) (ln( )) ( )2

2

21 1

1
1   (θέσαμε u x= +2 1 )

=
+

⋅
+

⋅ + ′1

1

1

2 1
1

2 2

2

x x
x( )

 =
+

⋅ =
+

1
2 1

2
12 2( )x

x x
x

.

 
2. Να βρεșεί Ș εȟίσȦσȘ τȘȢ εĳαπτομȑνȘȢ İ του 
κύκλου C � x2 + y2 = ȡ2 στο σȘμείο του Μ� ( x �� y �) .

ΛΥΣΗ

Αν λύσουμε την εȟίσωση του κύκλου ως προς y , 
βρίσκουμε ότι

y x= −ρ 2 2 , αν y t 0  και y x= − −ρ 2 2 , αν y ≤ 0 .

Επομένως, ο κύκλος C  αποτελείται από τα σημεία των γραφικών παραστάσεων των 
συναρτήσεων

f x x1
2 2( ) = −ρ  και f x x2

2 2( ) = − −ρ
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οι οποίες είναι ορισμένες στο κλειστό διάστημα >±ρ,�ρ@ και παραγωγίσιμες στο ανοικτό 
διάστημα (±ρ,�ρ) .
Αν, τώρα, με y    f ( x � συμβολίσουμε εκείνη από τις παραπάνω συναρτήσεις στην οποία 
ανήκει το Ȃ�( x �, y ��, τότε θα ισχύει

Ȝİ   I�ƍ(x ��         (��      και     x 2  � I�2 ( x �   ρ2                           (��

Έτσι, με παραγώγιση και των δύο μελών της (��, έχουμε

2 x  � � I�( x � I�ƍ(x �   0

οπότε, για x    x �, θα ισχύει

x � � I�( x �� I�ƍ(x ��   0.

Έτσι, λόγω της (�� θα έχουμε

x � � y �· Ȝİ   0

οπότε, για y � ≠0, θα είναι

ε
−

=λ 1

1

x
y

.

Άρα, η εφαπτομένη İ έχει εȟίσωση�

y y x
y

x x− = − −1
1

1
1( ) ,

η οποία γράφεται διαδοχικά�
yy y xx x1 1

2
1 1

2− = − +

xx yy x y1 1 1
2

1
2+ = +

+ = 2
1 1 ρxx yy ,                                                            (��

αφού x y1
2

1
2 2+ = ρ .

Αν y �   0, που συμβαίνει όταν το σημείο Ȃ�( x �, y �� είναι το ǹ( ρ,0� ή το ǹƍ(±ρ,0�, τότε 
εύκολα αποδεικνύεται ότι οι εφαπτόμενες της C f   στα σημεία αυτά είναι οι κατακόρυφες 
ευθείες

x  =  ρ     και     x  =  ± ρ 

αντιστοίχως. Ȁαι οι δυο αυτές εȟισώσεις δίνονται από τον παραπάνω τύπο (�� για (x �, y �� 
  (ρ, 0� και (x �, y ��   (±ρ, 0� αντιστοίχως.

Με ανάλογο τρόπο βρίσκουμε την εȟίσωση της εφαπτομένης οποιασδήποτε άλλης 
κωνικής τομής.
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ǹΣΚΗΣΕΙΣ

ǹǯ ȅȂǹǻǹȈ

��   ȃα βρείτε την παράγωγο των συναρτήσεων

  L�  f ( x �   x � ± x � � �x  ± �    LL� f x x x( ) ln= + −2 33

LLL� f x x x x x( ) = − + −
4 3 2

4 3 2
   LY� f x x x( ) ln= − +3 3συν ημ .

��   ȅμοίως των συναρτήσεων�

  L�  f ( x �   (x 2  ± ��(x  ± ��    LL�  f ( x �   e x  ημx

LLL� 
x
x

( ) = −
+

1
1

2

2     LY� f x x( ) = +
+1

ημ συνx
συνx

 Y� f ( x �   x 2  ημx συνx .

��   ȅμοίως των συναρτήσεων�

  L� f x e
x

x

( )
ln

      LL� f ( x �   εφx  � σφx

LLL� f x x
ex( ) = ημ

    LY� f x x
x

x
x

( ) =
−
+

−
+
−

1
1

1
1

.

��   1α βρείτε, όπου ορίȗεται, την παράγωγο των συναρτήσεων�

L� f x
x x x

x x x
( )

,

,
=

+ <

+ ≥







2 3 0

12 6 0

2

   LL� f x
x x x

x x
( )

,
,

=
+ ≤

>





2 0
0

ημ
.

��   1α βρείτε τα σημεία της γραφικής παράστασης της  f , στα οποία οι εφαπτόμενες 
είναι παράλληλες στον άȟονα των x , όταν

L� f x x
x

( ) = +
4   LL� f x x

ex( )    LLL� f x x
x

( ) =
+2 1

.

��   $ν f x x
x

( ) ( )
=

+
−

2 1
1

 και g x x
x

x
x

( ) =
+
−

+
−
+

1
1

1
1

, να βρείτε τις συναρτήσεις f ƍ , 

g ƍ. ǿσχύει  f ƍ    g ƍ�
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  ��   ȃα αποδείȟετε ότι οι εφαπτόμενες των γραφικών παραστάσεων των συναρτή�

σεων f ( x �   x 2  και g x
x

( ) = +
1
2

1
2

 στο κοινό σημείο τους ǹ(�,��, είναι κάθετες.

  ��   ǻίνεται η συνάρτηση f x x
x

( ) =
+

+
α α

α
, α ∈ *R . ȃα βρείτε τις τιμές του α, για τις 

οποίες η κλίση της C f   στο σημείο της ǹ(0,�� είναι ίση με 1
2

.

  ��   ȃα βρείτε τα σημεία της γραφικής παράστασης της συνάρτησης  f ( x �   x 3  ± � x  
� �, στα οποία η εφαπτομένη είναι�

 L� παράλληλη προς την ευθεία y  =  �x  � �

LL� κάθετη προς την ευθεία y  =  ± x .

���   ȃα βρείτε την εȟίσωση της εφαπτομένης της γραφικής παράστασης της  f ( x � =  
x 2  η οποία άγεται από το σημείο ǹ(0, ± ��.

���   ǻίνεται η συνάρτηση f ( x �   α[2  � β[ � Ȗ, α β γ, , ∈ R. ȃα βρείτε τις τιμές των 
α β γ, , ∈ R για τις οποίες η C I�, διέρχεται από το σημείο ǹ(�,�� και εφάπτεται 
της ευθείας y  =  x  στην αρχή των αȟόνων.

��� ȃα βρείτε την παράγωγο των συναρτήσεων�

  L�  f ( x � =  (�x � � �x 3 ) ±�    LL�  f ( x � =  (x  ± �� 2 / 3

LLL� f x
x

( ) =
+









1
1 2ημ    LY� f x

x
x( ) ln= −








1

 Y� f x e x( ) = − 2

.

��� 1α βρείτε την παράγωγο της συνάρτησης  f   στο σημείο x 0  όταν�

  L� f x x x( ) = +2 31 , x 0    �  LL�  I�( x �   (�x ) ��� � (�x ) 2 / 3 , x 0    �

LLL� f ( x �   x 3 ημ 3 (πx �, x 0
1
6

    LY� f x x
x

( ) =
+
−

2 2
2

, x 0    �.

��� 1α βρείτε την παράγωγο των συναρτήσεων�

  L�  f ( x �   x OQx      LL�  f ( x � =  ��x ±�

LLL�  f ( x �   (OQx ) x , x  > �   LY�  f ( x � =  ημx · e συνx
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���   $ν f ( x � =  ημ 2 x , να αποδείȟετε ότι  f Ǝ ( x � � � � I ( x � =  �.

%ǯ ȅȂǹǻǹȈ

  ��   1α αποδείȟετε ότι οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων f x
x

( )  1  και 

g ( x � =  x 2  ± x  � � έχουν ένα μόνο κοινό σημείο, στο οποίο οι εφαπτομένες τους 
είναι κάθετες.

  ��   ȃα αποδείȟετε ότι η ευθεία y  =  �x  ± � έχει με τη γραφική παράσταση της 
συνάρτησης  f ( x � =  x 3  δύο κοινά σημεία και εφάπτεται αυτής σε ένα από τα 
σημεία αυτά.

  ��   ǻίνονται οι συναρτήσεις  f ( x � =  α[2  � β[ � � και g x
x

( )  1 . ȃα βρείτε τα α β, ∈

R για τα οποία οι γραφικές παραστάσεις τους έχουν κοινή εφαπτομένη στο 
σημείο με τετμημένη x 0  =  �.

  ��   ǻίνονται οι συναρτήσεις  f ( x � =  e x  και g ( x � =  ± x 2  ± x . ȃα αποδείȟετε ότι η εφα-
πτομένη της C f  στο σημείο ǹ(0,�� εφάπτεται και στην C g .

  ��   ȃα βρείτε πολυώνυμο τρίτου βαθμού τέτοιο, ώστε  f (0� =  �,  f ƍ (±�� =  �,  I�Ǝ(�� 
=  � και I� ( 3 ) (�� =  �.

  ��   ȃα αποδείȟετε ότι δεν υπάρχει πολυώνυμο f  δεύτερου βαθμού του οποίου η 
γραφική παράσταση να εφάπτεται των ευθειών y  =  x  � � και y  =  �x  ± � στα 
σημεία ǹ(0,�� και Ǻ(�,�� αντιστοίχως.

  ��   Αν μία συνάρτηση f : →R R  είναι παραγωγίσιμη στο σημείο x 0  =  α, να απο-
δείȟετε ότι

 L� 

LL� lim ( ) ( ) ( ( ) ( ))
x

xe f x e f
x

e f f
→

−
−

= + ′
α

α
αα

α
α α .

  ��   ȃα βρείτε τα σημεία της γραφικής παράστασης της συνάρτησης 

f ( x � =  ημ�x  ± �ημ2 x , x ∈[ , ]0 2π ,

στα οποία η εφαπτομένη της είναι παράλληλη στον άȟονα των x .

  ��   ȃα βρείτε την παράγωγο των συναρτήσεων

L� f x x( )  23 ,   LL� f x x( )  43
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και στη συνέχεια την εȟίσωση της εφαπτομένης της C f   στο ȅ(0,0� σε καθεμια 
περίπτωση χωριστά.

��� Έστω f  μια παραγωγίσιμη στο R συνάρτηση για την οποία ισχύει I�ƍ(��   � και 
g  η συνάρτηση που ορίȗεται από την ισότητα g ( x �   f ( x 2  � x  � �� ± �, x �R. 
ȃα αποδείȟετε οτι η εφαπτομένη της C f  στο ǹ(�, f (��� εφάπτεται της C g  στο 
Ǻ(0, g ( 0) ) .

��� Έστω μια συνάρτηση I��παραγωγίσιμη στο διάστημα (±�,��, για την οποία 
ισχύει

f (ημx �   e x  συνx , για κάθε x �( ±π�� ���π����� 

L�  ȃα βρείτε την I�ƍ(0�

LL�   ȃα αποδείȟετε ότι η εφαπτομένη της C f   στο σημείο ǹ(0, f (0�� σχηματίȗει 
με τους άȟονες ισοσκελές τρίγωνο.

2 . 4  ΡΥĬΜΟΣ ΜΕΤǹǺΟΛΗΣ

Ȉτην αρχή του κεφαλαίου αυτού, ορίσαμε τη στιγμιαία ταχύτητα ενός κινητού τη χρονική 
στιγμή t 0  ως το όριο

0

0
0

0

( ) ( )
t t

S t S t
S t

t t→

− ′=
−

.

Το όριο αυτό το λέμε και ρυșμό μεταβολȒȢ της τετμημένης S  του κινητού ως προς το 
χρόνο t  τη χρονική στιγμή t 0 . īενικά,

ȅȇǿȈȂȅȈ

Αν δύο μεταβλητά μεγέθη x , y  συνδέονται με τη σχέση y  =  f ( x �, όταν f  είναι μια 
συνάρτηση παραγωγίσιμη στο x 0 , τότε ονομάȗουμε ρυșμό μεταβολȒȢ του y ȦȢ 
προȢ το x στο σȘμείο x0  την παράγωγο I�ƍ(x 0 ) .

īια παράδειγμα, ο ρυθμός μεταβολής της ταχύτητας ȣ ως προς το χρόνο t  τη χρονική 
στιγμή t 0  είναι η παράγωγος ȣƍ(� W0 �, της ταχύτητας ȣ ως προς το χρόνο t  τη χρονική 
στιγμή t 0 . Ǿ παράγωγος υƍ(�W 0 � λέγεται επιτȐȤυνσȘ του κινητού τη χρονική στιγμή t 0  και 
συμβολίȗεται με Į( t 0 ) . Είναι δηλαδή

Į( t 0 � = ȣƍ�t 0 � = S Ǝ�t 0 ) .

Ȉτην οικονομία, το κόστος παραγωγής Ȁ, η είσπραȟη Ε και το κέρδος ȇ εκφράȗονται 
συναρτήσει της ποσότητας x  του παραγόμενου προȧόντος. Έτσι, η παράγωγος K ƍ(x 0 � 
παριστάνει το ρυθμό μεταβολής του κόστους Ȁ ως προς την ποσότητα x , όταν x    x 0  και 
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λέγεται οριακό κόστοȢ στο x0 � Ανάλογα, ορίȗονται και οι έννοιες οριακȒ είσπραȟȘ στο 
x 0  και οριακό κȑρδοȢ στο x 0 .

ΕĭǹΡΜΟΓΕΣ

�� ǲνα βότσαλο που ρίȤνεται σε μία λίμνȘ προκαλεί κυκλικό κυματισμό� Ȃία συ-
σκευȒ μȑτρȘσȘȢ δείȤνει ότι τȘ ȤρονικȒ στιγμȒ t 0  που Ș ακτίνα r  του κυματισμού εί-
ναι �� FP� ο ρυșμόȢ μεταβολȒȢ τȘȢ r  είναι �� FP�VHF� Να βρεșεί ο ρυșμόȢ μεταβολȒȢ 
του εμβαδού Ε που περικλείεται από το κυκλικό κύμα� τȘ ȤρονικȒ στιγμȒ t 0 .

ΛΥΣΗ

Επειδή E  =  π· r 2  και η ακτίνα r  είναι συνάρτηση του χρόνου t , έχουμε

E ( t � =  πU2 ( t �,

οπότε

E ƍ(t � =  �πU( t ) · r ƍ(t ) .

Επομένως,

E ƍ(t 0 � =  �πU( t 0 ) · r ƍ(t 0 � =  �π· �0· �0 =  �000π�(FP2 �VHF�.

2. $ν το συνολικό κόστοȢ παραγȦγȒȢ x μονȐδȦν ενόȢ βιομȘȤανικού προȧόντοȢ είναι 
K ( x� και Ș συνολικȒ είσπραȟȘ από τȘν πȫλȘσȒ τουȢ είναι (( x�� τότε P ( x� = (( x� ± 

K ( x� είναι το συνολικό κȑρδοȢ και 
 KKμ

)()( =x x
x

 είναι το μȑσο κόστοȢ.

 L�  Να αποδείȟετε ότι ο ρυșμόȢ μεταβολȒȢ του κȑρδουȢ μȘδενίȗεται όταν ο ρυșμόȢ 
μεταβολȒȢ του κόστουȢ και ο ρυșμόȢ μεταβολȒȢ τȘȢ είσπραȟȘȢ είναι ίσοι�

LL�  Να αποδείȟετε ότι ο ρυșμόȢ μεταβολȒȢ του μȑσου κόστουȢ μȘδενίȗεται όταν το 
μȑσο κόστοȢ είναι ίσο με το οριακό κόστοȢ�

ΛΥΣΗ

 L� ȅ ρυθμός μεταβολής του κέρδους είναι

P ƍ(x �   E ƍ(x � ± K ƍ(x ) .

Επομένως,

′ = ⇔ ′ − ′ = ⇔ ′ = ′P x E x K x E x K x( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 .
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LL� ȅ ρυθμός μεταβολής του μέσου κόστους είναι

′ =
′ ⋅ −K x K x x K x

xµ ( ) ( ) ( )
2

.

Επομένως

′ = ⇔ ′ ⋅ − =K x K x x K xµ ( ) ( ) ( )0 0

⇔ ′ =K x K x
x

( ) ( )

⇔ ′ =K x K x( ) ( )µ .

ǹΣΚΗΣΕΙΣ

ǹǯ ȅȂǹǻǹȈ

��   0ια σφαιρική μπάλα χιονιού αρχίȗει να λιώνει. Ǿ ακτίνα της, που ελαττώνεται, 
δίνεται σε FP από τον τύπο r    � ± t 2 , όπου t  ο χρόνος σε VHF. ȃα βρείτε το 
ρυθμό μεταβολής της επιφάνειας Ε και του όγκου V  της μπάλας, όταν t    �VHF. 

(Ĭυμηθείτε ότι E    �πU2  και V r=
4
3

3π ) .

��   ȅ όγκος V  ενός σφαιρικού μπαλονιού που φουσκώνει αυȟάνεται με ρυθμό �00 
FP 3 �VHF. Με ποιο ρυθμό αυȟάνεται η ακτίνα του r  τη χρονική στιγμή t 0 , που αυτή 
είναι ίση με � FP�

3�   7R κόστος παραγωγής,  K ( x �, και η τιμή πώλησης, Ȇ( x �, x  μονάδων ενός βιομηχα-

νικού προȧόντος δίνονται από τις συναρτήσεις K x x x x( ) = − + +
1
3

20 600 10003 2  

και Ȇ( x � =  ��0x  αντιστοίχως. ȃα βρείτε πότε ο ρυθμός μεταβολής του κέρδους, 

P ( x � =  Ȇ( x � ± K ( x �, είναι θετικός.

 
��   ǻύο πλοία Ȇ� και Ȇ 2  αναχωρούν συγχρόνως από 

ένα λιμάνι ȁ. Το πλοίο Ȇ� κινείται ανατολικά με 
ταχύτητα �� NP�K και το Ȇ 2  βόρεια με ταχύτητα 
�0 NP�K. 

 L�   ȃα βρείτε τις συναρτήσεις θέσεως των Ȇ� 
και Ȇ2
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LL�   ȃα αποδείȟετε ότι η απόσταση d    (Ȇ�Ȇ 2 � των δυο πλοίων αυȟάνεται με 

σταθερό ρυθμό τον οποίο και να προσδιορίσετε.

��   Ένα κινητό Ȃ ȟεκινά από την αρχή των αȟόνων και κινείται κατά μήκος της 

καμπύλης y x 
1
4

2 , x t 0 . Ȉε ποιο σημείο της καμπύλης ο ρυθμός μεταβολής 

της τετμημένης x  του Ȃ είναι ίσος με το ρυθμό μεταβολής της τεταγμένης του 
y , αν υποτεθεί ότι x ƍ(t � > 0 για κάθε t t 0 .

Ǻǯ ȅȂǹǻǹȈ

��   Αν η επιφάνεια μιας σφαίρας αυȟάνεται με ρυθμό �0 FP 2 �VHF, να βρείτε το ρυθ-
μό με τον οποίο αυȟάνεται ο όγκος αυτής όταν r  =  �� FP.

��   Έστω ȉ το εμβαδόν του τριγώνου ȅǹǺ που ορίȗουν τα σημεία ȅ(0,0�, ǹ( x ,0� και 
Ǻ(0,OQx �, με x  > �. Αν το x  μεταβάλλεται με ρυθμό � FP�VHF, να βρείτε το ρυθμό 
μεταβολής του εμβαδού ȉ, όταν x  =  �FP.

��   Ένας άνθρωπος σπρώχνει ένα 
κουτί στη ράμπα του διπλανού 
σχήματος και το κουτί κινείται 
με ταχύτητα � P�V. ȃα βρείτε 
πόσο γρήγορα ανυψώνεται το 
κουτί, δηλαδή το ρυθμό μεταβο-
λής του y .  

��   Ένα αερόστατο ǹ αφήνει το 
έδαφος σε απόσταση �00 P από 
έναν παρατηρητή Ȇ με ταχύτη-
τα �0 P�PLQ. Με ποιο ρυθμό 
αυȟάνεται η γωνία θ που σχη-
ματίȗει η ǹȆ� με το έδαφος τη 
χρονική στιγμή κατά την οποία 
το μπαλλόνι βρίσκεται σε ύψος 
�00 P. 

��   0ία γυναίκα ύψους �,�0 P απο-
μακρύνεται από τη βάση ενός 
φανοστάτη ύψους � P με ταχύ-
τητα 0,� P�V. Με ποια ταχύτητα 
αυȟάνεται ο ίσκιος της� 
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m

 
��   Ένα περιπολικό ǹ κινείται κατά μήκος της 

καμπύλης y x= −
1
3

3, x ≤ 0 πλησιάȗοντας την 

ακτή και ο προβολέας του φωτίȗει κατευθείαν 
εμπρός (Ȉχήμα�. Αν ο ρυθμός μεταβολής της τε-
τμημένης του περιπολικού δίνεται από τον τύπο

αƍ(t � =  ± α( t � 

να βρείτε το ρυθμό μεταβολής της τετμημένης 
του σημείου Ȃ της ακτής στο οποίο πέφτουν τα 
φώτα του προβολέα τη χρονική στιγμή κατά την 
οποία το περιπολικό έχει τετμημένη ±�.

��   Μία σκάλα μήκους � P είναι τοποθετημένη σ¶ 
έναν τοίχο. Το κάτω μέρος της σκάλας γλυστρά-
ει στο δάπεδο με ρυθμό 0,� P�VHF. Τη χρονική 
στιγμή t 0 , που η κορυφή της σκάλας απέχει από 
το δάπεδο �,� P, να βρείτε� 
 L�  Το ρυθμό μεταβολής της γωνίας θ�(Ȉχήμα�.
LL�   Την ταχύτητα με την οποία πέφτει η κορυφή 

ǹ της σκάλας.

��   Ένα κινητό κινείται σε κυκλική τροχιά με εȟίσωση x 2  � y 2    �. Ȁαθώς περνάει 

από το σημείο A 1
2

3
2

,








, η τεταγμένη y  ελαττώνεται με ρυθμό � μονάδες το 

δευτερόλεπτο. ȃα βρείτε το ρυθμό μεταβολής της τετμημένης x  τη χρονική στιγ-
μή που το κινητό περνάει από το ǹ.

2 . 5  72 ĬΕΩΡΗΜǹ ΜΕΣΗΣ ΤΙΜΗΣ

Ȉτην παράγραφο αυτή θα γνωρίσουμε ένα από τα πλέον βασικά θεωρήματα του 
ǻιαφορικού ȁογισμού που είναι γνωστό ως ĬεȫρȘμα ȂȑσȘȢ ȉιμȒȢ.  Αρχικά διατυπώ-
νουμε το Ĭεώρημα του 5ROOH, το οποίο είναι ειδική περίπτωση του Ĭεωρήματος Μέσης 
Τιμής και στη συνέχεια διατυπώνουμε το Ĭεώρημα Μέσης Τιμής, το οποίο αποδεικνύε-
ται με τη βοήθεια του Ĭεωρήματος του 5ROOH.
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ĬǼȍȇǾȂǹ �5ROOH�

Αν μια συνάρτηση  f   είναι�

Ɣ συνεχής στο κλειστό διάστημα >α, β]

Ɣ παραγωγίσιμη στο ανοικτό διάστημα (α, β� και

Ɣ I�( α�   I�( β)
τότε υπάρχει ένα, τουλάχιστον, ξ α βξ α∈ξ α( ,ξ α( ,ξ α )  τέτοιο, ώστε�

I�ƍ(ȟ�   0

īεωμετρικά, αυτό σημαίνει ότι υπάρχει ένα, 
τουλάχιστον, ξ α β∈ ( , )  τέτοιο, ώστε η εφα-
πτομένη της C f   στο Ȃ ( ȟ,  f ( ȟ�� να είναι πα-
ράλληλη στον άȟονα των x . 

īια παράδειγμα, έστω η συνάρτηση

f ( x �   x 2  ± �x  � �, x �[ , ]1 3 . (Ȉχ. ���

Επειδή η f  είναι συνεχής στο >�,�@, παραγω-
γίσιμη στο (�,��, με f ƍ (x �   � x  ± � και f (��   
� =  f (��, σύμφωνα με το θεώρημα 5ROOH, θα 
υπάρχει ένας αριθμός ξ ∈ ( , )1 3  τέτοιος, ώστε 
f ƍ (ȟ� =  0.

īια την εύρεση του αριθμού ȟ, έχουμε�

′ = ⇔ − = ⇔ =f ( )ξ ξ ξ0 2 4 0 2 .

ĬǼȍȇǾȂǹ �ȂȑσȘȢ ȉιμȒȢ ǻιαĳορικού ȁογισμού Ĭ�Ȃ�ȉ��

Αν μια συνάρτηση f  είναι�

x συνεχής στο κλειστό διάστημα >α, β@ και

x παραγωγίσιμη στο ανοικτό διάστημα (α, β)

τότε υπάρχει ένα, τουλάχιστον, ξ α βξ α∈ξ α( ,ξ α( ,ξ α )  τέτοιο, ώστε�

′ =f f f( ) f f( )f f ( )
ξ( )ξ( ) β αf fβ αf f−f f−β α−f f−f f( )f fβ αf f( )f f ( )β α( )

β α−β α−  
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īεωμετρικά, αυτό σημαίνει ότι υπάρχει ένα, 
τουλάχιστον, ξ α β∈ ( , )  τέτοιο, ώστε η εφα-
πτομένη της γραφικής παράστασης της f  στο 
σημείο Ȃ(ȟ, f ( ȟ�� να είναι παράλληλη της ευ-
θείας ǹǺ. 

īια παράδειγμα, έστω η συνάρτηση

f x x( )  , x �[ , ]0 4 .

Επειδή η f  είναι συνεχής στο >0,�@ και παραγω-

γίσιμη στο (0,��, με ′ =f x
x

( ) 1
2

, σύμφωνα 

με το θεώρημα μέσης τιμής, θα υπάρχει ένας 
αριθμός ξ ∈ ( , )0 4  τέτοιος, ώστε 

′ =
−
−

=f f f( ) ( ) ( )
ξ

4 0
4 0

1
2

.

īια την εύρεση του αριθμού ȟ� έχουμε�

′ = ⇔ = ⇔ = ⇔ =f ( )ξ
ξ

ξ ξ
1
2

1
2

1
2

1 1.

ΕĭǹΡΜΟΓΕΣ

�� 1α αποδειȤτεί ότι�

 L�  Ǿ συνȐρτȘσȘ f ( x� = Ȝ[3 + x2 ± �Ȝ + ��x� λ *∈R � ικανοποιεί τιȢ υποșȑσειȢ του 
șεȦρȒματοȢ του 5ROOH στο διȐστȘμα >���@�

LL�  Ǿ εȟίσȦσȘ �Ȝ[2 + �x ± �Ȝ + �� = �� λ *∈R  ȑȤει μια� τουλȐȤιστον, ρίȗα στο διȐ-
στȘμα ������

ǹȆΟǻΕΙȄΗ
 L� Ǿ συνάρτηση f  ικανοποιεί τις υποθέσεις του θεωρήματος 5ROOH στο >0,�@ αφού

x είναι συνεχής στο >0,�@ ως πολυωνυμική

x είναι παραγωγίσιμη στο (0,�� με f ƍ (x �   �Ȝ[2  � �x  ± (Ȝ � �� και

x ισχύει f (0�   f (��   0.
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LL� Αφού, λοιπόν, για τη συνάρτηση f ( x �   Ȝ[3  � x 2  ± (Ȝ � �� x , λ∈ *R  ισχύουν οι υποθέσεις 
του θεωρήματος 5ROOH, θα υπάρχει ξ ∈ ( , )0 1  τέτοιο, ώστε  f ƍ (ȟ� =  0 ή, ισοδύναμα, �Ȝȟ 2  � 
2 ȟ ± (Ȝ � ��   0. Επομένως, το ξ ∈ ( , )0 1  θα είναι ρίȗα της εȟίσωσης �Ȝ[2  � �x  ± (Ȝ � ��   0.

2. Να αποδειȤτεί ότι για τȘ συνȐρτȘσȘ f  ( x� = Į[2 + ȕ[ + Ȗ� α ≠ 0  και για οποιοδȒ-
ποτε διȐστȘμα >x�� x2@� ο αριșμόȢ x x x0 1 2( , )∈ � που ικανοποιεί το συμπȑρασμα του 
ĬεȦρȒματοȢ ȂȑσȘȢ ȉιμȒȢ� είναι το κȑντρο του διαστȒματοȢ >x�� x2@� δȘλαδȒ είναι 

x x x
0

1 2

2
=

+ .

ǹȆΟǻΕΙȄΗ
Ǿ συνάρτηση  f ( x �   α[2  � β[ � Ȗ είναι συνεχής στο >x �, x 2 @ ως πολυωνυμική και παραγω-
γίσιμη στο (x �, x 2 �, με f ƍ (x �   �α[ � β. Επομένως, σύμφωνα με το θεώρημα μέσης τιμής 
υπάρχει x x x0 1 2� ( , ), τέτοιο, ώστε

′ =
−
−

f x f x f x
x x

( )
( ) ( )

0
2 1

2 1

.    
                                        

(��

Είναι όμως�

f x f x
x x

x x x x
x x

x x x x( ) ( ) ( )(2 1

2 1

2
2

2 1
2

1

2 1

2 1 2 1−
−

=
+ + − − −

−
=

− +α β γ α β γ α )) ( )+ −
−

β x x
x x

2 1

2 1

=
− + +

−
= + +

( )[ ( ) ]
( )

x x x x
x x

x x2 1 1 2

2 1
1 2

α β
α β .

Επομένως, η σχέση (�� γράφεται�

2
20 1 2 0

1 2α β α βx x x x x x
+ = + + ⇔ =

+
( ) .

3. ǲνα αυτοκίνȘτο διȒνυσε μία διαδρομȒ ��� ȤιλιομȑτρȦν σε ��� ȫρεȢ� Να αποδει-
Ȥșεί ότι κȐποια ȤρονικȒ στιγμȒ� κατȐ τȘ διȐρκεια τȘȢ διαδρομȒȢ� Ș ταȤύτȘτα του 
αυτοκινȒτου Ȓταν �� Ȥιλιόμετρα τȘν ȫρα�

ǹȆΟǻΕΙȄΗ

Έστω x    S ( t �, t �[ , , ]0 2 5  η συνάρτηση θέσης του κινητού. Αρκεί να δείȟουμε ότι υπάρ-
χει t 0 0 2 5�[ , , ], τέτοια ώστε ȣ( t 0 � =  S ƍ (t 0 � =  �0.
Ǿ συνάρτηση S  είναι συνεχής στο >0, �,�@ και παραγωγίσιμη στο (0, �,��. Επομένως, 
σύμφωνα με το Ĭεώρημα Μέσης Τιμής υπάρχει  t 0 � (0, �,�� τέτοιο, ώστε

υ( ) ( ) ( , ) ( )
, ,

t S t S S
0 0

2 5 0
2 5

200 0
2 5

80= ′ =
−

=
−

=  χιλιόμετρα την ώρα.
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ǹΣΚΗΣΕΙΣ

ǹǯ ȅȂǹǻǹȈ

��   1α εȟετάσετε ποιες από τις παρακάτω συναρτήσεις ικανοποιούν τις υποθέσεις 
του θεωρήματος 5ROOH στο διάστημα που αναφέρεται, και στη συνέχεια, για 
εκείνες που ισχύει, να βρείτε όλα τα ξ α β∈ ( , ) για τα οποία ισχύει f ƍ (ȟ� =  0.

  L�  f ( x � =  x 2  ± �x  � �, >0, �@      LL�  f ([� =  ημ�x ,  0 2
3

, π





LLL�  f ( x � =  � � συν�x , >0, π@     LY� x( ) | |= ,    >±�, �@.

��   ȃα εȟετάσετε, ποιές από τις παρακάτω συναρτήσεις ικανοποιούν τις υποθέσεις 
του Ĭεωρήματος Μέσης Τιμής στο διάστημα που αναφέρεται και στη συνέχεια, 
για εκείνες που ισχύει το θεώρημα, να βρείτε όλα τα ξ α β∈ ( , ) για τα οποία 

ισχύει ′ =
−
−

f f f( ) ( ) ( )
ξ

β α
β α

.

  L�  f ( x � =  x 2  � �x , >0, �@      LL�  f ( x � =  �ημ�x ,  0
2

, π





LLL� f x
x x
x x x

( )
,
,

=
+ ≤ −
− > −





2 2 1
13 , >±�, �@

��   Αν α � β, να αποδείȟετε ότι οι συναρτήσεις  f ( x � =  e x  και g ( x � =  OQx  ικανοποιούν 
τις υποθέσεις του Ĭ.Μ.Τ. στο διάστημα >α, β@ και στη συνέχεια ότι�

e e e eα
β α

β

β α
<

−
−

<  και 1 1
β

β α
β α α

<
−
−

<
ln ln .

īια τη συνάρτηση g ( x � =  OQx  υποθέτουμε επιπλέον ότι 0 � α � β.

Ǻǯ ȅȂǹǻǹȈ

��   ǻίνεται η συνάρτηση  f ( x � =  x � ± �0x 3  ± ��x 2  ± x  � �

 L�   ȃα αποδείȟετε ότι η εȟίσωση  f ( x � =  0 έχει μια, τουλάχιστον, ρίȗα στο διά-
στημα (±�,0� και μια, τουλάχιστον, στο διάστημα (0,��.

LL�   ȃα αποδείȟετε ότι η εȟίσωση �x 3  ± �0x 2  ± �0x  ± � =  0 έχει μια, τουλάχιστον, 
ρίȗα στο διάστημα (±�,��.
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��   ǻίνεται η συνάρτηση  f ( x �   (x  ± ��ημx . ȃα αποδείȟετε ότι�

  L� Ǿ εȟίσωση  I�ƍ(x �   0 έχει μια, τουλάχιστον, ρίȗα στο ανοικτό διάστημα (0,��.

 LL� Ǿ εȟίσωση εφx    � ± x  έχει μια, τουλάχιστον, ρίȗα στο ανοικτό διάστημα (0,��.

��    L�   ǻίνεται μια συνάρτηση f  με ′ ≠f x( ) 1 για κάθε x ∈R . ȃα αποδείȟετε ότι η 
εȟίσωση f ( x �   x  έχει το πολύ μια πραγματική ρίȗα.

LL�   ȃα αποδείȟετε ότι η εȟίσωση 
xημ x
2
=  αληθεύει μόνο για x  =  0.

��   L� ȃα αποδείȟετε ότι 
x
x1

1
22+

≤ , για κάθε x �R .

LL�   $ν f  είναι μία συνάρτηση παραγωγίσιμη στο R, με ′ =
+

f x x
x

( )
1 2 , να αποδεί-

ȟετε ότι για όλα τα α β, ∈ R ισχύει�

| ( ) ( ) | | |f fβ α β α− ≤ −
1
2

.

��   Έστω μια συνάρτηση  f   η οποία είναι συνεχής στο >0, �@ και ισχύει 2 5≤ ′ ≤f x( )  
για κάθε x � ( , )0 4 . Αν  f (0� =  �, να αποδείȟετε ότι 9 4 21≤ ≤f ( ) .

��   Έστω μια συνάρτηση  f   η οποία είναι συνεχής στο >±�,�@ και ισχύει ′ ≤f x( ) 1  
για κάθε x ∈ −( , )1 1 . Αν  f (±�� =  ± � και  f (��   �, να αποδείȟετε ότι  f (0� =  0, 
εφαρμόȗοντας το Ĭ.Μ.Τ. για την  f  σε καθένα από τα διαστήματα >±�,0@ και 
>0,�@.

��   ȃα αποδείȟετε με το θεώρημα του 5ROOH ότι οι γραφικές παραστάσεις των συ-
ναρτήσεων

f ( x �   �x  και g ( x �   ± x 2  � �x  � �

έχουν ακριβώς δυο κοινά σημεία τα ǹ(0,��, Ǻ(�,��.

2 . 6  ΣΥȃΕȆΕΙΕΣ ΤΟΥ ĬΕΩΡΗΜǹΤΟΣ
 Τ+Σ ΜΕΣΗΣ ΤΙΜΗΣ

Το Ĭεώρημα Μέσης Τιμής του διαφορικού λογισμού θεωρείται μία από τις σπουδαι-
ότερες προτάσεις της ανάλυσης, αφού με τη βοήθειά του αποδεικνύονται πολλά άλλα 
θεωρήματα. Ĭα χρησιμοποιήσουμε τώρα το Ĭ.Μ.Τ. για να αποδείȟουμε τα επόμενα δύο 
βασικά θεωρήματα.
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ĬǼȍȇǾȂǹ

Έστω μια συνάρτηση  f   ορισμένη σε ένα διάστημα ǻ. Αν

x η  f   είναι συνεχής στο ǻ και

x I�ƍ(x �   0 για κάθε İ ıȦ Ĳ İ ρ Ț ț ȩ  σημείο x  του ǻ,
τότε η  f   είναι σταθερή σε όλο το διάστημα ǻ.

ǹȆΟǻΕΙȄΗ

Αρκεί να αποδείȟουμε ότι για οποιαδήποτε x x1 2, ∈ ∆ ισχύει  f ( x �� =  f ( x 2 �. Ȇράγματι

x Αν x �   x 2 , τότε προφανώς  f ( x �� =  f ( x 2 ) .

x Αν x � � x 2 , τότε στο διάστημα >x �, x 2 @ η f  ικανοποιεί τις υποθέσεις του θεωρήματος 
μέσης τιμής. Επομένως, υπάρχει ξ ∈ ( , )x x1 2  τέτοιο, ώστε

′ =
−
−

f f x f x
x x

( )
( ) ( )ξ .2 1

2 1

     
              (��

Επειδή το ȟ είναι εσωτερικό σημείο του ǻ, ισχύει  f ƍ (ȟ�   0, οπότε, λόγω της (��, είναι 
f ( x ��   f ( x 2 �. Αν x 2  � x �, τότε ομοίως αποδεικνύεται ότι f ( x ��   f ( x 2 �. Ȉε όλες, λοιπόν, τις 
περιπτώσεις είναι f ( x ��   f ( x 2 �.     ■

ȆȅȇǿȈȂǹ

Έστω δυο συναρτήσεις  f , g  ορισμένες σε ένα διάστημα ǻ. Αν

x οι  f , g  είναι συνεχείς στο ǻ και

x I�ƍ(x �   g ƍ(x � για κάθε İ ı Ȧ Ĳ İ ρ Ț ț ȩ  σημείο x  του ǻ, 
τότε υπάρχει σταθερά c  τέτοια, ώστε για κάθε x ∈ ∆  να ισχύει�

f ( x �   g ( x � � c

ǹȆΟǻΕΙȄΗ

Ǿ συνάρτηση f  ± g  είναι συνεχής στο ǻ και για 
κάθε εσωτερικό σημείο x ∈ ∆ ισχύει

( f  –  g �ƍ(x �   I�ƍ(x � ± g ƍ(x �   0.

Επομένως, σύμφωνα με το παραπάνω θεώρημα, η 
συνάρτηση  f  ± g  είναι σταθερή στο ǻ. Άρα, υπάρ-
χει σταθερά C  τέτοια, ώστε για κάθε x ∈ ∆ να 
ισχύει  f ( x � ± g ( x � =  c , οπότε f ( x � =   g ( x � � c .        ■
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Ȉȋȅȁǿȅ

Το παραπάνω θεώρημα καθώς και το πόρισμά του ισχύουν σε διάστημα και όχι σε ένωση 
διαστημάτων.
īια παράδειγμα, έστω η συνάρτηση

f x
x
x

( )
,
,

=
− <

>




1 0
1 0

.

Ȇαρατηρούμε ότι, αν και I�ƍ(x �   0 για κάθε x ∈ −∞ ∪ +∞( , ) ( , )0 0 , εντούτοις η  f   δεν είναι 
σταθερή στο ( , ) ( , )−∞ ∪ +∞0 0 .

ΕĭǹΡΜΟΓΗ
ǻίνεται μία συνȐρτȘσȘ  f   για τȘν οποία ισȤύει

f  ƍ�x� = f ( x� για κȐșε [�R           ���

 L� Να αποδειȤτεί ότι Ș συνȐρτȘσȘ x
f x

φ
ex

( )
( )

=  είναι σταșερȒ και

LL� Να βρεșεί ο τύποȢ τȘȢ  f  � αν δίνεται επιπλȑον ότι  f ��� = ��

ΛΥΣΗ

L� īια κάθε x∈R έχουμε�

′ 






′

=
′ −

( )
=

′ −
=φ ( )= f x

e
f x e f x e

e

f x f x
ex

x x

x x

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,
( )

2

1

0x

Επομένως, η ĳ είναι σταθερή στο R .

LL�  Επειδή η ĳ είναι σταθερή, υπάρχει c �R τέτοιο, ώστε ĳ( x �   c  για κάθε x∈R ή, ισο-

δύναμα, ( )
x

f x c
e

=  για κάθε x∈R. Επομένως

f ( x �   c e x  για κάθε x∈R .

Επειδή  f (0�   �, έχουμε � =  c , οπότε

f ( x �   e x  για κάθε x∈R .
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ΜȠȞȠĲȠȞȓĮ ıȣȞȐȡĲȘıȘȢ
Έστω η συνάρτηση f ( x �   x 2 . Ȇαρατηρούμε ότι 
στο διάστημα (−∞,0�, στο οποίο η  f   είναι γνη-
σίως φθίνουσα, ισχύει I�ƍ(x �   � x  � 0, ενώ στο δι-
άστημα (0,+∞�, στο οποίο η f  είναι γνησίως αύ-
ȟουσα, ισχύει I�ƍ(x �   � x  > 0. Ǻλέπουμε, δηλαδή, 
ότι υπάρχει μια σχέση ανάμεσα στη μονοτονία 
και στο πρόσημο της παραγώγου της συνάρτησης. 
Ȉυγκεκριμένα ισχύει�

ĬǼȍȇǾȂǹ

Έστω μια συνάρτηση  f , η οποία είναι ı ȣ Ȟ İ Ȥ Ȓ Ȣ  σε ένα διάστημα ǻ.

Ɣ Αν  I�ƍ(x � > 0 σε κάθε İ ıȦ Ĳ İ ρ Ț ț ȩ  σημείο x  του ǻ, τότε η  f   είναι γνησίως αύ-
ȟουσα σε όλο το ǻ.

Ɣ Αν  I�ƍ(x � � 0 σε κάθε İ ıȦ Ĳ İ ρ Ț ț ȩ  σημείο x  του ǻ, τότε η  f   είναι γνησίως φθί-
νουσα σε όλο το ǻ.

ǹȆȅǻǼǿȄǾ

Ɣ Αποδεικνύουμε το θεώρημα στην περίπτωση που είναι f ƍ (x � > 0.

Έστω x x1 2, ∈ ∆  με x � � x 2 . Ĭα δείȟουμε ότι  f ( x �� �  f ( x 2 �. Ȇράγματι, στο διάστημα >x �, 
x 2 @ η  f   ικανοποιεί τις προȨποθέσεις του Ĭ.Μ.Τ. Επομένως, υπάρχει ξ ∈ ( , )x x1 2  τέτοιο, 

ώστε ′ =
−
−

f f x f x
x x

( )
( ) ( )

ξ 2 1

2 1

, οπότε έχουμε

f ( x 2 � ± f ( x �� =  f ƍ (ȟ�(x 2  ± x �� 

Επειδή  I�ƍ(ȟ� > 0 και x 2  ± x � > 0, έχουμε I�( x 2 � ± I�( x �� > 0, οπότε  I�( x �� � I�( x 2 ) .

x Ȉτην περίπτωση που είναι  f ƍ (x � � 0 εργαȗόμαστε αναλόγως.      ■

īια παράδειγμα�

— η συνάρτηση f x x( )  , είναι γνησίως 
αύȟουσα στο [ , )0 + ∞ , αφού είναι συνεχής 

στο [ , )0 + ∞  και ισχύει ′ = >f x
x

( ) 1
2

0  για 
κάθε x ∈ + ∞( , )0 .
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— η συνάρτηση f ( x �   x 2  ± � x  είναι γνησί-
ως αύȟουσα στο [ , )1 + ∞ , αφού είναι συνεχής 
στο [ , )1 + ∞  και f ƍ (x �   �(x  ± �� > 0 για κάθε 
x ∈ + ∞( , )1 , ενώ είναι γνησίως φθίνουσα στο 
( , ]−∞ 1 , αφού είναι συνεχής στο ( , ]−∞ 1  και  
f ƍ (x �   �(x  ± �� � 0 για κάθε x ∈ −∞( , )1 .

— η συνάρτηση f x
x

( )  1  είναι γνησίως φθί-

νουσα σε καθένα από τα διαστήματα ( , ),−∞ 0

και ( , )0 + ∞ , αφού ′ = − <f x
x

( ) 1 02  για κάθε 

x ∈ −∞( , )0  και για κάθε x ∈ + ∞( , )0 .

Ȉȋȅȁǿȅ

Το αντίστροφο του παραπάνω θεωρήματος δεν 
ισȤύει. ǻηλαδή, αν η f  είναι γνησίως αύȟουσα 
(αντιστοίχως γνησίως φθίνουσα� στο ǻ, η παρά-
γωγός της δεν είναι υποȤρεȦτικȐ θετική (αντι-
στοίχως αρνητική� στο εσωτερικό του ǻ.
īια παράδειγμα, η συνάρτηση f ( x � =  x 3 , αν και 
είναι γνησίως αύȟουσα στο R, εντούτοις έχει πα-
ράγωγο f ƍ (x �   � x 2  η οποία δεν είναι θετική σε 
όλο το R, αφού f ƍ (0�   0. ǿσχύει όμως ′ ≥f x( ) 0 
για κάθε x � R .

ΕĭǹΡΜΟΓΕΣ

�� 1α βρεșούν τα διαστȒματα στα οποία Ș συνȐρτȘσȘ  f ( x� = �x3 ± �x2 + � είναι 
γνȘσίȦȢ αύȟουσα� γνȘσίȦȢ ĳșίνουσα�

ΛΥΣΗ

Ǿ συνάρτηση f  είναι παραγωγίσιμη με f ƍ (x �   � x 2  ± � x    � x ( x  ± ��. Το πρόσημο της  f ƍ 
δίνεται στον παρακάτω πίνακα

x  −∞                    0                        �                        +∞

I�ƍ(x )               �           0           –            0            �
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Επομένως, η συνάρτηση  I��

— είναι γνησίως αύȟουσα στο ( , ]−∞ 0 , αφού είναι συνεχής στο ( , ]−∞ 0  και ισχύει f ƍ (x � 
> 0 στο ( , )−∞ 0 .

— είναι γνησίως φθίνουσα στο >0,�@, αφού είναι συνεχής στο >0,�@ και ισχύει f ƍ (x � � 0 
στο (0,��.

— είναι γνησίως αύȟουσα στο [ , )1 + ∞ , αφού είναι συνεχής στο [ , )1 + ∞  και ισχύει f ƍ (x � 
> 0 στο ( , )1 + ∞ .

Το πρόσημο της  f ƍ  και το είδος μονοτονίας της  f  στα διαστήματα ( , ]−∞ 0 , >0,�@ και 
[ , )1 + ∞  συγκεντρώνονται συνοπτικά στον παρακάτω πίνακα�

��  L�  Να αποδειȤτεί ότι Ș συνȐρτȘσȘ  f ƍ �x� = x ± συνx ± �� ∈[0, ]x π  είναι γνȘσίȦȢ 
αύȟουσα και να βρείτε το σύνολο τιμȫν τȘȢ�

LL� Να αποδειȤτεί ότι Ș εȟίσȦσȘ συνx = x ± � ȑȤει ακριβȫȢ μια λύσȘ στο >�� ʌ] .

ǹȆΟǻΕΙȄΗ
 L� Είναι

f ƍ (x �   (x  ± συνx  ± ��ƍ   � � ημx  > 0, για κάθε >0, π] .

Επομένως, η  f   είναι γνησίως αύȟουσα στο >0, π@. Επειδή η  f   είναι συνεχής και γνησίως 
αύȟουσα, σύμφωνα με την παράγραφο �.�, το σύνολο τιμών της είναι το διάστημα > f (0�, 

f ( π�@ =  >±�, π ± �@.

LL� Έχουμε�

x x x x= − ⇔ − − = 0συν συν2 2 ,

⇔ =f x( ) 0, x ∈[ , ]0 π .

Επειδή το σύνολο τιμών της  f   είναι το διάστη-
μα >±�,π±�@, που περιέχει το 0, θα υπάρχει ένα 
τουλάχιστον x 0 0∈ ( , )π , τέτοιο ώστε I� ( x 0 � =  0. 
Επειδή επιπλέον η  f   είναι γνησίως αύȟουσα 
στο >0, π@, η x 0  είναι μοναδική ρίȗα της  f ( x �   
0 στο διάστημα αυτό. Ǿ ρίȗα αυτή, όπως φαί-
νεται και στο σχήμα ��, είναι η τετμημένη του 
σημείου τομής της  y  =  x  ± � και της y  =  συνx .

x −∞ 0 1 +∞
f ΄(x) + 0 − 0 +

f (x)
 f(1)

 f(0)
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ǹΣΚΗΣΕΙΣ

ǹǯ ȅȂǹǻǹȈ

��   Αν για τις συναρτήσεις  f , g  ισχύουν�

f ƍ (x �   g ( x � και g ƍ(x �   ± f ( x � για κάθε x �R,

να αποδείȟετε ότι η συνάρτηση ĳ( x �   > f ( x ) ] 2  � >g ( x ) ] 2  είναι σταθερή.

��   ȃα βρείτε τα διαστήματα μονοτονίας των συναρτήσεων�

   L� f ( x �   x 3  � �x  ± �        LL�  f ( x �   �x 3  ± �x 2  ± ��x

LLL� f x x
x

( ) =
+2 1

��   ȅμοίως των συναρτήσεων�

L� f x
x x

x x
( )

,
,

=
− ≤
+ >





4 1
2 1

2

       LL� f x x( ) | |= −2 1

��   ȅμοίως των συναρτήσεων�

L� f x x
ex( )    LL�  f ( x �   OQx  ± x       LLL� f x x x( ) | |= +ημ ημ , x ∈[ , ]0 2π .

��   ǻίνονται οι συναρτήσεις  f ( x �   x � � �x  ± � και g x x x( ) = + −2 3.

  L� ȃα αποδείȟετε ότι Rι  f , g  είναι γνησίως αύȟουσες.

 LL� ȃα βρείτε το σύνολο τιμών τους.

LLL� ȃα αποδείȟετε ότι οι εȟισώσεις�

x � � �x  ± �   0 και 2 3 0x x+ − =

έχουν ακριβώς μία ρίȗα την x    �.

��   ȃα αποδείȟετε ότι�

 L� + συνάρτηση  f ( x �   e x  ± � � OQ(x  � �� είναι γνησίως αύȟουσα.

LL� Ǿ εȟίσωση e x    � ± OQ(x  � ��  έχει ακριβώς μία λύση την x    0.
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Ǻǯ ȅȂǹǻǹȈ
��   Αν για μία συνάρτηση f  που είναι ορισμένη σ¶ όλο το R ισχύει

| ( ) ( ) | ( )f x f y x y− ≤ − 2 για όλα τα x y, �R,

να αποδείȟετε ότι η  f   είναι σταθερή.

2.    L�   ȃα αποδείȟετε ότι η συνάρτηση f ( x � =  x 3  ± �x  � α είναι γνησίως φθίνουσα 
στο διάστημα >±�,�@.

 LL�   ȃα βρείτε το σύνολο τιμών της  f   στο διάστημα >±�,�@.

LLL�   Αν ± � � α � �, να αποδείȟετε ότι η εȟίσωση x 3  ± �x  � α =  0 έχει ακριβώς μία 
λύση στο διάστημα (±�,��.

��   Ǿ θέση ενός κινητού πάνω σε έναν άȟονα τη χρονική στιγμή t  δίνεται από τη 
συνάρτηση�

x  =  S ( t � =  t � ± �t 3  ���t 2  ± ��t  ���0, 0 5≤ ≤t .

ȃα βρείτε την ταχύτητα και την επιτάχυνση του κινητού και στη συνέχεια να 
απαντήσετε στα ακόλουθα ερωτήματα�
  L� Ȇότε το κινητό έχει ταχύτητα μηδέν� 

 LL� Ȇότε το κινητό κινείται προς τα δεȟιά και πότε προς τα αριστερά�

LLL� Ȇότε η ταχύτητα του κινητού αυȟάνεται και πότε μειώνεται�

��   Ǿ τιμή V  (σε ευρώ� ενός προȧόντος, t  μήνες μετά την παραγωγή του, δίνεται από 
τον τύπο

V t
t

= −
+

50 25
2

2

2( )
.

ȃα αποδείȟετε ότι το προȧόν συνεχώς υποτιμάται χωρίς, όμως, η τιμή του να 
μπορεί να γίνει μικρότερη από το μισό της αρχικής τιμής του.

��   ȃα αποδείȟετε ότι�

 L�   Ǿ συνάρτηση f x x x
x

( ) =
−
−

3

2

9
1

 είναι γνησίως αύȟουσα σε καθένα από τα δι-

αστήματα του πεδίου ορισμού της και να βρείτε το σύνολο των τιμών της  f   
σε καθένα από τα διαστήματα αυτά.

LL�   + εȟίσωση x 3  ± α[2  ± � x  � α =  0 είναι ισοδύναμη με την f ( x � =  α και στη 
συνέχεια ότι έχει τρεις πραγματικές ρίȗες για κάθε α ∈R .

��   ȃα βρείτε τις τιμές του α ∈ *R  για τις οποίες η συνάρτηση  f ( x � =  α[3  � �x 2  � x  
� � είναι γνησίως αύȟουσα στο R .
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��   ȃα αποδείȟετε οτι� 

  L� + συνάρτηση  f ( x �   ημx  ± x συνx  είναι γνησίως αύȟουσα στο κλειστό διάστημα

0
2

, π




.

 LL� ημx  ± x συνx  > 0, για κάθε x ∈





0

2
, π .

LLL� + συνάρτηση f x x
x( ) = ημ  είναι γνησίως φθίνουσα στο ανοικτό διάστημα

 0
2

, π





 .

��   ȃα αποδείȟετε ότι�

 L� + συνάρτηση I�( x �   �ημx  � εφx  ± �x , x ∈ 




0

2
, π  είναι γνησίως αύȟουσα.

LL� 2 3x x x+ ≥ημ εφ , για κάθε x ∈ 




0

2
, π .

2 . 7  72ȆΙΚǹ ǹΚΡΟΤǹΤǹ ΣΥȃǹΡΤΗΣΗΣ

Η ȑȞȞȠȚĮ ĲȠȣ ĲȠʌȚțȠȪ ĮțȡȠĲȐĲȠȣ
Ȉτο διπλανό σχήμα έχουμε τη γραφική 
παράσταση μιας συνάρτησης f  σ¶ ένα 
διάστημα (α, β@. Ȇαρατηρούμε ότι στο 
σημείο x    x 0  η τιμή της συνάρτησης 
είναι μεγαλύτερη από την τιμή της 
σε κάθε ³γειτονικό´ σημείο του x 0 . 
Ȉτην περίπτωση αυτή λέμε ότι η f  
παρουσιάȗει στο x 0  τοπικό μέγιστο. Το 
ίδιο συμβαίνει και στα σημεία x � και x 2 . 
īενικά έχουμε τον ακόλουθο ορισμό� 

ȅȇǿȈȂȅȈ

Μια συνάρτηση  f , με πεδίο ορισμού ǹ, θα λέμε ότι παρουσιάȗει στο x A0x A0x Ax A�x A τοπικό 
μȑγιστο, όταν υπάρχει į > 0, τέτοιο ώστε

f x f( )x f( )x f ( )x( )xx f≤x f 0( )0( )  για κάθε x A∈ ∩x A∈ ∩x A ( ,x x( ,x x− +( ,− +x x− +x x( ,x x− +x x )0 0( ,0 0( ,x x( ,x x0 0x x( ,x xx x− +x x( ,x x− +x x0 0x x− +x x( ,x x− +x xδ δ− +δ δ− +x x− +x xδ δx x− +x x( ,δ δ( ,− +( ,− +δ δ− +( ,− +x x− +x x( ,x x− +x xδ δx x− +x x( ,x x− +x x0 0δ δ0 0x x0 0x xδ δx x0 0x x− +0 0− +δ δ− +0 0− +x x− +x x0 0x x− +x xδ δx x− +x x0 0x x− +x x( ,0 0( ,δ δ( ,0 0( ,x x( ,x x0 0x x( ,x xδ δx x( ,x x0 0x x( ,x xx x− +x x( ,x x− +x x0 0x x− +x x( ,x x− +x xδ δx x− +x x( ,x x− +x x0 0x x− +x x( ,x x− +x x .
Το x 0  λέγεται șȑσȘ ή σȘμείο τοπικού μεγίστου, ενώ το f ( x 0 � τοπικό μȑγιστο τȘȢ  f .
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$ν η ανισότητα f x f x( ) ( )≤ 0  ισχύει για κάθε x A� , τότε, όπως είδαμε στην παράγραφο 
�.�, η  I� παρουσιάȗει στο x A0 �  ολικό μȑγιστο ή απλά μȑγιστο, το f ( x0 ) .

Ȉτο διπλανό σχήμα παρατηρούμε 
ότι στο σημείο x  =  x 0  η τιμή της 
συνάρτησης είναι μικρότερη από την 
τιμή της σε κάθε ³γειτονικό´ σημείο 
του x 0 . Ȉτην περίπτωση αυτή λέμε ότι η 
f  παρουσιάȗει στο x 0  τοπικό ελάχιστο. 
Το ίδιο συμβαίνει και στα σημεία x � 
και β. īενικά, έχουμε τον ακόλουθο 
ορισμό�

ȅȇǿȈȂȅȈ

Μία συνάρτηση  f , με πεδίο ορισμού ǹ, θα λέμε ότι παρουσιάȗει στο x A0x A0x Ax A�x A τοπικό 
ελȐȤιστο, όταν υπάρχει į > 0, τέτοιο ώστε

f x f x( )f x( )f x ( )f x( )f xt 0( )0( ), για κάθε x A∈ ∩x A∈ ∩x A ( ,x x( ,x x− +( ,− +x x− +x x( ,x x− +x x )0 0( ,0 0( ,x x( ,x x0 0x x( ,x xx x− +x x( ,x x− +x x0 0x x− +x x( ,x x− +x xδ δ− +δ δ− +x x− +x xδ δx x− +x x( ,δ δ( ,− +( ,− +δ δ− +( ,− +x x− +x x( ,x x− +x xδ δx x− +x x( ,x x− +x x0 0δ δ0 0x x0 0x xδ δx x0 0x x− +0 0− +δ δ− +0 0− +x x− +x x0 0x x− +x xδ δx x− +x x0 0x x− +x x( ,0 0( ,δ δ( ,0 0( ,x x( ,x x0 0x x( ,x xδ δx x( ,x x0 0x x( ,x xx x− +x x( ,x x− +x x0 0x x− +x x( ,x x− +x xδ δx x− +x x( ,x x− +x x0 0x x− +x x( ,x x− +x x .

Το x 0  λέγεται șȑσȘ ή σȘμείο τοπικού ελαȤίστου, ενώ το f ( x 0 � τοπικό ελȐȤιστο 
τȘȢ  f .

Αν η ανισότητα f x f x( ) ( )t 0  ισχύει για κάθε x A� , τότε, όπως είδαμε στην παράγραφο 
�.�, η  f  παρουσιάȗει στο x A0 �  ολικό ελȐȤιστο ή απλά ελȐȤιστο, το  f ( x0 ) .

Τα τοπικά μέγιστα και τοπικά ελάχιστα της f  λέγονται τοπικȐ ακρότατα ή, απλά, 
ακρότατα αυτής, ενώ τα σημεία στα οποία η  f   παρουσιάȗει τοπικά ακρότατα λέγονται 
șȑσειȢ τοπικȫν ακροτȐτȦν. Το μέγιστο και το ελάχιστο της   I� λέγονται ολικȐ ακρότατα 
αυτής.

īια παράδειγμα, η συνάρτηση

f x
x x

x
x

( )
,

,
=

≤

>







2 1
1 1

αν

αν

παρουσιάȗει�

 L�   στο x  =  0 τοπικό ελάχιστο, το  f (0�   
0, το οποίο είναι και ολικό ελάχιστο 
και

LL�   στο x  =  � τοπικό μέγιστο, το  f (��   �. 

Ǿ συνάρτηση  f  αν και παρουσιάȗει τοπικό μέγιστο, εντούτοις δεν παρουσιάȗει (ολικό� 
μέγιστο.
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Ȉȋȅȁǿǹ

 L� Ένα τοπικό μέγιστο μπορεί να είναι μικρότερο από ένα τοπικό ελάχιστο (Ȉχ.��α�.

LL� Αν μια συνάρτηση f  παρουσιάȗει μέγιστο, τότε αυτό θα είναι το μεγαλύτερο από τα 
τοπικά μέγιστα, ενώ αν παρουσιάȗει, ελάχιστο, τότε αυτό θα είναι το μικρότερο από τα 
τοπικά ελάχιστα. (Ȉχ. ��β�. Το μεγαλύτερο όμως από τα τοπικά μέγιστα μίας συνάρτησης 
δεν είναι πάντοτε μέγιστο αυτής. Επίσης το μικρότερο από τα τοπικά ελάχιστα μίας 
συνάρτησης δεν είναι πάντοτε ελάχιστο της συνάρτησης (Ȉχ. ��α�.

ȆȡȠıįȚȠȡȚıȝȩȢ ĲȦȞ ĲȠʌȚțȫȞ ĮțȡȠĲȐĲȦȞ
Με μια προσεκτική παρατήρηση του σχήματος ��β βλέπουμε ότι αν σ¶ ένα εσωτερικό 
σημείο x 0  ενός διαστήματος του πεδίου ορισμού της η  f   παρουσιάȗει τοπικό ακρότατο και 
επιπλέον είναι παραγωγίσιμη στο σημείο αυτό, τότε στο σημείο ǹ( x 0 , f ( x 0 �� η εφαπτομένη 
της γραφικής παράστασης της  f  είναι οριȗόντια, δηλαδή ισχύει  f ƍ (x 0 �   0. Αυτό επιβεβαι-
ώνεται από το παρακάτω θεώρημα, που είναι γνωστό ως ĬεȫρȘμα του )HUPDW�

ĬǼȍȇǾȂǹ �)HUPDW�

Έστω μια συνάρτηση  I��ορισμένη σ¶ ένα διάστημα ǻ και x 0  ένα εσȦτερικό σημείο 
του ǻ. Αν η  f   παρουσιάȗει τοπικό ακρότατο στο x 0  και είναι παραγȦγίσιμȘ στο 
σημείο αυτό, τότε�

I�ƍ(x 0 �   0

ǹȆΟǻΕΙȄΗ
Ας υποθέσουμε ότι η f  παρουσιάȗει στο x 0  τοπικό 
μέγιστο. Επειδή το x 0  είναι εσωτερικό σημείο του ǻ 
και η  f   παρουσιάȗει σ¶ αυτό τοπικό μέγιστο, υπάρχει 
į > 0 τέτοιο, ώστε

( , )x x0 0− + ⊆δ δ ∆  και

f x f x( ) ( )≤ 0 , για κάθε x x x∈ − +( , )0 0δ δ .          (��
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Επειδή, επιπλέον, η  I� είναι παραγωγίσιμη στο x 0 , ισχύει

′ =
−
−

=
−
−→ →− +

f x
f x f x

x x
f x f x

x xx x x x
( ) lim

( ) ( )
lim

( ) ( )
0

0

0

0

00 0

.

Επομένως,

— αν x x x∈ −( , )0 0δ , τότε, λόγω της (��, θα είναι 
f x f x

x x
( ) ( )−

−
≥0

0

0 , οπότε θα έχουμε

′ =
−
−

≥
→ −

f x
f x f x

x xx x
( ) lim

( ) ( )
0

0

00

0
                                     (��

— αν x x x∈ +( , )0 0 δ , τότε, λόγω της (��, θα είναι f x f x
x x

( ) ( )−
−

≤0

0

0 , οπότε θα έχουμε

′ =
−
−

≤
→ +

f x
f x f x

x xx x
( ) lim

( ) ( )
0

0

00

0 .                                     (��

Έτσι, από τις (�� και (�� έχουμε  f ƍ (x 0 �   0.
Ǿ απόδειȟη για τοπικό ελάχιστο είναι ανάλογη.  ■

Ȉȋȅȁǿȅ

Ȉύμφωνα με το προηγούμενο θεώρημα, τα εσωτερικά σημεία του ǻ, στα οποία η  f ƍ  είναι 
διαφορετική από το μηδέν, δεν είναι θέσεις τοπικών ακροτάτων. Επομένως, όπως φαίνεται 
και στα σχήματα �� και �0, οι π Ț θ α Ȟ ȑ Ȣ � θ ȑ ı İ Ț Ȣ  ĲȦ Ȟ  Ĳ Ƞ π Ț țȫȞ � α ț ρ Ƞ Ĳ Ȑ ĲȦȞ �μιας 
συνάρτησης  I� σ¶ ένα διάστημα ǻ είναι�

�. ȉα εσȦτερικȐ σȘμεία του ǻ στα οποία Ș παρȐγȦγοȢ τȘȢ  f  μȘδενίȗεται�

�. ȉα εσȦτερικȐ σȘμεία του ǻ στα οποία Ș  f   δεν παραγȦγίȗεται�

�. ȉα Ȑκρα του ǻ (αν ανήκουν στο πεδίο ορισμού της�.

Τα İ ıȦ Ĳ İ ρ Ț ț Ȑ  σημεία του ǻ στα οποία η  f   δεν παραγωγίȗεται ή η παράγωγός της είναι 
ίση με το μηδέν, λέγονται κρίσιμα σȘμεία της  f   στο διάστημα ǻ.
īια παράδειγμα, έστω η συνάρτηση

f x
x x
x x

( )
,

( ) ,
=

<
− ≥





3

2

1
2 1

.

Ǿ  f   είναι συνεχής στο R και παραγωγί�
σιμη σε όλο το R εκτός από το �, με�

′ =
<

− >





f x
x x
x x

( )
,

( ) ,
3 1
2 2 1

2

.

ȅι ρίȗες της f ƍ (x �   0 είναι οι 0 και �.
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Επειδή η  f ƍ μηδενίȗεται στα σημεία 0 και �, ενώ δεν υπάρχει στο �, τα κρίσιμα σημεία 
της  I� είναι οι αριθμοί 0, � και �. ǵμως, όπως φαίνεται στο σχήμα, τα σημεία � και � είναι 
θέσεις τοπικών ακροτάτων, ενώ το σημείο 0 δεν είναι θέση τοπικού ακροτάτου. Άρα δεν 
είναι όλα τα κρίσιμα σημεία θέσεις τοπικών ακροτάτων της  f . Επομένως, χρειαȗόμαστε 
ένα κριτήριο το οποίο να μας πληροφορεί ποια από τα κρίσιμα σημεία της  f   είναι θέσεις 
τοπικών ακροτάτων αυτής. Ȉχετικά ισχύει το παρακάτω θεώρημα�

ĬǼȍȇǾȂǹ

Έστω μια συνάρτηση  f   παραγωγίσιμη σ¶ ένα διάστημα (α, β�, με εȟαίρεση ίσως ένα 
σημείο του x 0 , στο οποίο όμως η  I� είναι συνεȤȒȢ.
  L� Αν I�ƍ(x � > 0 στο (α, x 0 � και I�ƍ(x � � 0 στο (x 0 , β�, τότε το I�( x 0 � είναι τοπικό μέγιστο 
της  f . (Ȉχ. ��α�
 LL� Αν I�ƍ(x � � 0 στο (α, x 0 � και I�ƍ(x � > 0 στο (x 0 , β�, τότε το I� ( x 0 � είναι τοπικό ελά-
χιστο της  f . (Ȉχ. ��β�
LLL� $ν η  I�ƍ(x � διατηρεί πρόσημο στο ( , , )α β( ,α β( , ) (α β) ( , )α β, )α βx xα β) (α β) (x x) (α β) (α βx xα β) (α β) (x x) (α β) (0 0α β0 0α β) (α β) (0 0) (α β) (α βx xα β0 0α βx xα β) (α β) (x x) (α β) (0 0) (α β) (x x) (α β) () (α β) (∪) (α β) () (α β) (x x) (α β) (∪) (α β) (x x) (α β) () (α β) (x x) (α β) (0 0) (α β) (x x) (α β) (∪) (α β) (x x) (α β) (0 0) (α β) (x x) (α β) ( , τότε το I�( x 0 � δεν είναι τοπικό 
ακρότατο και η  f   είναι γνησίως μονότονη στο (α, β�. (Ȉχ. ��γ�.

ǹȆȅǻǼǿȄǾ
 L�  Επειδή  f ƍ (x � > 0 για κάθε x x∈ ( , )α 0  και η I�είναι συνεχής στο x 0 , η f  είναι γνησίως 

αύȟουσα στο (α, x 0 @. Έτσι έχουμε

f x f x( ) ( )≤ 0 , για κάθε x x∈ ( , ]α 0 .          (��

Επειδή f ƍ (x � � 0 για κάθε x x∈ ( , )0 β  και η f  είναι συνεχής στο x 0 , η f  είναι γνησίως 
φθίνουσα στο >x 0 , β�. Έτσι έχουμε�

I�( x ) �≤ �I�( x 0 �, για κάθε x x∈[ , )0 β .          (��

Επομένως, λόγω των (�� και (��, ισχύει�

f x f x( ) ( )≤ 0 , για κάθε x ∈ ( , )α β ,

που σημαίνει ότι το f ( x 0 � είναι μέγιστο της  f   στο (α, β� και άρα τοπικό μέγιστο αυτής.
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 LL� Εργαȗόμαστε αναλόγως.

LLL� Έστω ότι

f ƍ (x � > 0, για κάθε x x x∈ ∪( , ) ( , )α β0 0 .

 

Επειδή η  f  είναι συνεχής στο x 0  θα είναι γνησίως αύȟουσα σε κάθε ένα από τα διαστήματα 
( α, x 0 @ και >x 0 , β�. Επομένως, για x � � x 0  � x 2  ισχύει f ( x �� � f ( x 0 � � f ( x 2 �. Άρα το f ( x 0 � δεν 
είναι τοπικό ακρότατο της  f . Ĭα δείȟουμε, τώρα, ότι η f  είναι γνησίως αύȟουσα στο (α, 
β�. Ȇράγματι, έστω x x1 2, ( , )∈ α β  με x � � x 2 .

— Αν x x x1 2 0, ( , ]∈ α , επειδή η  f   είναι γνησίως αύȟουσα στο (α, x 0 @, θα ισχύει  f ( x �� � f ( x 2 ) .

— Αν x x x1 2 0, [ , )∈ β , επειδή η  f   είναι γνησίως αύȟουσα στο >x 0 , β�, θα ισχύει  f ( x �� � f ( x 2 ) .

— Τέλος, αν x � � x 0  � x 2 , τότε όπως είδαμε f ( x �� � f ( x 0 � � f ( x 2 �. 

Επομένως, σε όλες τις περιπτώσεις ισχύει  f ( x �� � f ( x 2 �, οπότε η  f  είναι γνησίως αύȟουσα 
στο (α, β) .

ȅμοίως, αν f ƍ (x � � 0 για κάθε x x x∈ ∪( , ) ( , )α β0 0 . ■

īια παράδειγμα, έστω η συνάρτηση f ( x � =  x � ± � x 3  που είναι ορισμένη στο R. Ǿ f  είναι 
παραγωγίσιμη στο R, με  I�ƍ(x � =  �x 3  ± ��x 2 . ȅι ρίȗες της  I�ƍ(x � =  0 είναι x  =  0 (διπλή� ή x  
=  �, το δε πρόσημο της cf  φαίνεται στον παρακάτω πίνακα�
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x −∞ 0 3 +∞  
f ′(x) − 0 − 0 +

Ȉύμφωνα με το παραπάνω κριτήριο, η συνάρτηση f  είναι γνησίως φθίνουσα στο 
διάστημα ( , ]−∞ 3 , γνησίως αύȟουσα στο διάστημα [ , )3 +∞  και παρουσιάȗει ένα μόνο 
τοπικό ακρότατο, συγκεκριμένα ολικό ελάχιστο για x    �, το  f (�� =  ±��.

Ȉȋȅȁǿǹ

x ǵπως είδαμε στην απόδειȟη του παραπάνω θεωρήματος στην πρώτη περίπτωση το 
f ( x 0 � είναι η μέγιστη τιμή της  f  στο (α, β�, ενώ στη δεύτερη περίπτωση το  f ( x 0 � είναι η 
ελάχιστη τιμή της  f  στο (α, β) .

x Αν μια συνάρτηση f  είναι συνεχής σ¶ ένα κλειστό διάστημα >α, β@, όπως γνωρίȗουμε 
(Ĭεώρημα � �.��,η f  παρουσιάȗει μέγιστο και ελάχιστο. īια την εύρεση του μέγιστου και 
ελάχιστου εργαȗόμαστε ως εȟής�

�.  Ǻρίσκουμε τα κρίσιμα σȘμεία τȘȢ  f .

�.  Ȋπολογίȗουμε τιȢ τιμȑȢ τȘȢ  f   στα σȘμεία αυτȐ και στα Ȑκρα τȦν διαστȘμȐτȦν.

�.   ǹπό αυτȑȢ τιȢ τιμȑȢ Ș μεγαλύτερȘ είναι το μȑγιστο και Ș μικρότερȘ το ελȐȤιστο 
τȘȢ  f .

īια παράδειγμα, έστω η συνάρτηση  f ( x � =  �x 3  ± ��x 2  � ��x  � ��, x �[ , ]0 5 . Έχουμε   
f ƍ (x �   �x 2  ± �0x  � ��, x �[ , ]0 5 . ȅι ρίȗες της  f ƍ ( x � =  0 είναι οι x    �, x  =  �. Επομένως, 
τα κρίσιμα σημεία της   f   είναι τα�[ =  �, x  =  �. ȅι τιμές της  f   στα κρίσιμα σημεία και στα 
άκρα του διαστήματος >0, �@ είναι

f (�� =  �0,  f (�� =  �,  f (0� =  ��  και   f (�� =  ��.

Άρα, η μέγιστη τιμή της  f  στο >0, �@ είναι ίση με �0 και παρουσιάȗεται για x    �, ενώ η 
ελάχιστη τιμή της  f   είναι ίση με � και παρουσιάȗεται για x    �.

x īια να εφαρμόσουμε το προηγούμενο θεώρημα απαιτείται να προσδιορίσουμε το 
πρόσημο της  f ƍ  εκατέρωθεν του x 0 . ǵταν ο προσδιορισμός αυτός δεν είναι εύκολος 
ή είναι αδύνατος, τότε το παρακάτω θεώρημα, του οποίου η απόδειȟη παραλείπεται, 
μπορεί να μας πληροφορήσει αν το x 0  είναι θέση τοπικού ακρότατου.

ĬǼȍȇǾȂǹ

Έστω μια συνάρτηση  f   παραγωγίσιμη σε ένα διάστημα (α, β� και x 0  ένα σημείο του 
( α, β� στο οποίο η  f   είναι δυο φορές παραγωγίσιμη.
Ɣ Αν f ƍ (x 0 �   0 και  f Ǝ ( x 0 � � 0, τότε το I�( x 0 � είναι τοπικό μέγιστο.
Ɣ Αν f ƍ (x 0 �   0 και  f Ǝ ( x 0 � > 0, τότε το I�( x 0 � είναι τοπικό ελάχιστο.
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īια παράδειγμα, έστω ότι θέλουμε να βρούμε τα τοπικά ακρότατα της συνάρτησης

f ( x � =  x  � �συνx , x ∈ ( , )0 2π .

Έχουμε

f ƍ (x � =  � ± �ημx  και  f Ǝ ( x � =  ±�συνx ,

οπότε οι ρίȗες της  f ƍ  είναι οι π
6

 και 5
6
π .

īια x =
π
�

, είναι ′′





 = − <f π

6
3 0 , ενώ για x =

5
6
π , είναι ′′






 = >f 5

6
3 0π .

Έτσι έχουμε

α� ′





 =f π

6
0  και ′′






 <f π

6
0 , οπότε το f π

�






  είναι τοπικό μέγιστο της  f .

β� ′





 =f 5

6
0π  και ′′






 >f 5

6
0π , οπότε το f 5

6
π






  είναι τοπικό ελάχιστο της  f .

ΕĭǹΡΜΟΓΕΣ

�� 1α βρεșεί το x ∈[0, 3] ȑτσι� ȫστε το 
ορșογȫνιο ǹǺΓǻ του διπλανού σȤȒματοȢ να 
ȑȤει μȑγιστο εμβαδό� 

ΛΥΣΗ

Το εμβαδό του ορθογωνίου είναι

E ( x � =  (ǹǺ) ( ǹǻ� =  �x (� ± x 2 � =  ± �x 3  ��x .

Έχουμε E ƍ(x � =  ± �x 2  � � =  ± �(x  � ��(x  ± ��. 
ȅι ρίȗες της E ƍ(x � =  0 είναι οι x  =  ± �, x  =  �. Ǿ 
μονοτονία και τα ακρότατα της Ε φαίνονται 
στον παρακάτω πίνακα
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Άρα, η μέγιστη τιμή του εμβαδού είναι ίση με � και παρουσιάȗεται όταν x    �.
 

2. ǲστȦ Ș συνȐρτȘσȘ  f ( x� = x ± � ± OQx.

 L�  Να μελετȘșεί ȦȢ προȢ τȘ μονοτονία και τα 
ακρότατα�

LL� Να αποδειȤτεί ότι ln 1x x≤ − � για κȐșε x ! ��

ΛΥΣΗ

 L�  Έχουμε ′ = − =
−f x

x
x
x

( ) 1 1 1, x ∈ +∞( , )0 . Ǿ εȟί-

σωση f ƍ (x � =  0 έχει μία μόνο ρίȗα, την x    �. 
Ǿ μονοτονία και τα ακρότατα της f  φαίνονται 
στον παρακάτω πίνακα�

LL� Επειδή η f  για x  =  � παρουσιάȗει ολικό ελάχιστο, για κάθε x ∈ +∞( , )0  ισχύει�

f x f x x( ) ( ) ln≥ ⇔ − − ≥1 1 0

⇔ ≤ −ln x x 1 .

Ǿ ισότητα ισχύει μόνο όταν x  =  �.

3. Ȃία βιομȘȤανία καșορίȗει τȘν τιμȒ πȫλȘσȘȢ Ȇ( x�� σε ευρȫ� κȐșε μονȐδαȢ ενόȢ 
προȧόντοȢ� συναρτȒσει του πλȒșουȢ x τȦν μονȐδȦν παραγȦγȒȢ� σύμĳȦνα με τον 
τύπο Ȇ( x� = ����� ± �x� ȉο κόστοȢ παραγȦγȒȢ μιαȢ μονȐδαȢ είναι ���� ευρȫ� ǹν Ș 
βιομȘȤανία πλȘρȫνει ĳόρο ���� ευρȫ για κȐșε μονȐδα προȧόντοȢ� να βρεșεί πόσεȢ 
μονȐδεȢ προȧόντοȢ πρȑπει να παρȐγει Ș βιομȘȤανία� ȫστε να ȑȤει το μȑγιστο δυνατό 
κȑρδοȢ�

ΛΥΣΗ
Ǿ είσπραȟη από την πώληση x  μονάδων παραγωγής είναι

E ( x � =  [Ȇ( x � =  x (�0000 ± �x � =  ±�x 2  � �0000x .

Το κόστος από την παραγωγή x  μονάδων είναι

K ( x � =  �000x .

Το ολικό κόστος μετά την πληρωμή του φόρου είναι�

K ολ( x � =  �000x  � ��00x    ��00x .
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Επομένως, το κέρδος της βιομηχανίας είναι

P ( x �   E ( x � ± K ολ( x � 

  ± �x 2  � �0000x  ± ��00x

  ± �x 2  � ���00x .

Έχουμε P ' ( x � =  ± ��x  � ���00, οπότε η P ƍ(x �   0 έχει ρίȗα την x    ��00.

Ǿ μονοτονία και τα ακρότατα της ȇ στο ( , )0 +∞  φαίνονται στον παρακάτω πίνακα�

Επομένως, το μέγιστο κέρδος παρουσιάȗεται όταν η βιομηχανία παράγει ��00 μονάδες 
από το προȧόν αυτό και είναι ίσο με �0��0 χιλιάδες ευρώ.

 

ǹΣΚΗΣΕΙΣ

ǹǯ ȅȂǹǻǹȈ

��   + παράγωγος μιας συνάρτησης  I�είναι

f ƍ (x �   �(x  ± ��3 ( x  ± ��2 ( x  ± ��.

īια ποιες τιμές του x  η f  παρουσιάȗει τοπικό μέγιστο και για ποιες παρουσιάȗει 
τοπικό ελάχιστο�

2. α� ȃα μελετήσετε ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα τις συναρτήσεις�

  L� f ( x �   x 3  ± �x 2  � �x  � �  LL� g ( x �   x 3  ± �x  � �

LLL� h ( x �   �x 3  ± �x 2  ± �.

β� ȃα βρείτε το πλήθος των πραγματικών ριȗών των εȟισώσεων�

x 3  ± �x 2  � �x  � �   0,   x 3  ± �x  � �   0,   �x 3  ± �x 2  ± �   0.
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  ��   ȃα μελετήσετε ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα τις συναρτήσεις�

L� f x
x x
e xx( )

,
,

=
≤
>





−

2

1

1
1

  LL� g x
x x x
x x x

( )
,
,

=
− + <
− + ≥





2

2

2 1 1
4 3 1

.

  ��   1α μελετήσετε ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα τις συναρτήσεις�

L�  f ( x � =  e x  –  x     LL�  f ( x �   x x , x  > 0.

  ��   1α βρείτε τις τιμές των α β, ∈ R για τις οποίες η συνάρτηση f ( x � =  α[3  � β[2  
± �x  � � παρουσιάȗει τοπικά ακρότατα στα σημεία x � =  ± � και x 2  =  �. ȃα κα-
θορίσετε το είδος των ακροτάτων.

  ��   ȃα αποδείȟετε ότι, από όλα τα οικόπεδα σχήματος ορθογωνίου με εμβαδό �00 
P2 , το τετράγωνο χρειάȗεται τη μικρότερη περίφραȟη.

  ��   Με συρματόπλεγμα μήκους �0 P θέλουμε να περιφράȟουμε οικόπεδο σχήματος 
ορθογωνίου. ȃα βρείτε τις διαστάσεις του οικοπέδου που έχει το μεγαλύτερο 
εμβαδόν.

  ��   Μία ώρα μετά τη λήψη [�PJU ενός αντιπυρετικού, η μείωση της θερμοκρασίας 

ενός ασθενούς δίνεται από τη συνάρτηση T x x x( ) = −2
3

4
, 0 � x  � �. ȃα βρείτε 

ποια πρέπει να είναι η δόση του αντιπυρετικού, ώστε ο ρυθμός μεταβολής της 
μείωσης της θερμοκρασίας ως προς x , να γίνει μέγιστος.

 
  ��   ǻίνεται τετράγωνο ǹǺīǻ του διπλανού σχήματος με 

πλευρά � FP. Αν το τετράγωνο ΕǽǾĬ έχει τις κορυφές 
του στις πλευρές του ǹǺīǻ, 

 L� να εκφράσετε την πλευρά Εǽ συναρτήσει του x .

LL�  να βρείτε το x  έτσι, ώστε το εμβαδόν E ( x � του ΕǽǾĬ 
να γίνει ελάχιστο.

���   Το κόστος της ημερήσιας παραγωγής x  μονάδων ενός βιομηχανικού προȧόντος 

είναι K x x x x( ) = − + +
1
3

20 600 10003 2  ευρώ, για 0 105≤ ≤x , ενώ η είσπραȟη 

από την πώληση των x  μονάδων είναι E ( x �   ��0x  ± �x 2  ευρώ. ȃα βρεθεί η ημε-

ρήσια παραγωγή του εργοστασίου, για την οποία το κέρδος γίνεται μέγιστο.
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Ǻǯ ȅȂǹǻǹȈ

��   ǻίνεται η συνάρτηση  f ( x �   �ημx  ± x  � �, x ∈[ , ]0 π

 L� ȃα μελετήσετε την  f  ως προς τη μονοτονία και ακρότατα.

LL� ȃα αποδείȟετε ότι η εȟίσωση x x= −
1
2

3
2

ημ  έχει ακριβώς μία ρίȗα στο (0, π) .

��     L�   ȃα μελετήσετε ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα τη συνάρτηση

f ( x �   OQx  � x  ± �

και να βρείτε τις ρίȗες και το πρόσημό της.

 LL�   ȃα μελετήσετε ως προς τη μονοτονία και τα ακρότατα τη συνάρτηση

ĳ( x �   �x OQ x  � x 2  ± �x  � �

LLL�   ȃα αποδείȟετε ότι οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων

g ( x �   x OQ x  και h x x x( ) = − + −
1
2

2 3
2

2

έχουν ένα μόνο κοινό σημείο στο οποίο έχουν και κοινή εφαπτομένη.

��   ȃα αποδείȟετε ότι για κάθε x  > 0 ισχύει

  L� α� e x  > � � x                       LL� α� x x> −1 1
2

2συν

β� e x xx > + +1 1
2

2      β� x x x> −
1
6

3ημ

LLL� α� (� � x ) Ȟ > � � Ȟ[, ν ∈ �  με ν ≥ 2

β� ( ) ( )1 1 1
2

2+ > + +
−x x xν ν

ν ν , ν ∈ � με ν ≥ 3 .

��   ȃα αποδείȟετε ότι, αν για μια συνάρτηση f , που είναι παραγωγίσιμη στο R , 
ισχύει

2 f 3 ( x � � � f ( x �   �x 3  � �x  � �,  

τότε η  I� δεν έχει ακρότατα.
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  ��   Ȉτο διπλανό σχήμα έχουμε τις γραφικές 

παραστάσεις δύο παραγωγίσιμων συ�
ναρτήσεων f , g  σ¶ ένα διάστημα >α, β@. 
Το σημείο ξ α β∈ ( , ) είναι το σημείο 
στο οποίο η κατακόρυφη απόσταση 
( ǹǺ� μεταȟύ των C f  και C g  παίρνει τη 
μεγαλύτερη τιμή. 
ȃα αποδείȟετε ότι οι εφαπτόμενες των 
C f   και C g  στα σημεία ǹ( ȟ, f ( ȟ�� και Ǻ( ȟ, 
g ( ȟ�� είναι παράλληλες.

  ��   ȃα αποδείȟετε ότι η συνάρτηση

f ( x � =  (x  ± α) 2 ( x  ± β) 2 ( [�± Ȗ) 2 , με α � β � Ȗ

έχει τρία τοπικά ελάχιστα και δύο τοπικά μέγιστα.

  ��   Με ένα σύρμα μήκους � P κατασκευάȗουμε ένα ισόπλευρο τρίγωνο πλευράς x  
P και ένα τετράγωνο πλευράς \�P.

 L�  ȃα βρείτε το άθροισμα των εμβαδών των δύο σχημάτων συναρτήσει της 
πλευράς x  του ισοπλεύρου τριγώνου.

LL� īια ποια τιμή του x  το εμβαδόν γίνεται ελάχιστο.

  ��   ǻίνεται η συνάρτηση f x x( )   και το σημείο A 9
2

0,





 .

 L�  ȃα βρείτε το σημείο Ȃ της C f  που απέχει από το σημείο ǹ τη μικρότερη 
απόσταση.

LL� ȃα αποδείȟετε ότι η εφαπτομένη της C f   στο Ȃ είναι κάθετη στην ǹȂ.

  ��   ǵπως γνωρίȗουμε, ο στίβος του κλασικού 
αθλητισμού αποτελείται από ένα ορθογώνιο 
και δύο ημικύκλια. Αν η περίμετρος του 
στίβου είναι �00 P, να βρείτε τις διαστά-
σεις του, ώστε το εμβαδόν του ορθογωνίου 
μέρους να γίνει μέγιστο. 

���   Ǿ ναύλωση μιας κρουαȗιέρας απαιτεί συμμετοχή τουλάχιστον �00 ατόμων. Αν 
δηλώνουν ακριβώς �00 άτομα, το αντίτιμο ανέρχεται σε �000 ευρώ το άτομο. 
īια κάθε επιπλέον άτομο το αντίτιμο ανά άτομο μειώνεται κατά � ευρώ. Ȇόσα 
άτομα πρέπει να δηλώσουν συμμετοχή, ώστε να έχουμε τα περισσότερα έσοδα�

22-0181-02_HR.indb   270 12/12/2013   10:52:07 πμ



�  ǻΙǹĭΟΡΙΚΟΣ ΛΟΓΙΣΜΟΣ ���

���   Έστω Ε το εμβαδόν του κυκλικού δακτυλίου του 
διπλανού σχήματος. Ȋποθέτουμε οτι τη χρονική 
στιγμή t    0 είναι r �   � FP και r 2  =  � FP και ότι για 
t  > 0 η ακτίνα r � αυȟάνεται με σταθερό ρυθμό 0,0� 
FP�V, ενώ η ακτίνα r 2  αυȟάνεται με σταθερό ρυθμό 
0,0� FP�V. ȃα βρείτε�

 L� πότε θα μηδενιστεί το εμβαδόν του κυκλικού δακτυλίου και

LL� πότε θα μεγιστοποιηθεί το εμβαδόν του κυκλικού δακτυλίου.

���   Ĭέλουμε να κατασκευάσουμε ένα κανάλι του 
οποίου η κάθετη διατομή ǹǺīǻ φαίνεται στο δι�
πλανό σχήμα.

 L�   ȃα αποδείȟετε ότι το εμβαδόν της διατομής 
ǹǺīǻ είναι ίσο με

E    �ημθ(� � συνθ� 

LL� īια ποια τιμή του θ το εμβαδόν της κάθετης διατομής μεγιστοποιείται�

���   Ένας κολυμβητής  Ȁ� βρίσκεται στη θάλασσα 
�00 IW(�� μακριά από το πλησιέστερο σημείο 
ǹ μιας ευθύγραμμης ακτής, ενώ το σπίτι του 
Ȉ βρίσκεται �00 IW μακρυά από το σημείο 
ǹ. Ȋποθέτουμε ότι ο κολυμβητής μπορεί να 
κολυμβήσει με ταχύτητα � IW�V και να τρέȟει 
στην ακτή με ταχύτητα � IW�V.

 L�   ȃα αποδείȟετε οτι για να διανύσει τη διαδρομή ȀȂȈ του διπλανού σχήματος 
χρειάȗεται χρόνο

Τ ( )x x x
=

+
+

−100
3

300
5

2 2
.

LL�   īια ποια τιμή του x  R κολυμβητής θα χρειαστεί το λιγότερο δυνατό χρόνο 
για να φθάσει στο σπίτι του�

 
���   Ένας εργολάβος επιθυμεί να χτίσει 

ένα σπίτι στο δρόμο που συνδέει 
δύο εργοστάσια E � και E 2  τα οποία 
βρίσκονται σε απόσταση �� NP και 
εκπέμπουν καπνό με παροχές ȇ� και 

(��� IW   �0,�� FP

m

m

km

m
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�P  αντιστοίχως. Αν η πυκνότητα του καπνού σε μια απόσταση d  από ένα 
τέτοιο εργοστάσιο είναι ανάλογη της παροχής καπνού του εργοστασίου και 
αντιστρόφως ανάλογη του τετραγώνου της απόστασης d , να βρείτε σε ποια 
απόσταση x  από το εργοστάσιο E � πρέπει ο εργολάβος να χτίσει το σπίτι 
για να έχει τη λιγότερη δυνατή ρύπανση. (Ȇαροχή καπνού μιας καπνοδόχου 
ενός εργοστασίου λέγεται η ποσότητα του καπνού που εκπέμπεται από την 
καπνοδόχο στη μονάδα του χρόνου�.

2 . 8  ΚΥΡΤΟΤΗΤǹ ± ΣΗΜΕΙǹ ΚǹΜȆΗΣ ΣΥȃǹΡΤΗΣΗΣ

ΚȠȓȜĮ � țȣȡĲȐ ıȣȞȐȡĲȘıȘȢ

x Έστω οι συναρτήσεις  f ( x �   x 2  και g x x( ) | |  (Ȉχ. ���.

ȅι πληροφορίες τις οποίες μας δίνει η πρώτη παράγωγος για τη συμπεριφορά κάθε 
μιας από τις δύο συναρτήσεις, όπως φαίνεται και στο σχήμα �� είναι ίδιες. ǻηλαδή οι 
συναρτήσεις,

Ѩ είναι γνησίως φθίνουσες στο ( , ]−∞ 0

Ѩ είναι γνησίως αύȟουσες στο [ , )0 + ∞

Ѩ παρουσιάȗουν τοπικό ελάχιστο για x    0, το οποίο είναι ίσο με 0.

ǵμως, οι συναρτήσεις αυτές έχουν διαφορετικές γραφικές παραστάσεις. ǻηλαδή, 
³ανέρχονται´ και ³κατέρχονται´ με διαφορετικό τρόπο σε κάθε ένα από τα διαστήματα 
( , ]−∞ 0  και [ , )0 + ∞ . Επομένως, οι πληροφορίες που μας δίνει το πρόσημο της πρώτης 
παραγώγου δεν είναι ικανές για τη χάραȟη της γραφικής παράστασης μιας συνάρτησης.

Ας θεωρήσουμε τώρα τις γραφικές παραστάσεις των παρακάτω συναρτήσεων στο 
διάστημα [ , )0 + ∞ .
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 Ȇαρατηρούμε ότι καθώς το x  αυȟάνεται�

Ѩ η κλίση  f ƍ ( x � της C f  αυȟάνεται, δηλαδή η f ƍ είναι γνησίως αύȟουσα στο ( , )0 + ∞ , ενώ

Ѩ η κλίση της g ƍ( x � της C g  ελαττώνεται, δηλαδή η g ƍ είναι γνησίως φθίνουσα στο 
( , )0 + ∞ .

Ȉτην πρώτη περίπτωση λέμε ότι η συνάρτηση f  στρέφει τα κοίλα προς τα άνω στο 
( , )0 + ∞ , ενώ στη δεύτερη περίπτωση λέμε ότι η g  στρέφει τα κοίλα προς τα κάτω στο 
( , )0 + ∞ . īενικότερα, δίνουμε τον παρακάτω ορισμό�

ȅȇǿȈȂȅȈ

Έστω μία συνάρτηση  f  ı ȣ Ȟ İ Ȥ Ȓ Ȣ  σ¶ ένα διάστημα ǻ και πα ρα ȖȦ Ȗ ȓ ı Ț ȝ Ș  στο 
İ ıȦ Ĳ İ ρ Ț ț ȩ  του ǻ. Ĭα λέμε ότι�

Ɣ Ǿ συνάρτηση  f   στρέφει τα κοίλα προȢ τα ȐνȦ ή είναι κυρτȒ στο ǻ, αν η  f ƍ είναι 
γνησίως αύȟουσα στο İ ıȦ Ĳ İ ρ Ț ț ȩ  του ǻ.

Ɣ Ǿ συνάρτηση  f   στρέφει τα κοίλα προȢ τα κȐτȦ ή είναι κοίλȘ στο ǻ, αν η  f ƍ εί-
ναι γνησίως φθίνουσα στο İ ıȦ Ĳ İ ρ Ț ț ȩ  του ǻ.

Εποπτικά, μία συνάρτηση  f   είναι κυρτή (αντιστοίχως κοίλη� σε ένα διάστημα ǻ, όταν 
ένα κινητό, που κινείται πάνω στη C I�, για να διαγράψει το τόȟο που αντιστοιχεί στο διά-
στημα ǻ πρέπει να στραφεί κατά τη θετική (αντιστοίχως αρνητική� φορά. (Ȉχ. �0�

f
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īια να δηλώσουμε στον πίνακα μεταβολών ότι μια συνάρτηση  f   είναι κυρτή (αντιστοίχως 
κοίλη� σε ένα διάστημα ǻ, χρησιμοποιούμε το συμβολισμό (αντιστοίχως ) .

Ȉȋȅȁǿȅ
Αποδεικνύεται ότι, αν μια συνάρτηση  f   είναι κυρτή (αντιστοίχως κοίλη� σ¶ ένα διάστημα 
ǻ, τότε η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της  I� σε κάθε σημείο του ǻ βρίσκεται 
³κάτω´ (αντιστοίχως ³πάνω´� από τη γραφική της παράσταση (Ȉχ. ���, με εȟαίρεση το 
σημείο επαφής τους.

x Ǿ μελέτη μιας συνάρτησης ως προς τα κοίλα και κυρτά διευκολύνεται με τη βοήθεια 
του επόμενου θεωρήματος, που είναι άμεση συνέπεια του προηγούμενου ορισμού και 
του θεωρήματος μονοτονίας.

ĬǼȍȇǾȂǹ

Έστω μια συνάρτηση  f   ı ȣ Ȟ İ Ȥ Ȓ Ȣ  σ¶ ένα διάστημα ǻ και δυο φορές παραγωγίσιμη 
στο İ ıȦ Ĳ İ ρ Ț ț ȩ  του ǻ.

Ɣ Αν I�Ǝ(x � > 0 για κάθε İ ıȦ Ĳ İ ρ Ț ț ȩ  σημείο x  του ǻ, τότε η  f   είναι κυρτή στο ǻ.

Ɣ Αν I�Ǝ(x � � 0 για κάθε İ ıȦ Ĳ İ ρ Ț ț ȩ  σημείο x  του ǻ, τότε η  f   είναι κοίλη στο ǻ.

 
īια παράδειγμα, η συνάρτηση  f ( x �   x 3  (Ȉχ. ���,

— είναι κοίλη στο ( , ]−∞ 0 , αφού  f Ǝ ( x �   � x  � 0, για 
x ∈ −∞( , )0  και η  f   είναι συνεχής στο ( , ]−∞ 0  ενώ,

— είναι κυρτή στο [ , )0 + ∞ , αφού  f Ǝ ( x �   �x  > 0, για 
x ∈ + ∞( , )0  και η  f   είναι συνεχής στο [ , )0 + ∞ .

Ȉȋȅȁǿȅ
Το αντίστροφο του θεωρήματος δεν ισχύει. īια παρά�
δειγμα, έστω η συνάρτηση  f ( x �   x � (Ȉχ. ���. Επειδή 
η  f ƍ (x �   � x 3  είναι γνησίως αύȟουσα στο R, η  f ( x �   x � 
είναι κυρτή στο R. Εντούτοις, η  f Ǝ ( x � δεν είναι θετική 
στο R, αφού  f Ǝ (0�   0.

ΣȘȝİȓĮ țĮȝʌȒȢ
Ȉτη γραφική παράσταση της συνάρτησης  f ( x �   x 3  
(Ȉχ. ��� παρατηρούμε ότι,

(α�   στο σημείο ȅ(0, 0� η γραφική παράσταση της 
f   έχει εφαπτομένη και

(β�    εκατέρωθεν του x 0  =  0, η κυρτότητα της καμπύλης αλλάȗει.
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Ȉτην περίπτωση αυτή λέμε ότι η γραφική παράσταση της  I� ³κάμπτεται´ στο σημείο ȅ(0, 
0�. Το σημείο ȅ λέγεται σȘμείο καμπȒȢ τȘȢ C f  . īενικά δίνουμε τον παρακάτω ορισμό.

ȅȇǿȈȂȅȈ

Έστω μια συνάρτηση  I�παραγωγίσιμη σ¶ ένα διάστημα (α, β�, με εȟαίρεση ίσως ένα 
σημείο του x 0 . Αν

 Ɣ η  f   είναι κυρτή στο (α, x 0 � και κοίλη στο (x 0 , β�, ή αντιστρόφως, και
 Ɣ η C I� έχει εφαπτομένη στο σημείο ǹ( x 0 , f ( x 0 ��,

τότε το σημείο ǹ( x 0 , f ( x 0 �� ονομάȗεται σȘμείο καμπȒȢ της γραφικής παράστασης 
της  f .

ǵταν το ǹ( x 0 , f ( x 0 �� είναι σημείο καμπής της C I�, τότε λέμε ότι η  f �παρουσιȐȗει στο x 0  
καμπȒ και το x 0  λέγεται șȑσȘ σȘμείου καμπȒȢ. Ȉτα σημεία καμπής η εφαπτομένη της C f  
³διαπερνά´ την καμπύλη. Αποδεικνύεται, επιπλέον, ότι�

ĬǼȍȇǾȂǹ

Αν το ǹ( x 0 , f ( x 0 �� είναι σημείο καμπής της γραφικής παράστασης της  f   και η  f   είναι 
δυο φορές παραγωγίσιμη, τότε  f Ǝ ( x 0 � =  0.

Ȉύμφωνα με το παραπάνω θεώρημα, τα εσωτερικά 
σημεία ενός διαστήματος ǻ στα οποία η f Ǝ είναι 
διαφορετική από το μηδέν δεν είναι θέσεις σημείων 
καμπής. Επομένως,  Ƞ Ț �π Ț θ α Ȟ ȑ Ȣ �θ ȑ ı İ Ț Ȣ �ı Ș ȝ İ ȓȦ Ȟ�
ț α ȝ π Ȓ Ȣ �μιας συνάρτησης  f   σ¶ ένα διάστημα ǻ είναι� 
 L�   τα εσȦτερικȐ σȘμεία του ǻ στα οποία Ș  f Ǝ μȘ�

δενίȗεται� και
LL�   τα εσȦτερικȐ σȘμεία του ǻ στα οποία δεν υπȐ�

ρȤει Ș  f  Ǝ (Ȉχ. ���.

īια παράδειγμα, έστω η συνάρτηση

f x
x x
x x

( )
,

( ) ,
=

<
− ≥





3

4

1
2 1

   (Ȉχ. ��� 

Ǿ  f   είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο R �{ }1  με

′′ =
<

− >




f x
x x
x x

( )
,

( ) ,
6 1
12 2 12 .
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Έτσι έχουμε τον παρακάτω πίνακα�

x −∞                0                       �                       �                +∞

I�ƍƍ(x )            ±         0           �            �         0           �
I�( x ) κοίλη κυρτή κυρτή κυρτή

Επειδή η  f Ǝ  μηδενίȗεται στα σημεία 0 και �, ενώ δεν υπάρχει στο �, οι πιθανές θέσεις 
των σημείων καμπής είναι τα σημεία 0, � και �. ǵμως, όπως φαίνεται στον παραπάνω 
πίνακα και στο σχήμα, τα σημεία � και � δεν είναι θέσεις σημείων καμπής, αφού σ¶ 
αυτά η f   δεν αλλάȗει κυρτότητα, ενώ το σημείο 0 είναι θέση σημείου καμπής, αφού στο 
ȅ(0, f ( 0�� υπάρχει εφαπτομένη της C f  και η  f  στο 0 αλλάȗει κυρτότητα. Ȇαρατηρούμε 
λοιπόν ότι από τις πιθανές θέσεις σημείων καμπής, θέση σημείου καμπής είναι μόνο το 
0, εκατέρωθεν του οποίου η  f Ǝ  αλλάȗει πρόσημο. īενικά�

Έστω μια συνάρτηση  I��Rρισμένη σ¶ ένα διάστημα (α, β� και x 0 ∈ ( , )α β( ,α β( , . Αν

 Ɣ η I�Ǝ αλλάȗει πρόσημο εκατέρωθεν του x 0  και

 Ɣ ορίȗεται εφαπτομένη της C f   στο ǹ( x 0 , f ( x 0 ��,
τότε το ǹ( x 0 , f ( x 0 �� είναι σημείο καμπής.

ΕĭǹΡΜΟΓ+
1α προσδιορισșούν τα διαστȒματα στα οποία Ș συνȐρτȘσȘ

f ( x� = x4  ± �x2 + ��

είναι κυρτȒ Ȓ κοίλȘ και να βρεșούν τα σȘμεία καμπȒȢ τȘȢ γραĳικȒȢ τȘȢ παρȐστασȘȢ�

ΛΥΣΗ

L�  Ǿ  f  είναι δύο φορές παραγωγίσιμη στο R, με  I�Ǝ( x � =  ��(x  ± ��(x  � ��. Το πρόσημο της 
I�Ǝ φαίνεται στον ακόλουθο πίνακα�

Επομένως, η  f   είναι κυρτή σε καθένα από τα διαστήματα ( , ]−∞ −1  και [ , )1 +∞  και κοίλη 
στο διάστημα >±�,�@.

x −∞ 1

Σ.Κ Σ.Κ

1 +∞
f ΄́ (x) + 0 −

−
0 +

 0  0 f (x)
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Επειδή η  f Ǝ  μηδενίȗεται στα σημεία ±�, � και εκατέρωθεν αλλάȗει πρόσημο, τα σημεία 
ǹ(±�,0� και Ǻ(�,0� είναι σημεία καμπής της C I�. Τα συμπεράσματα αυτά καταχωρούνται 
στην τελευταία γραμμή του παραπάνω πίνακα.

ǹΣΚΗΣΕΙΣ

ǹǯ ȅȂǹǻǹȈ

��   ȃα βρείτε τα διαστήματα στα οποία οι παρακάτω συναρτήσεις είναι κυρτές ή 
κοίλες και να προσδιορίσετε (αν υπάρχουν� τα σημεία καμπής των γραφικών 
τους παραστάσεων

L�  f ( x �   �x � ± �x � � �   LL� g x x
x

( ) =
−3 22

3 .

��   ȅμοίως για τις συναρτήσεις�

  L�  f ( x �   x e �±x     LL� g ( x �   x 2 (�OQx  ± �� 

LLL� h x
x x
x x x

( )
,
,

=
− + <
− + + ≥





3 1 0
3 1 0

2

3 2
.

��   ȅμοίως για τις συναρτήσεις�

  L� f x e x( ) = − 2

     LL� g x x x( ) , ,= ∈ −







π π
2 2

εφ  

LLL� h x x x( ) | |     LY� ϕ( ) | |x x=

 Y� ψ ( )
,

,
x

x x

x x
=

− − <

≥







0

0
.

��   Ȉτο παρακάτω σχήμα δίνεται η γραφική παράσταση της παραγώγου μίας συνάρ-
τησης  f   στο διάστημα >±�,�0@.
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ȃα προσδιορίσετε τα διαστήματα στα οποία η  f   είναι γνησίως αύȟουσα, γνη-
σίως φθίνουσα, κυρτή, κοίλη και τις θέσεις τοπικών ακροτάτων και σημείων 
καμπής.

 
��   Ȉτο διπλανό σχήμα δίνεται η γραφική 

παράσταση C  της συνάρτησης θέσεως x  
  S ( t � ενός κινητού που κινείται πάνω σε 
έναν άȟονα. Αν η C  παρουσιάȗει καμπή 
τις χρονικές στιγμές t � και t 3 , να βρείτε� 

 L�   Ȇότε το κινητό κινείται κατά τη θετι-
κή φορά και πότε κατά την αρνητική φορά.

LL� Ȇότε η ταχύτητα του κινητού αυȟάνεται και πότε μειώνεται.

Ǻǯ ȅȂǹǻǹȈ
��   ȃα βρείτε τα σημεία καμπής της γραφικής παράστασης της συνάρτησης�

f x x
x

( ) =
+2 1

 

και να αποδείȟετε ότι δύο από αυτά είναι συμμετρικά ως προς το τρίτο.

��   ȃα αποδείȟετε ότι η γραφική παράσταση της συνάρτησης�

f ( x �   �e x ±α ± x 2

έχει για κάθε τιμή του α ∈ R, ακριβώς ένα σημείο καμπής που βρίσκεται στην 
παραβολή y  =  ± x 2  � �.

��   ȃα αποδείȟετε ότι για κάθε α ∈ −( , )2 2  η συνάρτηση  f ( x � =  x � ± �α[3  � �x 2  � �x  
� � είναι κυρτή σε όλο το R .

��   ǻίνεται η συνάρτηση f ( x � =  x 3  ± �x 2  � �.

 L�   ȃα αποδείȟετε ότι η  f   παρουσιάȗει ένα τοπικό μέγιστο, ένα τοπικό ελάχιστο 
και ένα σημείο καμπής.

LL�   Αν x �, x 2  είναι οι θέσεις των τοπικών ακροτάτων και x 3  η θέση του σημείου 
καμπής, να αποδείȟετε ότι τα σημεία ǹ( x �, f ( x ���, Ǻ( x 2 , f ( x 2 �� και ī( x 3 , f ( x 3 �� 
είναι συνευθειακά.
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��   Έστω f  μια συνάρτηση, δυο φορές παραγωγίσιμη στο (±�,��, για την οποία 
ισχύει

I�2 ( x � ± � f ( x � � x 2  ± �   0.

ȃα αποδείȟετε ότι η  f   δεν έχει σημεία καμπής.

2 . 9  ǹΣΥΜȆΤΩΤΕΣ � ΚǹȃΟȃΕΣ '( /¶ +263,7$/

$ıȪȝʌĲȦĲİȢ
Ɣ Έστω η συνάρτηση f x

x
( )  1  (Ȉχ. ���.

ǵπως είδαμε�

lim ( ) lim
x x

f x
x→ →+ +

= = +∞
0 0

1 .

Αυτό σημαίνει ότι, καθώς το x  τείνει στο 0 από θετικές 
τιμές, η γραφική παράσταση της  f  τείνει να συμπέσει με 
την ευθεία x  =  0. Ȉτην περίπτωση αυτή λέμε ότι η ευθεία 
x  =  0 είναι κατακόρυĳȘ ασύμπτȦτȘ της C I�. īενικά�

ȅȇǿȈȂȅȈ

Αν ένα τουλάχιστον από τα όρια lim ( )
x x

f xm (f xm (
→x x→x x+
m (

+
m (

0

, lim ( )
x x

f xm (f xm (
→x x→x x−

0

 είναι +∞ ή −∞ , τότε η ευθεία 

x = x0  λέγεται κατακόρυĳȘ ασύμπτȦτȘ της γραφικής παράστασης της  f .

x īια την ίδια συνάρτηση παρατηρούμε ότι�

lim ( ) lim
x x

f x
x→+∞ →+∞

= =
1 0 .

Αυτό σημαίνει ότι, καθώς το x  τείνει στο +∞, η γραφική παράσταση της  f  τείνει να 
συμπέσει με την ευθεία y    0. Ȉτην περίπτωση αυτή λέμε ότι η ευθεία y    0 είναι οριȗόντια 
ασύμπτȦτȘ της C f  στο +∞ .

Επίσης παρατηρούμε ότι

lim ( ) lim
x x

f x
x→−∞ →−∞

= =
1 0 .

Αυτό σημαίνει ότι, καθώς το x  τείνει στο −∞, η γραφική παράσταση της f  τείνει να 
συμπέσει με την ευθεία y  =  0. Ȉτην περίπτωση αυτή λέμε ότι η ευθεία y    0 είναι οριȗόντια 
ασύμπτȦτȘ της C f  στο −∞ . īενικά�
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ȅȇǿȈȂȅȈ

Αν lim ( )
x

f xm (f xm (
→+∞

= A  (αντιστοίχως lim ( ) )
x

f xm (f xm (
→−∞

) )=) )) )A) ) , τότε η ευθεία y  =  A λέγεται οριȗόντια 
ασύμπτȦτȘ της γραφικής παράστασης της  f   στο +∞ (αντιστοίχως στο −∞ ) .

x Έστω η συνάρτηση 

f x x
x

( ) = − +1 1

και η ευθεία 

g ( x �   x  ± �       (Ȉχ. ���.

Επειδή lim [ ( ) ( )] lim
x x

f x g x
x→+∞ →+∞

− = =
1 0, καθώς το 

x  τείνει στο +∞, οι τιμές της f  προσεγγίȗουν τις 
τιμές της g . ǻηλαδή, η γραφική παράσταση της f  
προσεγγίȗει την ευθεία \   x  ± �. Ȉτην περίπτωση 
αυτή λέμε ότι η ευθεία \   x  ± � είναι ασύμπτȦτȘ �πλȐγια� της C f  στο +∞. īενικά�

ȅȇǿȈȂȅȈ

Ǿ ευθεία y    Ȝ[ � β λέγεται ασύμπτȦτȘ της γραφικής παράστασης της  f  στο +∞, 
αντιστοίχως στο −∞ , αν

lim [ ( ) ( )]
x

f x( )f x( )
→+∞

− +( )− +( ) =λ β( )λ β( )( )x( )λ β( )x( )( )− +( )λ β( )− +( )( )x( )− +( )x( )λ β( )x( )− +( )x( ) 0 , 

αντιστοίχως

lim [ ( ) ( )]
x

f x( )f x( )
→−∞

− +( )− +( ) =λ β( )λ β( )( )x( )λ β( )x( )( )− +( )λ β( )− +( )( )x( )− +( )x( )λ β( )x( )− +( )x( ) 0 .

Ǿ ασύμπτωτη y  =  Ȝ[ � β είναι οριȗόντια αν Ȝ   0, ενώ αν λ ≠ 0  λέγεται πλȐγια ασύμπτωτη.
īια τον προσδιορισμό των ασυμπτώτων μιας συνάρτησης ισχύει το παρακάτω θεώρημα, 
του οποίου η απόδειȟη παραλείπεται.

ĬǼȍȇǾȂǹ

Ǿ ευθεία y    Ȝ[ � β είναι ασύμπτωτη της γραφικής παράστασης της f  στο +∞, αντι-
στοίχως στο −∞, αν και μόνο αν

lim ( )
x

f x( )f x( )
x→+∞

= ∈λ= ∈λ= ∈ R και lim [ ( )
x

f x( )f x( )
→+∞

− = ∈λ β]λ β]xλ βx− =λ β− =]− =]λ β]− =]x− =xλ βx− =x  R,

αντιστοίχως

lim ( )
x

f x( )f x( )
x→−∞

= ∈λ= ∈λ= ∈R και lim [ ( )
x

f x( )f x( )
→−∞

− = ∈λ β]λ β]xλ βx− =λ β− =]− =]λ β]− =]x− =xλ βx− =x  R .
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Ȉȋȅȁǿǹ
��   Αποδεικνύεται ότι�

—   ȅι πολυωνυμικές συναρτήσεις βαθμού μεγαλύτερου ή ίσου του � δεν έχουν 
ασύμπτωτες.

—   ȅι ρητές συναρτήσεις P x
Q x

( )
( )

, με βαθμό του αριθμητή P ( x � μεγαλύτερο τουλάχιστον 

κατά δύο του βαθμού του παρονομαστή, δεν έχουν πλάγιες ασύμπτωτες.

��   Ȉύμφωνα με τους παραπάνω ορισμούς, ασύμπτωτες της γραφικής παράστασης μιας 
συνάρτησης  f   αναȗητούμε�

—   Ȉτα άκρα των διαστημάτων του πεδίου ορισμού της στα οποία η  f   δεν ορίȗεται.

—   Ȉτα σημεία του πεδίου ορισμού της, στα οποία η  I� δεν είναι συνεχής.

—   Ȉτο +∞, −∞, εφόσον η συνάρτηση είναι ορισμένη σε διάστημα της μορφής ( , )α +∞
αντιστοίχως (−∞,α) .

ΕĭǹΡΜΟΓ+

1α βρεșούν οι ασύμπτȦτεȢ τȘȢ γραĳικȒȢ παρȐστασȘȢ τȘȢ συνȐρτȘσȘȢ

f x x x( ) 1
= + .

ΛΥΣΗ

Επειδή η f  έχει πεδίο ορισμού το *R  και είναι συνεχής σ¶ αυτό, θα αναȗητήσουμε 
κατακόρυφη ασύμπτωτη στο 0 και πλάγιες στο −∞ και +∞.

Είναι

lim ( )
x

f x
→ +

= +∞
0

 και lim ( )
x

f x
→ −

= −∞
0

,

Άρα, η ευθεία x  =  0 είναι κατακόρυφη ασύμπτωτη της γραφικής παράστασης της  f . 
Εȟετάȗουμε, τώρα, αν υπάρχει στο +∞ ασύμπτωτη της μορφής y  =  Ȝ[ � β. Έχουμε�

lim ( ) lim
x x

f x
x

x
x→+∞ →+∞

=
+

=
2

2

1 1, οπότε Ȝ   � και

lim ( ( ) ) lim lim
x x x

f x x x
x

x
x→+∞ →+∞ →+∞

− =
+

−








 = =λ

2 1 1 0, οπότε β   0.
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Επομένως, η ευθεία y  =  x  είναι πλάγια ασύμπτωτη της γραφικής παράστασης της  f  στο 
+∞.
Ανάλογα βρίσκουμε ότι η ευθεία y  =  x  είναι πλάγια ασύμπτωτη της γραφικής παράστασης 
της  f   και στο −∞ .

ΚĮȞȩȞİȢ GH /¶ +RVSLWDO

Έστω η συνάρτηση f x e
x

x

( ) =
−1
3

. īια να εȟετάσουμε αν η ευθεία x  =  0 είναι κατακόρυφη 

ασύμπτωτη της C f  , χρειάȗεται να υπολογίσουμε το

lim .
x

xe
x→

−
0 3

1
                                                            

( 1)

Ȇαρατηρούμε ότι, αν εφαρμόσουμε τον κανόνα του ορίου πηλίκου, παρουσιάȗεται 

απροσδιοριστία της μορφής 
0
0

. ȅι μέθοδοι που εφαρμόσαμε στο κεφάλαιο του ορίου για 

την άρση της απροσδιοριστίας (απλοποίηση κτλ.� δεν εφαρμόȗονται στο πιο πάνω όριο.

īια τα όρια πηλίκου που οδηγούν σε απροσδιόριστες μορφές 
0
0

, ±±∞∞
±±∞∞

, ισχύουν τα επόμενα 

θεωρήματα (η απόδειȟή τους παραλείπεται�, που είναι γνωστά ως κανόνεȢ d e  l ’  H os p i t al .

ĬǼȍȇǾȂǹ �ο 0
0

 μορφή 
 

Αν lim ( )
x x

f x
→

=
0

0 , lim ( )
x x

g xm (g xm (
→x x→x x

=
0

0 , x0 ∈ ∪ + ∞{ ,−∞{ ,−∞ }R∈ ∪R∈ ∪  και υπάρχει το lim ( )
( )x x

f x( )f x( )
g x( )g x( )→x x→x x

′f x′f x
′0

 (πε-

περασμένο ή άπειρο�, τότε�

lim ( )
( )

lim ( )
( )x x x x

f x( )f x( )
g x( )g x( )

f x( )f x( )
g x( )g x( )→ →( )→ →( )x x→ →x x x x→ →x xg x→ →g x( )g x( )→ →( )g x( )

=
′f x′f x
′0 0( )0 0( ) x x0 0x xg x0 0g x( )g x( )0 0( )g x( )→ →0 0→ →( )→ →( )0 0( )→ →( ) x x→ →x x0 0x x→ →x xg x→ →g x0 0g x→ →g x( )g x( )→ →( )g x( )0 0( )g x( )→ →( )g x( )

.

Έτσι το παραπάνω όριο (�� υπολογίȗεται ως εȟής�
Έχουμε�

lim( )
x

xe
→

− =
0

1 0 , lim
x

x
→

=
0

3 0

και

lim ( )
( )

lim
x

x

x

xe
x

e
x→ →

− ′
′

= = +∞
0 3 0 2

1
3

Επομένως�

lim
x

xe
x→

−
= +∞

0 3

1 ,

που σημαίνει ότι η ευθεία x    0 είναι κατακόρυφη ασύμπτωτη της γραφικής παράστασης 
της  f .
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ĬǼȍȇǾȂǹ �ο ( μορĳȒ ++∞∞
++∞∞

)

Αν lim ( )
x x

f xm (f xm (
→x x→x x

= +∞
0

, lim ( )
x x

g xm (g xm (
→x x→x x

= +∞
0

, x0 ∈ ∪ + ∞{ ,−∞{ ,−∞ }R∈ ∪R∈ ∪  και υπάρχει το lim ( )
( )x x

f x( )f x( )
g x( )g x( )→x x→x x

′f x′f x
′0

  

(πεπερασμένο ή άπειρο�, τότε�

lim ( )
( )

lim ( )
( )x x x x

f x( )f x( )
g x( )g x( )

f x( )f x( )
g x( )g x( )→ →( )→ →( )→ →x x x x→ →x x x x( )x x x x( )→ →( )x x x x( )x x x xg xx x x x→ →x x x xg xx x x x( )x x x x( )g x( )x x x x( )→ →( )x x x x( )g x( )x x x x( )

=
′f x′f x
′0 0( )0 0( )x x x x0 0x x x xg x0 0g x( )g x( )0 0( )g x( )→ →0 0→ →( )→ →( )0 0( )→ →( )→ →0 0→ →x x x x→ →x x x x0 0x x x x→ →x x x x( )x x x x( )→ →( )x x x x( )0 0( )x x x x( )→ →( )x x x x( )g x→ →g x0 0g x→ →g x( )g x( )→ →( )g x( )0 0( )g x( )→ →( )g x( )x x x xg xx x x x→ →x x x xg xx x x x0 0x x x xg xx x x x→ →x x x xg xx x x x( )x x x x( )g x( )x x x x( )→ →( )x x x x( )g x( )x x x x( )0 0( )x x x x( )g x( )x x x x( )→ →( )x x x x( )g x( )x x x x( )

.

īια παράδειγμα, ο υπολογισμός του lim
x

xe
x→+∞

 γίνεται ως εȟής�

Έχουμε�

lim
x

xe
→+∞

= +∞ , lim
x

x
→+∞

= +∞

και

lim ( )
( )

lim
x

x

x

xe
x

e
→+∞ →+∞

′
′

= = +∞
1

.

Επομένως�

lim
x

xe
x→+∞

= +∞ .

Ȉȋȅȁǿǹ

��   Το θεώρημα � ισχύει και για τις μορφές +∞
−∞

, −∞
+∞

, −∞
−∞

.

��   Τα παραπάνω θεωρήματα ισχύουν και για πλευρικά όρια και μπορούμε, αν χρειάȗεται, 
να τα εφαρμόσουμε περισσότερες φορές, αρκεί να πληρούνται οι προȨποθέσεις τους.

ΕĭǹΡΜΟΓ(Σ

1.  ǻίνεται Ș συνȐρτȘσȘ f x x e
e

x

x( ) 2 4
1

= + −
+

� Να αποδειȤτεί ότι�

 L� Ǿ ευșεία y = x + � είναι ασύμπτȦτȘ τȘȢ C f   στο −∞

LL� Ǿ ευșεία y = x ± � είναι ασύμπτȦτȘ τȘȢ C f   στο +∞.

ǹȆΟǻΕΙȄΗ
L� Αρκεί να δείȟουμε ότι

lim [ ( ) ( )]
x

f x x
→−∞

− + =2 0 .
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   Ȇράγματι, έχουμε

lim [ ( ) ( )] lim
x x

x

xf x x e
e→−∞ →−∞

− + =
−

+
=

− ⋅
+

=2 4
1

4 0
0 1

0 .

LL� Αρκεί να δείȟουμε ότι 

lim [ ( ) ( )]
x

f x x
→+∞

− − =2 0 .

   Ȇράγματι, έχουμε

lim [ ( ) ( )] lim lim
x x

x

x x xf x x e
e e→+∞ →+∞ →+∞

− − = −
+









 =

+
=2 4 4

1
4
1

0 .

2. Να βρεșούν οι ασύμπτȦτεȢ τȘȢ γραĳικȒȢ παρȐστασȘȢ τȘȢ συνȐρτȘσȘȢ

f x x
ex( ) = .

ΛΥΣΗ
Επειδή η συνάρτηση  f  είναι συνεχής στο R η γραφική της παράσταση δεν έχει κατα�
κόρυφες ασύμπτωτες. Ĭα αναȗητήσουμε, επομένως, ασύμπτωτες στο −∞ και στο +∞ .

x īια να είναι η y    Ȝ[ � β ασύμπτωτη της C f   στο −∞, αρκεί τα όρια λ =
→−∞
lim ( )
x

f x
x

 και 

β λ= −
→−∞
lim [ ( ) ]
x

f x x  να είναι πραγματικοί αριθμοί. Επειδή lim ( ) lim
x x

xf x
x

e
→−∞ →−∞

−= = +∞, η 

C f   δεν έχει ασύμπτωτη στο −∞.

x īια να είναι η y    Ȝ[ � β ασύμπτωτη της C f  στο +∞, αρκεί τα όρια λ =
→+∞
lim ( )
x

f x
x

 και 
β λ= −

→−∞
lim [ ( ) ]
x

f x x  να είναι πραγματικοί αριθμοί. Έχουμε�

λ = = =
→+∞ →+∞
lim ( ) lim
x x x

f x
x e

1 0  και

β λ= − =
→+∞ →+∞
lim [ ( ) ] lim
x x xf x x x

e

=
′
′

+∞
+∞









→+∞
lim ( )

( )x x

x
e

     (Ȁανόνας 'H /¶ +RVSLWDO�

= =
→+∞
lim
x xe

1 0 .

Άρα, η ευθεία y    0, δηλαδή ο άȟονας [ƍ[, είναι ασύμπτωτη της C f   στο +∞ .
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ǹΣΚΗΣΕΙΣ

ǹǯ ȅȂǹǻǹȈ
��   ȃα βρείτε (αν υπάρχουν� τις κατακόρυφες ασύμπτωτες των γραφικών παραστά�

σεων των συναρτήσεων�

  L� f x
x

( ) =
−
1

2
   LL�   f ( x �   εφx , x ∈ −








π π
2 2

,

LLL� f x x x
x

( ) =
− +

−

2 3 2
1

   LY� f x
x x

x
x

( )
,

,
=

≤

>







0
1 0

.

��   ȃα βρείτε τις οριȗόντιες ασύμπτωτες των γραφικών παραστάσεων των συναρτήσεων�

L� f x x x
x

( ) =
+ +

+

2

2

1
1

   LL� f x x x( ) = + −2 1 .

��   ȃα βρείτε τις ασύμπτωτες των γραφικών παραστάσεων των συναρτήσεων�

 L� f x x x
x

( ) =
− −

−

2 2
1

  LL� f x x
x

( ) =
−

−

2 3
2

  LLL� f x x x( ) = +2 .

��   ȃα υπολογίσετε τα παρακάτω όρια�

L� lim
ln( )x

x
x→ +0 1
ημ    LL� lim

x

x
x→

−
0

2

4

1 συν    LLL� lim
x

x x
x→

−
−0 1
ημ
συν

.

%ǯ ȅȂǹǻǹȈ

��   ǻίνεται η συνάρτηση f x x x( )f x( )f x = += +x x= +x x2= +2= + 2 2x x2 2x x +2 2+  και οι ευθείες İ1� y    ± x  ± � και  
İ 2 � y    x  � �. ȃα αποδείȟετε ότι

 L�   + İ1 είναι ασύμπτωτη της C f   στο −∞ , ενώ η İ2  είναι ασύμπτωτη της C f   στο +∞.

LL�   īια κάθε x �R ισχύει x x2 22 22 22 22 21 02 21 02 2+ +x x+ +x x2 2+ +2 22 2+ +2 2x x2 2x x+ +x x2 2x x2 22 22 2+ +2 22 22 2> +2 2> +2 21 0≥1 0( )x( )x2 2( )2 21 0( )1 02 21 02 2( )2 21 02 2> +( )> +x> +x( )x> +x2 2> +2 2( )2 2> +2 2  και στη συνέχεια να αποδείȟετε 
ότι η C f   βρίσκεται πάνω από την İ1 κοντά στο −∞  και πάνω από την İ2  κοντά 
στο +∞ .
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��   ȃα βρείτε τις ασύμπτωτες της γραφικής παράστασης της  f   όταν�

L� f x x
x( )f x( )f x  
2

2
   LL� f x x

x
( )f x( )f x ln

 .

��   ȃα βρείτε τις τιμές των α βα β,α β ∈ R, ώστε η συνάρτηση

f
x x
e xx( )x( )x

,x x,x x
,e x,e x

=
+ ≤x x+ ≤x xx x,x x+ ≤x x,x x

>











αx xαx x+ ≤α+ ≤x x+ ≤x xαx x+ ≤x x
βe xβe x

0
0

ημημ

να είναι παραγωγίσιμη στο x 0    0.

��   ǻίνεται η συνάρτηση f x
x x

x
x

x
( )f x( )f x

lnx xlnx x ,

,
= −

− =















1

0 1x0 1x< ≠0 1< ≠x< ≠x0 1x< ≠x

1 1x1 1x,1 1,− =1 1− =x− =x1 1x− =x
.

ȃα αποδείȟετε ότι�

L� η  f   είναι συνεχής   LL� ′ = −f ( )( )1( ) 1
2

.

��   ǻίνονται οι συναρτήσεις

f x
x

x
( )x( )x

ln( )x x( )x x ,

,
=

( )− +( )x x( )x x− +x x( )x x
−

≠















2( )2( )( )2 2( )( )− +( )2 2( )− +( )x x( )x x− +x x( )x x2 2x x( )x x− +x x( )x x
1

1

0 1x0 1x,0 1, =0 1=

αν

αν0 1αν0 1
   και   g x

x x
x

x
x

( )g x( )g x
,x x,x x

ln ,
=

≤














2 1

1 1x1 1x x1 1xln1 1ln ,1 1,+ >1 1+ >+ >1 1+ >x+ >x1 1x+ >x,+ >,1 1,+ >,

ανx xανx x

αν1 1αν1 1+ >1 1+ >αν+ >1 1+ >
.

ȃα αποδείȟετε ότι�

 L� Ǿ  f  είναι συνεχής και παραγωγίσιμη στο x 0    �, ενώ

LL� Ǿ g  είναι συνεχής αλλά μη παραγωγίσιμη στο x 0    �.

��   ǻίνεται η συνάρτηση

f x x( )f x( )f x
,

( )x( )x ln , ( , ]
=











0 0x0 0x,0 0, =0 0=
1 0e x1 0e x( )1 0( )e x( )e x1 0e x( )e xx( )x1 0x( )x ln1 0ln , (1 0, (x, (x1 0x, (x− ∈1 0− ∈e x− ∈e x1 0e x− ∈e x− ∈1 0− ∈e x− ∈e x1 0e x− ∈e x( )− ∈( )1 0( )− ∈( )e x( )e x− ∈e x( )e x1 0e x( )e x− ∈e x( )e xx( )x− ∈x( )x1 0x( )x− ∈x( )x ln− ∈ln1 0ln− ∈lne xlne x− ∈e xlne x1 0e xlne x− ∈e xlne x , (− ∈, (1 0, (− ∈, (x, (x− ∈x, (x1 0x, (x− ∈x, (x( )−( )1 0( )−( ) , ]1, ]

.

  
  L� ȃα υπολογίσετε τα όρια

lim
x

xe
x→

−−
0

1        και      lim ln
x

x x
o0

 LL� ȃα αποδείȟετε ότι η   f   είναι συνεχής στο 0.

LLL� ȃα βρείτε την εȟίσωση της εφαπτομένης της C f   στο σημείο ȅ(0,0�.
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2 . 1 0  ΜΕΛΕΤΗ ΚǹΙ ȋǹΡǹȄΗ ΤΗΣ ΓΡǹĭΙΚΗΣ
 ȆǹΡǹΣΤǹΣΗΣ ΜΙǹΣ ΣΥȃǹΡΤΗΣΗΣ

Ȉτην παράγραφο αυτή θα δούμε πώς, με τη βοήθεια των πληροφοριών που αποκτήσαμε μέχρι 
τώρα, μπορούμε να χαράȟουμε τη γραφική παράσταση μιας συνάρτησης με ικανοποιητική 
ακρίβεια. Ǿ πορεία την οποία ακολουθούμε λέγεται μελȑτȘ τȘȢ συνȐρτȘσȘȢ και περιλαμβάνει 
τα παρακάτω βήματα�

�ο Ǻρίσκουμε το πεδίο ορισμού της  f .

�R Εȟετάȗουμε τη συνέχεια της  f  στο πεδίο ορισμού της.

�ο Ǻρίσκουμε τις παραγώγους  f ƍ  και  f Ǝ  και κατασκευάȗουμε τους πίνακες των προσήμων 
τους. Με τη βοήθεια του προσήμου της  f ƍ  προσδιορίȗουμε τα διαστήματα μονοτονίας 
και τα τοπικά ακρότατα της  I�, ενώ με τη βοήθεια του προσήμου της  f Ǝ  καθορίȗουμε τα 
διαστήματα στα οποία η  f  είναι κυρτή ή κοίλη και βρίσκουμε τα σημεία καμπής.

�ο Μελετούμε τη ³συμπεριφορά´ της συνάρτησης στα άκρα των διαστημάτων του πεδίου 
ορισμού της (οριακές τιμές, ασύμπτωτες, κτλ.�

�ο Ȉυγκεντρώνουμε τα παραπάνω συμπεράσματα σ¶ ένα συνοπτικό πίνακα που λέγεται και 
πίνακαȢ μεταβολȫν τȘȢ  f   και με τη βοήθειά του χαράσσουμε τη γραφική παράσταση της  
f .  īια καλύτερη σχεδίαση της C f   κατασκευάȗουμε έναν πίνακα τιμών της  f .

Ȉȋȅȁǿȅ
�� ǵπως είναι γνωστό, αν μια συνάρτηση  f   με πεδίο ορισμού το ǹ είναι Ȑρ Ĳ Ț α , τότε η C f  
έχει άȟονα συμμετρίας τον άȟονα \ƍ\, ενώ αν είναι π İ ρ Ț Ĳ Ĳ Ȓ , η C f   έχει κέντρο συμμετρίας 
την αρχή των αȟόνων ȅ. Επομένως, για τη μελέτη μιας τέτοιας συνάρτησης μπορούμε να 
περιοριστούμε στα x A� , με x t 0 .

2)  Αν μια συνάρτηση  f   είναι π İ ρ Ț Ƞ į Ț ț Ȓ  με περίοδο ȉ, τότε περιορίȗουμε τη μελέτη της 
C f   σ¶ ένα διάστημα πλάτους ȉ.

ΕĭǹΡΜΟΓ(Σ

�� Να μελετȘșεί και να παρασταșεί γραĳικȐ Ș συνȐρτȘσȘ

f ( x� = x 4  ± �x3 + ��.
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ΛΥΣΗ
�� +  f   έχει πεδίο ορισμού το R .

2. Ǿ  f   είναι συνεχής στο R ως πολυωνυμική.

3. Έχουμε

f ƍ (x � =  �x 3  ± ��x 2  =  �x 2 ( x  ± ��.

ȅι ρίȗες της  f ƍ  είναι οι x  =  �, x  =  0 (διπλή� και το 
πρόσημό της δίνονται στο διπλανό πίνακα, από τον 
οποίο προσδιορίȗουμε τα διαστήματα μονοτονίας 
και τα τοπικά ακρότατα.

Έχουμε επίσης 

f Ǝ ( x � =  ��x 2  ± ��x  =  ��x ( x  ± ��.

ȅι ρίȗες της  f Ǝ  είναι οι x  =  0, x  =  � και το πρόσημό 
της δίνονται στο διπλανό πίνακα, από τον οποίο 
προσδιορίȗουμε τα διαστήματα στα οποία η  f  είναι 
κυρτή ή κοίλη και βρίσκουμε τα σημεία καμπής.

4 )  Ǿ συνάρτηση  f   δεν έχει ασύμπτωτες στο +∞  και  −∞, αφού είναι πολυωνυμική τέταρτου 
βαθμού. Είναι όμως�

lim ( ) lim
x x

x x x
→+∞ →+∞

− + = = +∞4 3 44 11

και

lim ( ) lim
x x

x x x
→−∞ →−∞

− + = = +∞4 3 44 11 .

 
5 )  Ȉχηματίȗουμε τον πίνακα μεταβολών της  f   και χαράσσουμε τη γραφική παράσταση 
της  f . 
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2. Να μελετȘșεί και να παρασταșεί γραĳικȐ Ș συνȐρτȘσȘ

f x x x
x

( ) 4
1

2

=
− +
−

.

ΛΥΣΗ

�� +  f   έχει πεδίο ορισμού το R �{ }1 .

2. Ǿ  f   είναι συνεχής ως ρητή.

�� Έχουμε

′ =
− +

−










′
=

− − − + −
−

=
− −

−
f x x x

x
x x x x

x
x x

x
( ) ( )( )

( ) (

2 2

2

24
1

2 1 1 4
1

2 3
11 2)

.

ȅι ρίȗες της  f ƍ  είναι ±�, � και το πρόσημό της 
δίνονται στο διπλανό πίνακα, από τον οποίο 
προσδιορίȗουμε τα διαστήματα μονοτονίας 
και τα ακρότατα.

Έχουμε επίσης

′′ =
− − − − − −

−
=

−
f x x x x x x

x x
( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )
2 2 1 2 1 2 3

1
8
1

2 2

4 3
.

Ǿ  f Ǝ  δεν έχει ρίȗες και το πρόσημό της δίνεται στο 
διπλανό πίνακα, από τον οποίο προσδιορίȗουμε τα 
διαστήματα στα οποία η  f   είναι κυρτή ή κοίλη. 

4 )  Επειδή lim ( )
x

f x
→ +

= +∞
1

, lim ( )
x

f x
→ −

= −∞
1

, η ευθεία x    � είναι κατακόρυφη ασύμπτωτη 
της C I�.

Εȟετάȗουμε τώρα αν υπάρχει στο +∞ ασύμπτωτη της μορφής y    Ȝ[ � β. Έχουμε�

lim ( ) lim
x x

f x
x

x x
x x→+∞ →+∞

=
− +

−
=

2

2

4 1, οπότε Ȝ =  �

και

lim ( ( ) ) lim lim
x x x

f x x x x
x

x
x→+∞ →+∞ →+∞

− =
− +

−
−









 =

−
=λ

2 4
1

4
1

0, οπότε β   0.

Επομένως, η ευθεία y    x  είναι ασύμπτωτη της C f   στο +∞ .

Ανάλογα βρίσκουμε ότι η ευθεία y    x  είναι ασύμπτωτη της C f  και στο −∞ .
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Επίσης έχουμε�

lim ( ) lim
x x

f x x x
x→−∞ →−∞

=
− +

−
= −∞

2 4
1

 και lim ( ) lim
x x

f x x x
x→+∞ →+∞

=
− +

−
= +∞

2 4
1

.

5 )  Ȉχηματίȗουμε τον πίνακα μεταβολών της  f   και χαράσσουμε τη γραφική της παράσταση.

ǹΣΚΗΣΕΙΣ

ǹǯ ȅȂǹǻǹȈ
��   ȃα μελετήσετε και να παραστήσετε γραφικά τις συναρτήσεις�

L�  f ( x �   x 3  ± �x 2  ± �x  ���  LL� f x x
x

( ) =
+
−

1
1

   LLL�  f ( x � =  x � ± �x 2 .

��  ȅμοίως τις συναρτήσεις�

L� f x x
x

( ) = +
1    LL� f x x x

x
( ) =

− −
−

2 2
1

.

��   ȃα μελετήσετε και να παραστήσετε γραφικά τη συνάρτηση  f ( x �   x  � ημ x  στο 
διάστημα >±π, π] .
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ΓΕȃΙΚΕΣ ǹΣΚΗΣΕΙΣ

īǯ ȅȂǹǻǹȈ

��    L�   ȃα αποδείȟετε ότι οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων f x
x

( )  1
 και 

g ( x �   x 2  ± �x  ��, x ∈ + ∞( , )0  έχουν κοινή εφαπτομένη στο σημείο ǹ(�,��.

LL�   ȃα βρείτε τη σχετική θέση των C f    και C g  στο διάστημα ( , )0 + ∞ .

��   Αν f , g  είναι παραγωγίσιμες συναρτήσεις στο R, με

f (0�   g (0� και f ƍ (x � > g ƍ(x � για κάθε x � R,

να αποδείȟετε ότι

f ( x � � g ( x � στο ( , )( ,−∞( ,0  και  f ( x � > g ( x � στο ( , )( ,0( ,+ ∞ .

��   ǿσοσκελές τρίγωνο είναι εγγεγραμμένο σε κύκλο με ακτίνα �. Αν θ είναι η γωνία 
μεταȟύ των ίσων πλευρών του τριγώνου, να αποδείȟετε ότι το εμβαδόν του είναι Ε 
  (� � συνθ�ημθ. ȃα βρείτε την τιμή της γωνίας θ π∈ ( , )0  για την οποία εμβαδόν 
του τριγώνου μεγιστοποιείται. 

��   Ένα σύρμα μήκους �0 P διατίθεται για 
την περίφραȟη ενός ανθόκηπου σχήματος 
κυκλικού τομέα. ȃα βρείτε την ακτίνα r  
του κύκλου, αν επιθυμούμε να έχουμε τη 
μεγαλύτερη δυνατή επιφάνεια του κήπου. 

��   ǻύο διάδρομοι πλάτους �P τέμνονται κά -
θετα (Ȉχήμα�. ȃα βρείτε το μεγαλύτερο 
δυνατό μήκος μιας σκάλας που μπορεί, 
αν μεταφερθεί οριȗόντια, να στρίψει στη 
γωνία. 

ȊπόδειȟȘ� 

 L� ȃα εκφράσετε τα ȅǹ, ȅǺ συναρτήσει της γωνίας θ, 0
2

< <θ
π

.

LL� ȃα αποδείȟετε ότι .

m

m
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LLL� ȃα βρείτε την τιμή της γωνίας θ, για την οποία το ǹǺ γίνεται ελάχιστο.

  ��     L�  ȃα μελετήσετε και να παραστήσετε γραφικά τη συνάρτηση f x x
x

( )f x( )f x ln
 .

 LL�   ȃα αποδείȟετε ότι αα�� > (α � ��α για κάθε α > e .

LLL�   ȃα αποδείȟετε ότι για x  > 0 ισχύει 2 22x2 2x2 2x f2 2x f2 22x f22 222 2x f2 222 2x f2 2x f2 2= ⇔2 2= ⇔2 2x f= ⇔x f2 2x f2 2= ⇔2 2x f2 22 222 2x f2 222 2= ⇔2 222 2x f2 222 22 2x f2 2=2 2x f2 2( )2 2( )2 2x f( )x f2 2x f2 2( )2 2x f2 2( )2 2( )2 2  και στη συνέχεια 
να αποδείȟετε ότι η εȟίσωση �x    x 2  έχει δύο ακριβώς λύσεις, τις x �   �, x 2    �.

  ��     L�   Αν α, β > 0 και για κάθε x �R ισχύει α βx xα βx xα β+ ≥α β+ ≥α βx x+ ≥x xα βx xα β+ ≥α βx xα β 2 , να αποδείȟετε ότι αβ   �.

 LL�   Αν α > 0 και για κάθε x �R ισχύει α x x≥ +x≥ +x 1, να αποδείȟετε ότι α   e .

  ��      L�   ȃα αποδείȟετε ότι η συνάρτηση  f ( x �   e x  είναι κυρτή, ενώ η g ( x �   OQ x  είναι 
κοίλη.

 LL� ȃα βρείτε την εφαπτομένη της C f   στο σημείο ǹ(0,�� και της C g  στο Ǻ(�,0�.

LLL� ȃα αποδείȟετε ότι�

α� e x xx ≥ + ∈1,  R   β� ln , ( , )x x x≤ − ∈ + ∞1 0 .

Ȇότε ισχύουν οι ισότητες�

 LY� Ǿ C f   βρίσκεται πάνω από την C g .

  ��    L�   ȃα βρείτε την ελάχιστη τιμή της συνάρτησης

f ( x �   e x  ± Ȝ[, Ȝ > 0.

 LL�   ȃα βρείτε τη μεγαλύτερη τιμή του Ȝ > 0 για την οποία ισχύει

e xx ≥ λ , για κάθε x � R .

LLL�   īια την τιμή του Ȝ που θα βρείτε παραπάνω να αποδείȟετε ότι η ευθεία y  =  
Ȝ[ εφάπτεται της γραφικής παράστασης της συνάρτησης g ( x �   e x .

���   ǻίνεται η συνάρτηση f x
x

x
x

x
( )

,

,
=

≠

=







2 1 0

0 0

ημ
.

22-0181-02_HR.indb   292 12/12/2013   10:52:51 πμ



�  ǻΙǹĭΟΡΙΚΟΣ ΛΟΓΙΣΜΟΣ ���

ȃα αποδείȟετε ότι

  L�   Ǿ f  είναι παραγωγίσιμη στο x 0  =  0 και στη συνέχεια ότι η ευθεία y  =  0 (ο 
άȟονας [ƍ[� είναι η εφαπτομένη της C f   στο ȅ(0, 0�.

 LL�   ȅ άȟονας [ƍ[ έχει με την C f   άπειρα κοινά σημεία, παρόλο που εφάπτεται της C I�.

LLL�   Ǿ ευθεία y  =  x  είναι ασύμπτωτη της C f   στο +∞ και στο −∞ .

��� $� Έστω μια συνάρτηση ĳ τέτοια, ώστε

           �ĳ(0� =  0, ĳƍ(0� =  0 και ĳƎ(x � � ĳ( x � =  0 για κάθε x � R      (��

ȃα αποδείȟετε ότι�

 L�   Ǿ συνάρτηση ȥ( x � =  >ĳƍ(x ) ] 2  � >ĳ( x ) ] 2  είναι σταθερή στο R και να βρείτε τον 
τύπο της.

LL�   ĳ( x �   0 για κάθε x � R .

Ǻ� Έστω δύο συναρτήσεις  f   και g  τέτοιες ώστε�

f (0� =  0,  f ƍ (0� =  � και I�Ǝ(x � � f ( x � =  0 για κάθε x �R

g (0� =  �, g ƍ(0� =  0 και g Ǝ(x � � g ( x � =  0 για κάθε x �R .

ȃα αποδείȟετε ότι�

 L�   ȅι συναρτήσεις ĳ( x � =  f ( x � ± ημx  και ȥ( x � =  g ( x � ± συνx  ικανοποιούν τις υπο-
θέσεις (�� του ερωτήματος ǹ.
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LL�   f ( x � =  ημx  και g ( x �   συνx  για κάθε x � R .

���   Ȉτο διπλανό σχήμα ο κύκλος έχει ακτίνα � FP 
και η İ εφάπτεται σε αυτόν στο σημείο ǹ. Το 
τόȟο�ǹȂ είναι θ UDG και το ευθ. τμήμα ǹȃ είναι 
θ FP. Ǿ ευθεία Ȃȃ τέμνει τον άȟονα [ƍ[ στο 
σημείο P ( x , 0�. ȃα δείȟετε ότι� 

L� x x=
−

−
=

θ θ θ
θ θ

θ( )συν ημ
ημ

 LL� lim ( )
θ

θ
→

= −
0

2x .

���   Ένας πεȗοπόρος Ȇ ȟεκινάει από ένα σημείο ǹ 
και βαδίȗει γύρω από μια κυκλική λίμνη ακτίνας 
ρ =  � NP με ταχύτητα ȣ =  � NP�K. $ν S  είναι 
το μήκος του τόȟου ǹȆ και A  το μήκος της 
απόστασης ǹȆ του πεȗοπόρου από το σημείο 
εκκίνησης τη χρονική στιμή t � 

$�   ȃα αποδείȟετε ότι

L� θ =
S
2

     και    � = 4
2
θημ ,           LL� S    �t , θ   �t      και    � = 4 tημ .

Ǻ�   ȃα βρείτε το ρυθμό μεταβολής της απόστασης A ως προς τον χρόνο t . Ȇοιος 
είναι ο ρυθμός μεταβολής της απόστασης A ως προς τον χρόνο t , όταν 

α� θ π
=

2
3

,            β� θ =  π            και            γ� θ π
=

4
3

�

��.   Ένας αγρότης θέλει να προσλάβει εργάτες για να μαȗέψουν ���00 κιλά ντομάτες. 
Ȁάθε εργάτης μαȗεύει ��� κιλά την ώρα και πληρώνεται � ευρώ την ώρα. īια το 
συντονισμό και επιστασία των εργατών ο αγρότης θα προσλάβει και έναν επιστάτη 
τον οποίο θα πληρώνει �0 ευρώ την ώρα. ȅ αγρότης, επιπλέον, θα πληρώσει στο 
σωματείο των εργατών εισφορά �0 ευρώ για τον επιστάτη και κάθε εργάτη. ȃα 
βρείτε πόσους εργάτες πρέπει να προσλάβει ο αγρότης για να του κοστίσει το 
ελάχιστο δυνατόν και ποιο θα είναι το ελάχιστο κόστος.
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ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΚǹΤǹȃΟΗΣΗΣ

ǿ�

Ȉε καșεμιȐ από τιȢ παρακȐτȦ περιπτȫσειȢ να κυκλȫσετε το γρȐμμα ǹ� αν ο 
ισȤυρισμόȢ είναι αλȘșȒȢ και το γρȐμμα Ȍ� αν ο ισȤυρισμόȢ είναι ȥευδȒȢ δικαι-
ολογȫνταȢ συγȤρόνȦȢ τȘν απȐντȘσȘ σαȢ�

��   Αν η συνάρτηση  f   είναι συνεχής στο >0,�@, παραγωγίσιμη στο (0, �� 
και ′ ≠f x′f x′( )f x( )f x 0  για όλα τα x � ( , )0 1( ,0 1( , , τότε f f( ) ( )0 1f0 1f( )0 1( ) ( )0 1( )0 1≠0 1 . 

��   Αν η συνάρτηση  f  παραγωγίȗεται στο >α, β@ με  f (β� � f (α�, τότε 
υπάρχει x 0 ∈ ( , )α β( ,α β( ,  τέτοιο, ώστε  f  ƍ(x 0� � 0.

��   Αν οι  f , g  είναι συναρτήσεις παραγωγίσιμες στο >α, β@, με  f (α�   g (α� 
και  f  (β�   g (β�, τότε υπάρχει x 0 ∈ ( , )α β( ,α β( ,   τέτοιο, ώστε στα σημεία ǹ(x 0, 
f ( x 0�� και Ǻ(x 0, g (x 0�� οι εφαπτόμενες να είναι παράλληλες.

��  Αν  f ƍ (x �   (x  ± ��2 (x  ± �� για κάθε x � R, τότε�

α� το  f (�� είναι τοπικό μέγιστο της  f

β� το  f (�� είναι τοπικό ελάχιστο της  f   

��   α�   Ǿ γραφική παράσταση μιας πολυωνυμικής συνάρτησης άρτιου  
βαθμού έχει πάντοτε οριȗόντια εφαπτομένη.

β�   Ǿ γραφική παράσταση μιας πολυωνυμικής συνάρτησης περιττού  
βαθμού έχει πάντοτε οριȗόντια εφαπτομένη.

��   Ǿ συνάρτηση  f ( x �   α[ 3  +  β[ 2  +  Ȗ[  +  į με α β γ δ, ,α β, ,α β γ δ,γ δ ∈ R και α ≠ 0   
έχει πάντα ένα σημείο καμπής. 

��   Αν οι συναρτήσεις f , g  έχουν στο x 0 σημείο καμπής, τότε και  
η h    f · g  έχει στο x 0 σημείο καμπής. 

��   ǻίνεται ότι η συνάρτηση  f   παραγωγίȗεται στο R και ότι η γραφική της  
παράσταση είναι πάνω από τον άȟονα [ƍ[. Αν υπάρχει κάποιο σημείο 
ǹ( x 0, f ( x 0�� της C f   του οποίου η απόσταση από τον άȟονα [ƍ[ είναι 
μέγιστη (ή ελάχιστη�, τότε σε αυτό το σημείο η εφαπτομένη της C f  
είναι οριȗόντια.
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��   Ǿ ευθεία x  =  � είναι κατακόρυφη ασύμπτωτη της γραφικής παράστασης της 
συνάρτησης�

α� f x x x
x

( )f x( )f x =
− +x x− +x x

−

2 3 2x x3 2x x− +3 2− +x x− +x x3 2x x− +x x
1

 Α Ȍ

β� g x x x( )g x( )g x
( )x( )x

=
− +x x− +x x

( )−( )

2

2

3 2x x3 2x x− +3 2− +x x− +x x3 2x x− +x x
( )1( )

  Α  Ȍ

���   Αν γραφική παράσταση της συνάρτησης  f   δίνεται από το παρακάτω 
σχήμα, τότε�

  L� το πεδίο ορισμού της 
1
cf
 είναι το (�,�� Α Ȍ

 LL� το πεδίο ορισμού της 1
cf
 είναι το >�,�@  Α  Ȍ

LLL�  f ƍ (x � > 0 για κάθε x � ( , )1 4( ,1 4( ,   Α  Ȍ

LY� υπάρχει x f0 0x f0 0x fx f1 4x fx f0 0x f1 4x f0 0x f 0x f∈x fx f0 0x f∈x f0 0x f ′ =x f( ,x fx f0 0x f( ,x f0 0x fx f1 4x f( ,x f1 4x fx f0 0x f1 4x f0 0x f( ,x f0 0x f1 4x f0 0x fx f) :x fx f0 0x f) :x f0 0x f ( )x( )x0 0( )0 0x0 0x( )x0 0x . Α  Ȍ

��� Ǿ συνάρτηση  f ( x � =  x 3  � x  � � έχει�

α� μια, τουλάχιστον, ρίȗα στο (0,��  Α  Ȍ

β� μια, ακριβώς, ρίȗα στο (±�,0� Α  Ȍ

γ� τρεις πραγματικές ρίȗες  Α  Ȍ

���   Αν για τις παραγωγίσιμες στο R συναρτήσεις  I�, g  ισχύουν  
f (0� =  �,  f ƍ (0� =  �,  f ƍ (�� =  �, g (0� =  �, g ƍ(0� =  �, g ƍ(�� =  �,  
τότε ( ) ( ) ( ) ( )f g( )f g( ) g f( )g f( )D D( )D D( ) ( )D D( )( )f g( )D D( )f g( )′ ′0 0( )0 0( ) ( )0 0( ) ( )0 0( )( )g f( )0 0( )g f( )D D0 0D D( )D D( )0 0( )D D( ) ( )D D( )0 0( )D D( )( )g f( )D D( )g f( )0 0( )g f( )D D( )g f( )D D=D D0 0D D=D D

′0 0′       Α      Ȍ

ǿ,�

Ȉε καșεμιȐ από τιȢ παρακȐτȦ περιπτȫσειȢ να κυκλȫσετε τȘ σȦστȒ απȐντȘσȘ
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��   Το lim
h

h

h→

+



















−

0

6 66 6

6 6



πεφ π εφ
6 6

εφ
6 6  ισούται με�

Α� 
3

3
   Ǻ� 4

3
   ī� 3    ǻ� 0  Ε� 

3
4

.

2. Το lim
h

x h x
h→

x h+x h
−

0

1 1

 ισούται με�

Α� 1
2x

   Ǻ� �
2

2x
  ī� �

1
2x

  ǻ� �
2
x

  Ε� 0

��   Αν f ( x �   �3 x  τότε η  f ƍ (x � ισούται με�

Α� �x �3 x ±�   Ǻ� 
5
3 5

3 x

ln3 5ln3 5
  ī� �Â� 2 x

ǻ� �Â� 3 x    Ε� � 3 x OQ���

��   Αν f ( x �   συν3 ( x  � �� τότε η  f ƍ (π� ισούται με�
Α� �συν 3 ( π � ��ημ(π � ��  Ǻ� �συν2 ( π � �� 

ī� ±�συν 2 ( π � ��ημ(π � ��  ǻ� �πσυν2 ( π � �� 

��   Αν f ( x �   (x 2  ± ��� τότε η έβδομη παράγωγος αυτής στο 0 ισούται με�
Α� �   Ǻ� ±�  ī� 0
ǻ� ��   Ε� δεν υπάρχει.

��   Αν οι εφαπτόμενες των συναρτήσεων f ( x � =  OQ x  και g ( x � =  � x 2  στα σημεία με 
τετμημένη x 0  είναι παράλληλες, τότε το x 0  είναι�

Α� 0   Ǻ� 
1
4

   ī� 
1
2

   ǻ� �  Ε� �.

��   Αν f ( x �   e β x , g ( x �   e α[ και f x
g x

f x
g x

( )f x( )f x
( )g x( )g x

( )f x( )f x
( )g x( )g x

























′
=

′f x′f x
′

, τότε το β ως συνάρτηση του α 
ισούται με�

Α� α
α

−1
2    Ǻ� α

α

2

1+
  ī� α

α
+1
2

ǻ� α
α

2

2 1−
   Ε� α

α

2

1−
.

��   Αν  f ƍ (x � > 0 για κάθε x ∈ −[ ,∈ −[ ,∈ − ]1 1[ ,1 1[ ,  και  f (0�   0, τότε�
Α�  f (�� =  ± �                Ǻ�  f (±�� > 0 

ī�  f (�� > 0                    ǻ�  f (±��   0.
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ǿǿǿ�

��   ȃα αντιστοιχίσετε καθεμιά από τις συναρτήσεις α, β, γ, δ σε εκείνη από τις συ -
ναρτήσεις Α, Ǻ, ī, ǻ, Ε, = που νομίȗετε ότι είναι η παράγωγός της.
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��   Ȁαθεμιά από τις παρακάτω συναρτήσεις να αντιστοιχίσετε στην ευθεία που είναι 
ασύμπτωτη της γραφικής της παράστασης στο +∞ .

 ȈȊΝǹȇȉǾȈǾ   ǹȈȊȂȆȉȍȉǾ 

�. f x x
x

( )f x( )f x = +x= +x 1
2    Α. y  =  �

2. f x x
ex( )f x( )f x = − + +1+ +1+ +
1

  Ǻ. y  =  x  ± �

3. f x
x

( )f x( )f x = +
−

2= +2= +
3

2
   ī. y  =  ± x  � �

     ǻ. y  =  x

     Ε. y  =  ± x
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ΙΣΤΟΡΙΚΟ ΣΗΜΕΙΩΜǹ

Η ȑȞȞȠȚĮ ĲȘȢ ʌĮȡĮȖȫȖȠȣ
ȅι αρχαίοι Έλληνες ονόμαȗαν εφαπτομένη μιας καμπύλης την ευθεία που έχει ένα 
μόνο κοινό σημείο μ¶ αυτήν, χωρίς να την τέμνει και την κατασκεύαȗαν με βάση 
γεωμετρικές ιδιότητες που απορρέουν απ¶ αυτόν τον ορισμό. Έτσι ήταν γνωστός ο 
τρόπος κατασκευής εφαπτομένων στον κύκλο και τις κωνικές τομές (έλλειψη, παρα -
βολή, υπερβολή�. Επίσης, με προσφυγή σε κινηματικές μεθόδους, ο Αρχιμήδης είχε 
επινοήσει μέθοδο κατασκευής της εφαπτομένης μιας καμπύλης που είναι σήμερα 
γνωστή ως ³έλικα του Αρχιμήδη´.
Ǿ επόμενη εȟέλιȟη στο ȗήτημα αυτό έγινε στις αρχές του ��ου αιώνα, όταν άρχισε 
η συστηματική εφαρμογή αλγεβρικών μεθόδων στη γεωμετρία. Το επόμενο παρά -
δειγμα δείχνει τον τρόπο με τον οποίο η Άλγεβρα εφαρμόȗεται στον προσδιορισμό 
της εφαπτομένης μιας παραβολής.

Έστω y  =   f ( x � =  x 2  η εȟίσωση μιας παραβολής 
με κορυφή την αρχή των αȟόνων και Ȃ(x 0 , y 0 � 
ένα σημείο της, στο οποίο ȗητείται να κατα -
σκευαστεί μια εφαπτομένη İ. Ǿ κατασκευή 
αυτή μπορεί να γίνει αν προσδιορίσουμε ένα 
άλλο χαρακτηριστικό σημείο της İ, όπως π.χ. 
το σημείο ȉ στο οποίο τέμνει τον άȟονα των 
τετμημένων.
Ĭεωρούμε ένα άλλο σημείο της παραβολής, το 
ȃ(x �, y ��, πολύ γειτονικό του Ȃ, τέτοιο ώστε x � 
=  x 0  +  h  (το h  θεωρείται εδώ μια απειροελάχι-
στη μεταβολή του x 0 �. Ȉτην περίπτωση αυτή τα ορθογώνια τρίγωνα Ȃȇȉ και ȃȈȉ 

μπορούν να θεωρηθούν κατά προσέγγιση όμοια και άρα θα ισχύει κατά προσέγγιση 

η αναλογία 
N
ΜΡ ΤΡ

Σ ΣΤ
= . Αν θέσουμε ȉȇ =  s , τότε διαδοχικά θα ισχύει�

y
y

s h
s

1

0

=
s h+s h  ή y y h

s1 0y y1 0y y 1= +y y= +y y1 0= +1 0y y1 0y y= +y y1 0y y 1= +1= += +


= +


= += += +

= += += += +




= +


= += +


= + 








 ή y y y h

s1 0y y1 0y y 0− =y y− =y y  ή y y
h

y
s

1 0y y1 0y y 0y y−y y
= . (��

Το πρώτο μέλος αυτής της κατά προσέγγιση ισότητας γράφεται�

και έτσι η (�� γίνεται 2 0
0x h0x h0
y
s

+ =x h+ =x h . Αν τώρα θέσουμε, όπως οι μαθηματικοί του ��ου 

αιώνα, h  =  0 βρίσκουμε από την τελευταία ότι 2 0
0x
y
s

  ή s
y
x

 0

02
. īνωρίȗοντας 

λοιπόν το σημείο επαφής Ȃ(x 0 , y 0 �, προσδιορίȗουμε από την τελευταία το μήκος ȉȇ =  s  

f x f x
h

f x h f x
h

x h x
h

x x h h x
h

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 0 0 0 0
2

0
2

0
2

0
2

0
22−

=
+ −

=
+ −

=
+ + −

= 2 0x h+
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που μας δίνει αμέσως το σημείο ȉ. Ǿ ευθεία Ȃȉ είναι η ȗητούμενη εφαπτομένη της 
παραβολής. Ǿ προηγούμενη διαδικασία ήταν ένας από τους δρόμους που οδήγησαν 
ιστορικά, στην έννοια της παραγώγου.

ΚĮȞȩȞİȢ ʌĮȡĮȖȫȖȚıȘȢ
Ȉτο δεύτερο μισό του ��ου αιώνα, οι μαθηματικοί είχαν κατορθώσει να μετασχηματί-
σουν όλη τη μακροσκελή διαδικασία παραγώγισης σε εφαρμογή ορισμένων κανόνων 
και τύπων, με τη βοήθεια κατάλληλα επιλεγμένων συμβόλων. Ȇρωτοπόροι προς 
αυτήν την κατεύθυνση υπήρȟαν οι ,. 1HZWRQ και ο *. /HLEQL]. 2 /HLEQL] συμβόλιȗε 
την απειροελάχιστη μεταβολή μιας ποσότητας x  με d x  (διαφορικό του x ) .  έτσι, π.χ. 
για τη συνάρτηση y    x 2  του προηγούμενου παραδείγματος, η αντίστοιχη μεταβολή 
του y  (διαφορικό του y � ήταν�

dy    d ( x 2 �   (x  � dx ) 2  ± x 2    x 2  � �x dx  � ( dx ) 2  ± x 2    �x dx  � (dx ) 2 .

Ȇαραλείποντας την πολύ μικρή (συγκρινόμενη με τις άλλες� ποσότητα ( d x ) 2  προέκυ-
πτε η dy    � x dx  (εδώ η παράγωγος �x  ονομάȗονταν ³διαφορικός συντελεστής´� και 
τελικά η dy

dx
x 2 , ένας συμβολισμός που διατηρείται μέχρι σήμερα, χωρίς όμως να 

έχει νόημα πηλίκου. Με τον τρόπο αυτό ο /HLEQL] απέδειȟε το ���� τον κανόνα για 
τον υπολογισμό της μεταβολής του γινομένου δύο μεταβλητών x  και y , που αποτε-
λεί μια ³πρωτόγονη´ μορφή του σημερινού κανόνα της παραγώγου ενός γινομένου 
συναρτήσεων

d ( x y �   (x  � dx ) ( y  � dy � ± x y

  x y  � x d y  � y dx  � dx dy  ± x y

= x dy  � y dx  � dx dy .

Ȇαραλείποντας και εδώ την πολύ μικρή ποσότητα dx dy , παίρνουμε τη σχέση

d ( x y �   x d y  � y dx .

Με την εισαγωγή και καθιέρωση αυτών των κανόνων και συμβολισμών, η έννοια 
της παραγώγου εȟελίχθηκε σ¶ ένα εȟαιρετικά αποτελεσματικό εργαλείο και διεύρυνε 
σε μεγάλο βαθμό τις εφαρμογές της μαθηματικής ανάλυσης. Ȇαράλληλα όμως, οι 
ασάφειες που επισημάναμε αποτελούσαν μια διαρκή πρόκληση για τους μαθηματι-
κούς που αντιμετώπιȗαν με κριτικό πνεύμα τα θεμέλια της επιστήμης τους. ȅ πρώτος 
αυστηρός ορισμός αυτής της έννοιας, που στηρίȗεται στην έννοια του ορίου, δόθηκε 
για πρώτη φορά το ���� από τον $./. &DXFK\� 
³ ǵĲαȞ�Ș�ıȣȞȐρĲȘıȘ�\�= �I ( x � παραȝȑȞİȚ�ıȣȞİȤȒȢ�ı¶�ȑȞα�įȚȐıĲȘȝα�ĲȘȢ�ȝİĲαβȜȘĲȒȢ�[�țαȚ�
įȠθİȓ�ı¶�αȣĲȒ�ĲȘ�ȝİĲαβȜȘĲȒ�ȝȚα�ĲȚȝȒ�πȠȣ�αȞȒțİȚ�ı¶�αȣĲȩ�ĲȠ�įȚȐıĲȘȝα��ĲȩĲİ�țȐθİ�απİȚρȠ -
İȜȐȤȚıĲȘ�αȪȟȘıȘ�ĲȘȢ�ȝİĲαβȜȘĲȒȢ�παρȐȖİȚ�ȝȚα�απİȚρȠİȜȐȤȚıĲȘ�αȪȟȘıȘ�ĲȘȢ�ıȣȞȐρĲȘıȘȢ��
ȈȣȞİπȫȢ��αȞ�Ĳİθİȓ ǻ[�= �L��ĲȩĲİ�ȠȚ�įȣȠ�ȩρȠȚ�ĲȠȣ�πȘȜȓțȠȣ�įȚαĳȠρȫȞ

∆
∆
y
x

f x i f x
i

=
+ −( ) ( )
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θα�İȓȞαȚ�απİȚρȠİȜȐȤȚıĲİȢ�πȠıȩĲȘĲİȢ��ǹȜȜȐ�İȞȫ�αȣĲȠȓ�ȠȚ�įȣȠ�ȩρȠȚ�θα�πρȠıİȖȖȓȗȠȣȞ�İπ¶�
ȐπİȚρȠȞ�țαȚ�ĲαȣĲȩȤρȠȞα�ĲȠ�ȩρȚȠ�ȝȘįȑȞ��ĲȠ�πȘȜȓțȠ�ȝπȠρİȓ�Ȟα�ıȣȖțȜȓȞİȚ�πρȠȢ�țȐπȠȚȠ�
ȐȜȜȠ�ȩρȚȠ��θİĲȚțȩ�Ȓ�αρȞȘĲȚțȩ��ǹȣĲȩ�ĲȠ�ȩρȚȠ��ȩĲαȞ�ȣπȐρȤİȚ�ȑȤİȚ�ȝȚα�ȠρȚıȝȑȞȘ�ĲȚȝȒ�ȖȚα�
țȐθİ�ıȣȖțİțρȚȝȑȞȠ�[��αȜȜȐ�ȝİĲαβȐȜȜİĲαȚ�ȝαȗȓ�ȝİ�ĲȠ�[�
Ǿ�ȝȠρĳȒ�ĲȘȢ�ȞȑαȢ�ıȣȞȐρĲȘıȘȢ�πȠȣ�θα�İțĳρȐȗİȚ�ĲȠ�ȩρȚȠ�ĲȠȣ�ȜȩȖȠȣ

f x i f
i

( )f x( )f x i f( )i f ( )x( )xi f+ −i f( )+ −( )i f( )i f+ −i f( )i f

θα�İȟαρĲȐĲαȚ�απȩ�ĲȘ�ȝȠρĳȒ�ĲȘȢ�įȠıȝȑȞȘȢ�ıȣȞȐρĲȘıȘȢ \�= �I ( x ) .
īȚα�Ȟα�ȟİȤȦρȓıȠȣȝİ�αȣĲȒȞ�ĲȘȞ�İȟȐρĲȘıȘ��įȓȞȠȣȝİ�ıĲȘ�Ȟȑα�ıȣȞȐρĲȘıȘ�ĲȠ�ȩȞȠȝα�ʌĮȡȐ�
ȖȦȖȠȢ ıȣȞȐȡĲȘıȘ�țαȚ�ĲȘ�ıȣȝβȠȜȓȗȠȣȝİ��ȝİ�ĲȘ�βȠȒθİȚα�İȞȩȢ�ĲȩȞȠȣ��\ƍ�Ȓ��I ƍ ( x �´.
Με αφετηρία αυτόν τον ορισμό, ο &DXFK\ υπολόγισε τις παραγώγους των βασικών 
συναρτήσεων και απέδειȟε τους κανόνες της παραγώγισης. Ȇ.χ. για τον ιδιαίτερα 
σημαντικό κανόνα της παραγώγου μιας σύνθετης συνάρτησης, έδωσε την ακόλουθη 
απόδειȟη�
³ǲıĲȦ�]�ȝȚα�įİȪĲİρȘ�ıȣȞȐρĲȘıȘ�ĲȠȣ�[��ıȣȞįİȩȝİȞȘ�ȝİ�ĲȘȞ�πρȫĲȘ�\� �I ( x � ȝȑıȦ�ĲȠȣ 
ĲȪπȠȣ ]�  F ( y ) ��Ǿ�]�Ȓ�)>I ( x ) ]  İȓȞαȚ�αȣĲȒ�πȠȣ�ȠȞȠȝȐȗİĲαȚ�ıȣȞȐρĲȘıȘ�ȝȚαȢ�ıȣȞȐρĲȘıȘȢ�
ĲȘȢ�ȝİĲαβȜȘĲȒȢ�[�țαȚ�αȞ�ȠȚ�απİȚρȠİȜȐȤȚıĲİȢ�țαȚ�ĲαȣĲȩȤρȠȞİȢ�αȣȟȒıİȚȢ�ĲȦȞ�[��\�țαȚ�]�
ıȣȝβȠȜȚıĲȠȪȞ�ȝİ�ǻ[��ǻ\��ǻ]�αȞĲȓıĲȠȚȤα��ĲȩĲİ�θα�İȓȞαȚ

∆
∆ ∆ ∆

∆
∆

z∆z∆
x∆x∆

F y y F y
x∆x∆

F y y F y
y∆y∆

y∆y∆
x∆x∆

=
y F+ −y F

=
y F+ −y F

⋅
( )∆( )∆F y( )F y y F( )y F∆y F∆( )∆y F∆+ −( )+ −∆+ −∆( )∆+ −∆y F+ −y F( )y F+ −y F∆y F∆+ −∆y F∆( )∆y F∆+ −∆y F∆ ( )y( )y ( )∆( )∆F y( )F y y F( )y F∆y F∆( )∆y F∆y F( )y F+ −( )+ −∆+ −∆( )∆+ −∆y F+ −y F( )y F+ −y F∆y F∆+ −∆y F∆( )∆y F∆+ −∆y F∆ ( )y( )y ��� � �� (��

ǹπȩ�αȣĲȒȞ��πİρȞȫȞĲαȢ�ıĲα�ȩρȚα��ȑȤȠȣȝİ

]ƍ�= �)ƍ( y � Â \ƍ�= �)ƍ> f ( x �@ ·  f ƍ ( x �´( * )

(
�   Ένα αδύνατο σημείο αυτής της απόδειȟης, που αφορά την ισότητα (��, είναι ότι για μικρές, μη 
μηδενικές τιμές του ǻ[, μπορεί να ισχύει ǻ\   f ( x  � ǻ[� ± f ( x )    0.
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ΟΛΟΚΛΗΡΩΤΙΚΟΣ  
ΛΟΓΙΣΜΟΣ

( 1)  Αποδεικνύεται ότι κάθε συνεχής συνάρτηση σε διάστημα ǻ έχει παράγουσα στο διάστημα αυτό.

3 . 1   ǹΟΡΙΣΤΟ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜǹ

ǹȡȤȚțȒ ıȣȞȐȡĲȘıȘ
Ȇολλές φορές στην πράȟη παρουσιάȗονται προβλήματα, που η λύση τους απαιτεί πορεία 
αντίστροφη της παραγώγισης. Τέτοια προβλήματα είναι για παράδειγμα τα παρακάτω�

— Ǿ εύρεση της θέσης S ( t � ενός κινητού τη χρονική στιγμή t , αν είναι γνωστή η ταχύτητά 
του ȣ( t � που, όπως γνωρίȗουμε, είναι η παράγωγος της συνάρτησης θέσης x  =  S ( t �.

— Ǿ εύρεση της ταχύτητας ȣ( t � ενός κινητού τη χρονική στιγμή t , αν είναι γνωστή η 
επιτάχυνσή του Ȗ( t � που, όπως γνωρίȗουμε, είναι η παράγωγος της συνάρτησης ȣ =  ȣ( t �.

— Ǿ εύρεση του πληθυσμού ȃ( t � μιας κοινωνίας βακτηριδίων τη χρονική στιγμή t , αν 
είναι γνωστός ο ρυθμός αύȟησης ȃƍ(t � του πληθυσμού.

Το κοινό χαρακτηριστικό των προβλημάτων αυτών είναι ότι, δίνεται μια συνάρτηση f  και 
ȗητείται να βρεθεί μια άλλη συνάρτηση F  για την οποία να ισχύει F ƍ (x )  =  f ( x � σε ένα 
διάστημα ǻ. ȅδηγούμαστε έτσι στον παρακάτω ορισμό.

ȅȇǿȈȂȅȈ

Έστω f  μια συνάρτηση ορισμένη σε ένα διάστημα ǻ. ǹρȤικȒ συνȐρτȘσȘ ή παρȐ-
γουσα τȘȢ f  στο ǻ ( 1 )  ονομάȗεται κάθε συνάρτηση F  που είναι παραγωγίσιμη στο ǻ 
και ισχύει

F ƍ (x )  =  f ( x �, για κάθε x ∈ ∆ .

3
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īια παράδειγμα, η συνάρτηση F ( x )  =  x 3  είναι μια παράγουσα της  f ( x )  =  3 x 2  στο R, αφού 
( x 3 �ƍ =  3 x 2 . Ȇαρατηρούμε ότι και όλες οι συναρτήσεις της μορφής G ( x )  =  x 3  +  c  =  F ( x )  
+  c , όπου c �R, είναι παράγουσες της  f  στο R, αφού (x 3  +  c �ƍ =  3 x 2 . īενικά ισχύει το 
παρακάτω θεώρημα�

ĬǼȍȇǾȂǹ

Έστω f  μια συνάρτηση ορισμένη σε ένα διάστημα ǻ. Αν F  είναι μια παράγουσα της 
f  στο ǻ, τότε

Ɣ όλες οι συναρτήσεις της μορφής
G ( x )  =  F ( x )  +  c , c �R,

είναι παράγουσες της  f  στο ǻ και

Ɣ κάθε άλλη παράγουσα c �R της  f  στο ǻ παίρνει τη μορφή

G ( x )  =  F ( x )  +  c , c �R.

ǹȆΟǻΕΙȄΗ

x Ȁάθε συνάρτηση της μορφής G ( x )  =  F ( x )  +  c , όπου c �R, είναι μια παράγουσα της  f  
στο ǻ, αφού

G ƍ(x )  =  ( F ( x )  +  c �ƍ   F ƍ(x )  =   f ( x �, για κάθε x ∈ ∆.

x Έστω G  είναι μια άλλη παράγουσα της  f  στο ǻ. Τότε για κάθε x ∈ ∆ ισχύουν F ƍ(x )  =  
f ( x � και G ƍ(x )  =  f ( x �, οπότε

G ƍ(x )  =  )ƍ( x �, για κάθε x ∈ ∆.

Άρα, σύμφωνα με το πόρισμα της � �.�, υπάρχει σταθερά c  τέτοια, ώστε

G ( x )  =  F ( x )  +  c , για κάθε x ∈ ∆. ■

ǹȩȡȚıĲȠ ȠȜȠțȜȒȡȦȝĮ
Το σύνολο όλων των παραγουσών μιας συνάρτησης f  σ¶ ένα διάστημα ǻ ονομάȗεται 
αόριστο ολοκλȒρȦμα τȘȢ  f  στο ǻ, συμβολίȗεται ∫ f x dx( ) και διαβάȗεται ³ολοκλήρωμα 

εφ του x  ντε x ´. ǻηλαδή,

f x dx F x c( ) ( )= +∫ , c �R,

όπου F  μια παράγουσα της  f  στο ǻ.

īια παράδειγμα,

c= +∫συνxdx ημx , αφού (ημx �ƍ =  συνx .
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Από τον τρόπο που ορίστηκε το αόριστο ολοκλήρωμα προκύπτει ότι�

īια κάθε συνάρτηση  f  , παραγωγίσιμη σε ένα διάστημα ǻ, ισχύει

′ = +∫ f x dx f x c( ) ( ) , c �R

Ǿ διαδικασία εύρεσης του αόριστου ολοκληρώματος είναι αντίστροφη πορεία της 
παραγώγισης και λέγεται ολοκλȒρȦσȘ. Ǿ σταθερά c  λέγεται σταșερȐ ολοκλȒρȦσȘȢ.
Από τον πίνακα των παραγώγων βασικών συναρτήσεων βρίσκουμε τον παρακάτω πίνακα 
αόριστων ολοκληρωμάτων.
ȅι τύποι του πίνακα αυτού ισχύουν σε κάθε διȐστȘμα στο οποίο οι παραστάσεις του x  
που εμφανίȗονται έχουν νόημα.

Ȉυνέπεια του ορισμού του αόριστου ολοκληρώματος και των κανόνων παραγώγισης είναι 
οι εȟής δύο ιδιότητες�

Αν οι συναρτήσεις  f   και g  έχουν παράγουσα σ¶ ένα διάστημα ǻ, τότε

x f x dx( ) ( )f x( ) ( )f x∫∫λ λ∫∫λ λf x ∫∫ f xλ λf xλ λ∫∫λ λf xλ λdx ∫∫ dx( ) ( )∫∫ ( ) ( )λ λ( ) ( )λ λ∫∫λ λ( ) ( )λ λf x( ) ( )f x ∫∫ f x( ) ( )f xλ λf xλ λ( ) ( )λ λf xλ λ∫∫λ λf xλ λ( ) ( )λ λf xλ λdx( ) ( )dx ∫∫ dx( ) ( )dxλ λdxλ λ( ) ( )λ λdxλ λ∫∫λ λdxλ λ( ) ( )λ λdxλ λλ λ( ) ( )λ λ=λ λ( ) ( )λ λ∫∫λ λ( ) ( )λ λ=λ λ( ) ( )λ λ , λ∈ *R*R*

x ( ( ) ( )) ( ) ( )f x( (f x( ( g x) (g x) ( dx g x( ) ( )g x( ) ( )dx+ =) (+ =) ( ))+ =))g x+ =g x) (g x) (+ =) (g x) ( dx+ =dx ∫∫ ( ) ( )∫∫ ( ) ( )f x ∫∫ f x( ) ( )f x( ) ( )∫∫ ( ) ( )f x( ) ( )dx ∫∫ dx( ) ( )dx( ) ( )∫∫ ( ) ( )dx( ) ( )( ) ( )+( ) ( )∫∫ ( ) ( )+( ) ( )∫

Ȉύμφωνα με τους παραπάνω τύπους έχουμε για παράδειγμα�

4 4 4
3

2 2
3

x dx x dx x c= = +∫∫
(3ημ 2 ) 3ημ 2x xx e dx xdx e dx− = −∫ ∫ ∫

3 ημ 2 xxdx e dx= −∫ ∫

ΠΙΝΑΚΑΣ ΑΟΡΙΣΤΩΝ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΩΝ

1. ∫ 0

dx

dx

dx

 
c= 6.

 

2. ∫1 cx += 7.

8.

 

3. ∫ x
1

 

4. 9.

5. 10.

ln | |x c= +

x dxα∫
1

1
1

x c
α

α

+

= +
+

α ≠ −

συνxdx∫ ημx c= +

ημxdx∫ συνx c= − +

2

1
συν

dx
x∫ εφx c= +

2

1
ημ

dx
x∫ σφx c= − +

xe dx∫ xe c= +

xdxα∫ ln

x

cα
α

= +
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3συν 2 xx e c= − − +

3 1 3 1x
x

dx x
x
dx

x
dx−

= − ∫∫∫

= −∫ ∫
−

3
1
2

1
2x dx x dx

ΕĭǹΡΜΟΓΕΣ

1 . Να βρεșεί συνȐρτȘσȘ  f   τȑτοια� ȫστε Ș γραĳικȒ τȘȢ παρȐστασȘ να διȑρȤεται από 
το σȘμείο ǹ��� �� και να ισȤύει  f ƍ�x� = �x ± �� για κȐșε x�R.

ΛΥΣΗ
Επειδή  f ƍ (x )  =  2 x  ± �, έχουμε διαδοχικά�

′ = −∫∫ f x dx x dx( ) ( )2 1

f x c x x c( ) + = − +1
2

2 , c c1 2, �R

f x x x c c( ) = − + −2
2 1 ,  c c1 2, � R

f x x x c( ) = − +2 , c �R.

īια να διέρχεται η  f  από το σημείο ǹ(�, �� πρέπει και αρκεί  f (��   � ή, ισοδύναμα, � 2  – 2 
+  c  =  �, δηλαδή c  =  �. Επομένως,  f ( x )  =  x 2  – x  � �.

2. Ǿ είσπραȟȘ E ( x�� από τȘν πȫλȘσȘ x μονȐδȦν ενόȢ προȧόντοȢ ≤ ≤(0 100)x  μιαȢ 
βιομȘȤανίαȢ� μεταβȐλλεται με ρυșμό E ƍ�x� = ��� ± x �σε ȤιλιȐδεȢ ευρȫ ανȐ μονȐδα 
προȧόντοȢ�� ενȫ ο ρυșμόȢ μεταβολȒȢ του κόστουȢ παραγȦγȒȢ είναι σταșερόȢ και ισούται 
με � �σε ȤιλιȐδεȢ ευρȫ ανȐ μονȐδα προȧόντοȢ�� Να βρεșεί το κȑρδοȢ τȘȢ βιομȘȤανίαȢ 
από τȘν παραγȦγȒ ��� μονȐδȦν προȧόντοȢ� υποșȑτονταȢ ότι το κȑρδοȢ είναι μȘδȑν 
όταν Ș βιομȘȤανία δεν παρȐγει προȧόντα�

ΛΥΣΗ
Αν P ( x � είναι το κέρδος και K ( x � είναι το κόστος παραγωγής για x  μονάδες προȧόντος, τότε

P ( x )  =  E ( x )  – K ( x �,

.
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οπότε

3ƍ( x )  =  (ƍ( x )  – .ƍ( x )  =  100 – x  – 2 =  98 – x .

ǻηλαδή

3ƍ( x )  =  98 – x ,

οπότε

′ = −∫ ∫P x dx x dx( ) ( )98

και άρα

P x x x c( ) = − +98
2

2

, c �R.

ǵταν η βιομηχανία δεν παράγει προȧόντα, το κέρδος είναι μηδέν, δηλαδή ισχύει P ( 0 )  =  
0,οπότε c  =  0. Επομένως,

P x x x( ) = −98
2

2

.

Άρα, το κέρδος από �00 μονάδες προȧόντος είναι

P ( )100 98 100 100
2

2

= ⋅ − = − =9800 5000 4800 (σε χιλιάδες ευρώ�.

ǹΣΚΗΣΕΙΣ

ǹǯ ȅȂǹǻǹȈ
1 �   ȃα υπολογίσετε τα ολοκληρώματα

   i )  3( ημ συν )x x x dx+ +∫    i i )  
2 1x x dx

x
+ +

∫  

 i i i )  3x xdx∫     i v)  x
x

dx
3 8

2
+
+∫

  v)     vi )  

vi i )  x
x

dx+
+∫

3
2

.
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��   ȃα βρείτε τη συνάρτηση  f , με πεδίο ορισμού το διάστημα ( , )0 + ∞ , για την οποία 
ισχύει

′ =f x
x

( ) 1  και  f ( 9)  =  �.

��   ȃα βρείτε τη συνάρτηση  f  , για την οποία ισχύει  f  Ǝ(x )  =  �,  f ƍ (�� =  � και  f ( 0 )  =  �.

��   ȃα βρείτε τη συνάρτηση f , για την οποία ισχύει  f  Ǝ(x )  =  12 x 2  � � και η γραφική 
της παράσταση στο σημείο της ǹ(�, �� έχει κλίση �.

��   ȅ πληθυσμός ȃ ( t �, σε εκατομμύρια, μιας κοινωνίας βακτηριδίων, αυȟάνεται με 

ρυθμό ′ =N t et( ) /1
20

20 ανά λεπτό. ȃα βρείτε την αύȟηση του πληθυσμού στα 

πρώτα �0 λεπτά.

��   Μια βιομηχανία έχει διαπιστώσει ότι για εβδομαδιαία παραγωγή x  εȟαρτημάτων 
έχει οριακό κόστος x 2  +  5 x  (ευρώ ανά μονάδα προȧόντος�. ȃα βρείτε τη συνάρτηση 
κόστους της εβδομαδιαίας παραγωγής, αν είναι γνωστό ότι τα σταθερά εβδομαδιαία 
έȟοδα της βιομηχανίας, όταν δεν παράγει κανένα εȟάρτημα, είναι �00 (ευρώ�.

��   Μια νέα γεώτρηση εȟώρυȟης πετρελαίου έχει ρυθμό άντλησης που δίνεται από τον 

τύπο ′ = + −R t t t( ) 20 10 3
4

2 , όπου R ( t � είναι ο αριθμός, σε χιλιάδες, των βαρελιών 

που αντλήθηκαν στους t  πρώτους μήνες λειτουργίας της. ȃα βρείτε πόσα βαρέλια 
θα έχουν αντληθεί τους � πρώτους μήνες λειτουργίας της.

Ǻǯ ȅȂǹǻǹȈ

��   Ǿ θερμοκρασία ȉ ενός σώματος, που περιβάλλεται από ένα ψυκτικό υγρό, 
ελαττώνεται με ρυθμό ± țαH – k t , όπου α, ț είναι θετικές σταθερές και t  ο χρόνος. 
Ǿ αρχική θερμοκρασία T (0� του σώματος είναι T 0  +  α, όπου T 0  η θερμοκρασία 
του υγρού η οποία με κατάλληλο μηχάνημα διατηρείται σταθερή. ȃα βρείτε τη 
θερμοκρασία του σώματος τη χρονική στιγμή t .

��   Ένας βιομήχανος, ο οποίος επενδύει x  χιλιάδες ευρώ στη βελτίωση της παραγωγής 
του εργοστασίου του, αναμένει να έχει κέρδος P ( x � χιλιάδες ευρώ από αυτή την 
επένδυση. Μια ανάλυση της παραγωγής έδειȟε ότι ο ρυθμός μεταβολής του κέρδους 
P ( x �, που οφείλεται στην επένδυση αυτή, δίνεται από τον τύπο 3ƍ( x �   �,�H– x / 2 0 0 0 . ȃα 
βρείτε το συνολικό κέρδος που οφείλεται σε αύȟηση της επένδυσης από �.000.000 
ευρώ σε �.000.000 ευρώ.

��   Από την πώληση ενός νέου προȧόντος μιας εταιρείας διαπιστώθηκε ότι ο ρυθμός 
μεταβολής του κόστους K ( t � δίνεται από τον τύπο .ƍ( t �   �00 ± 0,�t  (σε ευρώ την 
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ημέρα�, ενώ ο ρυθμός μεταβολής της είσπραȟης E ( t � στο τέλος των t  ημερών δίνεται 
από τον τύπο E ƍ( t �   �000 � 0,� t  (σε ευρώ την ημέρα�. ȃα βρείτε το συνολικό 
κέρδος της εταιρείας από την τρίτη έως και την έκτη ημέρα παραγωγής.

��   Έστω  f , g  δύο συναρτήσεις με  f ( 0)  =  g (0�,  f ( 1)  =  g (�� � � και  f  Ǝ( x )  =  g Ǝ( x � για 
κάθε x �R. ȃα αποδείȟετε ότι�

 i )    f ( x )  =  g ( x )  +  x , για κάθε x �R.

LL�   Αν η συνάρτηση g  έχει δύο ρίȗες α, β με α  <  0  <  β, τότε η συνάρτηση  f   έχει 
μια τουλάχιστον, ρίȗα στο (α, β�.

3 . 2  0(ĬΟǻΟΙ ΟΛΟΚΛΗΡΩΣΗΣ

ȅ πίνακας των αόριστων ολοκληρωμάτων, που δώσαμε παραπάνω, δεν είναι αρκετός για να 
υπολογίσουμε το ολοκλήρωμα μίας οποιασδήποτε συνάρτησης, όπως π.χ. τα ολοκληρώματα 

2 12x x dx+∫  και xxe dx∫ . Ȉε τέτοιες περιπτώσεις ο υπολογισμός γίνεται απλούστερος με 
τη βοήθεια των παρακάτω μεθόδων ολοκλήρωσης.

ΜȑșȠįȠȢ ȠȜȠțȜȒȡȦıȘȢ țĮĲȐ ʌĮȡȐȖȠȞĲİȢ
Ǿ μέθοδος αυτή εκφράȗεται με τον τύπο�

f x g x dx f x g x f x g x dx( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )′ = − ′∫∫
που είναι συνέπεια του κανόνα παραγώγισης του γινομένου δύο παραγωγίσιμων συναρτήσεων 
f , g  σε ένα διάστημα ǻ.

Ȇράγματι, για κάθε x ∈ ∆, έχουμε

( f ( x ) g ( x ��ƍ   f  ƍ(x ) g ( x )  +   f  ( x ) g ƍ(x �,

οπότε
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f ( x ) g ƍ(x )  =  ( f ( x ) g ( x ��ƍ ± f  ƍ(x ) g ( x �.

Επομένως
f x g x dx f x g x dx f x g x dx( ) ( ) ( ( ) ( )) ( ) ( )′ = ′ − ′∫∫∫

ή, ισοδύναμα,

f x g x dx f x g x c f x g x dx( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )′ = + − ′∫∫ .                                 (��

Επειδή το ολοκλήρωμα του δεύτερου μέλους της (�� περιέχει μια σταθερά ολοκλήρωσης, 
το c  μπορεί να παραλειφθεί, οπότε έχουμε τον παραπάνω τύπο. ■

ȅ παραπάνω τύπος χρησιμοποιείται για τον υπολογισμό ολοκληρωμάτων με την προȨπόθεση 
ότι το ολοκλήρωμα του βǯ μέλους υπολογίȗεται ευκολότερα.

īια παράδειγμα, ας υπολογίσουμε το ολοκλήρωμα xxe dx∫ . Έχουμε�

xe dx x e dx xe e dx xe e cx x x x x x= ′ = − = − +∫∫∫ ( ) .

Αν, τώρα, δοκιμάσουμε να υπολογίσουμε το παραπάνω ολοκλήρωμα, αλλάȗοντας τους 
ρόλους των x  και Hx , βρίσκουμε

xe dx x e dx x e x e dxx x x x=










′
= − ∫∫∫

2 2 2

2 2 2
.

Το τελευταίο, όμως, ολοκλήρωμα είναι πιο σύνθετο από το αρχικό.

ΕĭǹΡΜΟΓΕΣ
1.  Να υπολογιστούν τα ολοκλȘρȫματα

  L� ∫ xx e dx2     LL� ∫ x xdxημ2  

LLL� ∫ x xdx3(4 1)ln+    LY� ∫ x xdxe ημ2 .

ΛΥΣΗ

L� Έχουμε

x e dx x e dx x e x e dx x e xe dxx x x x x x2 2 2 2 2 2= ′ = − ′ = − ∫∫∫∫ ( ) ( )

= − ′ = − + ∫∫x e x e dx x e xe e dxx x x x x2 22 2 2( )

= − + +x e xe e cx x x2 2 2 .
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Με τον ίδιο τρόπο υπολογίȗουμε ολοκληρώματα της μορφής

P x e dxx( ) α∫

όπου P ( x � πολυώνυμο του x  και α ∈ *R .

LL� Έχουμε

.

Με τον ίδιο τρόπο υπολογίȗουμε ολοκληρώματα της μορφής

( )ημ( )P x x dx,α∫
         

( )συν( )P x x dxα∫

όπου P ( x � πολυώνυμο του x  και α ∈ *R .

LLL� Έχουμε

( ) ln ( ) ln ( ) ln ( )4 1 13 4 4 4x xdx x x xdx x x x x x
x
dx+ = + ′ = + − +∫∫∫

= + − + = + − − +∫( ) ln ( ) ( ) lnx x x x dx x x x x x c4 3 4
4

1
4

.

Με τον ίδιο τρόπο υπολογίȗουμε ολοκληρώματα της μορφής

P x x dx( ) ln ,( )α∫
όπου P ( x � πολυώνυμο του x  και α ∈ *R .

LY� Ĭέτουμε ημ(2 )xI e x dx= ∫ , οπότε έχουμε

( ) ημ(2 ) ημ(2 ) 2 συν(2 )x x xI e x dx e x e x dx′= = −∫ ∫
ημ(2 ) 2 ( ) συν(2 )x xe x e x dx′= − ∫
ημ(2 ) 2 συν(2 ) 4 ημ2x x xe x e x e xdx= − − ∫
ημ(2 ) 2 συν(2 ) 4x xe x e x I= − − .

Επομένως, 

15 ημ(2 ) 2 συν(2 )x xI e x e x c= − + ,

οπότε

.
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Με τον ίδιο τρόπο υπολογίȗουμε ολοκληρώματα της μορφής

ημ( )xe x dx,α β∫           
συν( )xe x dxα β∫

όπου α β, *∈ R .

2. ȅ πλȘșυσμόȢ P ( t �� ≤ ≤t0 20� μιαȢ πόλȘȢ� που προȑκυȥε από συγȤȫνευσȘ �� κοι-
νοτȒτȦν� αυȟȐνεται με ρυșμό �σε Ȑτομα ανȐ ȑτοȢ� που δίνεται από τον τύπο P ƍ� t � = 
t e t ���� ≤ ≤t0 20� όπου t  είναι ο αριșμόȢ τȦν ετȫν μετȐ τȘ συγȤȫνευσȘ� Να βρεșεί ο 
πλȘșυσμόȢ P ( t )  τȘȢ πόλȘȢ t  Ȥρόνια μετȐ τȘ συγȤȫνευσȘ� αν γνȦρίȗουμε ότι ο πλȘșυσμόȢ 
Ȓταν ����� κȐτοικοι κατȐ τȘ στιγμȒ τȘȢ συγȤȫνευσȘȢ�

ΛΥΣΗ

Έχουμε
/10( ) tP t dt te dt′ =∫ ∫

/1010 ( )te tdt′= ∫
/10 /1010 10t te t e dt= ⋅ − ∫

= − +10 10010 10te e ct t/ / ,

οπότε
P ( t )  =  10 WHt / 10  – 100 Ht / 10  +  c , για κάποιο c ∈ R.

ǵταν t    0, ο πληθυσμός είναι �0000. Ȉυνεπώς�

P e e c c( )0 10000 10 0 100 10000 101000 0= ⇔ ⋅ − + = ⇔ = .

Άρα, ο πληθυσμός της πόλης, t  χρόνια μετά τη συγχώνευση, είναι

P ( t )  =  10 WHt / 10  – 100 Ht / 10  � �0�00.

ΟȜȠțȜȒȡȦıȘ ȝİ ĮȞĲȚțĮĲȐıĲĮıȘ
Με τη μέθοδο αυτή υπολογίȗουμε ολοκληρώματα που έχουν ή μπορούν να πάρουν τη 
μορφή f g x g x dx( ( )) ( )′∫ . Ǿ μέθοδος ολοκλήρωσης με αντικατάσταση εκφράȗεται με τον 

ακόλουθο τύπο�

f g x g x dx fx dx fx d u duu duu d( (f g( (f g ))x g))x g ( )x d( )x d ( )u d( )u d′ x f=x f∫x f∫x f∫ ,

όπου u gu g u g( )x( )x  και du g x dx= ′( )g x( )g x

ȅ παραπάνω τύπος χρησιμοποιείται με την προȨπόθεση ότι το ολοκλήρωμα ( )f u du∫  του 
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δευτέρου μέλους υπολογίȗεται ευκολότερα.

Ǿ απόδειȟη του τύπου αυτού στηρίȗεται στο γνωστό κανόνα παραγώγισης σύνθετης 
συνάρτησης. Ȇράγματι, αν F  είναι μια παράγουσα της  f  , τότε

F ƍ (u )  =  f ( u �,                                                              (��

οπότε
F ƍ (g ( x ) )  =  f ( g ( x ) )

και άρα

f g x g x dx F g x g x dx( ( )) ( ) ( ( )) ( )′ = ′ ′∫∫  

= ′∫ ( ( ( )))F g x dx      ( αφού (F ( g ( x ) ) '  =  )ƍ( g ( x ) ) Jƍ( x ) )

= +F g x c( ( ))

= +F u c( ) ,                (όπου u  =  g ( x ) )

= ∫ f u du( )                (λόγω της (��� ■

īια παράδειγμα, ας υπολογίσουμε το ολοκλήρωμα 2 12x x dx+∫ . Ĭέτουμε u  =  x 2  � � και 
du  =  ( x 2  � ��ƍdx  =  2 x dx , οπότε το ολοκλήρωμα γράφεται�

2 12x x x∫ + =d udu∫

= ∫u du1 2/

= +
2
3

3 2u c/

= + +
2
3

12 3 2( ) /x c

= + +
2
3

12 3( )x c.

ΕĭǹΡΜΟΓ(Σ
1.  Να υπολογισșούν τα ολοκλȘρȫματα

 L� 
( )∫

x

x

e dx
e 21 +

  LL� ∫ xdxεφ .
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ΛΥΣΗ

 L� Ĭέτουμε u  =  1 +  Hx , οπότε du  =  ( 1 +  Hx �ƍdx  =  Hx dx . Επομένως,

LL�  Έχουμε εφxdx =∫ ημ
συν

x dx
x∫ . Επομένως, αν θέσουμε u    συν x , οπότε d u    (συν x �ƍ d x  

=  ± ημx dx , έχουμε�

εφxdx =∫ .

2. Να υπολογισșούν τα ολοκλȘρȫματα

L�          LL� 
−∫ dx

x
1

1 2
          LLL� x x dx( 1)2 99−∫ .

ΛΥΣΗ

 L� Ĭέτουμε u x= +2
6
π , οπότε du x dx dx= +







′

=2
6

2π .

Επομένως,

    

.

 LL� Ĭέτουμε u  =  1 – 2 x , οπότε du  =  ( 1 – 2 x �ƍd x  =  – 2 dx .

Επομένως,

1
1 2

1
2

1 1
2−

= − = − +∫∫ x
dx

u
du u cln | | = − − +

1
2

1 2ln | |x c.

LLL� Ĭέτουμε u  =  x 2  ± �, οπότε du  =  2 x dx . Άρα

�� Να υπολογισșούν τα ολοκλȘρȫματα

L�                LL� .

x x xdx u u ccdu
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ΛΥΣΗ

L� Ǿ συνάρτηση f x x
x x

( ) =
+

− +
2 1

5 62
 έχει πεδίο ορισμού το R �{ , }2 3  και γράφεται

f x x
x x

( )
( )( )

=
+

− −
2 1
2 3

.

Αναȗητούμε πραγματικούς αριθμούς ǹ, Ǻ έτσι, ώστε να ισχύει

2 1
2 3 2 3
x

x x
A

x
B

x
+

− −
=

−
+

−( )( )
, για κάθε x ∈ −{ , }2 3R .

Με απαλοιφή παρονομαστών έχουμε τελικά�
( ǹ +  Ǻ ± 2) x  =  3 ǹ +  2 Ǻ � �, για κάθε x ∈ −{ , }2 3R .

Ǿ τελευταία ισότητα ισχύει για κάθε x ∈ −{ , }2 3R , αν και μόνο αν

 ή, ισοδύναμα, 
A
B =





5
7

.

Επομένως,

= − − + − +5 2 7 3ln | | ln | |x x c.

Με τον ίδιο τρόπο εργαȗόμαστε για τον υπολογισμό ολοκληρωμάτων της μορφής

2 dx
x x

κ λxκ λx
α β2α β2x xα βx x γ

κ λ+κ λ
+ +x x+ +x xα β+ +α βx xα βx x+ +x xα βx x∫ , με  β 2  – 4 αȖ >  0

LL� Αν εκτελέσουμε τη διαίρεση του πολυωνύμου x 2  –  3 x  � � με το πολυώνυμο x 2  –  5 x  
� �, βρίσκουμε ότι

x x
x x

x
x x

2

2 2

3 7
5 6

1 2 1
5 6

− +
− +

= +
+

− +
.

Επομένως,

               

2

2

3 7
5 6

x x dx
x x

− +
=

− +∫ 1dx∫ 2

2 1
5 6

x dx
x x

+
+

− +∫
= − − + − +x x x c5 2 7 3ln | | ln | |                       (λόγω του (L��.

Με τον ίδιο τρόπο υπολογίȗουμε ολοκληρώματα της μορφής

2

( )P x dx
x xα β γ+ +∫ ,

όπου P ( x � πολυώνυμο του x  βαθμού μεγαλύτερου ή ίσου του � και β 2  – 4 αȖ > 0.
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ǹΣΚΗΣΕΙΣ

ǹǯ ȅȂǹǻǹȈ

��   ȃα υπολογίσετε τα ολοκληρώματα

i )  2 xx e dx−∫   i i )  ( )3 2 12 2x x e dxx− +∫   i i i )  

i v)  22 ημ2x xdx∫   v)  4 συν2x xdx∫    vi )  lnxdx∫ ,

vi i )  2

ln x
x∫ dx   vi i i )  συν2xe xdx∫    i x)  ημxe xdx∫

��   ȃα υπολογίσετε τα ολοκληρώματα

  i )  ημ3xdx∫    i i )  ( ) ( )4 16 7 22 3x x x dx− + −∫

i i i )  x
x x

dx+
+∫

3
62 4( )

  i v)  x
x

dx
2

32 +∫
 v)  x x dx+∫ 1 .

�� ȃα υπολογίσετε τα ολοκληρώματα

i )  ημx xe e dx∫     i i )  e
e

dx
x

x +∫ 1
   i i i )  

1
x x

dx
ln∫

i v)    v)  2

1ημ
x dx

x

 
 
 ∫ .

%ǯ ȅȂǹǻǹȈ

��   ȃα υπολογίσετε τα ολοκληρώματα

i )  2

ημ2
1 συν

x dx
x+∫   i i )  εφ ln(συν )x x dx⋅∫   i i i )  ημσυν xx e dx⋅∫ .
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��   ȃα υπολογίσετε τα ολοκληρώματα 

i) ∫ ⋅
+ dx

xx
x

43

3 11    ii) ∫ +
dx

x

x

12
    iii) ∫ + dxxx )1ln( 2 .  

��   ȃα υπολογίσετε τα ολοκληρώματα

i) ∫ dxxx 22 ln  ii) dtt∫ 2)(ln  iii) ∫ dxee xx συν2 .  

��   ȃα υπολογίσετε τα ολοκληρώματα

i) ∫ xdxεφ και

και

και

  ∫ dx
x

x
2συν

 

ii) ∫ dx
x
x

2ημ
συν   ∫ + dx

x
x

2ημ
συν1  

iii) ∫ xdx3ημ   ∫ xdx3συν . 

��   Με τη βοήθεια των τύπων

2 1 συν2ημ
2

αα −
=  και 2 1 συν2συν

2
αα +

=

να υπολογίσετε τα ολοκληρώματα�

i) ∫ xdx2ημ     ii) ∫ xdx2συν  iii) ∫ xdxx 22 συνημ .

��   Με τη βοήθεια των τύπων
)(ημ)(ημσυνημ2 βαβαβα ++−= ,  

)(συν)(συνσυνσυν2 βαβαβα ++−=  

)(συν)(συνημημ2 βαβαβα +−−=  

να υπολογίσετε τα ολοκληρώματα�

i) ∫ xdxx 2συνημ  ii) xdxx 5συν3συν            iii) ∫ xdxx 4ημ2ημ  

��   ȃα υπολογίσετε τα ολοκληρώματα

i) ∫ +−
− dx
xx

x
23

32
2

 ii) ∫ +−
+ dx
xx

x
23

23
2  

iii) ∫ ++
− dx

xx
xx

23
2

2

3

 iv) ∫ −
dx

x 1
2

2
.  
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3 . 3   ǻΙǹĭΟΡΙΚΕΣ ΕȄΙΣΩΣΕΙΣ

ΓİȞȚțȐ
Ȉτο προηγούμενο κεφάλαιο είδαμε ότι, όταν γνωρίȗουμε τη συνάρτηση θέσης y  =  S ( t )  
ενός κινητού, μπορούμε να βρούμε την ταχύτητα και την επιτάχυνση του κινητού. Ȇολλές 
φορές, όμως, είναι γνωστή η ταχύτητα ȣ =  ȣ( t � ή η επιτάχυνση α =  α( t � του κινητού και 
ȗητείται η θέση του. īια παράδειγμα�

— Αν ένα κινητό κινείται ευθυγράμμως με σταθερή ταχύτητα c , για να προσδιορίσουμε 
τη θέση του y  =  S ( t �, αρκεί να λύσουμε ως προς y  την εȟίσωση

y ƍ   c .                                                                      (��

— Αν σε ένα σώμα μάȗας m  ασκείται δύναμη F  =  F ( t �, τότε το σώμα κινείται με επιτάχυν-
ση α =  α( t � η οποία, σύμφωνα με το �ο νόμο της μηχανικής, δίνεται από τον τύπο F  =  Pα 
ή, ισοδύναμα, F  =  m y Ǝ, όπου y  =  S ( t � η συνάρτηση θέσης του σώματος. Επομένως, για να 
προσδιορίσουμε τη θέση y  =  S ( t � του σώματος, αρκεί να λύσουμε την εȟίσωση

m ·y Ǝ   F .                                                                   (��

Εȟισώσεις όπως οι (�� και (�� λέγονται διαĳορικȑȢ εȟισȫσειȢ. īενικά,

ȅȇǿȈȂȅȈ

ǻιαĳορικȒ εȟίσȦσȘ λέγεται κάθε εȟίσωση που περιέχει τη μεταβλητή x , μια άγνω-
στη συνάρτηση y  =  f ( x � και κάποιες από τις παραγώγους της y ƍ, y Ǝ, «.

īια παράδειγμα, οι εȟισώσεις

y ƍ =  2 x , y ƍ =  2 y , y Ǝ � y  =  0

είναι διαφορικές εȟισώσεις.

Ǿ μεγαλύτερη από τις τάȟεις των παραγώγων που εμφανίȗονται στην εȟίσωση ονομάȗε-
ται τȐȟȘ της διαφορικής εȟίσωσης. Έτσι οι εȟισώσεις y ƍ   �x  και y ƍ =  2 y  είναι διαφορικές 
εȟισώσεις πρώτης τάȟεως, ενώ η  y Ǝ � y  =  0 είναι δευτέρας τάȟεως.
Ȁάθε συνάρτηση y  =  f ( x � που επαληθεύει τη διαφορική εȟίσωση λέγεται λύσȘ της εȟί-
σωσης.
īια παράδειγμα, η συνάρτηση y  =  x 2  είναι μια λύση της διαφορικής εȟίσωσης y ƍ   �x , 
αφού y ƍ   (x 2 �ƍ   �x .
Το σύνολο όλων των λύσεων μιας διαφορικής εȟίσωσης λέγεται γενικȒ λύσȘ της εȟίσω-
σης.
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īια παράδειγμα, η γενική λύση της εȟίσωσης y ƍ =  2 x  είναι η y  =  x 2  +  c , c �R. Ȉυχνά 
ȗητάμε εκείνη τη λύση  y  =  f ( x � της διαφορικής εȟίσωσης που ικανοποιεί μια αρȤικȒ 
συνșȒκȘ y 0  =   f ( x 0 �. īια να βρούμε τη λύση αυτή, βρίσκουμε πρώτα τη γενική λύση της 
εȟίσωσης και με τη βοήθεια της αρχικής συνθήκης προσδιορίȗουμε τη ȗητούμενη λύση. 

īια παράδειγμα, η λύση y  =  f ( x � της διαφορικής εȟίσωσης y ƍ =  2 x , που ικανοποιεί την 
αρχική συνθήκη  f ( 1)  =  �, είναι η συνάρτηση y  =  x 2  � �, αφού από τη γενική λύση y  =  x 2  
+  c , για x  =  � και y  =  � είναι c  =  �.

Ȉτη συνέχεια θα ασχοληθούμε μόνο με δυο ειδικές μορφές διαφορικών εȟισώσεων πρώ-
της τάȟεως�

Ɣ Τις εȟισώσεις με χωριȗόμενες μεταβλητές και

Ɣ  Τις γραμμικές διαφορικές εȟισώσεις πρώτης τάȟεως.

ǻȚĮĳȠȡȚțȑȢ İȟȚıȫıİȚȢ ȝİ ȤȦȡȚȗȩȝİȞİȢ ȝİĲĮȕȜȘĲȑȢ
Έχει αποδειχτεί πειραματικά, ότι ο ρυθμός μεταβολής, ως προς το χρόνο, του πληθυσμού 
y  =  P ( t � μιας κοινωνίας, η οποία δεν επηρεάȗεται από εȟωτερικούς παράγοντες, είναι 
ανάλογος του πληθυσμού. ǻηλαδή, ισχύει

P ƍ(t )  =  α3( t �,

όπου α θετική σταθερά.
Αν ο αρχικός πληθυσμός της κοινωνίας είναι P 0 , δηλαδή P ( 0)  =  P 0 , για να βρούμε τον 
πληθυσμό P ( t � ύστερα από χρόνο t , θα λύσουμε την παραπάνω διαφορική εȟίσωση.

Επειδή y  =  P ( t � > 0, η εȟίσωση γράφεται
′

=
P t
P t

( )
( )

α ,

οπότε ολοκληρώνοντας και τα δυο μέλη της, έχουμε διαδοχικά�

Επειδή P ( 0)  =  P 0 , είναι c  =  P 0 , οπότε

∫ ′
dt

tP
tP
)(
)(

∫= dtα  

1)(ln ctαtP += .  

1)( ctαetP += ,

tαcetP =)( , με 1cec = .  

P(t) = P0eαt. 
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Ǿ παραπάνω διαφορική εȟίσωση λέγεται διαφορική εȟίσωση με ȤȦριȗόμενεȢ μεταβλȘ-
τȑȢ. īενικά,

2ȇǿȈȂȅȈ

ǻιαĳορικȒ εȟίσȦσȘ με ȤȦριȗόμενεȢ μεταβλȘτȑȢ λέγεται κάθε εȟίσωση της μορ-
φής

� � � � α( y )  ·  y ƍ   β( x �                                                    (��, 

όπου y  =  f ( x � η άγνωστη συνάρτηση, α( y � συνάρτηση του y  και β( x � συνάρτηση 
του x .

īια να λύσουμε την εȟίσωση αυτή ολοκληρώνουμε και τα δύο μέλη της ως προς x .
Έχουμε

( ) ( )y y dx x dxα β′ =∫ ∫ .

Επειδή y  =  f ( x �, είναι dy  =   f ƍ (x ) dx  =  \ƍd[, οπότε έχουμε

( ) ( )=∫ ∫α y dy β x dx.                                                 (��

Αν ǹ( y � είναι μια παράγουσα α( y � και Ǻ( x � μια παράγουσα της β( x �, τότε η (�� γράφεται

� � � ����������ǹ( y ) � �Ǻ( x )  +  c , c �R.                                              (��

Από την τελευταία εȟίσωση προσδιορίȗουμε τη γενική λύση της διαφορικής εȟίσωσης.

Ȉȋȅȁǿȅ

Ǿ ισότητα (�� μας επιτρέπει να γράφουμε τη διαφορική εȟίσωση (�� στην ³άτυπη´ μορφή 
της

α( y ) dy  =  β( x ) dx

και να ολοκληρώνουμε τα μέλη της, το μεν πρώτο μέλος της ως προς y , το δε δεύτερο 
μέλος της ως προς x .

ΕĭǹΡΜΟΓ+
Να λυșούν οι διαĳορικȑȢ εȟισȫσειȢ

  L� �y ± xyƍ = ��  x 0≠  και y ! �

 LL� yƍ = �xy2 �  y 0≠

LLL� x + yyƍ = ��   y ! ��
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ΛΥΣΗ

  L�  Ȉε καθένα από τα διαστήματα ( , )−∞ 0  και ( , )0 + ∞ , η εȟίσωση γράφεται�

1 2
y
y

x
′ =

1 2
y
dy
dx x

 ,

1 2
y
dy

x
dx .

1 2dy dx
y x

=∫ ∫
ln ln | |y x c= +2 0 = +ln x c2

0, c0 ∈ R  

, c  > 0.

Άρα, σε καθένα από τα διαστήματα ( , )−∞ 0  και ( , )0 + ∞  είναι y  =  c x 2 , όπου c  >  0 

 LL� Ǿ εȟίσωση γράφεται�

dy
dx

xy 2 2

dy
y

xdx2 2 .

2

dy
y

=∫ 2xdx∫

− = +
1 2

y
x c

Άρα, y
x c

= −
+
1

2
, όπου c ∈R (Ȉχ. ��.

LLL� Ǿ εȟίσωση γράφεται διαδοχικά

x y dy
dx

+ = 0

ydy xdx= −

ydy xdx= −∫ ∫
y x c

2 2

12 2
= − +

x y c2 2+ = , c  >  0

Άρα, y c x= − 2 , όπου c  > 0 (Ȉχ. ��.
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ΓȡĮȝȝȚțȑȢ įȚĮĳȠȡȚțȑȢ İȟȚıȫıİȚȢ ʌȡȫĲȘȢ ĲȐȟİȦȢ
Από τη ĭυσική γνωρίȗουμε ότι στο διπλανό κύκλω-
μα ισχύει ο κανόνας του .LUFKKRII. ǻηλαδή, 

L dI t
dt

R I t V t⋅ + ⋅ =
( ) ( ) ( ).

                     
( 1)

īια να προσδιορίσουμε την ένταση, I ( t �, του ρεύμα-
τος που διαρρέει το κύκλωμα, είναι ανάγκη να λύ-
σουμε τη διαφορική εȟίσωση (��. Ǿ εȟίσωση αυτή 
λέγεται γραμμική διαφορική εȟίσωση πρώτης τάȟε-
ως. īενικά�

ȅȇǿȈȂȅȈ

īραμμικȒ διαĳορικȒ εȟίσȦσȘ πρȫτȘȢ τȐȟεȦȢ λέγεται κάθε εȟίσωση της μορφής

y ƍ � α( x ) y  =  β( x �,

όπου y  =  f ( x � είναι η άγνωστη συνάρτηση και α( x �, β( x � συναρτήσεις του x .

īια την επίλυση της εȟίσωσης αυτής�

— Αναȗητούμε μια παράγουσα ǹ( x � της συνάρτησης α( x � και έπειτα

— Ȇολλαπλασιάȗουμε τα μέλη της εȟίσωσης με Hǹ( x ) .

Έτσι, έχουμε διαδοχικά

y ƍHǹ( x )  +  α( x ) Hǹ( x ) · y  =  β( x ) Hǹ( x )

y ƍHǹ( x )  +  ǹƍ( x ) Hǹ( x ) · y  =  β( x ) Hǹ( x )

y ƍHǹ( x )  +  ( Hǹ( x ) �ƍ· y  =  β( x ) Hǹ( x )

( \Hǹ( x ) �ƍ   β( x ) Hǹ( x )

( ) ( )( ) ( )A x A xye dx x e dxβ′ =∫ ∫
\Hǹ( x )  =  Ǻ( x )  +  c ,

όπου Ǻ( x � μια παράγουσα της β( x ) Hǹ( x ) .

ΕĭǹΡΜΟΓ+
1 . Να λυșεί Ș διαĳορικȒ εȟίσȦσȘ

yƍ + �y = �.
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ΛΥΣΗ

Επειδή μια παράγουσα της α( x �   � είναι η ǹ( x )  =  2 x , πολλαπλασιάȗουμε και τα δυο μέλη 
της εȟίσωσης με H2 x . Έτσι, έχουμε διαδοχικά

\ƍH2 x  +  2 H2 x y  =  2 H2 x

( \H2 x �ƍ   (H2 x �ƍ

\H2 x  =  H2 x  +  c

y  =  1 +  FH– 2 x , c �R.

ǹΣΚΗΣΕΙΣ

ǹǯ ȅȂǹǻǹȈ

��   ȃα λύσετε τις διαφορικές εȟισώσεις�

  i )  y ƍ =  –4 x y 2 , y  >  0   i i )  y ƍy  =  x , y  >  0

i i i )  1 2
xy

y′ =    i v)  y ƍ =  H – y συνx .

��   ȃα λύσετε τις διαφορικές εȟισώσεις�

  i )  y ƍ � �y  =  3   i i )  y ƍ � �y  =  H – x

i i i )  y ƍ � y  =  2 x    i v)  y ƍ � �x y  =  x .

��   ȃα βρείτε τη λύση της διαφορικής εȟίσωσης y ƍ =  2 x 2 y 2 , y  � 0, της οποίας η γρα-
φική παράσταση διέρχεται από το σημείο ǹ(0, ±��.

��   ȃα βρείτε τη λύση της διαφορικής εȟίσωσης y ƍ =  2 – 3 y  που ικανοποιεί τη συν-
θήκη y (0�   ���.

��   ȃα λύσετε τις διαφορικές εȟισώσεις�

  i ) , αν y ( 0)  =  – 3

i i )   ( x  +  1) y ƍ � y  =  l n x , αν  y ( 1)  =  �0.
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Ǻǯ ȅȂǹǻǹȈ

��   Ǿ ένταση του ηλεκτρικού ρεύματος ǿ σε ένα ηλεκτρικό κύκλωμα ικανοποιεί την 

εȟίσωση ημdI I t
dt

+ = . Αν I (0�   0, να βρείτε την ένταση I ( t �.

��   ȃα βρείτε τη λύση της διαφορικής εȟίσωσης ye y ey x2 2′ = , η οποία διέρχεται από 
το σημείο ǹ(�, ��.

��   ȃα λύσετε τη διαφορική εȟίσωση ′ − =y
x
y x1 , x  > 0.

��   Ǿ κλίση της εφαπτομένης μιας γραμμής (C � με εȟίσωση y  =  y ( x �, y  > 0 στο ση-
μείο M ( x , y � είναι ίση με x y . ȃα βρείτε την εȟίσωση της (C �, αν είναι γνωστό ότι 
διέρχεται από το σημείο ǹ(0, ��.

��   Έστω α β λ, , ∈R σταθερές, με α >  Ȝ > 0.

 L� ȃα λύσετε την εȟίσωση y ƍ � α\ =  βH– ȜW.

LL� Αν y  =  y ( t � είναι μια λύση της εȟίσωσης, να αποδείȟετε ότι ισχύει lim ( ) .
t

y t
→+∞

= 0

��   Έχει αποδειχτεί πειραματικά ότι ο ρυθμός μεταβολής της θερμοκρασίας θ ενός 
σώματος, όταν αυτό βρεθεί σε περιβάλλον σταθερής θερμοκρασίας ȉ με θ >  T , 
είναι

d
dt

kθ
θ= − −( )Τ , k  > 0.

ȃα βρείτε τη θερμοκρασία θ( t �, αν θ( 0)  =  θ 0 .

��   ȅ πληθυσμός P  =  P ( t � μιας χώρας μεταναστεύει με σταθερό ρυθμό m  > 0. 
ǻίνεται ότι ο ρυθμός αύȟησης του πληθυσμού ȇ, αν δεν υπήρχε η μετανάστευ-
ση, θα ήταν ανάλογος του ȇ.

  L�   ȃα δικαιολογήσετε ότι ο πληθυσμός ȇ ικανοποιεί την εȟίσωση P ƍ   k P  – m , 
k  > 0 σταθερά.

 LL�   ȃα βρείτε τη συνάρτηση P  =  P ( t �, αν P ( 0)  =  P 0

LLL�   ȃα αποδείȟετε ότι�

— Αν m  <  k P 0 , τότε ο πληθυσμός αυȟάνεται.
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— Αν m  >  k P 0 , τότε ο πληθυσμός μειώνεται.

— Αν m  =  k P 0 , τότε ο πληθυσμός παραμένει σταθερός.

��   Έστω y  =  y ( t � το ύψος και V  =  V ( t � ο όγκος του νερού μιας δεȟαμενής τη χρονική 
στιγμή t . Ǿ δεȟαμενή αδειάȗει από μια κυκλική οπή εμβαδού α που βρίσκεται 
στον πυθμένα της. Ȉύμφωνα με το νόμο του 7RUULFHOOL ο ρυθμός μεταβολής του 
όγκου του νερού είναι 

dV
dt

gy= −α 2 , g  =  10 m / s 2 .

 L�   Αν η δεȟαμενή είναι κυλινδρική με ύψος �,� P, 
ακτίνα � P και η ακτίνα της οπής είναι 0,� P, να 
αποδείȟετε ότι το y  ικανοποιεί την εȟίσωση

′ = −y y5
50

  LL�   ȃα βρείτε το ύψος y ( t �, αν είναι γνωστό ότι τη 
χρονική στιγμή t    0 η δεȟαμενή ήταν γεμάτη.

LLL�   Ȇόσος χρόνος θα χρειαστεί για να αδειάσει τελείως η δεȟαμενή� (ǻίνεται ότι 
ο όγκος του κυλίνδρου είναι V  =  πU2 ȣ�.

��   Ένας βηματοδότης αποτε-
λείται από μια μπαταρία και 
έναν πυκνωτή, ενώ η καρ-
διά παίȗει το ρόλο της αντί-
στασης, όπως φαίνεται στο 
σχήμα. ǵταν ο διακόπτης 
S  βρίσκεται στη θέση ȇ, ο 
πυκνωτής φορτίȗεται ενώ, 
όταν βρίσκεται στη θέση Q , 
ο πυκνωτής εκφορτίȗεται και 
προκαλεί ηλεκτρικό ερέθι-
σμα στην καρδιά. Ȁατά τη δι-
άρκεια αυτή στην καρδιά εφαρμόȗεται ηλεκτρεγερτική δύναμη Ε που ικανοποιεί 
την εȟίσωση

dE
dt RC

E= −
1 , t 1 <  t  <  t 2 .

όπου R , C  σταθερές. ȃα βρείτε την E ( t �, αν E ( t 1)  =  E 0 .

Αν η δεȟαμενή είναι κυλινδρική με ύψος �,� P, 
ακτίνα � P και η ακτίνα της οπής είναι 0,� P, να 

�, αν είναι γνωστό ότι τη 
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���   Ȉύμφωνα με τον κανόνα του ȀLUFKKRII για το 
κύκλωμα του διπλανού σχήματος ισχύει

L dI
dt

RI E t+ =RI+ =RI ( )E t( )E t .

 L�   Αν R  =  12 ȍ, L  =  4 H , E    �0 V , 

α�   να βρείτε την ένταση I ( t � του ρεύμα-
τος, t  VHF μετά το κλείσιμο του κυκλώματος.

β�   να βρείτε το lim ( )
t

I tm (I tm (
→+∞

. Τι συμπεραίνετε�

LL�   Αν στο κύκλωμα αντί για μπαταρία που δίνει σταθερή ηλεκτρεγερτική 
δύναμη Ε χρησιμοποιήσουμε μια γεννήτρια που δίνει E ( t �   �0ημ�t , να 
βρείτε την ένταση I ( t �.

3.4  ΟΡΙΣΜΕȃΟ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜǹ 

ΕȝȕĮįȩȞ ʌĮȡĮȕȠȜȚțȠȪ ȤȦȡȓȠȣ
Έστω ότι θέλουμε να βρούμε το εμβαδόν του χωρίου ȍ που περικλείεται από τη γραφική 
παράσταση της συνάρτησης  f ( x )  =  x 2 , τον άȟονα των x  και τις ευθείες x  =  0 και x  =  1 
(Ȇαραβολικό χωρίο Ȉχ. ��. 

Μια μέθοδος να προσεγγίσουμε το ȗητούμενο εμβαδόν είναι η εȟής� 

ȋωρίȗουμε το διάστημα >0,�@ σε Ȟ ισομήκη υποδιαστήματα, μήκους ∆ x =
1
ν

, με άκρα 
τα σημεία�
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Ɣ  Ȉχηματίȗουμε τα ορθογώνια με βάσεις τα υποδιαστήματα αυτά και ύψη την ελάχιστη 
τιμή της  f  σε καθένα από αυτά. (Ȉχ. ��. Μια προσέγγιση του εμβαδού που ȗητάμε είναι 
το άθροισμα, İȞ, των εμβαδών των παραπάνω ορθογωνίων. ǻηλαδή, το�

Ɣ Αν, τώρα, σχηματίσουμε τα ορθογώνια με βά-
σεις τα παραπάνω υποδιαστήματα και ύψη την μέ-
γιστη τιμή της  f  σε καθένα απ¶ αυτά (Ȉχ. ��, τότε 
το άθροισμα

Εν ν ν ν ν
ν
ν ν

= 





 + 






 + + 






f f f1 1 2 1 1



των εμβαδών των ορθογωνίων αυτών είναι μια 
ακόμη προσέγγιση του ȗητούμενου εμβαδού. Είναι 
όμως,

Εν ν ν ν ν
ν
ν ν

= 





 + 






 + + 






 ⋅f f f1 1 2 1 1



= 





 + 






 + + 




















1 1 22 2 2

ν ν ν
ν
ν



= + + +
1 1 23

2 2 2

ν
ν( ) =

+ +
=

+ +1 1 2 1
6

2 3 1
63

2

2ν
ν ν ν ν ν

ν
( )( ) .

ν ν
ν

ν

x0 =  ,  1
10 x = ν , 2

2x = ν , ………….…., 1
1x ν−

ν −
=

ν
, 
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Το ȗητούμενο, όμως, εμβαδόν Ε βρίσκεται μεταȟύ των İȞ και ΕȞ. ǻηλαδή ισχύει 
εν ν≤ ≤Ε Ε , οπότε

lim lim
ν ν ν νε

→∞ →∞
≤ ≤Ε Ε .

Επειδή lim lim
ν ν ν νε

→∞ →∞
= =Ε

1
3

, έχουμε Ε =
1
3

.

Ɣ�Αν, τώρα, σχηματίσουμε τα ορθογώνια 
με βάσεις τα παραπάνω υποδιαστήματα 
>x ț– 1, x ț@, ț   �, �, «, Ȟ και ύψη την τιμή 
της συνάρτησης σε οποιοδήποτε ενδιάμεσο 
σημείο ȟț, ț   �, �, «, �, «, Ȟ, καθενός δι-
αστήματος, (Ȉχ. ��, τότε το άθροισμα

S f f fν νν
ξ

ν
ξ

ν
ξ= + + +

1 1 1
1 2( ) ( ) ( )

των εμβαδών των ορθογωνίων αυτών είναι 
μια ακόμη προσέγγιση του ȗητούμενου εμ-
βαδού. Επειδή f x f f x( ) ( ) ( )κ κ κξ− ≤ ≤1  για 
ț   �, �, «, Ȟ, θα είναι

1 1 1
1ν ν

ξ
νκ κ κf x f f x( ) ( ) ( )− ≤ ≤ ,

οπότε θα ισχύει

εν ν ν≤ ≤S Ε .

Είναι όμως, lim lim
ν ν ν νε

→∞ →+∞
= =E Ε . Άρα θα ισχύει lim

ν ν Ε
→∞

=S .

ΟȡȚıȝȩȢ İȝȕĮįȠȪ

Έστω f  μια συνεχής συνάρτηση σε ένα 
διάστημα >α,β@, με f x( ) t 0  για κάθε 
x ∈[ , ]α β  και ȍ το χωρίο που ορίȗεται 
από τη γραφική παράσταση της  f , τον 
άȟονα των x  και τις ευθείες x  =  α, x  =  β.

īια να ορίσουμε το εμβαδόν του χωρίου 
ȍ (Ȉχ. �� εργαȗόμαστε όπως στο προη-
γούμενο παράδειγμα. ǻηλαδή�
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Ɣ  ȋωρίȗουμε το διάστημα >α, β@ σε Ȟ ισομήκη υποδιαστήματα, μήκους ∆ x =
−β α
ν

, με 
τα σημεία α =  x 0  <  x 1 <  x 2  <  … <  x Ȟ =  β.

Ɣ  Ȉε κάθε υποδιάστημα >[κ±�, x ț@ επιλέγουμε αυθαίρετα ένα σημείο ȟț και σχηματίȗουμε 
τα ορθογώνια που έχουν βάση ǻ[ και ύψη τα  f ( ȟț�. Το άθροισμα των εμβαδών των ορ-
θογωνίων αυτών είναι

S Ȟ =  f ( ȟ1) ǻ[ +  f ( ȟ2 ) ǻ[���«���I ( ȟν ) ǻ[� �>f ( ȟ1)  +  … +  f ( ȟν ) ] ǻ[.

Ɣ <πολογίȗουμε το lim
ν ν→+∞

S .

Αποδεικνύεται ότι το lim
ν ν→∞

S  υπάρχει στο R και είναι ανεȟάρτητο από την επιλογή των 

σημείων ȟț. Το όριο αυτό ονομάȗεται εμβαδόν του επιπέδου χωρίου ȍ και συμβολίȗεται 
με Ε( Ω) . Είναι φανερό ότι Ε Ω( ) ≥ 0 . 

Η ȑȞȞȠȚĮ ĲȠȣ ȠȡȚıȝȑȞȠȣ ȠȜȠțȜȘȡȫȝĮĲȠȢ
Έστω μια συνάρτηση  f   ı ȣ Ȟ İ Ȥ Ȓ Ȣ  στο >α, β@. Με τα σημεία α =  x 0  <  x 1 <  x 2  <  … <  x Ȟ =  

β χωρίȗουμε το διάστημα >α, β@ σε Ȟ ισομήκη υποδιαστήματα μήκους ∆ x =
−β α
ν

. 

Ȉτη συνέχεια επιλέγουμε αυθαίρετα ένα ξκ κ κ∈ −[ , ]x x1 , για κάθε κ ν∈{ , ,..., }1 2 , και σχη-
ματίȗουμε το άθροισμα

S Ȟ =   f ( ȟ1) ǻ[ +   f ( ȟ2 ) ǻ[���« +   f ( ȟκ) ǻ[ +  … ���I ( ȟν ) ǻ[

το οποίο συμβολίȗεται, σύντομα, ως εȟής�

S f xν κ
κ

ν

ξ=
=

∑ ( )∆
1

( 1) .

( 1)  Το άθροισμα αυτό ονομάȗεται ένα άθροισμα 5,(0$11.
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$ποδεικνύεται ότι,

³Το όριο του αθροίσματος S Ȟ, δηλαδή το  
 
 
∑

ν

ν κ
κ

lim  f ξ  Δx
1→∞ =

( )  (�� υπάρχει στο R και είναι 

ανεȟάρτητο από την επιλογή των ενδιάμεσων σημείων ȟț´. 

Το παραπάνω όριο (�� ονομάȗεται ορισμȑνο ολοκλȒρȦμα της συνεχούς συνάρτησης  f  

από το α στο β, συμβολίȗεται με ∫ f (x)dx
β

α
 και διαβάȗεται ³ολοκλήρωμα της  f  από το α 

στο β´. ǻηλαδή,

f x dx f x( ) lim ( )=








→∞

=
∑∫ ν κ
κ

ν

β

α
ξ ∆

1

Το σύμβολο ∫ οφείλεται στον /HLEQL] και ονομάȗεται σύμβολο ολοκλήρωσης. Αυτό εί-
ναι επιμήκυνση του αρχικού γράμματος S  της λέȟης 6XPPD (άθροισμα�. ȅι αριθμοί α 
και β ονομάȗονται όρια της ολοκλήρωσης. Ǿ έννοια ³όρια´ εδώ δεν έχει την ίδια έννοια 
του ορίου του �ου κεφαλαίου. Ȉτην έκφραση f x dx( )

α

β

∫  το γράμμα x  είναι μια μεταβλη-
τή και μπορεί να αντικατασταθεί με οποιοδήποτε άλλο γράμμα. Έτσι, για παράδειγμα, 

οι εκφράσεις f x dx( )
α

β

∫ , f t dt( )
α

β

∫  συμβολίȗουν το ίδιο ορισμένο ολοκλήρωμα και είναι 
πραγματικός αριθμός, σε αντίθεση με το ( )f x dx∫  που είναι ένα σύνολο συναρτήσεων. 
Είναι, όμως, χρήσιμο να επεκτείνουμε τον παραπάνω ορισμό και για τις περιπτώσεις που 
είναι α >  β ή α =  β, ως εȟής�

Από τους ορισμούς του εμβαδού και του ορισμένου ολοκληρώματος προκύπτει ότι� 
Αν f x( ) t 0 για κάθε x ∈[ , ]α β , τότε το ολοκλήρω-

μα f x dx( )
α

β

∫  δίνει το εμβαδόν Ε( ȍ� του χωρίου ȍ 
που περικλείεται από τη γραφική παράσταση της f  
τον άȟονα [ƍ[ και τις ευθείες x  =  α και x  =  β (Ȉχ. ���. 
ǻηλαδή,

∫
β

α
. 

Επομένως, 

Ɣ  f x dx f x dx( )f x( )f x ( )f x( )f x= −∫∫ β

α

α∫α∫
β

Ɣ  f x dx( )f x( )f x =∫ 0
α∫α∫
α

Αν f x( )f x( )f x t 0 , τότε f x dx( )f x( )f x ≥∫ 0
α∫α∫
β

.
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ΕĭǹΡΜΟΓ+

Να αποδειȤșεί ότι ( )∫
β

α
� για οποιοδȒποτε c ��R.

ǹȆΟǻΕΙȄΗ

  L� Αν α =  β, τότε cdx c c= = − = −∫ 0 ( ) ( )α α β α
α

α
.

 LL� Αν α <  β, τότε, επειδή η  f ( x )  =  c  είναι συνεχής στο >α, β@, έχουμε

cdx f x dx= ∫∫ ( )
α

β

α

β

= + + +
→∞
lim[( ( ) ( ) ( )) ]
ν νξ ξ ξf x f x f x1 2∆ ∆ ∆

=
−

+ + +
→∞
lim [ ( ) ( ) ( )]
ν ν

β α
ν

ξ ξ ξf f f1 2 

=
−

+ + +





→∞

lim ( )
ν

β α
ν

c c c

=
−

⋅





 = −

→∞
lim ( )
ν

β α
ν

ν β αc c

LLL� Αν α >  β, τότε

cdx cdx c c
α

β

β

α
α β β α∫ ∫= − = − − = −( ) ( ).

Ȉȋȅȁǿȅ

Αν c  > 0, τότε το cdx
α

β

∫  εκφράȗει το εμβαδόν ενός 

ορθογωνίου με βάση β – α και ύψος c  (Ȉχ. ���.

ΙįȚȩĲȘĲİȢ ĲȠȣ ȠȡȚıȝȑȞȠȣ ȠȜȠțȜȘȡȫȝĮĲȠȢ
Με τη βοήθεια του ορισμού του ορισμένου ολοκληρώματος αποδεικνύονται τα παρακά-
τω θεωρήματα.
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ĬǼȍȇǾȂǹ �ο

Έστω  f , g   ı ȣ Ȟ İ Ȥ İ ȓ Ȣ �συναρτήσεις στο >α, β@ και λ µλ µ,λ µ ∈R. Τότε ισχύουν

Ɣ λ λ
α

β

α

β
f xλ λf xλ λdxλ λdxλ λ f x dx( )λ λ( )λ λf x( )f xλ λf xλ λ( )λ λf xλ λ ( )f x( )f xλ λ=λ λ∫λ λ∫λ λ

α∫α∫α∫α

Ɣ [ ( ) ( )] ( ) ( )f x[ (f x[ ( g x) (g x) ( dx f x( )f x( )dx g x( )g x( )dx+ =) (+ =) ( )]+ =)]g x+ =g x) (g x) (+ =) (g x) ( dx+ =dx + ∫∫∫ α∫α∫
β

α∫α∫
β

α∫α∫
β

και γενικά

Ɣ [ ( ) ( )] ( )λ µ[ (λ µ[ ( ) (λ µ) ( λ µ( )λ µ( )
α

β

α

β
λ µ

β
λ µ

α

β
λ µf xλ µ[ (λ µ[ (f x[ (λ µ[ ( g x) (g x) ( dx λ µf xλ µ( )λ µ( )f x( )λ µ( )dxλ µdxλ µ g x( )g x( )dx+ =) (+ =) ( )]+ =)]) (λ µ) (+ =) (λ µ) (g x+ =g x) (g x) (+ =) (g x) ( dx+ =dx λ µ+λ µ∫λ µ∫λ µ

α∫α∫λ µ∫λ µ
α∫α∫α∫α

ĬǼȍȇǾȂǹ �ο

Αν η  f  είναι ı ȣ Ȟ İ Ȥ Ȓ Ȣ  σε διάστημα ǻ και α β γ, ,α β, ,α β ∈ ∆, τότε ισχύει

f x dx( )f x( )f x∫ ∫ ∫f x∫ ∫ ∫f x dx∫ ∫ ∫dx f x∫ ∫ ∫f x dx∫ ∫ ∫dx( )∫ ∫ ∫( )f x( )f x∫ ∫ ∫f x( )f x ( )∫ ∫ ∫( )f x( )f x∫ ∫ ∫f x( )f x( )∫ ∫ ∫( )f x( )f x∫ ∫ ∫f x( )f x= +∫ ∫ ∫= +dx= +dx∫ ∫ ∫dx= +dx= +∫ ∫ ∫= +f x= +f x∫ ∫ ∫f x= +f x( )= +( )∫ ∫ ∫( )= +( )f x( )f x= +f x( )f x∫ ∫ ∫f x( )f x= +f x( )f x
α∫ ∫ ∫α∫ ∫ ∫
β

∫ ∫ ∫
β

∫ ∫ ∫α∫ ∫ ∫α∫ ∫ ∫
γ

∫ ∫ ∫
γ

∫ ∫ ∫γ∫ ∫ ∫γ∫ ∫ ∫
β

īια παράδειγμα, αν f x dx( ) =∫0

3
3  και f x dx( ) =∫0

4
7, τότε

f x dx f x dx f x dx f x dx f x dx( ) ( ) ( ) ( ) ( )= + = − + = − + =∫ ∫∫ ∫∫3

4

0

4

3

0

0

4

0

3
3 7 4 .

ȈǾȂǼǿȍȈǾ

Αν f x( ) t 0 και α <  Ȗ <  β (Ȉχ. ���, η παραπάνω ιδιό-
τητα δηλώνει ότι�

Ε( ȍ)  =  Ε( ȍ1)  +  Ε( ȍ2 )  

αφού

Ε Ω( ) ( )1 = ∫ f x dx
α

γ
, Ε Ω( ) ( )2 = ∫ f x dx

γ

β

και

Ε Ω( ) ( )= ∫ f x dx
α

β
.

ĬǼȍȇǾȂǹ �ο

Έστω f  μια ı ȣ Ȟ İ Ȥ Ȓ Ȣ  συνάρτηση σε ένα διάστημα >α,β@. Αν f x( )f x( )f x t 0 για κάθε 
x ∈[ , ]α β[ ,α β[ ,  και η συνάρτηση  f   δεν είναι παντού μηδέν στο διάστημα αυτό, τότε

f x dx( )f x( )f x >∫ 0
α∫α∫
β

.
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ǹΣΚΗΣΕΙΣ

ǹǯ ȅȂǹǻǹȈ

��   Αν f x dx( ) =∫ 9
1

4
, f x dx( ) =∫ 11

3

4
 και f x dx( ) =∫ 13

1

8
, να βρείτε τα ολοκληρώ-

ματα�

  i )  
3

4
( )f x dx∫    i i )  

8

4
( )f x dx∫  

i i i )
3

1
( )f x dx∫   i v)  

8

3
( )f x dx∫ .

��   ȃα αποδείȟετε ότι

ln lntdt
t
dt

e

e
= ∫∫

11

1
.

��   ȃα υπολογίσετε το ț έτσι, ώστε

x
x

dx
x

dx
2

2 2

1

1

4
1

5
1

3−
+

−
+

=∫ ∫κ

κ

.

��   Αν f x dx( ) =∫ 5
1

3
 και g x dx( ) = −∫ 2

1

3
 να υπολογίσετε τα ολοκληρώματα�

i )  ( ( ) ( ))2 6
1

3
f x g x dx−∫    i i )  ( ( ) ( ))2

3

1
f x g x dx−∫ .

3 . 5  + ΣΥȃǹΡΤΗΣΗ 

ȅ υπολογισμός ενός ολοκληρώματος f x dx( )
α

β

∫  κατευθείαν από τον ορισμό είναι συ -

νήθως μία δύσκολη και πολύ κοπιαστική διαδικασία. Ȉτην παράγραφο αυτή θα ανα -

ȗητήσουμε τρόπο υπολογισμού ολοκληρωμάτων χωρίς τη χρήση του ορισμού. Ȉ¶ αυτό 
θα μας βοηθήσει το γνωστό, ως θ İ ȝ İ Ȝ Țȫ į İ Ȣ � θ İȫρȘȝα � Ĳ Ƞ ȣ � Ƞ Ȝ Ƞ ț Ȝ Ș ρȦ Ĳ Ț ț Ƞ Ȫ�
Ȝ Ƞ Ȗ Ț ı ȝ Ƞ Ȫ � Ǿ απόδειȟη του θεωρήματος αυτού στηρίȗεται στο επόμενο θεώρημα, το 
οποίο μας εȟασφαλίȗει την ύπαρȟη παράγουσας μιας συνεχούς συνάρτησης  f  σε ένα 
διάστημα ǻ.
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ĬǼȍȇǾȂǹ

Αν f  είναι μια συνεχής συνάρτηση σε ένα διάστημα ǻ και α είναι ένα σημείο του ǻ, 
τότε η συνάρτηση 

F x f t dt
x

( )F x( )F x ( )f t( )f t= ∫α
, x ∈ ∆, 

είναι μια παράγουσα της  f  στο ǻ. ǻηλαδή ισχύει�

f t dt f x
a

x
( )f t( )f t ( )f x( )f x∫( )′ = , για κάθε x ∈ ∆.

īια παράδειγμα 

( )2 2

0

x
ημ tdt ημ x

′
=∫  και ln lntdt x

x

1∫( )′ = .

Ȉȋȅȁǿ$
Ɣ Εποπτικά το συμπέρασμα του παραπάνω θεωρήματος προκύπτει (Ȉχ. ��� ως εȟής�

F x h F x f t dt
x

x h
( ) ( ) ( )+ − =

+

∫
 Εμβαδόν του χωρίου ȍ 
≈ ⋅f x h( ) , για μικρά h  > 0.

Άρα, για μικρά h  > 0 είναι

F x h F x
h

f x( ) ( ) ( )+ −
≈ ,

οπότε

′ =
+ −

=
→

F x F x h F x
h

f x
h

( ) lim ( ) ( ) ( )
0

Ɣ Από το παραπάνω θεώρημα και το θεώρημα πα-
ραγώγισης σύνθετης συνάρτησης προκύπτει ότι�

f t dt .f g x g x
g x

( ) =
α

( )

∫( ) ′′ ( ( )) ( ),

με την προȨπόθεση ότι τα χρησιμοποιούμενα σύμβολα έχουν νόημα.
īια παράδειγμα,

ln (ln ) ( ) ( ln ) lntdt x x x x x x
x

1

3 3 2 2
3

3 3 9∫






′

= ⋅ ′ = =

ĬǼȍȇǾȂǹ �ĬεμελιȫδεȢ șεȫρȘμα του ολοκλȘρȦτικού λογισμού�

Έστω  f   μια συνεχής συνάρτηση σ¶ ένα διάστημα >α, β@. Αν G  είναι μια παράγουσα 
της  f   στο >α, β@, τότε

f t dt G G( )f t( )f t ( )G G( )G G( )G G( )G G( )= −G G= −G GG G( )G G= −G G( )G G∫ β αG Gβ αG G( )β α( )G G( )G Gβ αG G( )G G( )β α( )G G( )G Gβ αG G( )G G( )β α( )G G= −G Gβ αG G= −G GG G( )G G= −G G( )G Gβ αG G( )G G= −G G( )G G
α

β
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ǹȆȅǻǼǿȄǾ

Ȉύμφωνα με το προηγούμενο θεώρημα, η συνάρτηση F x f t dt
x

( ) ( )= ∫α
 είναι μια παρά-

γουσα της  f  στο >α, β@. Επειδή και η G  είναι μια παράγουσα της  f  στο >α, β@, θα υπάρχει 
c �R τέτοιο, ώστε

G ( x )  =  F ( x )  +  c .                                                       (��

Από την (��, για x  =  α, έχουμε G F c f t dt c c( ) ( ) ( )α α
α

α
= + = + =∫ , οπότε c  =  G ( α�.

Επομένως, 

G ( x )  =  F ( x )  +  G ( α�,

οπότε, για x  =  β, έχουμε

G F G f t dt G( ) ( ) ( ) ( ) ( )β β α α
α

β
= + = +∫

και άρα
f t dt G G( ) ( ) ( )= −∫ β α

α

β
. ■

Ȇολλές φορές, για να απλοποιήσουμε τις εκφράσεις μας, συμβολίȗουμε τη διαφορά G ( β)  
– G ( α� με [ ( )]G x α

β , οπότε η ισότητα του παραπάνω θεωρήματος γράφεται

f x dx G x f x dx( ) [ ( )] ( )[ ]= = ∫∫ α
β

α

β

α

β

.

īια παράδειγμα,

xdx x
=









 = − =∫

2

1

3

1

3

2
9
2

1
2

4

00
ημ [ συν ] συν συν0 2xdx x

π π π= − = − + =∫

1 1 11
1 x

dx x ee
e

= = − =∫ [ln ] ln ln .

ΕĭǹΡΜΟΓ+

1.  ǻίνεται Ș συνȐρτȘσȘ ( ) ∫
x

F x t dt2

 1
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 L� Να βρεșεί το πεδίο ορισμού τȘȢ F .

LL� Να μελετȘșεί ȦȢ προȢ τȘ μονοτονία και τα ακρότατα Ș F .

ΛΥΣΗ

  L� Ǿ συνάρτηση f t t( ) = −2 1 έχει πεδίο ορισμού το σύνολο

( , ] [ , )−∞ − ∪ + ∞1 1 .

īια να ορίȗεται η F , πρέπει τα άκρα �, x  του ολοκληρώματος να ανήκουν στο ίδιο 
διάστημα του πεδίου ορισμού της  f . Άρα, πρέπει x ∈ + ∞[ , )1 , οπότε το πεδίο ορισμού 
της F  είναι το σύνολο [ , )1 + ∞ .

LL� īια x ∈ + ∞[ , )1  έχουμε�

′ = −( )′ = −∫F x t dt x
x

( ) 2

1

21 1.

Επειδή η F  είναι συνεχής στο [ , )1 + ∞  και ισχύει F ƍ (x � > 0 για κάθε x ∈ + ∞( , )1 , η 
συνάρτηση F  είναι γνησίως αύȟουσα στο [ , )1 + ∞ , οπότε παρουσιάȗει ελάχιστο το 
F (��   0.

ΜȑșȠįȠȚ ȠȜȠțȜȒȡȦıȘȢ

Ɣ  ȅ τύπος της ολοκλήρωσης κατά παράγοντες για το ορισμένο ολοκλήρωμα παίρνει τη 
μορφή

f x g x dx f x g x f x g x dx( )f x( )f x ( )g x( )g x [ (f x[ (f x) (g x) (g x)] ( )f x( )f x ( )g x( )g x ,′ = −f x= −f x g x= −g x[ (= −[ (f x[ (f x= −f x[ (f x) (= −) (g x) (g x= −g x) (g x)]= −)] ′f x′f x∫∫ α
β= −β= −

α∫α∫
β

α∫α∫
β

όπου  f ƍ , g ƍ είναι συνεχείς συναρτήσεις στο >α, β@.

īια παράδειγμα, ας υπολογίσουμε το ολοκλήρωμα 
/ 2

0
συνx xdx

π
Ι = ∫ . Έχουμε�

/ 2 /2

0 0

/ 2

0
(ημ ) ημ ( ) ημ[ ]I x x dx x x x xdx

π ππ′ ′= = −∫ ∫

/ 2

0

/ 2

0
[ ]x

ππ ∫ημ ημ

/ 2 / 2
0 0

ημ συν[ ] [ ]x x xπ π= +

= − =
−π π

2
1 2

2
.
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Ɣ  ȅ τύπος ολοκλήρωσης με αλλαγή μεταβλητής για το ορισμένο ολοκλήρωμα παίρνει 
τη μορφή

f g x g x dx fx dx fx d u duu duu d
u

u
( (f g( (f g ))x g))x g ( )x d( )x d ( )u d( )u d ,′ x f=x f∫x f∫x f

u∫u∫
1

2x f2x f
α∫α∫
β

όπου f , g ƍ είναι συνεχείς συναρτήσεις, u  =  g ( x �, d u  =  g ƍ( x ) d x  και u 1 =  g ( α�, 
u 2  =  g ( β�.

īια παράδειγμα, ας υπολογίσουμε το ολοκλήρωμα I x
x

dx
e

= ∫ ln
1

.

Έχουμε�

I x x dx
e

= ′∫ ln (ln )
1

Αν θέσουμε u  =  l n x , τότε du  =  ( l n x �ƍdx , u 1    OQ�   0 και u 2   =  l n H   �. Επομένως,

I udu u
= =









 =∫

2

0

1

0

1

2
1
2

.

ΕĭǹΡΜΟΓ+

1α υπολογισșούν τα ολοκλȘρȫματα

L� ∫ x x dx
x

22

1

–1+          LL� x dx
x

4

1

+1
∫          LLL� | |x dx

5

–1
–2∫ .

ΛΥΣΗ

 L� Έχουμε 

= + − ∫∫∫ xdx dx
x

dx1 1
1

2

1

2

1

2

.

LL� Έχουμε = + −∫∫ x dx x dx1 2 1 2

1

4

1

4 / /
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.

LLL� Επειδή ,  έχουμε

| | ( ) ( )x dx x dx x dx x x x x− = − + − = −








 + −









 = +

−

2 2 2 2
2 2

2 9
2

2

1

2 2

2

5
99
2

9
2

5

1

2

1

5
=∫∫∫ −−

.

 ǹΣΚΗΣΕΙΣ

ǹǯ ȅȂǹǻǹȈ
��   ȃα υπολογίσετε τα ολοκληρώματα�

  i )  ( )3 2 12

0

2
x x dx− +∫     i i )  

x
x

dx
e

+∫ 1
3

1

i i i )  
/ 2

0
(συν 2ημ )x x dx

π
−∫    i v)  x

x
dx+






∫ 1 2

1

2

.

��   ȃα αποδείȟετε ότι

.

��   ȃα αποδείȟετε ότι

2 2 2f x f x dx f f( ) ( ) ( ( )) ( ( ))′ = −∫ β α
α

β
.

��   Αν η γραφική παράσταση της συνάρτησης  f   διέρχεται από τα σημεία ǹ(0,0� και 
Ǻ(�,��, να βρείτε την τιμή του ολοκληρώματος ′∫ f x dx( )

0

1
, εφόσον η  f ƍ  είναι 

συνεχής στο >0,�@.

��   ȃα βρείτε τις παραγώγους των συναρτήσεων

i )  
συν 2

1
( ) 1

x
F x t dt= −∫    i i )  

1
( )

x

συνθ θ
θ

= ∫
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��    L� ȃα βρείτε την παράγωγο της συνάρτησης f x x x( ) ln( )= + +2 1

LL� ȃα αποδείȟετε ότι 1

1
1 2

2
0

1

+
= +∫ x

dx ln( ) .

Ǻǯ ȅȂǹǻǹȈ

��   Αν tg t dt x x
x

( ) = +∫ 4 6

0
 για κάθε x �R, να βρείτε το g (��.

��   ȃα αποδείȟετε ότι η συνάρτηση 
1 2( )

x συν t

x

π+
= ∫  είναι σταθερή.

��   Αν f x t
e
dtt

x
( ) =

−

∫0

2
, να προσδιορίσετε τα διαστήματα μονοτονίας και τα τοπικά 

ακρότατα της  f .

��   Αν F x xf t dt
x

( ) ( )= ∫0
, να βρείτε την F ƍ(x �.

��   ȃα αποδείȟετε ότι η συνάρτηση F x
t

dt
t

dt
xx

( )
/

=
+

+
+∫ ∫

1
1

1
12 2

1

1

1
 είναι σταθερή 

στο ( , )0 + ∞  και να βρείτε τον τύπο της.

��   ȃα βρείτε το lim
h

h

h
t dt

→

+
+∫0

2

2

21 5 .

��   ȃα υπολογίσετε τα ολοκληρώματα

i )     i i )
/ 2

0

π
+  − +∫ .

��   ȃα υπολογίσετε τα ολοκληρώματα

  i )  ( | |)x x dx2

0

2
1− −∫   i i )  f x dx( )

−∫ π

π
, αν 

, 0
( )

ημ , 0
x x

f x
x x

π
π

− ≤ ≤
=  < ≤

i i i )  | |x x dx2

0

3
3 2− +∫ .

��   ȃα υπολογίσετε τα ολοκληρώματα

  i )  
2

1

lne x dx
x∫    i i )  xe dxx−∫0

1
 

i i i )  x x dxln( )9 2

0

1
+∫   i v)  

/ 2

0
συν2xe xdx

π

∫ .
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���   Αν 
/ 2 2

0
I xημ xdx

π
= ∫ , 

/ 2 2

0
συνJ x xdx

π
= ∫ , να υπολογίσετε τα ολοκληρώματα

I  +  J ,      I  – J ,      ǿ,      J .

���   Έστω μια συνάρτηση  f   με  f Ǝ  συνεχή και για την οποία ισχύει

0
( ) ( ) ημ 2( )f x f x xdx

π
′′+ =∫ .

Αν  f ( π�   �, με τη βοήθεια της ολοκλήρωσης κατά παράγοντες, να υπολογί-
σετε το  f (0�.

���   Έστω οι συναρτήσεις  f , g , με  f  Ǝ, g Ǝ συνεχείς στο >α, β@. Αν f ( α)  =  g ( α�   0 και 
f ƍ (β�   g ƍ(β�, να αποδείȟετε ότι

Ι = ′′ − ′′ = ′ −∫ ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ( ) ( ))f x g x f x g x dx g f gβ β β
α

β

.

3 . 6  ĬΕΩΡΗΜǹ ΜΕΣΗΣ ΤΙΜΗΣ ΤΟΥ
 ΟΛΟΚΛΗΡΩΤΙΚΟΥ ΛΟΓΙΣΜΟΥ

Με τη βοήθεια του θεμελιώδους θεωρήματος του ολοκληρωτικού λογισμού μπορούμε, 
τώρα, να αποδείȟουμε το παρακάτω θεώρημα που είναι γνωστό ως ĬİȫρȘȝα �Ȃȑ ı Ș Ȣ�
ȉȚ ȝ Ȓ Ȣ �ȅ Ȝ Ƞ ț Ȝ Ș ρȦ Ĳ Ț ț Ƞ Ȫ �ȁ Ƞ Ȗ Ț ı ȝ Ƞ Ȫ .

ĬǼȍȇǾȂǹ

Αν μια συνάρτηση f  είναι συνεχής στο >α, β@, τότε υπάρχει ένα, τουλάχιστον, 
ξ α βξ α∈ξ α( ,ξ α( ,ξ α ) τέτοιο, ώστε

f x dx f( )f x( )f x ( )( )= −f= −f ( )= −( )( )= −( )∫ ξ β( )ξ β( )( )ξ β( )= −ξ β= −( )= −( )ξ β( )= −( )( )= −( )ξ β( )= −( )( )α( )
α∫α∫
β

ǹȆΟǻΕΙȄΗ

Ĭεωρούμε τη συνάρτηση F x f t dt
x

( ) ( )= ∫α
. Ǿ συνάρτηση αυτή είναι παραγωγίσιμη στο 

>α, β@ και ισχύει F ƍ(x )  =  f ( x �. Επομένως, σύμφωνα με το θεώρημα μέσης τιμής του δια-

φορικού λογισμού υπάρχει ξ α β∈ ( , ) τέτοιο, ώστε

′ =
−
−

F F F( ) ( ) ( )
ξ

β α
β α

.     
                           ( 1)

Είναι όμως,

F ƍ (ȟ)  =  f ( ȟ�, F f t dt( ) ( )β
α

β
= ∫  και F f t dt( ) ( )α

α

α
= =∫ 0 .
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Επομένως, η ισότητα (�� γράφεται f
f t dt

( )
( )

ξ
β α

α

β

=
−

∫  ή, ισοδύναμα,

f t dt f( ) ( )( )= −∫ ξ β α
α

β
. ■

Ȉȋȅȁǿȅ

ȅ αριθμός f
f x dx

( )
( )

ξ
β α

α

β

=
−

∫
 λέγεται μȑσȘ τιμȒ της 

συνάρτησης  f  στο >α, β@ και συμβολίȗεται με 
_
f .

īεωμετρικά, η μέση τιμή 
_
f  μιας μη αρνητικής 

συνάρτησης  f   στο διάστημα >α, β@ παριστάνει το ύψος 
του ορθογωνίου που έχει βάση το >α, β@ και εμβαδόν 
ίσο με το εμβαδόν του χωρίου Ω που περικλείεται από 
τη γραφική παράσταση της  f , τον άȟονα [ƍ[ και τις 
ευθείες x  =  α και x  =  β (Ȉχ. ���.

ΕĭǹΡΜΟΓΗ

ǲστȦ Ș συνȐρτȘσȘ =( )f x x � Να βρεșεί ξ (0,9)∈  ȑτσι ȫστε .

ΛΥΣΗ

Έχουμε f
_

= =





 = =

∫ xdx x
0

9 3 2

0

9

9

2
3

9
18
9

2

/

.

Επομένως, αρκεί να βρεθεί ξ ∈ ( , )0 9  έτσι, ώστε  f ( ȟ�   �. Έχουμε

f ( )ξ ξ ξ= ⇔ = ⇔ =2 2 4.

Άρα, το ȗητούμενο ȟ είναι το �.

ǹΣΚΗΣΕΙΣ

ǹǯ ȅȂǹǻǹȈ

��   ȃα βρείτε τη μέση τιμή 
_
f  της συνεχούς συνάρτησης  f  στο διάστημα >0,�@, αν 

δίνεται ότι ( ( ) )f x dx− =∫ 1 0
0

1
.

f
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��   Αν η  f  είναι συνεχής στο >α, β@, ț σταθερά και ( ( ) )f x dx− =∫ κ
α

β
0, να αποδείȟετε 

ότι η μέση τιμή της  f  στο >α, β@ είναι ț.

��   ȃα βρεθεί η μέση τιμή της μεταβλητής x  στο διάστημα >α, β@.

Ǻǯ ȅȂǹǻǹȈ

��   ǻίνονται οι συναρτήσεις  f ( x )  =  x 2  και g x
x

( )  1
2 , ορισμένες σ¶ ένα διάστημα >α, 

β@, α > 0. ȃα υπολογίσετε τις 
_
f , g  και να αποδείȟετε ότι .

��   Ǿ ταχύτητα υ του αίματος σ¶ ένα αγγείο 
ακτίνας R  και μήκους A, σε απόσταση U 
από τον κεντρικό άȟονα του αγγείου είναι 

υ( ) ( )r P
n

R r= −
4

2 2

A

, όπου ȇ η διαφορά 

πιέσεως μεταȟύ των άκρων ǹ, Ǻ του αγγείου και n  το ιȟώδες του αίματος (σταθερά�. 

α� ȃα βρείτε τη μέση ταχύτητα του αίματος, όταν r R�[ , ]0 .

β� ȃα βρείτε τη μέγιστη ταχύτητα και να τη συγκρίνετε με τη μέση ταχύτητα

��   Έστω  f   μια παραγωγίσιμη στο >0,�@ συνάρτηση, με f x dx f( ) ( )=∫ 1
0

1
.

ȃα αποδείȟετε ότι η C f   έχει μια, τουλάχιστον, οριȗόντια εφαπτομένη.

3.7  (ΜǺǹǻΟȃ ΕȆΙȆΕǻΟΥ ȋΩΡΙΟΥ

x  Ȉτην παράγραφο �.� είδαμε ότι, αν μια 
συνάρτηση  f   είναι συνεχής σε ένα διάστημα >α, 
β@ και f x( ) t 0 για κάθε x ∈[ , ]α β , τότε το εμβα-
δόν του χωρίου ȍ που ορίȗεται από τη γραφική 
παράσταση της  f  , τις ευθείες x  =  α, x  =  β και τον 
άȟονα [ƍ[ (Ȉχ. ��� είναι

 

( ) ( )E f x dx
β

α
Ω = ∫
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īια παράδειγμα, το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται 
από τη γραφική παράσταση της f x x( ) ,  τον άȟονα 
[ƍ[ και τις ευθείες x    0, x    � (Ȉχ. ��� είναι ίσο με 

xdx x dx x= = 





=∫∫ 1 2 3 2

0

1

0

1

0

1 2
3

2
3

/ / .

x Έστω, τώρα, δυο συναρτήσεις  f   και g , συνεχείς στο διάστημα >α, β@ με f x g x( ) ( )t t 0 
για κάθε x ∈[ , ]α β  και ȍ το χωρίο που περικλείεται από τις γραφικές παραστάσεις των f , 
g  και τις ευθείες x  =  α και x  =  β (Ȉχ. ��α�.

Ȇαρατηρούμε ότι

Ε Ω Ε Ω Ε Ω( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ( ) ( ))= − = − = −∫∫∫1 2 f x dx g x dx f x g x dx
α

β

α

β

α

β
.

Επομένως,

E f x g x dx( ) ( ( ) ( ))Ω = −∫α

β
                                                 ( 1)

īια παράδειγμα, το εμβαδόν του χωρίου ȍ που 
περικλείεται από τις γραφικές παραστάσεις των 
συναρτήσεων  f ( x )  =  –  x  � � και g ( x )  =  x 2  (Ȉχ. 
��� είναι ίσο με�

E f x g x dx( ) [ ( ) ( )]Ω = −
−∫ 2

1

= − + −
−∫ ( )x x dx2 2

2

1

= − + −








 =

−

x x x2 3

2

1

2
2

3
9
2

.
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Ω'

x ȅ τύπος (�� βρέθηκε με την προȨπόθεση ότι�

(L� f x g x( ) ( )t  για κάθε x ∈[ , ]α β  και 

(LL� οι  f , g  είναι μη αρνητικές στο >α, β] .

Ĭα αποδείȟουμε, τώρα, ότι ο τύπος (�� ισχύει και χωρίς την υπόθεση (LL�. Ȇράγματι, 
επειδή οι συναρτήσεις f ,  g  είναι συνεχείς στο >α ,  β@, θα υπάρχει αριθμός c �R τέτοιος 
ώστε f x c g x c( ) ( )+ ≥ + ≥ 0, για κάθε x ∈[ , ]α β . Είναι φανερό ότι το χωρίο ȍ (Ȉχ. �0α� 
έχει το ίδιο εμβαδόν με το χωρίο ȍƍ (Ȉχ. �0β�. 

Επομένως, σύμφωνα με τον τύπο (��, έχουμε�

Ε Ω Ε Ω( ) ( ) [( ( ) ) ( ( ) )] ( ( ) ( ))= ′ = + − + = −∫∫ f x c g x c dx f x g x dx
α

β

α

β
.

Άρα,

E f x g x dx( ) ( ( ) ( ))Ω = −∫α

β

x  Με τη βοήθεια του προηγούμενου τύπου μπορούμε να υπολογίσουμε το εμβαδόν του 
χωρίου ȍ που περικλείεται από τον άȟονα [ƍ[, τη 
γραφική παράσταση μιας συνάρτησης g , με ( ) 0g x ≤  
για κάθε x ∈[ , ]α β  και τις ευθείες x  =  α και x  =  β (Ȉχ. 
���. Ȇράγματι, επειδή ο άȟονας [ƍ[ είναι η γραφική 
παράσταση της συνάρτησης  f ( x �   0, έχουμε

E f x g x dx( ) ( ( ) ( ))Ω = −∫α

β

= − = −∫∫ [ ( )] ( )g x dx g x dx
α

β

α

β
.

Επομένως, αν για μια συνάρτηση g  ισχύει ( ) 0g x ≤  για κάθε x ∈[ , ]α β , τότε

E g x dx( ) ( )Ω = −∫α

β
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īια παράδειγμα, το εμβαδόν του χωρίου ȍ 
που περικλείεται από τη γραφική παράσταση 
της g ( x )  =  x 2  ± � και τον άȟονα [ƍ[ (Ȉχ. ��� 
είναι ίσο με

E x dx x dx( ) ( ) ( )Ω = − − = −
−− ∫∫ 2 2

1

1

1

1
1 1

= −








 =

−

x x 3

1

1

3
4
3

.

x ǵταν η διαφορά  f ( x )  –  g ( x � δεν διατηρεί 
σταθερό πρόσημο στο >α,β@, όπως στο Ȉχήμα 
��, τότε το εμβαδόν του χωρίου ȍ που 
περικλείεται από τις γραφικές παραστάσεις 
των f , g  και τις ευθείες x  =  α και x  =  β είναι 
ίσο με το άθροισμα των εμβαδών των χωρίων 
ȍ1, ȍ 2  και ȍ 3 . ǻηλαδή, 

Ε Ω Ε Ω Ε Ω Ε Ω( ) ( ) ( ) ( )= + +1 2 3

= −∫ ( ( ) ( ))f x g x dx
α

γ
+ − + −∫∫ ( ( ) ( )) ( ( ) ( ))g x f x dx f x g x dx

δ

β

γ

δ

= − + − + −∫∫∫ | ( ) ( ) | | ( ) ( ) | | ( ) ( ) |f x g x dx f x g x dx f x g x dx
δ

β

γ

δ

α

γ

= −∫ | ( ) ( ) |f x g x dx
α

β

Επομένως,

E f x g x dx( ) | ( ) ( ) |Ω = −∫α

β

īια παράδειγμα, ας υπολογίσουμε το εμβαδόν 
του χωρίου ȍ που περικλείεται από τις γραφικές 
παραστάσεις των συναρτήσεων  f ( x )  =  x 3 , g ( x )  =  x  
και τις ευθείες x  =  ± �, x  = �. (Ȉχ. ���.

Αρχικά βρίσκουμε τις ρίȗες και το πρόσημο της 
διαφοράς  f ( x )  – g ( x � στο διάστημα >±�, �@.

Επειδή

f ( x )  ή g ( x )  =  x 3  – x  =  x ( x 2  – 1)  =  x ( x  – 1) ( x  � ��,

-
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έχουμε τον ακόλουθο πίνακα�

x –2 – 1 0 1

f ( x )  – g ( x ) –  0 + 0 – 0

ȁαμβάνοντας, τώρα, υπόψη τον παραπάνω πίνακα, έχουμε

E f x g x g x f x dx f x g x dx g x f( ) | ( ) ( ) | ( ( ) ( )) ( ( ) ( )) ( ( ) (Ω = − = − + − + −
−

−

∫ 2

1
xx dx))

0

1

1

0

2

1

∫∫∫ −−

= − + − + −∫∫∫ −−

−
( ) ( ) ( )x x dx x x dx x x dx3 3 3

0

1

1

0

2

1

= −








 + −









 + −









 =

−

−

−

x x x x x x2 4

2

1 4 2

1

0 2 4

0

1

2 4 4 2 2 4
11
4

.

Ȉȋȅȁǿȅ
Ȉύμφωνα με τα παραπάνω το f x dx( )

α

β

∫  είναι 

ίσο με το άθροισμα των εμβαδών των χωρίων 
που βρίσκονται πάνω από τον άȟονα [ƍ[ μείον 
το άθροισμα των εμβαδών των χωρίων που 
βρίσκονται κάτω από τον άȟονα [ƍ[ (Ȉχ. ���

ΕĭǹΡΜΟΓΕΣ

1 . Να βρεșεί το εμβαδόν του ȤȦρίου Ω που περικλείεται από τιȢ γραĳικȑȢ παραστȐσειȢ 
τȦν συναρτȒσεȦν  f ( x� = Șμx� g ( x� = συνx και τιȢ ευșείεȢ  x = � και  x = �ʌ.

ΛΥΣΗ
Αρχικά βρίσκουμε τις ρίȗες και το πρόσημο 
της διαφοράς  f ( x )  –  g ( x � στο διάστημα >0, 
2 π@. Ȉτο διάστημα αυτό έχουμε

( ) ( ) ημ συνf x g x x x= ⇔ =

εφ 1x⇔ =

⇔ =x π
4  ή x =

5
4
π
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Επομένως, για το πρόσημο της διαφοράς  f ( x )  – g ( x �   ημ x  ± συνx  έχουμε τον ακόλουθο 
πίνακα�

x 0 �π

f ( x )  – g ( x ) –  0 + 0 –

ȁαμβάνοντας, τώρα, υπόψη τον πίνακα αυτόν, έχουμε

Ε Ω( ) | ( ) ( ) |= −∫ f x g x dx
0

2π

/ 4 5 /4 2

0 /4 5 /4
( ημ συν ) (ημ συν ) ( ημ συν )x x dx x x dx x x dx

π π π

π π
= − + + − + − +∫ ∫ ∫

/ 4 5 /4 2
/4 5 /40

συν ημ συν ημ συν ημ[ ] [ ] [ ]x x x x x xπ π π
π π= + + − − + +

= − + + + =2 1 2 2 1 2 4 2 .

2. Να βρεșεί το εμβαδόν του ȤȦρίου που περικλείεται από τȘ γραĳικȒ παρȐστασȘ 
τȘȢ  f ( x� = OQx� τον Ȑȟονα τȦν x και τȘν εĳαπτομȑνȘ τȘȢ C f   στο σȘμείο ǹ( e � ���

ΛΥΣΗ
Ǿ εȟίσωση της εφαπτομένης της C f  στο σημείο 
ǹ( H, �� είναι

İ� y  – 1 =  f  ƍ(H) ( x  – H�.                    (��

Επειδή ′ = ′ =f x x
x

( ) (ln ) 1 , έχουμε ′ =f e
e

( ) 1 .

Επομένως, η (�� γράφεται�

y
e

x e y
e
x− = − ⇔ =1 1 1( ) .

Το ȗητούμενο εμβαδόν Ε είναι ίσο με το εμβαδόν του τριγώνου μείον το εμβαδόν του χωρίου 
που ορίȗεται από τη C f   τον άȟονα [ƍ[ και τις ευθείες x    � και x  =  H, δηλαδή

=








 − + =

−1
2

2
2

2

0
1 1e

x x x x e
e

e e[ ] [ ]ln .

4
π 5

4
π
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3. Να υπολογιστεί το εμβαδόν Ε του κυκλικού δίσκου x2 + y2 = ρ2.

ΛΥΣΗ
Το ημικύκλιο C 1 είναι γραφική παράσταση της 
συνάρτησης

f x x x( ) , [ , ]= − ∈ −ρ ρ ρ2 2 ,

αφού για y  > 0 είναι 

x y2 2 2+ = ⇔ρ y x= −ρ 2 2 .

Αν Ε1 είναι το εμβαδόν του ημικυκλίου, τότε Ε  =  
2 Ε1. Επειδή f x( ) t 0 για κάθε x ∈ −[ , ]ρ ρ , έχουμε

Ε1
2 2= −

−∫ ρ
ρ

ρ
x dx .                            ( 1)

Επειδή − ≤ ≤ρ ρx , έχουμε − ≤ ≤1 1x
ρ

. Επομένως, υπάρχει θ π π
∈ −



2 2

,  τέτοιο, ώστε

ημx θ
ρ

= .                             ( 1)

Έτσι, έχουμε x  =  ρημθ, θ
π π

∈ −



2 2

, , οπότε dx  =  ρσυνθdθ. Επιπλέον, για x  =  – ρ είναι 

θ
π

= −
2

 και για x  =  ρ είναι θ π
=

2
. Επομένως,

  (Επειδή συνθ >  0 )

.

Άρα Ε =  2 Ε1 =  πρ2 .

Με τον ίδιο τρόπο αποδεικνύουμε ότι το εμβαδόν της έλλειψης x y2

2

2

2 1
α β

+ =  είναι ίσο με παβ.
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ǹΣΚΗΣΕΙΣ

ǹǯ ȅȂǹǻǹȈ

��   ȃα υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράσταση 
της συνάρτησης  f ( x )  =  x 2  – 2 x  � �, τις ευθείες x  =  0, x  =  � και του άȟονα των x .

��   ȃα υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράσταση 
της συνάρτησης  f , τον άȟονα των x  και τις ευθείες που δίνονται κάθε φορά�

i )  f x x( )  3 , x    0, x  =  27  i i )  2

1( )
συν

f x
x

= , x    0, x =
π
3

.

��   ȃα υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράσταση 
της συνάρτησης  f ( x )  =  x 2  – 3 x  και τον άȟονα των x .

��   ȃα υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τις γραφικές 
παραστάσεις των συναρτήσεων f ( x )  =  x 3  και g ( x )  =  2 x  – x 2 .

��   ȃα υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράσταση 
της συνάρτησης  f ( x )  =  4 – x 2  και την ευθεία x  – y  ± �   0.

Ǻǯ ȅȂǹǻǹȈ

��   Έστω η συνάρτηση  f ( x )  =  3 x 2

 L�   ȃα βρείτε την εȟίσωση της εφαπτομένης της C f   στο σημείο της ǹ(�, ��.

LL�   ȃα υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική 
παράσταση της  f , την εφαπτομένη της στο ǹ και τον άȟονα των x .

��   ȃα υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράσταση 

της f x
x x

x x
( )

,

,
=

− + <

≥







2 3 1

2 1
, τις ευθείες x  =  –  �, x  =  � και τον άȟονα των x .

��   ȃα βρείτε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράσταση 

της συνάρτησης f x
x x x
x x

( )
,
,

=
− + − <
− + ≥





2 4 3 2
2 5 2

 και τον άȟονα των x .
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��   ȃα υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τις γραφικές 
παραστάσεις των συναρτήσεων

f x x( ) = −1  και g x x( ) =
+1
3

.

��  L�   ȃα υπολογίσετε το εμβαδόν, Ε( Ȝ�, του χωρίου που περικλείεται από τις γραφι -

κές παραστάσεις των συναρτήσεων f x e
x

( )  , g ( x )  =  l n x , τον άȟονα των x  και 
την ευθεία x  =  Ȝ, Ȝ >  H.

LL�   ȃα βρείτε το όριο lim ( )
λ

λ
→+∞

Ε .

��   ȃα υπολογίσετε το εμβαδόν του 
γραμμοσκιασμένου χωρίου του 
διπλανού σχήματος. 

��   ȃα υπολογίσετε το εμβαδόν του 
γραμμοσκιασμένου χωρίου του 
διπλανού σχήματος. 
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  ��     ǻίνεται η συνάρτηση  f ( x �   ημx

 L�   ȃα βρείτε τις εȟισώσεις των 
εφαπτομένων της C f  στα σημεία ȅ(0, 
0� και ǹ( π, 0�.

LL�   ȃα βρείτε το εμβαδόν του χωρίου 
που περικλείεται από τη γραφική 
παράσταση της  f   και τις εφαπτόμενες 
στα σημεία ȅ και ǹ.

  ��   L�   ȃα υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική 
παράσταση της συνάρτησης f x x( )  , την εφαπτόμενή της στο σημείο (�, 
�� και τον άȟονα των x .

LL�   ȃα βρείτε την ευθεία x  =  α, η οποία χωρίȗει το χωρίο αυτό σε δύο ισεμβαδικά 
χωρία.

���   ȃα υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τις γραφικές 

παραστάσεις των συναρτήσεων  f ( x )  =  l n x , g x
x

( ) ln 
1  και την ευθεία y    OQ�.

1 1 .   L�   ȃα βρείτε συνάρτηση  f  της οποίας η γραφική παράσταση διέρχεται από το 
σημείο ǹ(0,�� και η κλίση της στο σημείο Ȃ( x , f ( x �� είναι �x  ± �.

LL�   Ȇοιο είναι το εμβαδόν του χωρίου που ορίȗουν η C f  και ο άȟονας των x .

���    Έστω η συνάρτηση  f ( x )  =  ( x  – 1) ( x  ± ��.

 L�   ȃα βρείτε τις εȟισώσεις των εφαπτομένων της γραφικής παράστασης της  f  
στα σημεία ǹ, Ǻ που η C f  τέμνει τον άȟονα των x .

LL�   Αν ī είναι το σημείο τομής των εφαπτομένων, να αποδείȟετε ότι η C f   χωρίȗει 

το τρίγωνο ǹǺī σε δύο χωρία που ο λόγος των εμβαδών τους είναι 2
1

.
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ΓΕȃΙΚΕΣ ǹΣΚΗΣΕΙΣ

īǯ ȅȂǹǻǹȈ
��    L� ȃα χρησιμοποιήσετε την αντικατάσταση u  =  π – x  για να αποδείȟετε ότι

0
(ημ )xf x dx

π
=∫ 0

(ημ )
2

f x dx
ππ

∫

LL� ȃα υπολογίσετε το ολοκλήρωμα 2
0

ημ
3 ημ

x x dx
x

π

+∫ .

��    L� ȃα υπολογίσετε το ολοκλήρωμα 1
12

0

1 2

x
dx

−∫
/

LL� ȃα υπολογίσετε το ολοκλήρωμα 
/ 2

/3

1
ημ

dx
x

π

π∫ .

��   ȃα υπολογίσετε το ολοκλήρωμα

1
1 2( )( )u u

du
+ +∫

και στη συνέχεια τα ολοκληρώματα�

i )  συν
(ημ 1)(ημ 2)

x dx
x x+ +∫   i i )  e

e e
dx

x

x x( )( )+ +1 2∫ .

��   Αν I t
t
dtν

ν

=
+

+

∫
2 1

2
0

1

1
, ν� �,

 L�   ȃα υπολογίσετε το άθροισμα I ν  +  I ν�� , ν� �

LL�   ȃα υπολογίσετε τα ολοκληρώματα I 0 , I 1, I 2 .

5.  Αν η συνάρτηση  f   είναι συνεχής στο R, να αποδείȟετε ότι

f u x u du f t dt du
uxx

( )( ) ( )− = ( )∫∫∫ 000
.

��   ǻίνεται η συνάρτηση F x f t dt
x

( ) ( )= ∫1
, όπου f t u du

t
( ) = −∫ 2

1
1 .
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 L� ȃα βρείτε το πεδίο ορισμού των συναρτήσεων  f   και F .

LL� ȃα αποδείȟετε ότι η F  είναι γνησίως αύȟουσα και κυρτή.

  
7.  ǻίνονται τα ολοκληρώματα

2

0
( ) συν

x tF x e tdt= ∫  και 2

0
( ) ημ

x tG x e tdt= ∫ , x ∈ R.

 L�  ȃα υπολογίσετε τα ολοκληρώματα

F ( x )  +  G ( x � και F ( x )  – G ( x )

και στη συνέχεια τα ολοκληρώματα F ( x � και G ( x �.

LL� ȃα υπολογίσετε τα ολοκληρώματα
2 2συνtI e tdt

π

π
= ∫  και 

2 2ημtJ e tdt
π

π
= ∫ .

  

��   Το χωρίο που περικλείεται από τη γραφική παράσταση της συνάρτησης  f ( x )  
=  x 2  � � και την ευθεία y  =  � χωρίȗεται από την ευθεία y  =  α 2  � �, α > 0, σε δύο 
ισεμβαδικά χωρία. ȃα βρείτε την τιμή του α.

  

9 . L�   ȃα βρεθεί το εμβαδόν Ε( Ȝ� του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράσταση 

της συνάρτησης f x
x

( )  1
2 , τον άȟονα των x  και τις ευθείες x  =  �, x  =  Ȝ, Ȝ > 0.

LL� ȃα βρεθούν οι τιμές του Ȝ έτσι, ώστε Ε ( )λ =
1
2

.

LLL� ȃα βρεθούν τα lim ( )
λ

λ
→0

E  και lim ( )
λ

λ
→+∞

E .

���   Έστω f , g  δύο συναρτήσεις συνεχείς στο >α, β@. ȃα αποδείȟετε ότι�

  L�   Αν f x g x( ) ( )t  για κάθε x ∈[ , ]α β , τότε f x dx g x dx( ) ( )≥ ∫∫ α

β

α

β
.

 LL�   Αν m  η ελάχιστη και Ȃ η μέγιστη τιμή της  f   στο >α, β@, τότε

m f x dx M( ) ( ) ( )β α β α
α

β
− ≤ ≤ −∫

LLL�   Με τη βοήθεια της ανισότητας εφx  >  x  για κάθε x ∈





0

2
, π , να αποδείȟετε 

ότι η συνάρτηση ημ( ) xf x
x

= , x ∈





0

2
, π  είναι γνησίως φθίνουσα και στη 

συνέχεια να αποδείȟετε ότι�
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α� 3 3 ημ 3
2

x
xπ π

≤ ≤  για κάθε x ∈ 





π π
6 3

,  και 

β� 
/3

/6

3 ημ 1
4 2

x dx
x

π

π
≤ ≤∫ .

LY�   ȃα αποδείȟετε ότι η συνάρτηση f x e x( ) = − 2

 είναι γνησίως φθίνουσα στο 
[ , )0 + ∞  και στη συνέχεια, με τη βοήθεια της ανισότητας e xx ≥ +1  για κάθε 
x ∈ R, να αποδείȟετε ότι�

α� 1 12 2

− ≤ ≤−x e x  για κάθε x �[ , ]0 1  και

β� 2
3

1
2

0

1
≤ ≤−∫ e dxx .

ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΚǹΤǹȃΟΗΣΗΣ 

ǿ�

Ȉε καșεμιȐ από τιȢ παρακȐτȦ περιπτȫσειȢ να κυκλȫσετε το γρȐμμα ǹ� αν ο ισȤυρι -
σμόȢ είναι αλȘșȒȢ και το γρȐμμα Ȍ� αν ο ισȤυρισμόȢ είναι ȥευδȒȢ δικαιολογȫνταȢ 
συγȤρόνȦȢ τȘν απȐντȘσȒ σαȢ�

��   ǿσχύει ( ( ) ( )) ( ) ( )f x( (f x( ( g x) (g x) ( dx f x( )f x( )dx g x( )g x( )dx+ =) (+ =) ( ))+ =))g x+ =g x) (g x) (+ =) (g x) ( dx+ =dx + ∫∫∫ α∫α∫
β

α∫α∫
β

α∫α∫
β

  Α Ȍ

��  ǿσχύει f x g x dx f x dx g x dx( )f x( )f x ( )g x( )g x( )g x( )g x ( )f x( )f x ( )g x( )g x⋅ =dx⋅ =dx⋅ =g x⋅ =g x( )⋅ =( )g x( )g x⋅ =g x( )g x ⋅ ∫∫∫ α∫α∫
β

α∫α∫
β

α∫α∫
β

   Α Ȍ

��  Αν α =  β, τότε f x dx( )f x( )f x =∫ 0
α∫α∫
β

.     Α Ȍ

 
��  Αν f x dx( )f x( )f x =∫ 0

α∫α∫
β

, τότε κατ¶ ανάγκη θα είναι f ( x �   0 για

κάθε x ∈[ , ]α β[ ,α β[ , .       Α Ȍ

��  Αν f x( )f x( )f x t 0  για κάθε x ∈[ , ]α β[ ,α β[ , , τότε f x dx( )f x( )f x ≥∫ 0
α∫α∫
β

.  Α Ȍ
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  ��   Αν f x dx( )f x( )f x ≥∫ 0
α∫α∫
β

, τότε κατ¶ ανάγκη θα είναι f x( )f x( )f x t 0  

για κάθε x ∈[ , ]α β[ ,α β[ , .     Α Ȍ

  ��   ( ) ( )x d( )x d( ) x x( )x x( )x dx xx d x d( )x d( )x d( )x d( ) xx dxx d4 4( )4 4( )x d4 4x d( )x d( )4 4( )x d( ) 2x d2x d( )x d( )2( )x d( )1 1( )1 1( )x x1 1x x( )x x( )1 1( )x x( )( )x d( )1 1( )x d( )4 41 14 4( )4 4( )1 1( )4 4( )x d4 4x d1 1x d4 4x d( )x d( )4 4( )x d( )1 1( )x d( )4 4( )x d( ) ( )x d( )2( )x d( )1 1( )x d( )2( )x d( )( )x d( )+ <( )x d( )( )x d( )4 4( )x d( )+ <( )x d( )4 4( )x d( )1 1+ <1 1x d1 1x d+ <x d1 1x d( )x d( )1 1( )x d( )+ <( )x d( )1 1( )x d( ) x x1 1x x+ <x x1 1x xx dx xx d1 1x dx xx d+ <x dx xx d1 1x dx xx d4 41 14 4+ <4 41 14 4x d4 4x d1 1x d4 4x d+ <x d4 4x d1 1x d4 4x d( )x d( )4 4( )x d( )1 1( )x d( )4 4( )x d( )+ <( )x d( )4 4( )x d( )1 1( )x d( )4 4( )x d( ) ( )1 1( )+ +( )1 1( )( )x d( )1 1( )x d( )+ +( )x d( )1 1( )x d( )( )x d( )2( )x d( )1 1( )x d( )2( )x d( )+ +( )x d( )2( )x d( )1 1( )x d( )2( )x d( )
−− ∫x x∫x x4 4∫4 41 1∫1 1x x1 1x x∫x x1 1x x4 41 14 4∫4 41 14 4

−∫−∫−∫− α

α4 4α4 4

α

α
, για κάθε α >  0.  Α Ȍ

  ��   
/ 4 /4

0 0
ln συνx xlnx xln συx xσυνx xν dx

π π/ 4π π/ 4

∫ ∫2∫ ∫2

0 0∫ ∫0 0
ln∫ ∫ln(1∫ ∫(1

0 0
(1

0 0∫ ∫0 0
(1

0 0
ημ∫ ∫ημ

0 0
ημ

0 0∫ ∫0 0
ημ

0 0
) 2∫ ∫) 2

0 0
) 2

0 0∫ ∫0 0
) 2

0 0
x d∫ ∫x d) 2x d) 2∫ ∫) 2x d) 2x x∫ ∫x x) 2x x) 2∫ ∫) 2x x) 2) 2x d) 2x x) 2x d) 2∫ ∫) 2x d) 2x x) 2x d) 2

π π

∫ ∫
π π/ 4π π/ 4

∫ ∫
/ 4π π/ 4 2π π2∫ ∫2π π2− =∫ ∫− =ημ− =ημ∫ ∫ημ− =ημ x d− =x d∫ ∫x d− =x d) 2x d) 2− =) 2x d) 2∫ ∫) 2x d) 2− =) 2x d) 2) 2x x) 2− =) 2x x) 2∫ ∫) 2x x) 2− =) 2x x) 2) 2x d) 2x x) 2x d) 2− =) 2x d) 2x x) 2x d) 2∫ ∫) 2x d) 2x x) 2x d) 2− =) 2x d) 2x x) 2x d) 2 .    Α Ȍ

  ��   f x dx xf x xf xx xf xx x dx( )f x( )f x ( )x x( )x x( )x x( )x x ( )f x( )f xx x= −x x= −xf= −xf ( )= −( )x x( )x x= −x x( )x x ′f x′f x∫x x∫x x∫ .    Α Ȍ

���   lnxdxxdxxd
e

=∫1∫1∫
1 1ln
e

dtdtd
t∫ .     Α Ȍ

���   $ν ( ( ) )f x( (f x( ( dx) )− =) )∫ 1 0) )1 0) )dx1 0dx− =1 0− =) )− =) )1 0) )− =) )dx− =dx1 0dx− =dx
0∫0∫
1

 τότε f  1 .    Α Ȍ

���   Αν f x dx( )f x( )f x =∫ 0
α∫α∫
β

, τότε  f ( ȟ�   0 για κάποιο ξ α βξ α∈ξ α( ,ξ α( ,ξ α ).  Α Ȍ

���   Αν f x dx( )f x( )f x =∫ 0
α∫α∫
β

 και η  f   δεν είναι παντού μηδέν στο >α, β@, 

τότε η  f  παίρνει δυο, τουλάχιστον, ετερόσημες τιμές.   Α Ȍ

���   Το ολοκλήρωμα ( )( )x x( )dx3( )3( )
1

1
( )x x( )−( )x x( )

−∫−∫−
 παριστάνει το εμβαδόν του 

χωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράσταση 
της συνάρτησης  f ( x )  =  x 3  – x  και τον άȟονα των x .  Α Ȍ

ǿǿ�

Ȉε καșεμιȐ από τιȢ παρακȐτȦ περιπτȫσειȢ να κυκλȫσετε τȘ σȦστȒ απȐντȘσȘ

��   Αν  f ƍ (x )  =  ημπ[ και  f ( 0)  =   0, τότε το  f  (�� ισούται με

Α� −
1
π

,      Ǻ� 1
π

,         ī� −2
π

,      ǻ� 2
π

.
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��   7R ολοκλήρωμα 1
4 −∫ x

dx  στο ( , )( ,4( ,+ ∞  είναι ίσο με

Α� OQ(� ± x )  +  c ,    Ǻ� ± OQ(� ± x )  +  c ,

ī� OQ(x  – 4)  +  c ,    ǻ� ± OQ(x  – 4)  +  c .

��  Το ολοκλήρωμα x
x

dx−





∫ 1 2

 στο ( , )( ,0( , + ∞  είναι ίσο με

Α� 
x

x c
−


















 +

1

3

3

,   Ǻ� 2 1 1 1
2x

x x
−




















+


















,

ī� ( ln )( l1( l
3

3( l−( l
+

n )xn ) c,   ǻ� x
x

x c
3

3
1 2− −− − +x c+x c ,

Ε� 
x

x
x

c
−


















 +




















+

1

3
1 1

3

2 .

��  Το ολοκλήρωμα | |
−∫−∫−1

1 2x d| |x d| || |−| |x d| |−| |2x d2| |2| |x d| |2| || |1| |x d| |1| | xx dxx d  είναι ίσο με

Α� 
4
3

, Ǻ� 0, ī� �
4
3

, ǻ� 
2
3

, Ε� 
5
3

.

��  Το ολοκλήρωμα ln xdxxdxxd∫  είναι ίσο με

Α� 1
x

c� , Ǻ� ln
2

2
x c� , ī� x ( l n x  – 1)  +  c , ǻ� ln

3

3
x c� .

��  Έστω  f , g  δυο παραγωγίσιμες συναρτήσεις με συνεχείς παραγώγους στο >α, β@. 

Αν f x g( )x g( )x g( )x( )x≤x g≤x g  για κάθε x ∈[ , ]α β[ ,α β[ , , τότε κατ¶ ανάγκη θα ισχύει�

Α� ′ ≤ ′f x′f x′ g x( )f x( )f x ( )g x( )g x , x ∈[ , ]α β[ ,α β[ , ,   Ǻ� f x dx g x dx( )f x( )f x ( )g x( )g x≤ ∫∫ α∫α∫
β

α∫α∫
β

ī� g x dx( )g x( )g x∫ ∫f x∫ ∫f x dx∫ ∫dx( )∫ ∫( )f x( )f x∫ ∫f x( )f x ≤∫ ∫≤ , x ∈[ , ]α β[ ,α β[ , ,  ǻ� f x dx g x dx( )f x( )f x ( )g x( )g x≤ ∫∫ β

α

β

α
.
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��   Το εμβαδόν του γραμμοσκιασμένου χωρίου 

του διπλανού σχήματος είναι ίσο με

Α� f x dx( )f x( )f x
−∫−∫−3

5
,   Ǻ� f x dx( )f x( )f x

5

3−

∫5∫5
.

ī� f x dx f x dx( )f x( )f x ( )f x( )f x− ∫∫−∫−∫ 0∫0∫
5

3

0
,  ǻ� − + ∫∫− +∫− +

−∫−∫ f x− +f x− +dx− +dx− + f x dx( )− +( )− +f x( )f x− +f x− +( )− +f x− + ( )f x( )f x
0∫0∫
5

3

0
.

  ��   Αν f ƍ (x )  =  g ƍ(x � για κάθε x ∈ −[ ,∈ −[ ,∈ − ]1 1[ ,1 1[ ,   και  f ( 0)  =  g (0� � �, τότε για κάθε x ∈ −[ ,∈ −[ ,∈ − ]1 1[ ,1 1[ ,  
ισχύει�
Α�  f ( x )  =  g ( x � ± �,  Ǻ� ( ( ) ( ))f x( (f x( ( g x) (g x) (g x) (g x) ( dx− =))− =))) (− =) (g x− =g x) (g x) (− =) (g x) ( dx− =dx

−∫−∫−
4

1

1
.

ī� ( ) ( )f x g( )x g( ) ( )x( )≤x g≤x g , x ∈ −[ ,∈ −[ ,∈ − ]1 1[ ,1 1[ ,   ǻ� ȅι C f  , C g  έχουν κοινό σημείο στο >ή�, �@.

  ��   Έστω η συνάρτηση F x f t dt
x

( )F x( )F x ( )f t( )f t= ∫1∫1∫  όπου f  
η συνάρτηση του διπλανού σχήματος. Τότε 
η F ƍ (�� είναι ίση με

Α� 0,           Ǻ� �,           ī� �,           ǻ� 1
2

.

���   Έστω η συνάρτηση  f   του διπλανού σχήματος. 
Αν

Ε( ȍ1)  =  �, Ε( ȍ2 )  =  �  και  Ε( ȍ 3 )  =  3

τότε το f x dx( )f x( )f x
α

δ

∫α∫α
 είναι ίσο με

Α� �,            Ǻ� ±�,            ī� �, 

ǻ� 0,            Ε� �.

���   Έστω η συνάρτηση F x f t dt
x

( )F x( )F x ( )f t( )f t= ∫0∫0∫ , όπου f  

η συνάρτηση του διπλανού σχήματος. Τότε 
Α� F ( x )  =  x 2 ,

Ǻ� F x
x x

x
( )F x( )F x

,
,

=
≤ <x x≤ <x x
≤












2 0x x2 0x xx x,x x2 0x x,x x 1
2 1,2 1,

,

ī� F x
x x
x x

( )F x( )F x
,x x,x x
,x x,x x

=
≤x x≤x x












2 0 1x x0 1x x≤ <0 1≤ <x x≤ <x x0 1x x≤ <x x
2 1x x2 1x xx x,x x2 1x x,x x

,  ǻ� F x
x x
x x

( )F x( )F x
,x x,x x

,x x,x x
=

− ≤x x− ≤x xx x,x x− ≤x x,x x











2 0 1x x0 1x x≤ <0 1≤ <x x≤ <x x0 1x x≤ <x x
2 1x x2 1x x− ≤2 1− ≤x x− ≤x x2 1x x− ≤x x1− ≤1− ≤x x− ≤x x1x x− ≤x x

.
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ǿǿǿ�

��   Ȇοιο από τα παρακάτω σχήματα αντιπροσωπεύει τη γραφική παράσταση μιας 
λύσης της διαφορικής εȟίσωσης x y ƍ   y , με x , y  > 0.

��   Ȇοια από τα παρακάτω ολοκληρώματα είναι καλώς ορισμένα�

Α� 1
10

1

x
dx

−∫0∫0
,   Ǻ� 

/ 2

0
ημxdημxdημ xxdxxd

π

∫0∫0
,   ī� 

0
εφxdxxdxxd

π

∫0∫0

ǻ� 
1

0
ln xdxxdxxd∫ ,   Ε� 1 2

0

2
−∫ x d2x d2 xx dxx d ,   ǽ� 

1
10

1

x
dx

+∫0∫0
.

��   ȃα εντοπίσετε το λάθος στις παρακάτω πράȟεις�

1 1 1 1
x

dx1 1dx1 1
x

dx x
x

x
x

dx= ′1 1′1 1
= ⋅x= ⋅x − 1 11 1





1 11 1


1 11 1














′

∫1 1∫1 1∫1 1∫1 1∫ ( )1 1( )1 1x( )x

= − −

















∫1= −1= −

1
2x

x
dx

= + ∫1= +1= +
1
x dx.

Άρα 1 1 1
x

dx
x

dx= +1= +1 ∫∫ , οπότε 0   ��
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��   ȃα εντοπίσετε το λάθος στις παρακάτω πράȟεις

I
x

dx

u
u

du=
+

=
+

⋅ −

⋅ −⋅ −














−∫−∫−

1
1

1

1 1
1

2

2

2
1

1

−∫−∫−1

1

 

= −
+

= −
−∫−∫−

1
1 2

1

1

u
du I . (Ĭέσαμε x

u
 

1  οπότε dx
u

du= −
1

2 ).

Άρα I  =  – I  οπότε I    0. Αυτό, όμως, είναι άτοπο, αφού

I
x

dx=
+

>
−∫−∫−

1
1

02
1

1

,

επειδή 1
1

02+
>

x
 για κάθε x ∈ −[ ,∈ −[ ,∈ − ]1 1[ ,1 1[ , .

��   Ĭεωρούμε τη συνάρτηση 

F x f t dt
x

( )F x( )F x ( )f t( )f t= ∫0∫0∫ ,

όπου  f   η συνάρτηση του διπλανού σχήματος. ȃα 
συμπληρώσετε τα παρακάτω κενά.

F ( 0)  =  ͒,             F ( 2)  =  ͒,             F ( 3)  =  ͒,             F ( 4)  =  ͒,            F (��   ͒ .

22-0181-02_HR.indb   359 12/12/2013   10:55:43 πμ



��0 3 ΟΛΟΚΛΗΡΩΤΙΚΟΣ ΛΟΓΙΣΜΟΣ

ΙΣΤΟΡΙΚΟ ΣΗΜΕΙΩΜǹ

ǹȡȤȚțȒ ıȣȞȐȡĲȘıȘ � ǹȩȡȚıĲȠ ȠȜȠțȜȒȡȦȝĮ

Ǿ αυτονόητη σημασία των προβλημάτων που συνδέονται με τον υπολογισμό εμβαδών 
και οι ιδιαίτερες δυσκολίες που παρουσιάȗουν, οδήγησαν τους μαθηματικούς από την 
αρχαιότητα στην επινόηση γενικών μεθόδων μέτρησης εμβαδών, ιδιαίτερα επιφανειών 
που περικλείονται από καμπύλες. Ȁαθοριστική στο ȗήτημα αυτό υπήρȟε η συμβολή 
των αρχαίων Ελλήνων και ιδιαίτερα του Αρχιμήδη. ȅι ιδέες του Αρχιμήδη πάνω 
στο πρόβλημα του εμβαδού υπήρȟαν η αφετηρία της δημιουργίας του σύγχρονου 
ολοκληρωτικού λογισμού. ȋαρακτηριστικό παράδειγμα αποτελεί ο τρόπος υπολογισμού 
του εμβαδού μιας επιφάνειας που περικλείεται από ένα τμήμα παραβολής και ένα 
ευθύγραμμο τμήμα (παραβολικό χωρίο�.

Έστω ένα παραβολικό χωρίο 
με βάση ǹǺ και κορυφή ȅ (το 
σημείο της παραβολής που έχει 
τη μέγιστη απόσταση από τη 
βάση�. ȅ Αρχιμήδης, φέρνοντας 
τις χορδές ȅǹ και ȅǺ, δημιουρ-
γεί δυο νέα παραβολικά χωρία 
με βάσεις ȅǹ, ȅǺ και κορυφές 
ȅ1, ȅ2  αντίστοιχα. Ȉτη συνέχεια, 
χρησιμοποιώντας γεωμετρικές 
ιδιότητες της παραβολής, 
αποδεικνύει ότι για τα εμβαδά 
των τριών τριγώνων ȅǹǺ, ȅ1ǹȅ και ȅ 2 Ǻȅ ισχύει η σχέση

( ȅǹǺ�   �>(ȅ1ǹȅ )  +  ( ȅ 2 Ǻȅ�@.     (��

Ȉυνεχίȗοντας την ίδια διαδικασία στα νέα παραβολικά χωρία, βρίσκει ότι

( ȅ1ǹȅ�   �>(ȅ 3 ǹȅ 1 )  +  ( ȅ 4 ȅ1ȅ�@     (��

και

( ȅ 2 Ǻȅ�   �>(ȅ 5 ȅ 2 ȅ )  +  ( ȅ�Ǻȅ 2 �@     (��

Με τον τρόπο αυτό, το εμβαδόν�Ε του παραβολικού χωρίου μπορεί να προσεγγιστεί 
(³εȟαντληθεί´� από ένα άθροισμα εμβαδών εγγεγραμμένων τριγώνων ως εȟής�

Ε =  ( ȅǹǺ� � >(ȅ3 ǹȅ1)  +  ( ȅ4 ȅ1ȅ�@ � >(ȅǹȅ1)  +  ( ȅ4 ȅ1ȅ�@ � >(ȅ5 ȅ2 ȅ)  +  ( ȅ�Ǻȅ2 �@ � ...

= + + ++ + +( )= +( )= + ( ) ( )+ +( )+ + ( )( )OA( )= +( )= +OA= +( )= +B OB O= +B O= +( )B O( )= +( )= +B O= +( )= + ( )B O( )( )AB( )( )B O( )AB( )B O( ) ( )O A( )+ +( )+ +O A+ +( )+ +O OO O+ +O O+ +( )O O( )+ +( )+ +O O+ +( )+ + ( )O O( )( )BO( )1B O1B O
4

1
4

1O O1O O
41 2( )1 2( )+ +( )+ +1 2+ +( )+ + ( )1 2( )( )O A( )1 2( )O A( )+ +( )+ +O A+ +( )+ +1 2+ +( )+ +O A+ +( )+ +O O1 2O O+ +O O+ +1 2+ +O O+ +( )O O( )1 2( )O O( )+ +( )+ +O O+ +( )+ +1 2+ +( )+ +O O+ +( )+ + ( )O O( )1 2( )O O( )
41 24


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= + + ++ + +( )= +( )= + ( ) [(+ +[(+ +) ( )]( )OA( )= +( )= +OA= +( )= +B OB O= +B O= +( )B O( )= +( )= +B O= +( )= + ( )B O( )( )AB( )( )B O( )AB( )B O( ) O A+ +O A+ +O O+ +O O+ +) (O O) (+ +) (+ +O O+ +) (+ + BO1B O1B O
4

1
4 1 2+ +1 2+ +) (1 2) (O A1 2O A+ +O A+ +1 2+ +O A+ +O O1 2O O+ +O O+ +1 2+ +O O+ +) (O O) (1 2) (O O) (+ +) (+ +O O+ +) (+ +1 2+ +) (+ +O O+ +) (+ + 

= + + 



















+( )= +( )= + ( ) ( )( )OA( )= +( )= +OA= +( )= +B OB O= +B O= +( )B O( )= +( )= +B O= +( )= + ( )B O( )( )AB( )( )B O( )AB( )B O( ) ( )OA( )( )B( )1B O1B O
4

1
4

2



ǵπως είναι φανερό, πρόκειται για το άθροισμα των (απείρων� όρων μιας φθίνουσας 

γεωμετρικής προόδου με πρώτο όρο το α  =  ( ȅǹǺ� και λόγο λ =
1
4

. Το άθροισμα 
αυτό δίνεται σήμερα από το γνωστό τύπο

α
λ1 1 1

4

4
3−

=
−

=
( ) ( )( )ΟΑ( )( )Β( ) ( )ΟΑ( )( )Β( ).

Το εμβαδόν λοιπόν του παραβολικού χωρίου είναι ίσο με τα 4
3

 του εμβαδού 

του τριγώνου που ορίȗουν τα άκρα της βάσης και η κορυφή της παραβολής ( * )  

ǵπȦȢ�ıĲα�πρȠβȜȒȝαĲα�αțρȠĲȐĲȦȞ�țαȚ�İĳαπĲȠȝȑȞȦȞ�ȑĲıȚ�țαȚ�ıĲȠ�πρȩβȜȘȝα�ĲȠȣ�İȝβαįȠȪ��
ȠȚ�ȚįȑİȢ�ĲȦȞ�αρȤαȓȦȞ�ΕȜȜȒȞȦȞ�ȖȞȫρȚıαȞ�παραπȑρα�İȟȑȜȚȟȘ�ȝİĲȐ�ĲȘȞ�αȞȐπĲȣȟȘ�ĲȘȢ�
ǱȜȖİβραȢ�țαȚ�ĲȘȞ�İĳαρȝȠȖȒ�ĲȘȢ�ıİ�ȖİȦȝİĲρȚțȐ�πρȠβȜȒȝαĲα��ȈĲȘ�įȚȐρțİȚα�ĲȠȣ���Ƞȣ�
αȚȫȞα�įȚαπȚıĲȫθȘțİ�ȩĲȚ�Ƞ�ȣπȠȜȠȖȚıȝȩȢ�ĲȦȞ�İȝβαįȫȞ�ȝπȠρİȓ�Ȟα�ȖȓȞİȚ�ȝİ�ȝȚα�įȚαįȚțαıȓα�
αȞĲȓıĲρȠĳȘ�πρȠȢ�αȣĲȒȞ�ĲȘȢ�παραȖȫȖȚıȘȢ�

ΟȡȚıȝȑȞȠ ȠȜȠțȜȒȡȦȝĮ � Η ȑȞȞȠȚĮ ĲȠȣ İȝȕĮįȠȪ
ȋαρακτηριστικό παράδειγμα της νέας μεθόδου αντιμετώπισης προβλημάτων 
υπολογισμού εμβαδών κατά τον ��ο αιώνα αποτελεί ο τρόπος με τον οποίο ο -. 
:DOOLV ανακάλυψε το ���� μια νέα αναλυτική έκφραση για το εμβαδόν του κύκλου 
και τον αριθμό π.

( * )    Ǿ διατύπωση στο έργο του Αρχιμήδη ³Τετραγωνισμός ορθογωνίου κώνου τομής´ είναι� ³παν τμά-
μα περιεχόμενον υπό ευθείας και ορθογωνίου κώνου τομάς επίτριτον εστι του τριγώνου του βάσιν 
έχοντος ταν αυτάν και ύψος ίσον τω τμάματι´. ȅ Αρχιμήδης στην πραγματικότητα εργάστηκε λίγο 
διαφορετικά αποφεύγοντας την έννοια του απείρου, χρησιμοποίησε πεπερασμένο πλήθος όρων του 

παραπάνω αθροίσματος και έδειȟε ότι το ȗητούμενο εμβαδό ισούται με 4
3

( O A B � αποκλείοντας (με 

απαγωγή σε άτοπο� τις περιπτώσεις να είναι μεγαλύτερο ή μικρότερο από αυτό.
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ȅ :DOOLV θεώρησε ένα ημικύκλιο 
διαμέτρου ǹǺ  =  2 R , χώρισε την 
ακτίνα του ȅǺ σε ίσα τμήματα 
μήκους α�και από κάθε σημείο 
διαίρεσης ύψωσε μια κάθετη (βλ. 
σχήμα�. ǵπως είναι γνωστό από 
την Ευκλείδεια γεωμετρία, κάθε 
μια από αυτές τις κάθετες είναι 
μέση ανάλογη των δύο τμημάτων 
στα οποία χωρίȗει τη διάμετρο ǹǺ. 
Ȇ.χ., για την κάθετη īǻ, που είναι ύψος προς την υποτείνουσα του ορθογωνίου 
τριγώνου ǻǹǺ, ισχύει

īǻ2  =  ǹī�· īǺ =  ( R  � α�(R  – α)  =  R 2  ± α2

δηλ. Γ∆ = −= −R= −R= −2 2α2 2α2 2 . ǵμοια προκύπτει ΕΖ = −= −R= −R= −2 242 242 2α2 2α2 2 , ΗΘ = −= −R= −R= −2 292 292 2α2 2α2 2  κ.ο.κ. 
Αφού υπολόγισε με τον τρόπο αυτό όλες τις (πεπερασμένου πλήθους� κάθετες που 
³εȟαντλούν´ το τεταρτημόριο ȅȂǺ, ο :DOOLV πραγματοποίησε μια ³μετάβαση στο 
άπειρο´ με τον εȟής συλλογισμό�

³ȅ�ȜȩȖȠȢ�ĲȠȣ�αθρȠȓıȝαĲȠȢ�ȩȜȦȞ�αȣĲȫȞ�ĲȦȞ�țαθȑĲȦȞ�πρȠȢ�ĲȠ�ȐθρȠȚıȝα�ĲȦȞ�ȝİȖȓ -
ıĲȦȞ�ĲȚȝȫȞ�ĲȠȣȢ��įȘȜ��ĲȦȞ�αțĲȓȞȦȞ��İȓȞαȚ�ȓįȚȠȢ�ȝİ�ĲȠ�ȜȩȖȠ�ĲȠȣ�ĲİĲαρĲȘȝȠρȓȠȣ��ĲȠ�
ȠπȠȓȠ�³İȟαȞĲȜȠȪȞ´�αȣĲȑȢ�ȠȚ�țȐθİĲİȢ��πρȠȢ�ĲȠ�ĲİĲρȐȖȦȞȠ�ȝİ�πȜİȣρȐ�ĲȘȞ�αțĲȓȞα��įȘȜ��
ĲȠ�ĲİĲρȐȖȦȞȠ�ȅȂȁǺ��ĲȠ�ȠπȠȓȠ�³İȟαȞĲȜȠȪȞ´�ȠȚ�αțĲȓȞİȢ�πρȠİțĲȐıİȚȢ�ĲȦȞ�țαθȑĲȦȞ�´�

ǻιατυπωμένο σε συμβολική γλώσσα, το συμπέρασμα αυτό του :DOOLV γίνεται

2 20R −
 ( 1)

Αυτό το μίγμα īεωμετρίας, Άλγεβρας και ³πρωτόγονου´ απειροστικού λογισμού, 
ισοδυναμεί ουσιαστικά με τη σύγχρονη σχέση

1
4

2

0

1
− =∫0∫0
x d2x d2x d− =x d− =x− =x− =x dxx d− =x d− =x− =x d− =

π .

Ȇράγματι, αν θεωρήσουμε R  =  � (δηλ. το μοναδιαίο κύκλο x 2  +  y 2    �� και διαιρέσουμε 

την ακτίνα (δηλ. το διάστημα >0,�@ σε ν ίσα τμήματα μήκους το καθένα 
1
v

, τότε το 
πρώτο μέλος της προηγούμενης ισότητας (�� γίνεται

1 1 0 1 1 1 2 1 12 2 22 2 22 2 212 2 21 22 2 22 2

ν ν ν νν ν νν ν νν ν νν ν ν
ν

ν
− 











ν ν νν ν ν





ν ν νν ν νν ν νν ν ν

+ −+ −1+ −1 
2 2 2


2 2 2

ν ν νν ν ν





ν ν νν ν νν ν νν ν ν


2 2 2


2 2 2

ν ν νν ν ν





ν ν νν ν νν ν νν ν ν

+ −+ −1+ −1 
2 2 2


2 2 2

ν ν νν ν ν





ν ν νν ν νν ν νν ν ν


2 2 2


2 2 2










+ + −
−


































+ ++ +










 .

Αυτό όμως όπως θα δούμε παρακάτω είναι το κατώτερο άθροισμα της συνάρτησης 
f x x( )f x( )f x = −= −1= −1= − 2  (που προκύπτει από την εȟίσωση του κύκλου�, ως προς την προηγούμενη 

22-0181-02_HR.indb   362 12/12/2013   10:55:47 πμ



3 ΟΛΟΚΛΗΡΩΤΙΚΟΣ ΛΟΓΙΣΜΟΣ ���

διαμέριση του διαστήματος >0,�@, και το όριό του όταν ν → +∞, είναι το

1 2

0

1
−∫0∫0
x d2x d2 xx dxx d .

Ǿ έννοια του ολοκληρώματος, όπως και οι άλλες θεμελιώδεις έννοιες της ανάλυσης, 
έγιναν αντικείμενο συστηματικής κριτικής και ορίστηκαν με λογική αυστηρότητα 
στη διάρκεια του ��ου αιώνα. Ǿ έννοια του ολοκληρώματος που χρησιμοποιούμε 
σήμερα στο σχολείο, στηρίȗεται στον επόμενο ορισμό του συμβόλου f x dx( )f x( )f x

α

β

∫α∫α
 που 

έδωσε ο Ǻ. 5LHPDQQ το �����

³ĬİȦρȠȪȝİ�ȝȚα�αțȠȜȠȣθȓα�ĲȚȝȫȞ�[1, x 2 , «, x ν±�  πȠȣ�βρȓıțȠȞĲαȚ�αȞȐȝİıα�ıĲα�α�țαȚ�β�
țαĲȐ�ıİȚρȐ�ȝİȖȑθȠȣȢ�țαȚ�ıȣȝβȠȜȓȗȠȣȝİ�ȤȐρȚȞ�ıȣȞĲȠȝȓαȢ�ĲȠ�[1 �±�α�ȝİ�į1  ��ĲȠ�[2  –  x 1 �ȝİ�į2 ��
«�ĲȠ�β�±�[Ȟ±��ȝİ�įȞ�țαȚ�Ĳα�ȖȞȒıȚα�θİĲȚțȐ�țȜȐıȝαĲα�ȝİ�İi  ��ȉȩĲİ�Ș�ĲȚȝȒ�ĲȠȣ�αθρȠȓıȝαĲȠȢ

6� �į1  f ( α���İ1 į1 ) ���į2   f ( x 1 ���İ2 į2 ) ���į3   f ( x 2 ���İ3 į3 ) ���«���įȞ��f ( x Ȟ±����İȞįȞ)

θα�İȟαρĲȐĲαȚ�απȩ�ĲȘȞ�İțȜȠȖȒ�ĲȦȞ�įȚαıĲȘȝȐĲȦȞ�į i �țαȚ�ĲȦȞ�πȠıȠĲȒĲȦȞ�İ i ��ǹȞ�ȑȤİȚ�ĲȘȞ�
ȚįȚȩĲȘĲα��αȞİȟαρĲȒĲȦȢ�ĲȘȢ�İțȜȠȖȒȢ�ĲȦȞ�įi �țαȚ�İ i  ��Ȟα�ĲİȓȞİȚ�πρȠȢ�ȑȞα�ıĲαθİρȩ�ȩρȚȠ�ǹ�

țαθȫȢ�ȩȜα�Ĳα�įi �ȖȓȞȠȞĲαȚ�απİȚρȠİȜȐȤȚıĲα��ĲȩĲİ�Ș�ĲȚȝȒ�αȣĲȒ�ȠȞȠȝȐȗİĲαȚ� f x dx( )f x( )f x
α

β

∫α∫α
��ǹȞ�

įİȞ�ȑȤİȚ�αȣĲȒ�ĲȘȞ�ȚįȚȩĲȘĲα��ĲȩĲİ�ĲȠ� f x dx( )f x( )f x
α

β

∫α∫α
�įİȞ�ȑȤİȚ�țαȞȑȞα�ȞȩȘȝα´�
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















−

−

41
26
610

. 

6. i) 







−

−
=

13
13

Χ  ii) 







−

=
24
13

Χ . 

7. 







10
01

. 

8. α = 2, β = 1, γ = 3 –, δ = .1
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� ��� $ǯ ȅμȐδαȢ

                                        B A  δεν ορίȗεται.

�.   Ȇαρατηρήστε ότι οι αμοιβές στις δύο 
εταιρείες είναι�

�0.�0 � ��.�0 και �0.�0 � �0.�0 αντιστοίχως

�.  ȃα αποδείȟετε ότι ǹǺ =  I .

                                  ο Ǻ δεν αντιστρέφεται

 

LL�    Ȇολλαπλασιάστε και τα ��μέλη της εȟί�
σωσης, από αριστερά, με τον αντίστροφο 
του πίνακα�

                                      , οπότε έχουμε

� ��� %ǯ ȅμȐδαȢ

�. L� x    �, y  =  0  i i )  







=

10050
50253A ,









=

500250
2501254A .

�. x    �.

�. 







−10

11







−
10
11

και .

�. ȃα γίνουν οι πράȟεις.

�.   L�   ȅ πίνακας ǹ αντιστρέφεται διότι έχει 
ορίȗουσα διάφορη του μηδενός και είναι 








 −−
=−

32
211A

LL� Αποδείȟετε ότι ǹ +  ǹ– 1 =  2 I .

�. L�   πράȟεις, LL� και LLL�, να χρησιμοποιήσετε 
την (L�.

7. i)  

7, 4 8,8
11,6 13,8
16,3 19,4

 
 
 
  

LL�  ���� ευρώ και ���0 ευρώ.

3. 







−−

−−
313
519

. 

4. 







373024
412934

. 

5. i) 







1321324488
66154198220

 

ii) 







1908019080636012720
9540222602862031800

. 

1. i) ]12[ ,
















000
369
246

ii) 







00
00

, 







−
−

612
36

iii)
















−−
−
−−

9297
2216
3143

,
















−
−

−−

11315
4102

11203

iv) 







−− 81718
17134

,

2. i)














−

220
101
011

ii)
















000
000
000

iii)















−

−

642
231
112

.

5. 







−

−
=−

21
321A ,









−

=−

θθ
θθ

Γ
συνημ
ημσυν1 .

6. i) 







αα
αα

ημσυν
συνημ








 −
αα
αα

ημσυν
συνημ









−−

−

−
=

α
α

Χ
2ημ1
2συν0

.
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ΥȆΟǻΕΙȄΕΙΣ � ǹȆǹȃΤΗΣΕΙΣ ǹΣΚΗΣΕΩȃ ���

  �.  L� Ȇαρατηρήστε ότι ǹν  =  ǹν±� · ǹ3

i i )   ǺȞ =  ( Ǻ2 ) ρ, Ȟ =  2 ρ και ǺȞ =  Ǻ2 ρǺ,  
Ȟ =  2 ρ � �.

  �.  L� ǹ( – x ) �ǹ( x )  =  I  i i )  x    0.

�0.  L� Ȇράȟεις LL� y  =  – x

LLL�  Ȇαρατηρήστε ότι Ȃ =  ǹ(��, οπότε  
Ȃ�– 1 =  ǹ(±��.

��.   L� ǹ2  =  ǹ· ǹ =  ǿ, ǹν  =  ( ǹ2 ) ρ με ν   �ρ και 
    ǹȞ =  ( ǹ2 ) ρǹ με Ȟ =  2 ρ � �.

 i i )  







−

−
=

11
12

Χ

LLL� �ǿ +  5 ǹ.

��.  L�  







−

−
=−

21
111A

LL� α� 






 −
=

10
11

X  β� 







−

−
=

11
11

X

γ� 







=

31
14

X .

��.  L� Ȇράȟεις

LL� ȃα γράψετε� ����   �.���

  ����   �.���.

� ��� ǹǯ ȅμȐδαȢ

�.   ȅι πίνακες των γραμμικών μετασχηματισμών 
είναι οι









− 11

11
, 








21
11

και 







42
21

 

αντιστοίχως.

Το σημείο ǹ(�,0� αντιστοιχίȗεται στα (�, ±��, 
(�,�� και (�,�� αντιστοίχως.

ǵμοια� το Ǻ(0,�� στα (�,��, (�,�� και (�,��.

�. L� 






 −
32
11

ii) 






−
11
21

. 

�.   Το ȅ(0, 0� αντιστοιχίȗεται στο ȅƍ(0, 0�. Το 
ǹ(�, �� στο ǹƍ(�0, ±��.
Ȉτη συνέχεια αποδείȟετε ότι (O A )  � ( O ' A ' �.

4   i )    







1210
1320

 LL� Αποδείȟετε ότι  ǹ
ǻ
/ / Ǻ
ī
 

και ǹ
Ǻ
/ / ǻ
ī
. Ȉτη συνέχεια δείȟτε ότι η 
ǹƍǻƍ δεν είναι κάθετη στην ǹƍǺƍ.

�. L�   ǹ(�, ±��    LL� �x  – 2 y  =  �.

�.  L�   Ȉτροφή περί την αρχή των αȟόνων ȅ κατά 

γωνία θ
π

= −
�

.

LL�   ȅμοιοθεσία με κέντρο την αρχή των αȟό-
νων ȅ και λόγο Ȝ   � > 0.

LLL�   Ȉυμμετρία με άȟονα την y  =  x  και στη 
συνέχεια συμμετρία ως προς κέντρο την 
αρχή των αȟόνων ȅ.

LY�    ȅμοιοθεσία με κέντρο ομοιοθεσίας την 
αρχή των αȟόνων ȅ και λόγο Ȝ�  � > 0 και 
στη συνέχεια συμμετρία ως προς κέντρο 
την αρχή των αȟόνων ȅ.

Y�   Ȉυμμετρία ως προς άȟονα συμμετρίας την 
ευθεία y  =  x  και στη συνέχεια συμμετρία 
ως προς άȟονα συμμετρίας τον άȟονα των 
x .

YL�   Ȉυμμετρία ως προς κέντρο την αρχή των 
αȟόνων ȅ, συμμετρία ως προς άȟονα συμ-
μετρίας τον άȟονα x  και τέλος συμμετρία 
ως προς άȟονα την ευθεία y  =  x .

� ��� %ǯ ȅμȐδαȢ

�. L�   Αρκεί να αποδείȟετε ότι οι συντεταγμένες 
της εικόνας του τυχαίου σημείου Ȃ του 
επιπέδου με το γραμμικό μετασχηματισμό 
ȉ επαληθεύουν την y  =  2 x .

i i )   2( y, y), y ∈ .R
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��� ΥȆΟǻΕΙȄΕΙΣ � ǹȆǹȃΤΗΣΕΙΣ ǹΣΚΗΣΕΩȃ

LLL�   Το ǹƍ(�, �� δεν έχει πρότυπο διότι, αν είχε 
θα έπρεπε να επαληθεύει την y  =  2 x .

�. L�   x ƍ   x  – y
y ƍ   x , και υπολογίστε τις αποστάσεις (ǹǺ)  
και (ǹƍǺƍ�.

 LL�   ȃα βρείτε την εικόνα του 







 ++

2
,

2
2121 yyxxM  μέσου του ǹǺ με το 

γραμμικό μετασχηματισμό ȉ.

LLL�   ȋρησιμοποιείστε το γνωστό τύπο 

|),det(|
2
1

)( OBOAE OAB = .

�.   L�  






 −
01
11

, xy
3
1

= .

     LL�  ȅμοίως.

�.   L�   Ȋπολογίστε τις συντεταγμένες του 
0 0( , )Μ x y′ ′ ′ , συμμετρικού του Ȃ( x 0 , y 0 )  

ως προς άȟονα συμμετρίας την ευθεία  
y  =  – x  συναρτήσει των x 0 , y 0 .

ii) 















=








′
′

y
x

y
x

00
01

.

iii) 















=








′
′

y
x

y
x

10
00

iv) 















=








′
′

y
x

y
x

2/12/1
2/12/1

.

�.   L�   Είναι α
′

= και 
′

=xx βy
y

, οπότε «

 i i )    |),det(|)(2)( ΓOAOΓΑΟΓBAO ′′=′′=′′′ .

� ��� ± ��� ǹǯ ȅμȐδαȢ

�.   L� (�, ±�, �� 

 i i )  ( 3 – 3 Ȧ, � � �Ȧ, Ȧ�, ω ∈ R

i i i )  ( 2 +  y , y , �, ��, y ∈ .R

�.   L� (�, ±�, �� 

 i i )  





 ++− zzz ,

3
1

3
1,

3
1

3
2 , z∈R

LLL� Αδύνατο.

�.   L�  (�, � ± z , z , 0�, z∈R
 i i )   ( 3 – 3 z  � �ω, � ± z  � �ω, z , ω�,

 όπου ,z ω ∈R

LLL�  Αδύνατο.

�. L� (�, ���� LL� Αδύνατο.

� ��� ± ��� Ǻǯ ȅμȐδαȢ

�. (α, β, Ȗ�   (�, �, ±��.

�. y  =  x 2  – 3 x  � �.

�.  ȃα λύσετε το σύστημα με αγνώστους ημα, 
συνβ, εφȖ.

�. 
5( , , ) 4 , ,
2

x y ωω ω ω =  
 

 ω ∈ R.

�. 














 −+
=

z

zX
ω

ωω 2/1
2
3

 , zω ∈R.

�.   L�   Αν α ≠ �, �, αδύνατο. Αν α =  � ή α =  �, 
άπειρες λύσεις.

 LL�   Αν  Ȝ ≠ � μια λύση την�









−
−

−
+−

−
−+

3
10,

3
824,

3
162

λ
µ

λ
µλ

λ
µλ .

Αν Ȝ   � και 10≠µ , άπειρες λύσεις της 
μορφής (� � Ȧ, � ± �Ȧ, Ȧ�, Ȧ�R.

LLL�   Αν 2≠k , αδύνατο, ενώ αν k  =  � μοναδική 
λύση την (0, ��.
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�.   L� ± �000  LL� 0   LLL� �

i v)  αβ( β ± α�  Y� ± �   YL� 0.

�.   L� x    � ή x  =  – 1        i i )  1±=x

i i i )  x    0, �, �          LY� 
2
πκπ +=x , κ ∈Z.

�.   L� x  =  ± �, y  =  – 3 

 i i )  x  =  �, y    ���, Ȧ =  3/ 2

i i i )  x  =  0, y    0, z  =  0  i v)  x  =  0.

�.   L� ț =  � ή ± �  LL� ț =  � ή ± �.

� ��� Ǻǯ ȅμȐδαȢ

�.   L�  Αν 1≠κ  και 2≠κ , τότε έχει λύση την 

10, ,
1 1

κ
κ κ

 
 − − 

.
 

Αν ț =  �, είναι αδύνατο, ενώ αν ț =  �, 
έχει λύσεις τις (� ± y , y , ± ��, y∈R .

LL�  Αν 1±≠λ , τότε έχει λύση την 

24 2 3 2, ,
3( 1) 3( 1) 1
λ λ λ λ
λ λ λ

 + − + −
−  + + + 

.

Αν Ȝ   �, έχει λύσεις τις 1 1, ,
2 2

y y − − 
 

, 

y∈R , ενώ αν Ȝ =  ± �, είναι αδύνατο.

�.   Αν 1±≠λ , τότε έχει λύση την (0, 0, 0�. Αν Ȝ 
  �, έχει λύσεις τις (± �Ȧ, �Ȧ, Ȧ�, ω ∈ R , ενώ 
αν Ȝ =  ± � έχει λύσεις τις (�Ȧ, �Ȧ, Ȧ�, ω ∈ R.

�.   L�   ǻιέρχονται από το ǹ(�, ±��

 LL�   Ȉχηματίȗουν τρίγωνο

i i i )    21 //εε  και η İ 3  τέμνει αυτές στα σημεία

  ǹ(±�, �� Ǻ(���, ���� 

i v)  321 //// εεε .

�.   L�   Ǿ ορίȗουσα του συστήματος είναι ίση με 
τη διακρίνουσα της εȟίσωσης, οπότε «

 LL�   Άπειρες λύσεις.

�.   ȅι τρεις ισότητες σχηματίȗουν ομογενές σύ-
στημα γραμμικό του τύπου �×� με ορίȗουσα 
μηδέν, οπότε «

�.   L�   ȁύστε το σύστημα των δυο τελευταίων 
εȟισώσεων.

 LL�   ȁύστε το σύστημα 





=−
−=−
λ
λ2x y

x y
.

�.    L�  Ȝ   � ή Ȝ =  – 1

 LL�   Αν Ȝ   �, έχει λύσεις της μορφής (�y , y �, 
y∈R, ενώ αν Ȝ =  ± �, έχει λύσεις της μορ-
φής (y , y �, y∈R.

ΓΕȃΙΚΕΣ ǹΣΚΗΣΕΙΣ
�Rȣ ΚΕĭǹΛǹΙΟΥ

īǯ ȅμȐδαȢ

�.   L�   Ȇράȟεις  LL� ǹ( x ) ǹ( – x )  =  ǹ( 0)  

LLL�  Επαγωγή

�.   L�  Ȇράȟεις  LL� ǹǺ =  I

�.   L�  Ȇράȟεις

 LL�  ȃα γίνουν οι πράȟεις�

 ( α, +  β-)  +  ( αƍ, +  βƍ-)

 ( α, +  β-) ·( αƍ, +  βƍ-)

�. ȃα αποδείȟετε ότι 

















−

=







′
′

φφ
φφ
2συν2ημ

2ημ2συν
.

x
y y

x

Ĭέτουμε διαδοχικά όπου θ το 0, 
2
π ,

4
π ,

4
3π .

� ��� ǹǯ ȅμȐδαȢ
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3 7 0  ΥȆΟǻΕΙȄΕΙΣ � ǹȆǹȃΤΗΣΕΙΣ ǹΣΚΗΣΕΩȃ

  �. L�   Αρκεί να αποδείȟετε ότι οι εικόνες των 
σημείων Ȃ1( x 1, y 1� και Ȃ 2 ( x 2 , y 2 � ταυτίȗο-
νται μόνο όταν το Ȃ1 συμπίπτει με το Ȃ 2 .

 i i )  















=








′
′ −

−

δγ
βα

T
1

1: .
x
y y

x

  �.   Ǿ ορίȗουσα του συστήματος είναι D  =  αβ( β 
– Ȗ� κ.τ.λ.

  �.   Ǿ ορίȗουσα του συστήματος είναι D  =  
(συνα�± ημα�(� ± ημα�(� ± συνα�.

  �.   Αν ț   �, οι ευθείες συμπίπτουν, ενώ αν 
1≠κ , τότε 21 //εε  και η İ 3  τις τέμνει.

  �.   Αν 1≠λ , τότε το σύστημα έχει μοναδική 
λύση την (0, 0, 0�, ενώ αν Ȝ   �, έχει άπει-
ρες λύσεις της μορφής (x , 0, 0�, με x∈R.

�0.   Το ομογενές σύστημα�





=+−
=−−

0)1(
0)3(

λα
αλ x

x
y
y

έχει και μη μηδενικές λύσεις, οπότε

D  =  Ȝ 2  – 2 Ȝ +  α2  ± �   0.

��.   L� x  =  Ȝ � �, y  =  Ȝ

i i )  Ȝ =  ± � ή�Ȝ   �.

� ΜΙΓǹǻΙΚΟΙ

� ��� � ��� ǹǯ ȅμȐδαȢ

 

  α�   ως προς άȟονα [ƍ[      β� ως προς κέντρο 
ȅ(0, 0� γ� ως προς άȟονα \ƍ\.

 

� ��� � ��� Ǻǯ ȅμȐδαȢ

�. 0=
δγ
βα

.

�. ± �

�. 0

�. ± �, 0, �

�. α) 0, 1, 
2
3

2
1
±− β) 0, 1± , ± .i i

�. z  =  x  +  y i  κτλ.

�. β ± αi  =  – i ( α +  βL� κτλ.

�. α� z  =  x  +  y i  κτλ. β� αρκεί να δείȟετε ότι

 u u v v

�. α�  2 2 1
4

x y+ = ή \ƍ\ εκτός του ȅ(0, 0�

β�  2 2 1
4

x y+ = ή [ƍ[ εκτός του ȅ(0, 0�

1. α) 6      β)
3
2

− .

2. α) x x= 1, y = 2      β) – 2      γ) = ‒ 15, 
        y = 27.

4. α) y′y β) x′x γ) y = x.

5. α) 3 + 4      β) ‒ 3 ‒ 6i     γ) 0 δ) 2 + 23i

ε) ‒ 3 + 18i      στ) 25      ζ) 1 + 7i

i

.

6. α) i
2
1

2
1
+ β) ‒ 1     γ) 2i

7. α) αδύνατο β) 
2 1,
5 5

x y= = −

γ)
1 , 0
2

x y= − =

8. α) 0 β) 2i

9. α) 5 7i β) 4 + 9i γ) 4i

δ) 11 ε) i στ) 0

10. 

11. 2 1z z= .

12. α) y = 3 β) x'x και y'y     γ) διχοτόμοι

δ) x = 1

13. α) 1, 2 β) 21± γ) 
2
3

2
1
±

14. β = , γ = 26 .

.

12

i i

δ) 2 2 3i− + ε) 1 + i στ) i
3

27
3
4
−
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� ��� ǹǯ ȅμȐδαȢ

�.   2 , 2 , 5, 5, 5, 4, 1, 8, 5,  
5
10 .

�.   �, �, �, �.

�.   α) z ∈ β) 
2
1 γ) 

3
3R  

�.   α� x 2  +  y 2    � β� x 2  +  ( y  – 1) 2  =  1

γ� (x  +  1) 2  +  ( y  +  2) 2  =  9

δ� Ȁυκλικό δακτύλιο

ε� Εκτός κύκλου x 2  +  y 2    �.

�.  α�   Ȉτη μεσοκάθετο του τμήματος με άκρα 
ǹ(±�, 0�, Ǻ(0, ��.

 β�   Ȉτο ημιεπίπεδο που ορίȗεται από τη με-
σοκάθετο του ǹǺ και το Ǻ όπου ǹ(0, �� 
και Ǻ(±�, 0�.

�. ȅ μοναδιαίος κύκλος

�. �i , �i  

�. | 1 | 2w− = .

�. =2||z zz κτλ.

� ��� Ǻǯ ȅμȐδαȢ

9. Αν z2 = x2 + y2i, τότε 1
35 2

2
2

2

2
2 =+ .

10. α) 11|| 2 =⇔= zzz β) 
1

1
z
=

2κτλ.

x y

� ��� ǹǯ ȅμȐδαȢ

1. Αν z = x

w

w

w

xy

yi+ , τότε Re(z) = x, Im(z) = y
κτλ.

2. −= κτλ.

3. = κτλ.

4. w

w

w w

w

−= κτλ.

5. Αρκεί 1|| =

6. 1|| =

7. 4

8. 
8

15
4
1

−= ,
15 60,
34 34

 − 
 

z

1. α) 







+

3
ημ

3
συν2

ππ

β) συν ημ
3 3

iπ π   − + −   
   

γ) 





 +

3
4ημ

3
4συν2 ππ

δ) 





 +

3
2ημ

3
2συν2 ππ

ε) 4(συν0 + i

i

i

i

ημ0)

στ) 4(συνπ + iημπ).

2. α) )1(212 +

β) 10i

γ) i

i

3. α) 
5 5 3
2 2

i i+ β) 6i γ) 
4
1

4
3

+− .

4. α) 344+ β) 38 γ) 1.

5. .

6. 
2

31+− .

7. 
6

συν2 1 νπν+ .

8. Στροφή κατά γωνία 
2
π

− .

9. 
22
13,

22
13 +− .

10. 1 και 0 ή 1 και 
3

2π ή 1 και 
3

4π .

i

i

i
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� ���  %ǯ ȅμȐδαȢ

1. α) 1 και νθ β) 1

2. Να γράψετε τους 1 + i, 1 i σε τριγωνομε-
τρική μορφή.

3. Να εργαστείτε με διανυσματικές ακτίνες.

4. α) 1
3
3

+=y , x > 0

β) y = x + 1, y > 0

γ)
2

2 1 1
2 4

x y + − = 
 

, με x > 0.

5. α) 5i β) 
29

105
29

100
+− .

6. Να εφαρμόσετε το θεώρημα του De Moivre.

7. α) 2|| =w β) 22 + .

8. 
3
3 .

9. Πρέπει 0≤∆ .

i

i

x

� ��� ǹǯ ȅμȐδαȢ

�. α� Ȁορυφές ισοπλεύρου τριγώνου

β� Ȁορυφές τετραγώνου

γ� Ȁορυφές κανονικού εȟαγώνου.

2. α) 
2

3ημ
2

3συν ππ
+=− κτλ.

β) 



































 +
+

















 +
=

4
3

42
ημ

4
3

42
συν2

πκππκπ
zκ

,

κ = 0, 1, 2, 3

γ) 



































 +
+

















 +
=

5
6

52
ημ

5
6

52
συν3

πκππκπ
zκ

κ = 0, 1, 2, 3, 4

i

ii

i

3. α) 
4

ημ
4

συν
2

)1(2 ππ
+=

+ κτλ.

β) 
3

5ημ
3

5συν
2

31 ππ
+=

− κτλ.

γ) )ημσυν(6464 ππ+=− κτλ.

4. α) 0)84)(1(843 223 =++−⇔=++ .
β) Να θέσετε z 2 = w, ± , 2± .

5. 2 i,
3
2

−

6. 4

7. Η εξίσωση είναι ισοδύναμη με την: 
x x6 = 1, 1≠ .

8. Οι ρίζες είναι 3 και 3± .

i

i i

i i

i

i

z z z z z z

i

� ��� Ǻǯ ȅμȐδαȢ

1. α) Είναι 













−+






−=−

4
ημ

4
συν21 ππ

β) Η εξίσωση γράφεται −=







+
− 1

1
1 3

.

2. Η εξίσωση γράφεται
(      )2(z 2 + z + 1)(z2 z + 1) = 0 κτλ.

3. Έχουμε ππzz ημσυν01 77 +=⇔=+ κτλ.

4. ±

5. 1,   i, 1, i

i y

i i

x

6. Να πάρετε τα μέτρα και των δύο μελών  
της εξίσωσης.

7. α) 2,  4, 4, β) p = 4, q = 16

= 0

.

8. α) θ
θ

εφ2
συν

1
± β) 1

1)1)

22

2
2 =−

9. Η εξίσωση γράφεται ισοδύναμα 
((x x4 5 κτλ.

iz
z

z

i

i

+ 1

22-0181-02_HR.indb   372 12/12/2013   10:56:26 πμ



ΥȆΟǻΕΙȄΕΙΣ � ǹȆǹȃΤΗΣΕΙΣ ǹΣΚΗΣΕΩȃ 3 7 3

ΓΕȃΙΚΕΣ ǹȈȀǾȈǼǿȈ

1. β) 1
11 2

2

2

2

=









+









βα

.

2. x

x y

2 y2 = 1.

3. α) y = 3x β) y = 3x  9 7

γ) 





 −

10
7,

10
21A

4.    Τα εσωτερικά σημεία του κύκλου με 

κέντρο 
2 1,
3 3

K  − 
 

και ακτίνα 
3
5

=ρ

β) Τα σημεία της παραβολής y 2 = 4x.

6. Να πάρετε τα μέτρα και των δύο μελών  
της εξίσωσης.

7. α) 

β) Είναι γινόμενο δύο συζυγών παραστάσεων.

Οι τιμές του τριωνύμου είναι ομόσημες 
του α

α)

8. 

1 + z1 + z2 + … + zν = 0 με το μηδέν.

Να εξισώσετε το πραγματικό και το φαντα- 
στικό μέρος του αθροίσματος

Ǻǯ ΜΕΡΟΣ �ǹȃǹΛΥΣΗ�

1. i) {1, 2}A = − ii) Α = [1, 2]

iii) [ 1,0) (0,1]A = − ∪ iv) )0,(−∞=A .

2. i) ( ,1) (3, )x ∈ −∞ ∪ +∞

ii) ( 1,1)x ∈ − iii) x > 0.

3. i) x > 0 ii) x > 1.

4. α) 200, 69 cm β) 195,23 cm.

5. )20(
36

3
16

)( 2
2

E −+= με

(0,20)x ∈ .

6. i) f

x x x

(Α) = {2, 0} ii) f (Α) =

iii) ),2[)( +∞=Af iv) ),0[)( +∞=Af .

7. i) είναι ίσες στο ),0[ +∞

ii) είναι ίσες στο *

iii) είναι ίσες στο ),1()1,0[ +∞∪ .

R R

R

� ΟΡΙΟ ±
  ΣΥȃΕȋΕΙǹ ΣΥȃǹΡΤΗΣΗΣ 

� �������   ǹǯ ȅμȐδαȢ
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��. L�   Είναι σύνθεση των h ( x )  =  x 2  � � και

g ( x )  =  ημx .

 LL�   Είναι σύνθεση των h ( x )  =  3 x , g ( x )  =  ημx  
και ĳ( x )  =  2 x 2  � �.

LLL�   Είναι σύνθεση των συναρτήσεων h ( x )  =  
2 x , g ( x )  =  Hx  ± � και ĳ( x )  =  l n x .

LY�   Είναι σύνθεση των συναρτήσεων h ( x )  =  
3 x , g ( x )  =  ημx  και ĳ( x )  =  x 2 .

� ��� � ��� Ǻǯ ȅμȐδαȢ

1. i) 




<≤+−
<≤+−

=
21,2
10,1

)(

ii) 




≤<+−
≤≤

=
21,42
10,2

)(

iii) 




∪∈
∪∈

=
)4,3[)2,1[,0
)3,2[)1,0[,1

)( .x
x
x

x
xxx

x
x x
x x

x

f

f

f

� ��� ǹǯ ȅμȐδαȢ

�.  L�  f   γνησίως φθίνουσα στο (−∞ ,�@ 

 i i )   f   γνησίως αύȟουσα στο (�,+∞@.

i i i )   f   γνησίως φθίνουσα στο R.

i v)   f   γνησίως φθίνουσα στο (−∞,�@ .

�.   L� Είναι �±� και 
3

2)(1 +
=− xxf ,

x ∈R.

 LL� ǻεν είναι �±�.

LLL� ǻεν είναι �±�.

2.
x

xxK ππ 5008)( 2 += , x > 0 και το κόστος 

είναι 942300 ≅π λεπτά = 9,42 ευρώ.

3.






≤<−
≤<

=
31,12
10,)(

2
Ε .

4. E(x) = x 2 + 10x, 0 < x < 5,

p(x ) = 20 2

2

x , 0 < x < 5.

5. i)








≥
<≤−

−<−
=

1,
11,1

1,
)( και 

).,1[)( ∞+=Α

f

f

ii) 




∈
∈

=

=

]2,(,0
],0[,ημ

)(
ππ

π
και

f (Α) = [0, 1].

6. i) f (x) = x2 + 1 ii) xxf −= 1)(

iii )f (x ημημ x ή f (x) = x.

7. α = 1.

8. α) πράξεις β) πράξεις.

9. i) )209(210)( ++= tttN
ii) 16 χρόνια.

)

x x
x x

x

x x
x x

xx

x
x x

x
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LY� Είναι �±� και f  – 1( x )  =  1 – x 3 , 0≥x .

 Y� Είναι �±� και f  – 1( x )  =  1 – Hx , x ∈R.

YL� Είναι �±� και 
1

1ln)(1

−
=−

x
xf , x  > �.

 YLL� Είναι �– � και 
x
xxf

−
+

=−

1
1ln)(1 ,

 )1,1(−∈x .

YLLL� ǻεν είναι �±�.

�.   ȅι συναρτήσεις f , ĳ και ȥ αντιστρέφονται, 
ενώ η g  δεν αντιστρέφεται.

�.   L�, LL�, LLL� να εφαρμόσετε ιδιότητες των ανι-
σοτήτων.

� ��� ǹǯ ȅμȐδαȢ

1. i) 0)(lim
3

=
→

xf
x

, f (3) = 2

ii) 2)(lim
2

=
→

xf
x

, f (2) = 4.

LLL�   ǻεν υπάρχει όριο στα x 0  =  �, x 0  =  �,  f ( 1)  
=  �, δεν ορίȗεται η  f  στο �.

LY�   ǻεν υπάρχει όριο στα x 0  =  �, x 0  =  � ενώ 
2)(lim

3
=

→
xf

x
,  f ( 1)  =  �,  f ( 2)  =  � και δεν 

ορίȗεται στο �.

�.   L� ± �       LL� �       LLL� δεν υπάρχει

LY� δεν υπάρχει.

�.   L� � και �       LL� δεν υπάρχει.

�.   L� ψευδής       LL� ψευδής       LLL� ψευδής

LY� Αληθής       Y� ψευδής       YL� Αληθής.

�. Ȝ   � ή Ȝ   ± �.

� ��� ǹǯ ȅμȐδαȢ

1. i) 5 ii) iii) 220 iv) 0 v) 
2
11 −

vi) 2 vii) 3 9 viii) 0.

2. i) 43 ii) 
17
3 iii) 6.

3. i) 8/3 ii) 
2
1 iii) 

2
1 iv) 27.

4. i) 1/6 ii) 1/2 iii) 
8
3 iv) 

12
1 .

5. i) δεν υπάρχει ii) 2.

6. i) 3 ii) 1 iii) 2 iv) 0 v) 1
vi) 4.

7. i) 2 ii) 0 iii) 1/2.

8. i) 1 ii) 1.
9. α = 4/3 και β = 2.

� ��� Ǻǯ ȅμȐδαȢ

�. L� ����    LL� 0    LLL� ���.

�. L� δεν υπάρχει   LL� �   LLL� � LY� �.

�. L� 0   LL� �   LLL� �.

�. L� ± �   LL� 0.

� ��� ǹǯ ȅμȐδαȢ

�.   L� +∞    i i )  −∞     LLL� δεν υπάρχει.

�.   L� δεν υπάρχει       LL� δεν υπάρχει

LLL� δεν υπάρχει.

� ��� Ǻǯ ȅμȐδαȢ

�. −∞ .

�. L� Αποδείȟτε ότι 
+∞=

−
→

2

εφlim
π

και −∞=
+

→
2

εφlim
π

.x
x x

x

   LL� ȅμοίως.

�. īια Ȝ =  �, 2/3)(lim
1

=
→

xf
x

.

īια ȝ =  0, 2)(lim
0

=
→

xg
x

.
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�. L� 0 LL� −∞  i i i )  +∞ .

� ��� ǹǯ ȅμȐδαȢ

�. L� −∞     i i )  −∞     i i i )  0       i v)  +∞ .

Y� ���    YL� 0        YLL� 0     YLLL� �.

�. L� +∞    i i )  +∞      i i i )  +∞    i v)  +∞

Y� 0.

�. L� �        LL� 0      LLL� ± �      LY� 0

v)  – 1    vi )  +∞ .

� ��� Ǻǯ ȅμȐδαȢ

� ��� ǹǯ ȅμȐδαȢ

�. L� � LL� �.

�. L� συνεχής LL� συνεχής LLL� συνεχής.

�. L� Μη συνεχής στο ± �. 

 LL� Μη συνεχής στο �.

LLL� Μη συνεχής στο �.

LY� Ȉυνεχής.

 �.  L� Μη συνεχής στο � LL� συνεχής.

 �.   Είναι όλες συνεχείς ως σύνθεση συνεχών 
συναρτήσεων.

 �.   īια τη συνάρτηση f ( x )  =  ημx  – x  � � να 
εφαρμόσετε το Ĭεώρημα του %RO]DQR στο 
>0, π@.

 �.    L� α =  0     i i )  α =  – 1     i i i )  α =  1

  i v)  α =  �.

 �.   ȃα εφαρμόσετε διαδοχικά το Ĭεώρημα του 
%RO]DQR στα >Ȝ, ȝ@ και >ȝ, Ȟ@.

 �.   Εργαστείτε όπως στο σχόλιο του Ĭεωρή�
ματος %RO]DQR.

�0. L�   >±�, 0@    LL� (0, ��    LLL� >�, ��

LY�  (�, �@.

� ��� %ǯ ȅμȐδαȢ

�. ț =  ± �.

�. (α =  �, β =  �� ή (α =  ± �, β =  ��.

�.  L� 0)(lim)0(
0

==
→

xff
x

i i )  1)(lim
0

=
+→

xg
x

, 1)(lim
0

=
−→

xg
x

, οπότε

1)(lim)0(
0

==
→

gg
x

x .

�.   Εφαρμόσετε Ĭεώρημα %RO]DQR για τη συ-
νάρτηση ĭ( x )  =   f ( x )  – g ( x � στο >0, �@.

�. α�   Ĭεώρημα %RO]DQR για τη συνάρτηση  f ( x )  
=  ( x  – 2) ( x 4  +  1)  +  ( x � +  1) ( x  ± �� στο >�, 
�@.

β�   ǵμοια για τη συνάρτηση

f ( x )  =  Hx ( x  – 2)  +  ( x  – 1) l n x .

�.  L�   ȃα αποδείȟετε ότι η εȟίσωση f ( x )  =  g ( x )  
στο (0, +∞)  έχει μια ακριβώς λύση.

μ> 1, −∞=
−∞→

)(lim ,

μ= 1, 0)(lim =
−∞→

.

ii) Για μ = 1, 2)(lim =
+∞→

,

μ= 0, +∞=
+∞→

)(lim και





∈∞−
∞+∪−∞∈+∞

=
+∞→ )1,0(,

),1()0,(,
)(lim

μ
μ

.

2. Για λ < 1 +∞=
+∞→

)(lim ,

λ > 1 +∞=
+∞→

)(lim και

λ = 1 2/5)(lim =
+∞→

.

Ώστε )(lim
+∞→

υπάρχει στο 

μόνο αν λ = 1

3. α = β = 1.

4. i ) 1 ii) 13 + iii) +∞ .

1. i) Για μ < 1, +∞=
−∞→

)(lim ,x

xf

f

f

f

f

f

f

f

f

x

x

x

x

x

x

x

x
x

x

x

x

x

x

x

x

x

x
f

R

22-0181-02_HR.indb   376 12/12/2013   10:56:41 πμ



ΥȆΟǻΕΙȄΕΙΣ � ǹȆǹȃΤΗΣΕΙΣ ǹΣΚΗΣΕΩȃ 3 7 7

LL�   ȃα αποδείȟετε ότι η εȟίσωση  f ( x )  =  g ( x )  
στο  (0, +∞ )  έχει μια ακριβώς λύση.

�.  L�  α�   x    � ή ± � 
β�   Ǿ συνάρτηση   f   στο (± �, �� δεν μη-

δενίȗεται και είναι συνεχής. 

γ�  21)( −= ]1,1[−∈f x x x  ή

 
21)( −−= ]1,1[−∈xf x x

LL�  α�   x  =  0 
β�   η  f  στο (−∞, 0� συνεχής και δεν μη-

δενίȗεται. ȅμοίως και στο (0, +∞)  γ� 
f ( x )  =  x  ή f ( x )  =  – x  ή ||)( =xf x  ή 

||)( −= xxf .

�.  L�  ΟΒ: y = x, 1: +−= xyΑΓ .
LL�   ȃα αποδείȟετε ότι οι εȟισώσεις f ( x )  – x  

=  0 και  f ( x )  +  x  – 1 =  0 στο >0, �@ έχουν 
κάποια λύση.

�.  L� 2
0

2
0 ))(()()( yxfxxxdd −+−== ,

],[ βα∈x .

LL�   ȃα εφαρμόσετε το Ĭεώρημα μέγιστης και 
ελάχιστης τιμής για την d  στο >α, β@.

� ǻΙǹĭΟΡΙΚΟΣ ΛΟΓΙΣΜΟΣ

� ��� $ǯ ȅμȐδαȢ

�. L� 0    LL� ± �    LLL� 0

�.  L� 0    LL� ǻεν παραγωγίȗεται
i i i )  1 i v)  1

�. g ƍ(0� =   f ( 0�.

�.  L�   ǻεν είναι συνεχής στο 0 και άρα δεν πα-
ραγωγίȗεται

LL�   ǻεν παραγωγίȗεται στο �.

�. Από την άσκηση �

i )  y  =  1    i i )  y  =  – 2 x  +  3    i i i )  y    0.

Από την άσκηση �

i )  y    0 LL� ǻεν ορίȗεται

i i i )  y  =  x  +  1 i v)  y  =  x  � �.

� ��� Ǻǯ ȅμȐδαȢ

�.  f ƍ (0� =  ± �.

�.  f ƍ (�� =  �.

�.  f ƍ (0� =  �.

�.  f ƍ (0� =  ���.

�.  Με κριτήριο παρεμβολής βρίσκουμε ότι  
f ƍ (0� =  �.

6. 0)(lim
0

=
→

xf
x

, οπότε f (0) = 0 και με κριτή-

ριο παρεμβολής βρίσκουμε f ′(0) = 1.

7. i) 0)(lim
0

=
→

xf
x

, οπότε f (0) = 0.

8. i) Είναι

h
xfhxf

h
xfhxf

−
−−+

−=
−− )())(()()( 0000

κ.τ.λ.
   LL� Είναι

        

       κ.τ.λ.

�.  L� το Ǻ.   LL� το ī. 

   i i i )  t  =  � αλλάȗει το Ǻ, t  =  � το ǹ και

        t  =  � το Ǻ

   LY� το ǹ����Y� το Ǻ���YL� το ǹ.

� ��� ǹǯ ȅμȐδαȢ

1. i)  4 ii) 1/6

iii) 
2
1

− iv) 1/e v) 2.

2. i) Δεν παραγωγίζεται στο 1.

f x h f x h
h

f x h f x f x h f x
h

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ,

0 0

0 0 0 0

+ − −
=

=
+ − − − +
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�.   Ευθ. τμήμα με κλίση � για x � >0, �@, ευθύ-
γραμμο τμήμα με κλίση ± �, για x � >�, �@ και 
ευθ. τμήμα με κλίση � για x � >�, �@.

� ��� %ǯ ȅμȐδαȢ

�.   α =  ± �,   β =  π.

�.   Ǿ εȟίσ. εφαπτ. της C f  στο (ȟ, f ( ȟ�� είναι 

22
1 ξ

ξ
+= xy  η οποία διέρχεται από το 

Ǻ( – ȟ, 0�.

�.   ȃ( – 2 α, ± �α3 � και  f  ƍ(±�α)  =  4  f  ƍ(α�.

�.   L� Είναι ǹ( 2 ȟ, 0�, 







ξ

Β 2,0 και 







ξ

ξΜ 1, .

LL� �.

� ��� ǹǯ ȅμȐδαȢ

1. i) f ′(x) = 7x6 x3 + 6

ii) 
x

xxf 16)( 2 +=′

iii) f ′(x) = x3 x2 + x

iv) xxxf συν3ημ)( −−=′

2. i) f ′(x) = 3x2 x .

ii) f ′(x) = ex(ημx + συνx).

iii) 22 )1(
4)(
x
xxf

+
−

=′ .

iv) 2)συν1(
συνημ1

1

16

)(
x

xxxf
+

+−
=′ .

v) f ′(x) = x(ημ2x + xσυν2x)

3. i) 2)(ln

1ln
)(

x
x

xe
xf

x 





 −

=′ .

ii) 
x

xxf
2ημ

2συν4)( 2
−

=′ .

iii) xe
xxxf ημσυν)( −

=′ .

iv) 22

2

)1(
)1(4)(

−
+

=′
x
xxf .

4. i)








>







+

<+
=′ ,0116

0,34
)( x

x

xx
xf

   ενώ δεν παραγωγίȗεται στο 0.

ii)




>
≤+

=′
0,

,

1
0,συν2

)(
x
xxx

xf .

5. i) ( και (2, 4))42

( )21,

.

ii) 







e
1,1 .

iii) , (1, 2)

6. 2)1(
4)(

−
−

=′
x

xf , {1}x ∈ − και

2)1(
4)(

−
−

=′
x

xg , }1{),0[ −∞+∈x .

.

R

ii) 




≥
<

=′
0,1
0,συν

)(
x
xx

xf .

iii) Δεν παραγωγίζεται στο 2.

iv) Δεν παραγωγίζεται στο 2/3.

3. 2121 )()( xxxfxf =⇔′=′ άτοπο αφού 

21 xx ≠ , ενώ για την f (x) = x3 υπάρχουν 

τα ),( 3
11 xx , ),( 3

11 xx −− .

4.














∈−
∈
∈
∈−

−∈

=′

)9,6(,3/4
)6,4(,4
)4,2(,0
)2,0(,2
)0,2(,1

)(

x
x
x
x

x

xf .
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ȅι συναρτήσεις  f ƍ , g ƍ δεν είναι ίσες αφού δεν 
έχουν το ίδιο πεδίο ορισμού.

� ��� %ǯ ȅμȐδαȢ

�.   Το κοινό σημείο είναι το (�, �� και ισχύει 
f ƍ (��Âg ƍ(�� =  ± �.

�.   Τα κοινά σημεία είναι (�, �� 

και (± �, ± ��.

Ǿ  y  =  3 x  ± � εφάπτεται στο (�, ��.

�.   α =  0,  β =  ± �.

�.   Ǿ y  =  x  � � εφάπτεται της C g  στο σημείο 
(± �, 0�.

�.   f ( x )  =  x 3  – 4 x 2  – 9 x  � �.

�.   Έστω ότι υπάρχει το  f ( x )  =  α[2  +  β[ � γ και 
καταλήγουμε σε αδύνατο σύστημα.

�.   L�   Ȇροσθέτουμε και αφαιρούμε στον αριθ-
μητή την ποσότητα x  f ( α�. 

LL�   Ȇροσθέτουμε και αφαιρούμε στον αριθ-
μητή την ποσότητα Hx f ( α�. ȃα λάβετε 

υπόψιν ότι το
α

α

α −
−

→ x
eex

x
lim  είναι η παρά-

γωγος της h ( x )  =  Hx  στο α.

�. 
8
π ,

8
5π ,

8
9π ,

8
13π .

�.    L�  
x
xxf

3
2)(

3 2

=′ , x ≠ 0 και δεν παραγωγί-

ȗεται στο 0. Ǿ εȟίσωση της εφαπτομένης 
στο (0, 0� είναι η x  =  0.

7. 1
2
12)1()1( −=






−=′′ gf .

8. α = 2.

9. i) ( 2, 3) (2, 7).

ii) 








 +−
9

45310,
3

32 και

και










 +
−

9
45310,

3
32 .

10. y = 2 1

12

x και

y = x .

11. α = 1, β = 1, γ = 0.

12. i) 37 )43(
)1(24)(

+
+−

=′
xx
xxf .

ii) 
3 13

2)(
−

=′
x

xf , ),1( +∞∈x .

iii) 222 )1(
2

1
1συν)(

x
x

x
xf

+
−

⋅







+
=′ .

iv) 
)1(
)1()( 2

2

xx
xxf

−
+−

=′ .

v) )2()(
2

xexf x −=′ − .

13. i) f ′(2) = 20.

ii) 
6
5)4( =′f .

iii) 








 +
=






′

48
36

12
1

6
1 πf .

iv) f ′(3) = 5.

14. i)
x

xxxf x 1ln2)( ln=′ .

ii) f ′(x) = 25 3x ·5ln2.

iii) 





 +=′

x
xxxf x

ln
1)ln(ln)(ln)( .

iv) f ′(x) = eσυνx(συν ημx 2x).

15. f ′(x) = ημ2x και

f ″(x) = 2συν2x, οπότε ισχύει η ισότητα.
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i i )   
3 23

4)(
x

xxf =′ , x ≠ 0 και  f ƍ (0�   0. Ǿ εȟί-

σωση της εφαπτομένης στο (0, 0� είναι η 
y    0.

�0.   Ǿ εȟίσωση της εφαπτομένης της C f  στο 
ǹ(�, f ( ��� είναι η y  =  x  – 1 +  f ( �� που εφά-
πτεται της C g  στο (0, g (0��.

��.  L�   f ƍ (0�   �.

LL�  Ǿ εȟίσωση της εφαπτομένης είναι η y  =  
x  � � που σχηματίȗει με τους άȟονες ισο-
σκελές τρίγωνο.

 

� ��� $ǯ ȅμȐδαȢ

�. E ƍ(�� =  ± ��π FP2 / s

V ƍ(�� =  ± ��π FP3 / s

�. 
π81

25 cm/s.

�. ( )20 220, 20 220x ∈ − + .

�. L� x ( t )  =  15 t , y ( t )  =  20 t .

i i )  d ƍ(t �   �� NP�K.
�. (�, ��.

� ��� %ǯ ȅμȐδαȢ

�. ��� FP3 �V.

�. (�OQ� � �� FP2 �V.

�. 0,�� P�V.

�. 0,�� UDG�PLQ.

�. 0,� P�V.

�. 
χρόνουμονάδα
μήκουςμονάδες2 .

�. L� 
25
1

− rad/sec.

i i )  
2,75
25

− m/s.

 
�. 33 m/s.

� ��� $ǯ ȅμȐδαȢ

1. i) 1 ii) 
6
π ή

2
π

iii) 
2
π iv) δεν ισχύει.

2. i) 2 ii) 
4
π

iii) )1,3( −−∈ξ και ξ = 1.

3. Έχουμε 
αβ

αβg
−
−

==′ lnln1)(
0

0 και

0 < α < x

x
x

0 < β οπότε 
αxβ
111

0
<< .

� ��� Ǻǯ ȅμȐδαȢ

�.  L�  Ĭ. %RO]DQR στα διαστήματα >± �, 0@ και 
>0, �@.

LL�   Ĭ. 5ROOH στο >x 1, x 2 @ όπου x 1, x 2  οι ρίȗες της 
f  στα διαστήματα (± �, 0� και (0, ��.

�.  L� Ĭ. 5ROOH στο >0, �@.

i i )    0)(1εφ =′⇔−= xfxx  που έχει ρίȗα στο 
(0, ��.

�.  L�   Ȋποθέτουμε ότι η εȟίσωση f ( x )  –  x  =  0 
έχει � ρίȗες x 1, x 2  και εφαρμόȗουμε Ĭ. 
5ROOH για τη συνάρτηση g ( x )  =  f ( x )  – x , 
x � >x 1, x 2 @. 

LL� Εφαρμογή του ερωτήματος L� με

 
2

ημ)( xxf = .

�.  L� 0)1|(|
2
1

1
2

2 ≥−⇔≤
+

x
x

x .

LL� Ĭ.Μ.Τ. στο >α, β@.

�. Ĭ.Μ.Τ. στο >0, �@.
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�. ǻείȟτε ότι 0)0f f( ≤ και 0)0( ≥ .

�.   Ȋποθέτουμε ότι έχουν τρία κοινά σημεία με 
τετμημένες ρ1 <  ρ2  <  ρ3  και εφαρμόȗουμε Ĭ. 
5ROOH για την ĳ( x )  =   f ( x )  – g ( x � στα διαστή-
ματα >ρ1, ρ2 @, >ρ2 , ρ3 @.

� ��� $ǯ ȅμȐδαȢ

�. ĳƍ(x �   0, x ∈R, οπότε ĳ( x )  =  c .

�.  L�   īνησίως αύȟουσα στο R.

 LL�  īνησίως αύȟουσα στα διαστήματα (−∞ , 
± �@, >�, +∞� και γνησίως φθίνουσα στο 
διάστημα >±�, �@.

LLL�   īνησίως αύȟουσα στR >±�, �@ και γνησίως 
φθίνουσα στα διαστήματα (−∞ , ±�@ και 
>�, +∞�. 

�.  L�   īνησίως αύȟουσα στο διάστημα (−∞, �@
και γνησίως φθίνουσα στο >�, +∞�.

 LL�   īνησίως αύȟουσα στο (0, �@ και γνησίως 
φθίνουσα στο >�, +∞�.

LLL�   īνησίως αύȟουσα στο 





2
,0 π , γνησίως 

φθίνουσα στο 



 ππ ,

2
 και σταθερή με τιμή 

μηδέν στο >π, �π@.

�.  L�  f ' ( x )  =  5 ( x 4  � �� > 0 και

011)( >+=′
x

xg , .),0( +∞∈x

 LL�   Ǿ f  έχει σύνολο τιμών το R, ενώ η g  το  
διάστημα (±�, +∞�.

LLL�   Το 0 ανήκει στο σύνολο τιμών των συναρ-
τήσεων και είναι γνησίως αύȟουσες.

�.  L� 0
1

1)( >
+

+=′
x

exf x .

i i )    f ( 0�   0 και η  f   γνησίως αύȟουσα.

� ��� Ǻǯ ȅμȐδαȢ

�.   Με εφαρμογή του κριτηρίου παρεμβολής 
βρίσκουμε ότι f ′(x0) = 0, 0x ∈R.

�.  L�   f ƍ (x )  =  3( x 2  ± �� � 0 για κάθε )1,1(−∈x .

LL�   >α ± �, α � �@

LLL�   Το 0 ανήκει στο σύνολο τιμών της  f  και 
είναι γνησίως φθίνουσα στο (± �, ��.

�.  L� t  =  � ή t  =  �.

 LL�   Αριστερά όταν )4,0(∈t  και δεȟιά όταν 
)5,4(∈t .

LLL�   Ǿ ταχύτητα αυȟάνεται στα διαστήματα >0, 
�@ και >�, �@ και μειώνεται στο διάστημα 
(�, ��.

�. 0
)2(

100)( 3 <
+

−=′
t

ttV

25)(lim =
+∞→

tV
t

και το σύνολο τιμών της V  εί-

ναι το (��, �0@.

�.  L�  0
)1(
)3()( 22

22
>

−
+

=′
x
xxf για κάθε 

{ 1,1}x ∈ − −R .

LL�   ǵταν x  ανήκει σε καθένα των διαστημά-
των )1,( −−∞ , ( 1, 1), ),1( +∞−  η f  παίρνει 
τιμές στο R και επειδή η εȟίσωση γράφε-
ται ισοδύναμα f ( x )  =  α με α�R, έχει � 
ρίȗες.

�. 3≥α .

�.  L�  f ƍ (x )  =  x ημx  > 0, 





∈

2
,0 πx .

LL�   ǿσχύει  f ( x )  >  f ( 0�, 





∈

2
,0 πx   αφού f  

γνησίως αύȟουσα στο 






2
,0 π .

i i i )  0ημσυν)( 2 <
−⋅

=′
x

xxxxf

λόγω του ερωτήματος LL�.
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�.  L�   0
συν

)1συν2()1συν()( 2

2
>

+−
=′

x
xxxf

για 





∈

2
,0 πx .

LL�   Επειδή  f ( 0)  =  0 και η f  είναι γνησίως αύ-

ȟουσα στο 






2
,0 π , ισχύει )0()( fxf ≥ .

� ��� ǹǯ ȅμȐδαȢ

�.   Ȉτο x  =  � τοπικό μέγιστο και στο x  =  � τοπικό 
ελάχιστο.

�. α� L� īνησίως αύȟουσα στο R.

 LL�   Τοπικό μέγιστο το g ( –1)  =  � και τοπικό 
ελάχιστο το g ( 1)  =  0.

LLL�   Τοπικό μέγιστο το h ( 0)  =  ± � και τοπικό 
ελάχιστο το h ( 1)  =  ± �.

β�  L�   Μια ρίȗα στο R ως συνεχής και γνησίως 
αύȟουσα.

 LL�   Μια ρίȗα στο (−∞ , ±�@, μια στο >±�, �@ 
και μια στο >�, +∞�.

LLL�    Μια ρίȗα στο >�, +∞�.

�.  L�   Το f ( 0)  =  0  τοπικό ελάχιστο, το f ( 1)  =  1 
τοπικό μέγιστο.

LL�   Ελάχιστο το g ( 2)  =  ± �.

�.  L�   Ελάχιστο το  f ( 0)  =  1 .

LL�   Ελάχιστο το 
e

ee
f

1
11







=






 .

�.   α =  �, β =  0, τοπικό μέγιστο το f ( –  1)  =  3  και 
τοπικό ελάχιστο f ( 1)  =  – 1.

�.   Είναι 





 +=

x
xxp 4002)( , x  > 0 και ελάχιστο 

το p ( 20)  =  �0.

  
 �.   Είναι Ε( x )  =  – x 2  +  40 x , x � (0,�0� 

και μέγιστο το Ε( 20)  =  �00.

  �. 
3
4  PJU.

  �. L� (Εǽ) 2  =  2 x 2  – 4 x  � �. LL� �.

�0. �0 μονάδες.

� ��� Ǻǯ ȅμȐδαȢ

�. L�   īνησίως αύȟουσα στο 





3
,0 π

 και γνησίως 

φθίνουσα στο 



 ππ ,

3
.

LL�   Μια ακριβώς ρίȗα στο 

�.  L� +  f  είναι γνησίως αύȟουσα στο (0, +∞�.

 LL�  īνησίως φθίνουσα στο (0, �@ και γνησίως 
αύȟουσα στο >�, +∞�. Ελάχιστο το ĳ( 1)  
  0.

LLL�   Ȁοινό σημείο (�, 0�, κοινή εφαπτομένη 
την y  =  x  ± �.

�. L�   α�  Ǿ  f ( x )  =  Hx  – x  ± � είναι γνησίως αύ-
ȟουσα στο >0, +∞� οπότε f ( x )  >  f ( 0�.

β�   Ǿ 21( ) 1
2

x= − − − είναι γνησίως 

αύȟουσα στο >0, +∞�.

LL�   α�   Αν 21( ) συν 1
2= , τότε  f  Ǝ(x )  =  

± συνx  � � οπότε η f  ƍ γνησίως αύȟουσα 
στο R. 

Άρα f  ƍ([� > f  ƍ(0�, οπότε και f  γνησίως 
αύȟουσα στο R.

β�  Με τη βοήθεια του ερωτήματος 

 α�  βρίσκουμε ότι η xxxxg −+= 3

6
1ημ)( , 

x �R 
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είναι γνησίως αύȟουσα στο >0, +∞�.

LLL�   α�   Αν f ( x )  =  ( 1 +  x ) ν ± � ± νx , 0x ≥ τότε 
f  ƍ(x �   ν>(� � x ) ν±� ± �@ > 0.

β�   Με τη βοήθεια του ερωτήματος α� 
βρίσκουμε ότι η συνάρτηση

2

2
)1(1)1()( xννxνxxg ν −

−−−+=

είναι γνησίως αύȟουσα στο >0, +∞�.

  �.   Ǿ  f ƍ (x �   0 είναι αδύνατη στο R.

  �.   Ĭεωρούμε την h ( x )  =  f ( x )  – g ( x �, οπότε 

f ′(ξ) = g′(ξ) με ),( 21 xxξ ∈ .

  �.  Είναι  f ƍ (α)  =  f ƍ (β)  =  f ƍ (Ȗ)  =  0 και Ĭ. 5ROOH 
στα διαστήματα >α, β@ και >β, Ȗ@.

  �. LL� 75,0)349(
11
4

≅−= m.x

  �. L� xxMA +





 −=

2
2

2
9)( και Μ(4, 2).

i i )  Ȝεφ · ȜǹȂ =  ± �.

  �.  
π

200 και �00.

10. Οι εισπράξεις είναι

Ε(x) = x(1500 x ).

Ε′(x) = 0, οπότε x = 150.

11. i) t = 200 s ii) 6,55≅t s.

12. i) ΗΒΓΔABE ⋅
+

=
2

, όπου ΗΒ ύψος 

τραπεζίου.  ΗΒ = 2ημθ και ΗΓ
= 2συνθ.

ii)
3
πθ = .

13. ii) 75.

14. Η πυκνότητα του καπνού είναι 
r = r + r

5

Είναι

1 2

22 )12(
8

x
pk

x
pk

−
⋅+= , k ∈ R.

Ȉε � NP από το εργοστάσιο Ε1.

� ��� ǹǯ ȅμȐδαȢ

�. L�   Ȁοίλη στο ( −∞, �@, κυρτή στο >�, +∞ )   
και το (�, 0� σημείο καμπής.

LL�   Ȁοίλη στα (−∞, ±�@, (0, �@, κυρτή στα >±�, 

0� και >�, +∞�, ενώ τα σημεία καμπής εί-

ναι 





 −−

4
5,2  και 








4
5,2 .

�. L�   Ȁοίλη στο  (−∞, �@, κυρτή στο >�, +∞�, 

ενώ το 







e
2,2  είναι σημείο καμπής.

LL�   Ȁοίλη στο (0, H@, κυρτή στο >H�+∞�, ενώ 
το (H, ±�H2 � είναι σημείο καμπής.

LLL�   Ȁοίλη στο (−∞, 0@, >��+∞�, κυρτή στο 
>0, �@, και τα (0, ��, (�, �� σημεία καμπής.

�. L�   .υρτή στα










−∞−

2
2, , 











+∞,

2
2 ,  

κοίλη στο 











−

2
2,

2
2  και τα 











− − 2/1,

2
2 e , 










− 2/1,

2
2 e σημεία καμπής.

LL�   Ȁοίλη στο 




− 0,

2
π  και κυρτή στο 







2
,0 π

, 

ενώ το (0, 0� είναι σημείο καμπής.

LLL�   Ȁοίλη στο (−∞, 0@, κυρτή στο >0, +∞� και 
το (0, 0� σημείο καμπής.
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LY�   Ȁοίλη στο (−∞, 0@, κυρτή στο >0, +∞� και 
το (0, 0� είναι σημείο καμπής.

Y�   .υρτή στο (−∞, 0@, κοίλη στο >0, +∞� και 
το (0, 0� σημείο καμπής.

�.  x � γνησίως αύȟουσα στα >±�, �@, >�, �@.

� γνησίως φθίνουσα στα >�, �@, >�, �0@.

Ɣ �  κοίλη στα >0, �@, >�, �@ και >�, �0@.

� κυρτή στα >±�, 0@, >�, �@ και >�, �@.

x � Τα �, � είναι θέσεις τοπικών μεγίστων.

� Τα ±�, �, �0 είναι θέσεις τοπικών ελαχίστων.

x � Τα 0, �, �, �, � είναι θέσεις σημείων καμπής.

�. L�   ǵταν t � >0, t 2 @ κινείται αριστερά και όταν 
t � >t 2 , +∞� δεȟιά.

LL�   Ǿ ταχύτητα αυȟάνεται στο διάστημα >t 1, t 3 @ 
και μειώνεται σε καθένα από τα διαστήμα-
τα >0, t 1@  και >t 3 , +∞�.

� ��� Ǻǯ ȅμȐδαȢ

�. 









−−

4
3,3A  , Ǻ(0, 0� και ī 











4
3,3 . 

Τα ǹ, ī έχουν αντίθετες συντεταγμένες.

�. (α, � ± α2 �.

�.  f  Ǝ(x � > 0 για κάθε x �R.

�. L�   Τοπικό μέγιστο το f  ( 0)   =  �, τοπικό ελά-
χιστο το f  ( 2)  =  ± � και σημείο καμπής το 
(�, 0�.

i i )  ȜǹǺ =  Ȝǹī =  ± �.

�. +  f  Ǝ δεν μηδενίȗεται στο (±�, ��.

� ��� ǹǯ ȅμȐδαȢ

�.   L� x    �.  LL�
2
πx −= ,

2
πx = .

LLL� δεν υπάρχουν LY� x    0.

�.   L� y    �. LL� y    0 στο +∞ .

�.   L� y  =  x , x    �.

 i i )  y  =  x  � �, x    �.

i i i )  
2
1

+= xy  στο +∞  και

2
1

−−= xy στο −∞.

�. L� �. LL� 
2
1

. LLL� 0.

� ��� %ǯ ȅμȐδαȢ

�. L� 0))1()((lim =−−−
−∞→

,

0))1()((lim =+−
+∞→

.x x

xx
x

x

f

f

LL�   + f  είναι κυρτή στο R και άρα βρίσκεται 
πάνω από την İ1 κοντά στο −∞  και πάνω 
από την İ2  κοντά στο +∞ .

�. L� y    0. LL� y    0.

�. α   �, β   �.

�.   ȋρησιμοποιείστε τους κανόνες GH /¶ +R�
VSLWDO.

�. ȋρησιμοποιείστε τους κανόνες GH /¶ +RVSLWDO.

�. L� �, 0.   LLL� x    0.

� ���� ǹǯ ȅμȐδαȢ

�. L�   Είναι  f ƍ (x )  =  3( x 2  – 2 x  � ��, f Ǝ ( x �   � x  
± � και να κάνετε τον πίνακα μεταβολών 
της  f .
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i i )   2)1(
2)(
−

−=′
x

xf ,

3)1(
4)(
−

=′′
x

xf ,

 

        ασύμπτωτες 

y  =  �, x  =  � και να κάνετε τον πίνακα με-
ταβολών της  f .

�. L�   
x

xxf 1)(
2 −

=′ , 3
2)(
x

xf =′′ , ασύμπτωτες 

x  =  0 και y  =  x  και να κάνετε τον πίνακα 
μεταβολών της  f .

LL� ȅμοίως.

�.   f ƍ (x )  =  � � συνx ,  f  Ǝ( x )  =  ± ημx  και να κάνετε 
τον πίνακα μεταβολών της  f   στο >±π, π@.

īǼΝǿȀǼȈ ǹȈȀǾȈǼǿȈ
�Rȣ ȀǼĭǹȁǹǿȅȊ

īǯ ȅμȐδαȢ

�. L�   f ƍ (�� =  g ƍ(��.

LL�   ȃα πάρετε τη διαφορά ĳ( x )  =  g ( x )  – f ( x )  
και να εȟετάσετε το πρόσημό της.

�.    ȃα πάρετε τη συνάρτηση ĳ( x )  =  f ( x )  – g ( x �.

�.   Εƍ(θ)  =  συν�θ � συνθ. 

Μέγιστο το  
4

33
3

=





 πΕ .

�.   Το εμβαδόν του τομέα είναι θrΕ 2

2
1

=  ή 

Ε( U)  =  10 U – U 2 . Μέγιστο το Ε( 5)  =  ��.

�.  LLL�   
4
πθ =  και το μήκος της σκάλας είναι 

2 2 2,8≅  P.

  �. L�  
2
ln1)(

x
xxf −

=′ , 3
3ln2)(

x
xxf −

=′′ και 

να κάνετε τον πίνακα μεταβολών της  f .

 LL�   + f  είναι γνησίως φθίνουσα στο ), ,[ +∞e
οπότε

f f( ) ( ) ( )α α α αα α> + ⇔ > ++1 11

LLL�   ȃα λογαριθμήσετε την ισότητα �x  =  x 2 . 
Ǿ f  είναι γνησίως αύȟουσα στο (−∞ ,H@, 
οπότε παίρνει την τιμή x    � μια φορά. 
ȅμοίως στο >H�+∞� παίρνει την τιμή x  =  
� μια φορά.

  �.  L�   ȃα πάρετε τη συνάρτηση f ( x )  =  αx  +  
β x  και να εφαρμόσετε το θεώρημα του 
)HUPDW.

LL�   ȃα πάρετε τη συνάρτηση  f ( x )  =  αx  – x  – 
� και να εφαρμόσετε το Ĭ. )HUPDW.

  �. L� ′′ = > ′′ = − <f x e g x
x

x( ) , ( ) .0 1 02

 i i )  y  =  x  � � και y  =  x  ± �.

LLL� η f  είναι κυρτή, ενώ η g  είναι κοίλη.

LY� ȃα πάρετε τη διαφορά  f ( x )  – g ( x �.

  �.  L� Ȝ( 1 – l n Ȝ�.  LL� Ȝ =  H

LLL�   Ĭεωρείστε τη διαφορά g ( x )  – Ȝ[ που εί-
ναι η f ( x �.

�0. L� f ′(0) = 0 ii) 
κπ

x 1
= , *κ ∈Z .

i i i )  0))((lim =−
+∞→

xxf
x

0))((lim =−
−∞→

xxf
x

.

  και 

��.   Α.  L� ȥƍ(x )  =  0, x �R, οπότε ȥ( x )  =  c   
     i i )  ĳƍ(x �   0 και ĳ( x )  =  0, x �R.

Ǻ. LL�   ȃα λάβετε υπόψιν το ερώτημα ǹ.

22-0181-02_HR.indb   385 12/12/2013   10:57:22 πμ



��� ΥȆΟǻΕΙȄΕΙΣ � ǹȆǹȃΤΗΣΕΙΣ ǹΣΚΗΣΕΩȃ

��. L� 0),det( =PNPM .

LL�   ȃα εφαρμόσετε τους κανόνες  GH /¶ 
+RVSLWDO.

��.   $.   L�   Αν ȅǻ το ύψος του τριγώνου ȅȆǹ,   

τότε 
42

ημ lθ
=

     i i )   S    υt , οπότε S  =  4 t

%. l ƍ(t �   �συνt .

      α� � NP�K    β� 0 NP�K    γ� ±� NP�K.

��.  Ȉυνολικό κόστος

 
1000( ) 600 10( 1)K x x

x
= + + + . 

Ȇρέπει να προσλάβει �0 εργάτες.

3  ΟΛΟΚΛΗΡΩΤΙΚΟΣ 
    ΛΟΓΙΣΜΟΣ

� ��� $ǯ ȅμȐδαȢ

1. i) cxxx
++− ημσυν

4

4

ii) cxxx
+++ ||ln

2

2

iii) cx +2/5

5
6

iv) cxxx
+++ 4

3
2

3

v) cxxex ++− 2ημ
2
1||ln3

vi) εφx + σφx + c

vii) cxx +++ |2|ln .

2. 52)( −= xxf .

3. 43

3

2
3)( 2 ++= xxxf .

4. f(x) = x4 + x2 x + 2.

5. 19 εκατ.

6. 100
2

5
3

)(
23
++=

xxxK .

7. 352 χιλ.

� ��� Ǻǯ ȅμȐδαȢ

�. T ( t )  =  αH– k t  +  T 0

�. �.��� ευρώ.

�. ���,� ευρώ.

�.  f ƍ (x )  =  g ƍ(x )  +  c 1 κ.τ.λ.

� ��� ǹǯ ȅμȐδαȢ

ii) cxxe x ++− )7106(
4
1 22

iii) c+−
16

ln
4
1 4

4

iv) ( x

x x x

2 + 1/2)συν2x + xημ2x + c

v) 2xημ2x + συν2x + c

vi) cxxx +−ln

vii) c
x x
x

+−−
1ln

viii) cxxex

x

++ )2ημ22συν(
5
1

ix) ce +− )συνημ(
2
1 .

 i) cx +− 3συν
3
1

ii) cxx ++− 42 )7164(
32
1

iii) c
xx

+
+
−

32 )6(6
1

iv) cx ++ 2/13)2(
3
2

v) cxx

x x

+−+ )23()1(
15
2 2/3 .

3. i) συνex + c ii) ln(ex + 1) + c

1. i) e x(x2 + 2x + 2) + c

2.
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� ��� %ǯ ȅμȐδαȢ

� ��� ǹǯ ȅμȐδαȢ

iii) cx +ln2

iv) ln(ln(ex + 1)) + c

v) c
x
+

1συν .

1 . i) ln(1 +  συν2x) + c

ii) cx +− 2)]συν[ln(
2
1

iii) eημx + c.

2. i) c
x

x
+







 

+
−

2/3

3

3 1
9
2

ii) cx ++12

iii) cxx +−++ ]1)1)[ln(1(
2
1 22 .

3. i)  cxx
+− )

3
2

2

(ln
3

2
3

ii) t (lnt)2 tlnt + 2t + c

iii) exημex + συνex + c.

4. i)  cx +− |συν|ln και

cxxx ++ |συν|lnεφ

ii) c
x
+−

ημ
1 και

c
x

x

x x

+−−
ημ
1σφ

iii) c+− συν
3

συν3
και

cxx +−
3

ημημ
3

.

5 . i)  cxx +− 2ημ
4
1

2
1

ii) 

iii) c+− 4ημ
32
1

8
1

.

c+− 2ημ1
.

6 .i)  cxx +− 3συν
6
1συν

2
1

ii) c++ ημ8
16
1ημ2

4

2

1

iii) cxx

xx

x

x x

x

+− ημ6
12
1ημ2

4

4

1 .

7. i) cx
x
x x

x ++− |2

2
1
4

3

x xx3

|ln 2

x2

ii) c+

c+

−+

+ ++

−− |2

2−

|ln

ln ln

8|1|

|1| + ||

ln5

iii)

.

iv)
1ln
1

x c
x
−

+
+

.

1 . i) 
cx

y
+

= 22
1 ii) y2 x2

2

= c

iii) 
2xcey = iv) y = ln(ημx + c).

i) xcey 2

2
3
+−= ii) y = e x + ce x

iii) y = 2x + ce x + 2

iv) 2/1
2
+= −xcey .

3.
12

3
2 +
−

=
x

y

4.
3
2

=y .

5. i) xe
y εφ

41−=

ii) 
1

21ln
+

+−
=

x
xxxy .

2.
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���� %ǯ ȅμȐδαȢ

���� $ǯ ȅμȐδαȢ

�. L� ±��    LL� �    LLL� ±�    LY���.

�. t
t

ln1ln1ln −= .

�. ț =  �.

�. L� ��     LL� ±��

���� $ǯ ȅμȐδαȢ

�. L� �      LL� 
e

23−      i i i )  –1      i v)  
6
29 .

�. (φαρμόȗουμε ιδιότητες.

�. �

�. i) |ημ|ημ xx ⋅−     i i )  x
x

2
συν

−

�. L� 
1

1
2 +x

   LL� χρησιμοποιείστε το (L�.

���� %ǯ ȅμȐδαȢ

��. κατά παράγοντες.

���� ǹǯ ȅμȐδαȢ

1. 1=f .

3.
2
βα + .

1. tetttI −+−=
2
1)συνημ(

2
1)( .

2. y2 = 2x.

3. y = x2 + cx.

4. 2

2x

ey = .

5. tt e
c

e
ty αλλα

β
+⋅

−
=
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