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Κυκλική Συνέλιξη:

Συνέλιξη Γειτνίασης:
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Fig. 21 (a) A signal on the directed circular graph. (b) A shifted version of the graph signal
from (a).
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Fig. 22 (a) Two simple signals on an undirected graph. (b) Shifted versions of the graph
signals from (a).

original signal x is presented in Fig. 21(a). The shifted version of this signal
x1 is shown in Fig. 21(b). Two simple signals on an undirected graph are
presented on the left of Fig. 22(a). The corresponding shifted signals with
x1 = Ax are presented on the right of Fig. 22(b).

A signal shifted by two is obtained by a shift for one of the shifted signals.
The resulting, twice shifted, signal is

x2 = A(Ax) = A2 x.

In general, a graph signal shifted for m is obtained as a shift by one of the
graph signal already shifted for m� 1

xm = Axm�1 = Am x.
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Fig. 22 (a) Two simple signals on an undirected graph. (b) Shifted versions of the graph
signals from (a).

original signal x is presented in Fig. 21(a). The shifted version of this signal
x1 is shown in Fig. 21(b). Two simple signals on an undirected graph are
presented on the left of Fig. 22(a). The corresponding shifted signals with
x1 = Ax are presented on the right of Fig. 22(b).

A signal shifted by two is obtained by a shift for one of the shifted signals.
The resulting, twice shifted, signal is

x2 = A(Ax) = A2 x.

In general, a graph signal shifted for m is obtained as a shift by one of the
graph signal already shifted for m� 1

xm = Axm�1 = Am x.
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Αποσύνθεση Μητρώου Κυκλικής Ολίσθησης: 
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Το Μητρώο είναι 
ΔΙΑΓΩΝΟΠΟΙΗΣΙΜΟ:
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Μητρώο Ολίσθησης Γραφημάτων: 
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Αν το Μητρώο Γειτνίασης 
είναι ΔΙΑΓΩΝΟΠΟΙΗΣΙΜΟ:



ΕΠΕΞΕΡΓΑΣΙΑ ΣΗΜΑΤΩΝ &ΓΡΑΦΗΜΑΤΩΝ
1. Ολίσθηση γραφοσήματος
2. Ενέργεια Ολισθημένου Σήματος
3. Ενέργεια Ολισθημένου Σήματος σε Γράφημα (κανονικοποίηση)
4. Σήματα σε Γραφήματα & Συστήματα
5. Μετασχηματισμός Fourier Σήματος σε Γράφημα
6. Απόκριση Συχνότητας
7. Φασματική Κατάταξη ιδιοδιανυσμάτων
8. Φιλτράρισμα στο φασματικό χώρο & στο χώρο των ακμών
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ΒΑΣΙΣΜΕΝΗ ΣΤΟ ΜΗΤΡΩΟ ΓΕΙΤΝΙΑΣΗΣ

Μητρώο Κυκλικής Ολίσθησης: Ολίσθηση Γραφημάτων – Ιδιότητες 

Η ενέργεια ενός ολισθημένου γραφήματος είναι ||𝒙#||$$=||Α𝒙||$$ όπου 
Α το μητρώο γειτνίασης.
Χρησιμοποιώντας την l2 στάθμη ενός πίνακα, μπορούμε να
αποδείξουμε ότι η ενέργεια του ολισθημένου γραφήματος και του
αρχικού, ικανοποιούν την ακόλουθη σχέση:

max
𝒙

||)𝒙||!!
||𝒙||!!

= max
𝒙

𝒙")#)𝒙
||𝒙||!!

=𝜆!+,- , όπου 𝜆!+, = max
𝒌

{𝜆/}



Ολίσθηση Γραφημάτων – Ιδιότητες 

max
𝒙

𝒙!""#$%& ""#$%𝒙
||𝒙||''

=1!

Επομένως η ενέργεια ενός ολισθημένου γραφήματος δεν διατηρείται!

Αν θέλουμε να διατηρείται, θα πρέπει αντί να χρησιμοποιούμε το
μητρώο γειτνίασης Α να χρησιμοποιήσουμε το κανονικοποιημένο
μητρώο:

Α012! =
Α

𝜆!+,

Τώρα είναι προφανές ότι:
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Ολίσθηση Γραφημάτων – Ιδιότητες 
Επομένως η ενέργεια ενός ολισθημένου γραφήματος δεν διατηρείται!

Η ενέργεια ενός ολισθημένου σήματος γραφήματος είναι μικρότερη ή
ίση με την ενέργεια του αρχικού σήματος γραφήματος.
Η ισότητα ισχύει αν και μόνο αν το σήμα είναι ανάλογο του
ιδιοδιανύσματος που αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή 𝜆)*+ .
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1. Ολίσθηση γραφοσήματος
2. Ενέργεια Ολισθημένου Σήματος
3. Ενέργεια Ολισθημένου Σήματος σε Γράφημα (κανονικοποίηση)
4. Σήματα σε Γραφήματα & Συστήματα
5. Μετασχηματισμός Fourier Σήματος σε Γράφημα
6. Απόκριση Συχνότητας
7. Φασματική Κατάταξη ιδιοδιανυσμάτων
8. Φιλτράρισμα στο φασματικό χώρο & στο χώρο των ακμών



Ιδιότητες 

Η “έξοδος” ενός συστήματος σε ένα γράφημα με κανονικοποιημένο
μητρώο γειτνίασης θα είναι της μορφής:

𝒚 = %
!"#

$%&

ℎ!𝐴012!! 𝒙
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Ιδιότητες 
Επομένως, η έξοδος ενός συστήματος σε ένα γράφημα με
κανονικοποιημένο μητρώο γειτνίασης μπορεί να γραφεί ισοδύναμα
ως εξής:

𝒚 = %
!"#

$%&

ℎ!𝐴012!! 𝒙 = 𝐻(𝐴012!)𝒙
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1. Ολίσθηση γραφοσήματος
2. Ενέργεια Ολισθημένου Σήματος
3. Ενέργεια Ολισθημένου Σήματος σε Γράφημα (κανονικοποίηση)
4. Σήματα σε Γραφήματα & Συστήματα
5. Μετασχηματισμός Fourier Σήματος σε Γράφημα (GFT)
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Ιδιότητες 

Ας υποθέσουμε ότι το μητρώο 𝐻(𝐴,-.)) είναι διαγωνοποιήσιμο,
δηλαδή: 𝐻 𝐴012! = 𝑼𝑯 𝚲 𝑼%𝟏, τότε:

𝒚 = 𝐻 𝐴012! 𝒙 = 𝑼𝑯 𝚲 𝑼%𝟏 𝒙

ή:

𝚼 = 𝑯 𝚲 𝚾, όπου 𝚼 = 𝑼%𝟏𝒚 και 𝚾 = 𝑼%𝟏𝒙ή ισοδύναμα:

𝑼%𝟏𝒚 = 𝑯 𝚲 𝑼%𝟏 𝒙

είναι οι Μετασχηματισμοί Fourier (GFT) των γραφοσημάτων x και y
αντίστοιχα.
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7. Φασματική Κατάταξη ιδιοδιανυσμάτων
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Συνάρτηση Μεταφοράς - Aπόκριση Συχνότητας;

Αν 𝜆/ µία ιδιοτιµή του µητρώου	𝐴012!, τότε:

Αν 𝚼 = 𝑼%𝟏𝒚 και 𝚾 = 𝑼%𝟏𝒙	είναι οι Μετασχηματισμοί Fourier των
γραφημάτων (GFT) x και y αντίστοιχα, τότε το διαγώνιο μητρώο:

𝐻 𝛬 𝐗 = 𝚼
αποτελεί τον GFT	της “κρουστική𝜍 απόκρισης” του διακριτού
χρόνου συστήµατος

𝐻 𝜆/ = %
𝒎"𝟎

𝑴%𝟏

ℎ! 𝜆/!
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ΟΜΑΛΑ ΓΡΑΦΟΣΗΜΑΤΑ (Smooth Graps Signals)

• Πώς μπορούμε να ορίσουμε την ομαλότητα στο χώρο του
γραφήματος;

• Μπορούμε να την ορίσουμε με μοναδικό τρόπο;
• Πώς μπορούμε να ορίσουμε την ομαλότητα στο Φασματικό χώρο;
• Ποιά ποσότητα παίζει το ρόλο της συχνότητας
• Τι σημαίνει Χαμηλή και Υψηλή συχνότητα;
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Μητρώο Γειτνίασης: A

Συνδυαστικό Λαπλασιανό Μητρώο Γειτνίασης: LC=D-A

Συμμετρικό Λαπλασιανό Μητρώο (Κανονικοποιημένο): LS=I-D-1/2AD-1/2

Μη συμμετρικό Λαπλασιανό Μητρώο (Random walk): LNS=I-D-1A



Ομαλότητα στο χώρο του γραφήματος: G=(V, E), A, D, LC=D-A, P=D-1A

ΕΠΕΞΕΡΓΑΣΙΑ ΣΗΜΑΤΩΝ &ΓΡΑΦΗΜΑΤΩΝ
ΟΜΑΛΑ ΣΗΜΑΤΑ ΓΡΑΦΗΜΑΤΩΝ (Smooth Graps Signals)

Συνδυαστικό Λαπλασιανό Μητρώο Γειτνίασης: LC=D-A
Μητρώο Μετάβασης: P=D-1A

Έστω το διάνυσμα 𝒙!= [𝑥" 𝑥# … 𝑥!%$ 𝑥!%#]0 ,	το οποίο
θα ονομάζουμε Σήμα Γραφήματος, με το στοιχείο 𝑥)	να αποτελεί
την τιμή του m-στού κόμβου του γραφήματος
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Fig. 21 (a) A signal on the directed circular graph. (b) A shifted version of the graph signal
from (a).
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Fig. 22 (a) Two simple signals on an undirected graph. (b) Shifted versions of the graph
signals from (a).

original signal x is presented in Fig. 21(a). The shifted version of this signal
x1 is shown in Fig. 21(b). Two simple signals on an undirected graph are
presented on the left of Fig. 22(a). The corresponding shifted signals with
x1 = Ax are presented on the right of Fig. 22(b).

A signal shifted by two is obtained by a shift for one of the shifted signals.
The resulting, twice shifted, signal is

x2 = A(Ax) = A2 x.

In general, a graph signal shifted for m is obtained as a shift by one of the
graph signal already shifted for m� 1

xm = Axm�1 = Am x.



Ομαλότητα στο χώρο του γραφήματος: G=(V, E), A, D, LC=D-A, P=D-1A

ΕΠΕΞΕΡΓΑΣΙΑ ΣΗΜΑΤΩΝ &ΓΡΑΦΗΜΑΤΩΝ
ΟΜΑΛΑ ΣΗΜΑΤΑ ΓΡΑΦΗΜΑΤΩΝ (Smooth Graps Signals)

Θα λέμε ότι το σήμα γραφήματος είναι ανά ζεύγη ομαλό κατά
Lipschitz με παράμετρο 𝐾
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Fig. 22 (a) Two simple signals on an undirected graph. (b) Shifted versions of the graph
signals from (a).

original signal x is presented in Fig. 21(a). The shifted version of this signal
x1 is shown in Fig. 21(b). Two simple signals on an undirected graph are
presented on the left of Fig. 22(a). The corresponding shifted signals with
x1 = Ax are presented on the right of Fig. 22(b).

A signal shifted by two is obtained by a shift for one of the shifted signals.
The resulting, twice shifted, signal is

x2 = A(Ax) = A2 x.

In general, a graph signal shifted for m is obtained as a shift by one of the
graph signal already shifted for m� 1

xm = Axm�1 = Am x.

Αν:
|𝑥, − 𝑥)| ≤ 𝐾𝑑(𝑣,, 𝑣)), ∀	𝑛,𝑚 = 0,1, … ,𝑀 − 1

όπου 𝑑(𝑣,, 𝑣)) η απόσταση ανάμεσα στους κόμβους 𝑣, και 𝑣),



Ομαλότητα στο χώρο του γραφήματος: G=(V, E), A, D, LC=D-A, P=D-1A

ΕΠΕΞΕΡΓΑΣΙΑ ΣΗΜΑΤΩΝ &ΓΡΑΦΗΜΑΤΩΝ
ΟΜΑΛΑ ΣΗΜΑΤΑ ΓΡΑΦΗΜΑΤΩΝ (Smooth Graps Signals)

Θα λέμε ότι το σήμα γραφήματος είναι συνολικά ομαλό κατά
Lipschitz με παράμετρο 𝐾
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Fig. 22 (a) Two simple signals on an undirected graph. (b) Shifted versions of the graph
signals from (a).

original signal x is presented in Fig. 21(a). The shifted version of this signal
x1 is shown in Fig. 21(b). Two simple signals on an undirected graph are
presented on the left of Fig. 22(a). The corresponding shifted signals with
x1 = Ax are presented on the right of Fig. 22(b).

A signal shifted by two is obtained by a shift for one of the shifted signals.
The resulting, twice shifted, signal is

x2 = A(Ax) = A2 x.

In general, a graph signal shifted for m is obtained as a shift by one of the
graph signal already shifted for m� 1

xm = Axm�1 = Am x.

Αν:
∑(,,))∈E 𝑎,) |𝑥, − 𝑥)|$ ≤ 𝐾



Ομαλότητα στο χώρο του γραφήματος: G=(V, E), A, D, LC=D-A, P=D-1A
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Θα λέμε ότι το σήμα γραφήματος είναι ανά γειτονιά ομαλό κατά
Lipschitz με παράμετρο 𝐾
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Fig. 22 (a) Two simple signals on an undirected graph. (b) Shifted versions of the graph
signals from (a).

original signal x is presented in Fig. 21(a). The shifted version of this signal
x1 is shown in Fig. 21(b). Two simple signals on an undirected graph are
presented on the left of Fig. 22(a). The corresponding shifted signals with
x1 = Ax are presented on the right of Fig. 22(b).

A signal shifted by two is obtained by a shift for one of the shifted signals.
The resulting, twice shifted, signal is

x2 = A(Ax) = A2 x.

In general, a graph signal shifted for m is obtained as a shift by one of the
graph signal already shifted for m� 1

xm = Axm�1 = Am x.

Αν:

 ∑ $(𝑥$ −
∑
%:(",%)∈E &"%'%

∑
%:(",%)∈E &"%

)( ≤ 𝐾
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original signal x is presented in Fig. 21(a). The shifted version of this signal
x1 is shown in Fig. 21(b). Two simple signals on an undirected graph are
presented on the left of Fig. 22(a). The corresponding shifted signals with
x1 = Ax are presented on the right of Fig. 22(b).

A signal shifted by two is obtained by a shift for one of the shifted signals.
The resulting, twice shifted, signal is

x2 = A(Ax) = A2 x.

In general, a graph signal shifted for m is obtained as a shift by one of the
graph signal already shifted for m� 1

xm = Axm�1 = Am x.

H τετραγωνική μορφή: 
𝒙)* 	𝐿+𝒙)

που βασίζεται στο Συνδυαστικό Λαπλασιανό Μητρώο Γειτνίασης
μπορεί επίσης να χρησιμοποιθεί σαν μέτρο της συνολικής
ομαλότητας του σήματος γραφήματος



Φασματική Κατάταξη: Spectral Ordering Χαμηλοπερατό & Υψηπερατό

Αν 𝜆/ µία ιδιοτιµή του µητρώου	𝐴012!, τότε:

Πρέπει να βρούμε ένα κριτήριο για την κατάταξη των
ιδιοδιανυσμάτων σε σχέση με το πόσο αργά ή γρήγορα αλλάζουν. Στη
θεωρία Σημάτων το ρόλο αυτό παίζουν οι συχνότητες στην
περίπτωσή μας;

𝐻 𝜆/ = %
𝒎"𝟎

𝑴%𝟏

ℎ! 𝜆/!
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Ψηφιακή Επεξεργασία Σημάτων
ή ισοδύναμα:

Η παραπάνω στάθμη είναι γνωστή στη βιβλιογραφία ως η
τετραγωνική μορφή της συνολικής κύμανσης (quadratic form of 
the total variation).

ΕΔ𝑥!=||Δ𝑥5||$
$ = 𝒙𝑵(I−U	)7(I−U	)𝒙𝑵 = || 𝒙𝑵−U	𝒙𝑵||2=S2(𝒙𝑵)
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Ψηφιακή Επεξεργασία Σημάτων
Ένα εναλλακτικό μέτρο της κύμανσης είναι το ακόλουθο:

Η παραπάνω στάθμη είναι γνωστή στη βιβλιογραφία ως η συνολική
κύμανση (total variation) .

ΕΔ𝑥!=||Δ𝑥5||1 = ||	(I−U	)𝑥5||1 =ΤVU(𝑥5)
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Γραφήματα
Έστω ξκ ένα ιδιοδιάνυσμα του μητρώου γειτνίασης Α και:

Τότε, η ενέργεια:

είναι το κριτήριο κατάταξης ιδιοδιανυσμάτων σε αυτά των αργών
και γρήγορων αλλαγών. 

ΕΔ𝜉"=||Δ𝝃8||$
$ = 𝜉80 (I−𝐴,-.))7(I−𝐴,-.))ξκ=(1-

7 $
7%&'

)-

Δ𝜉8=ξκ− 𝐴012!𝝃8=(I- 𝐴012!)𝝃8
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Γραφήματα
Η ενέργεια:

	 0 = ΕΔ𝜉#$%=	ΕΔ𝜉& ≤ ΕΔ𝜉' ≤ ΕΔ𝜉( ≤	…≤ ΕΔ𝜉! = (1− 9!"#
9!$%

)$

	 𝜆𝑚𝑎𝑥 = 𝜆1	 ≥ 	 𝜆2	 ≥ 	 𝜆3	 ≥	… ≥ 𝜆𝑁= 𝜆𝑚𝑖𝑛
είναι το κριτήριο κατάταξης ιδιοδιανυσμάτων σε αυτά των αργών και
γρήγορων αλλαγών (ισχύει πάντα αυτό;)

ΕΔ𝜉"=||Δ𝝃8||$
$ =(1- 7 $

7%&'
)-

ΕΠΕΞΕΡΓΑΣΙΑ ΣΗΜΑΤΩΝ &ΓΡΑΦΗΜΑΤΩΝ
ΒΑΣΙΣΜΕΝΗ ΣΤΟ ΜΗΤΡΩΟ ΓΕΙΤΝΙΑΣΗΣ



Φασματική Κατάταξη: Spectral Ordering Χαμηλοπερατό & Υψηπερατό
Γραφήματα
Η συνολική διακύμανση ενός γραφήματος:

	
	0 = ΕΔ𝜉#$%=	ΕΔ𝜉& ≤ ΕΔ𝜉' ≤ ΕΔ𝜉( ≤	…≤ ΕΔ𝜉! = (1− 9!"#

9!$%
)$

	 𝜆𝑚𝑎𝑥 = 𝜆1	 ≥ 	 𝜆2	 ≥ 	 𝜆3	 ≥	… ≥ 𝜆𝑁= 𝜆𝑚𝑖𝑛
είναι το κριτήριο κατάταξης ιδιοδιανυσμάτων σε αυτά των αργών και
γρήγορων αλλαγών (ισχύει πάντα αυτό;)

ΕΔ𝜉"=||Δ𝝃8||1 = ||𝝃8- 𝐴012!𝝃8||1= ΤVAnorm(𝜉9)
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ΕΠΕΞΕΡΓΑΣΙΑ ΣΗΜΑΤΩΝ &ΓΡΑΦΗΜΑΤΩΝ
1. Ολίσθηση γραφοσήματος
2. Ενέργεια Ολισθημένου Σήματος
3. Ενέργεια Ολισθημένου Σήματος σε Γράφημα (κανονικοποίηση)
4. Σήματα σε Γραφήματα & Συστήματα
5. Μετασχηματισμός Fourier Σήματος σε Γράφημα (GFT)
6. Συνάρτηση Μεταφοράς - Απόκριση Συχνότητας
7. Φασματική Κατάταξη ιδιοδιανυσμάτων
8. Φιλτράρισμα στο φασματικό χώρο & στο χώρο των ακμών
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n and m means that (m,n) 2 B. The graph from Fig. 2(b) is described by

V = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}

B ⇢ {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}⇥ {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}

B = {(0,1),(1,3),(1,7),(2,0),(2,1),(3,2),(3,5),(4,6),(4,7),(5,3),(5,4),(6,5),(7,0),(7,1),(7,3)}.
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Fig. 2 Examples of: (a) Undirected graph and (b) Directed graph.

A graph can be undirected and directed. In the case of undirected graphs,
as in Fig. 2(a), it is assumed that the edge connecting the vertex n to the vertex
m also connects the vertex m to the vertex n. This means that if (n,m) 2 B

then (m,n) 2 B.
In general, this property does not hold for directed graphs. An example of a

directed graph is shown in Fig. 2(b). The undirected graphs can be considered
as a special case of directed graphs.

For a given set of vertices and edges, the graph can be represented by an
adjacency matrix A. This matrix describes the vertices connectivity. If there
are N vertices then A is an N⇥N matrix. The elements Amn of the adjacency
matrix A assume values Amn 2 {0, 1}. The value Amn = 0 is assigned if the
vertices m and n are not connected with an edge, and Amn = 1 if these vertices
are connected,

Amn =

(
1 if (m,n) 2 B

0 if (m,n) /2 B.

The adjacency matrices for the graphs from Fig. 2(a) and (b) are

A =

0

1

2

3

4

5

6

7

2

66666666664

0 1 1 0 0 0 0 1
1 0 1 1 1 0 0 1
1 1 0 1 0 0 0 0
0 1 1 0 1 1 0 1
0 1 0 1 0 1 1 1
0 0 0 1 1 0 1 0
0 0 0 0 1 1 0 0
1 1 0 1 1 0 0 0

3

77777777775

0 1 2 3 4 5 6 7

, A =

2

66666666664

0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 1
1 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 1 1
0 0 0 1 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
1 1 0 1 0 0 0 0

3

77777777775

, (1)
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A graph can be undirected and directed. In the case of undirected graphs,
as in Fig. 2(a), it is assumed that the edge connecting the vertex n to the vertex
m also connects the vertex m to the vertex n. This means that if (n,m) 2 B

then (m,n) 2 B.
In general, this property does not hold for directed graphs. An example of a

directed graph is shown in Fig. 2(b). The undirected graphs can be considered
as a special case of directed graphs.

For a given set of vertices and edges, the graph can be represented by an
adjacency matrix A. This matrix describes the vertices connectivity. If there
are N vertices then A is an N⇥N matrix. The elements Amn of the adjacency
matrix A assume values Amn 2 {0, 1}. The value Amn = 0 is assigned if the
vertices m and n are not connected with an edge, and Amn = 1 if these vertices
are connected,

Amn =

(
1 if (m,n) 2 B

0 if (m,n) /2 B.

The adjacency matrices for the graphs from Fig. 2(a) and (b) are

A =

0

1

2

3

4

5

6

7

2

66666666664

0 1 1 0 0 0 0 1
1 0 1 1 1 0 0 1
1 1 0 1 0 0 0 0
0 1 1 0 1 1 0 1
0 1 0 1 0 1 1 1
0 0 0 1 1 0 1 0
0 0 0 0 1 1 0 0
1 1 0 1 1 0 0 0

3

77777777775

0 1 2 3 4 5 6 7

, A =

2

66666666664

0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 1
1 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 1 1
0 0 0 1 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
1 1 0 1 0 0 0 0

3

77777777775

, (1)

Γράφημα                                         Μητρώο Γειτνίασης
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Fig. 10 Eigenvalues �k and corresponding eigenvectors uk(n) for the adjacency matrix of
the graph presented in Fig. 2(a). The eigenvectors are shown on the vertex index line (left)
and on the graph (right).
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Fig. 10 Eigenvalues �k and corresponding eigenvectors uk(n) for the adjacency matrix of
the graph presented in Fig. 2(a). The eigenvectors are shown on the vertex index line (left)
and on the graph (right).
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𝑥 𝑛 = 3.2u7+2u6
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the graph presented in Fig. 2(a). The eigenvectors are shown on the vertex index line (left)
and on the graph (right).
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(c) filtered signal

Fig. 24 Signal filtering example. Original signal (a), noisy signal (b) and filtered signal (c).
An ideal low-pass filtering with two highest eigenvalues in the pass-band is applied.

H(�k) = h0+h1�
1
k
+ . . . hM�1�

M�1
k

. It should be equal to the desired transfer
function G(�k), for k = 0, 1, . . . , N � 1. This condition leads to a system of
linear equations

h0 + h1�
1
0 + . . . hM�1�

M�1
0 = G(�0)

h0 + h1�
1
1 + . . . hM�1�

M�1
1 = G(�1)

...

h0 + h1�
1
N�1 + . . . hM�1�

M�1
N�1 = G(�N�1). (33)

The matrix form of this system is

V� h = g, (34)

where V� is the Vandermonde matrix form of eigenvalues �k,

h = [h0, h1, . . . , hM�1]
T

ΕΠΕΞΕΡΓΑΣΙΑ ΣΗΜΑΤΩΝ &ΓΡΑΦΗΜΑΤΩΝ
ΒΑΣΙΣΜΕΝΗ ΣΤΟ ΜΗΤΡΩΟ ΓΕΙΤΝΙΑΣΗΣ



Φασματική Αποθορυβοποίηση: Spectral Denoising38 Ljubǐsa Stanković, Miloš Daković, and Ervin Sejdić
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Fig. 24 Signal filtering example. Original signal (a), noisy signal (b) and filtered signal (c).
An ideal low-pass filtering with two highest eigenvalues in the pass-band is applied.

H(�k) = h0+h1�
1
k
+ . . . hM�1�

M�1
k

. It should be equal to the desired transfer
function G(�k), for k = 0, 1, . . . , N � 1. This condition leads to a system of
linear equations

h0 + h1�
1
0 + . . . hM�1�

M�1
0 = G(�0)

h0 + h1�
1
1 + . . . hM�1�

M�1
1 = G(�1)

...

h0 + h1�
1
N�1 + . . . hM�1�

M�1
N�1 = G(�N�1). (33)

The matrix form of this system is

V� h = g, (34)

where V� is the Vandermonde matrix form of eigenvalues �k,
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Fig. 24 Signal filtering example. Original signal (a), noisy signal (b) and filtered signal (c).
An ideal low-pass filtering with two highest eigenvalues in the pass-band is applied.
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Φασματική Αποθορυβοποίηση: Spectral Denoising-filtering
Ιδανικό χαμηλοπερατό Φίλτρο 

Διατηρούμε όλα τα ιδιοδιανύσματα των οποίων οι ιδιοτιμές είναι
μεγαλύτερες από την ιδιοτιμή λ*, δηλαδή:

𝜑(𝜆)= 51, 𝜆 > λ∗
0 𝜆 < λ∗
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Αποθορυβοποίηση μέ “κανονικοποίηση” (regularization)
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Ας θεωρήσουμε ότι διαθέτουμε τις παρατηρήσεις: 𝒚𝑵	= 𝒙𝑵+ 𝒘𝑵

min ||𝒘𝑵||$$ + 𝝀|| 𝒙𝑵−𝚨𝒙𝑵||$$
	 𝒙𝑵

𝒙∗
𝑵 = [𝑰 + 𝝀 𝚰 − 𝑨 𝑻 𝚰 − 𝑨 ]%&𝒚𝑵

Ας σχολιάσουμε το κόστος της λύσης…



Σχεδίαση Φίλτρων στον Χώρο του Φάσματος
Έστω 𝑯 𝚲  η ιδανική ΣΜ του Γραφήματος (σε μορφή διαγώνιου
μητρώου).
Η Σχεδίαση Φίλτρου στο Χώρο του Φάσματος γίνεται σε τρία (3) Βήματα:
Β1: Υπολόγισε τον GFT του γραφοσήματος εισόδου:

𝑿 = 𝑼#𝟏 𝒙
Β2: Πολλαπλασίασε τον GFT του γραφοσήματος εισόδου με την ιδανική ΣΜ
του Γραφήματος για να υπολογίσουμε το:

𝒀 = 𝑯 𝚲 𝑼#𝟏 𝒙
Β3: Υπολόγισε το γραφοσήμα εξόδου από τον IGFT του 𝒀, δηλαδή:

𝒚 = 𝑼𝒀.
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Σχεδίαση Φίλτρων στον Χώρο των Κόμβων
Έστω 𝑫 𝚲  o ιδανικός GFT του Γραφήματος τον οποίο, στην γενική
περίπτωση, θέλουμε να προσεγγίσουμε με το ακόλουθο διάνυσμα:

	
	𝒅𝒊𝒂𝒈(𝑫 𝚲 ) = 	∑):"!%# Λ!)𝒉! 
ή ισοδύναμα:

𝑑 𝜆, ~	s
):"

!%#

λ,)ℎ) , 𝑛 = 1,2, …𝑀
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ΕΠΕΞΕΡΓΑΣΙΑ ΣΗΜΑΤΩΝ & ΓΡΑΦΗΜΑΤΩΝ

Μητρώο Γειτνίασης: A

Συνδυαστικό Λαπλασιανό Μητρώο Γειτνίασης: LC=D-A

Συμμετρικό Λαπλασιανό Μητρώο (Κανονικοποιημένο): LS=I-D-1/2AD-1/2

Μη συμμετρικό Λαπλασιανό Μητρώο (Random walk): LNS=I-D-1A
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n and m means that (m,n) 2 B. The graph from Fig. 2(b) is described by

V = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}

B ⇢ {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}⇥ {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}

B = {(0,1),(1,3),(1,7),(2,0),(2,1),(3,2),(3,5),(4,6),(4,7),(5,3),(5,4),(6,5),(7,0),(7,1),(7,3)}.
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Fig. 2 Examples of: (a) Undirected graph and (b) Directed graph.

A graph can be undirected and directed. In the case of undirected graphs,
as in Fig. 2(a), it is assumed that the edge connecting the vertex n to the vertex
m also connects the vertex m to the vertex n. This means that if (n,m) 2 B

then (m,n) 2 B.
In general, this property does not hold for directed graphs. An example of a

directed graph is shown in Fig. 2(b). The undirected graphs can be considered
as a special case of directed graphs.

For a given set of vertices and edges, the graph can be represented by an
adjacency matrix A. This matrix describes the vertices connectivity. If there
are N vertices then A is an N⇥N matrix. The elements Amn of the adjacency
matrix A assume values Amn 2 {0, 1}. The value Amn = 0 is assigned if the
vertices m and n are not connected with an edge, and Amn = 1 if these vertices
are connected,

Amn =

(
1 if (m,n) 2 B

0 if (m,n) /2 B.

The adjacency matrices for the graphs from Fig. 2(a) and (b) are

A =

0

1
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2

66666666664

0 1 1 0 0 0 0 1
1 0 1 1 1 0 0 1
1 1 0 1 0 0 0 0
0 1 1 0 1 1 0 1
0 1 0 1 0 1 1 1
0 0 0 1 1 0 1 0
0 0 0 0 1 1 0 0
1 1 0 1 1 0 0 0

3

77777777775

0 1 2 3 4 5 6 7

, A =

2

66666666664

0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 1
1 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 1 1
0 0 0 1 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
1 1 0 1 0 0 0 0

3

77777777775

, (1)
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0

1

2
3

4

5

6
7

Fig. 7 A disconnected graph.

As an example, let us consider a graph derived form Fig. 2(a) by removing
some edges. This graph is presented in Fig. 7.
The adjacency matrix for this graph is

A =

2

66666666664

0 1 1 0 0 0 0 0
1 0 1 0 0 0 0 0
1 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 1 0 1
0 0 0 1 0 1 1 1
0 0 0 1 1 0 1 0
0 0 0 0 1 1 0 0
0 0 0 1 1 0 0 0

3

77777777775

(9)

with the corresponding Laplacian

L =

2

66666666664

2 �1 �1 0 0 0 0 0
�1 2 �1 0 0 0 0 0
�1 �1 2 0 0 0 0 0
0 0 0 3 �1 �1 0 �1
0 0 0 �1 4 �1 �1 �1
0 0 0 �1 �1 3 �1 0
0 0 0 0 �1 �1 2 0
0 0 0 �1 �1 0 0 2

3

77777777775

. (10)

These matrices are in a block-diagonal form with two blocks.
If there is an isolated vertex in a graph, then the corresponding row and
column of the matrices A and L will be zero-valued.

16. If we have two graphs defined on the same vertices, with adjacency matrices
A1 and A2, we can define a sum of the graphs as a new graph with the
adjacency matrix

A = A1 +A2.

If we want to keep binary values 0, 1 in the adjacency matrix then the
logical (Boolean) summation rule 1 + 1 = 1 should be used in the matrix
addition. In this chapter we will use the arithmetic summation rule only.

Μη Συνδεδεμένο Γράφημα Μητρώο Γειτνίασης
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addition. In this chapter we will use the arithmetic summation rule only.
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16. If we have two graphs defined on the same vertices, with adjacency matrices
A1 and A2, we can define a sum of the graphs as a new graph with the
adjacency matrix

A = A1 +A2.

If we want to keep binary values 0, 1 in the adjacency matrix then the
logical (Boolean) summation rule 1 + 1 = 1 should be used in the matrix
addition. In this chapter we will use the arithmetic summation rule only.
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Fig. 7 A disconnected graph.

As an example, let us consider a graph derived form Fig. 2(a) by removing
some edges. This graph is presented in Fig. 7.
The adjacency matrix for this graph is

A =

2

66666666664

0 1 1 0 0 0 0 0
1 0 1 0 0 0 0 0
1 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 1 0 1
0 0 0 1 0 1 1 1
0 0 0 1 1 0 1 0
0 0 0 0 1 1 0 0
0 0 0 1 1 0 0 0

3

77777777775

(9)

with the corresponding Laplacian

L =

2

66666666664

2 �1 �1 0 0 0 0 0
�1 2 �1 0 0 0 0 0
�1 �1 2 0 0 0 0 0
0 0 0 3 �1 �1 0 �1
0 0 0 �1 4 �1 �1 �1
0 0 0 �1 �1 3 �1 0
0 0 0 0 �1 �1 2 0
0 0 0 �1 �1 0 0 2

3

77777777775

. (10)

These matrices are in a block-diagonal form with two blocks.
If there is an isolated vertex in a graph, then the corresponding row and
column of the matrices A and L will be zero-valued.

16. If we have two graphs defined on the same vertices, with adjacency matrices
A1 and A2, we can define a sum of the graphs as a new graph with the
adjacency matrix

A = A1 +A2.

If we want to keep binary values 0, 1 in the adjacency matrix then the
logical (Boolean) summation rule 1 + 1 = 1 should be used in the matrix
addition. In this chapter we will use the arithmetic summation rule only.

Λαπλασιανό Μητρώο Γειτνίασης
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Fig. 13 Eigenvalues �k and corresponding eigenvectors uk(n) for Laplacian of the graph
presented in Fig. 7.
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Fig. 13 Eigenvalues �k and corresponding eigenvectors uk(n) for Laplacian of the graph
presented in Fig. 7.

Αποσύνθεση Λαπλασιανού Μητρώου Γειτνίασης: Το δεύτερο
ιδιοδιάνυσμα 𝒗𝟏
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Fig. 13 Eigenvalues �k and corresponding eigenvectors uk(n) for Laplacian of the graph
presented in Fig. 7.

Αποσύνθεση Λαπλασιανού Μητρώου Γειτνίασης: Το τρίτο
ιδιοδιάνυσμα 𝒗𝟐
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Fig. 13 Eigenvalues �k and corresponding eigenvectors uk(n) for Laplacian of the graph
presented in Fig. 7.
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Αποσύνθεση Λαπλασιανού Μητρώου Γειτνίασης: Το τέταρτο
ιδιοδιάνυσμα 𝒗𝟑
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Fig. 13 Eigenvalues �k and corresponding eigenvectors uk(n) for Laplacian of the graph
presented in Fig. 7.

Αποσύνθεση Λαπλασιανού Μητρώου Γειτνίασης: Το πέμπτο
ιδιοδιάνυσμα 𝒗𝟒
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Fig. 13 Eigenvalues �k and corresponding eigenvectors uk(n) for Laplacian of the graph
presented in Fig. 7.
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Αποσύνθεση Λαπλασιανού Μητρώου Γειτνίασης: Το έκτο
ιδιοδιάνυσμα 𝒗𝟓



Introduction to Graph Signal Processing 23

0 1 2 3 4 5 6 7

0 1 2 3 4 5 6 7

0

1

2

3

4

5

6

7

0 1 2 3 4 5 6 7

0

1

2

3

4

5

6

7

0 1 2 3 4

5 6

7

0

1

2

3

4

5

6

7

0 1 2

3

4

5

6 7

0

1

2

3

4

5

6

7

0 1

2 3 4 5 6 7

0

1

2

3

4

5

6

7

0

1 2

3 4 5 6 7

0

1

2

3

4

5

6

7

0 1 2 3 4

5

6

7

0

1

2

3

4

5

6

7

0 1 2

3

4

5 6 7

0

1

2

3

4

5

6

7

Fig. 13 Eigenvalues �k and corresponding eigenvectors uk(n) for Laplacian of the graph
presented in Fig. 7.
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ιδιοδιάνυσμα 𝒗𝟔



Introduction to Graph Signal Processing 23

0 1 2 3 4 5 6 7

0 1 2 3 4 5 6 7

0

1

2

3

4

5

6

7

0 1 2 3 4 5 6 7

0

1

2

3

4

5

6

7

0 1 2 3 4

5 6

7

0

1

2

3

4

5

6

7

0 1 2

3

4

5

6 7

0

1

2

3

4

5

6

7

0 1

2 3 4 5 6 7

0

1

2

3

4

5

6

7

0

1 2

3 4 5 6 7

0

1

2

3

4

5

6

7

0 1 2 3 4

5

6

7

0

1

2

3

4

5

6

7

0 1 2

3

4

5 6 7

0

1

2

3

4

5

6

7

Fig. 13 Eigenvalues �k and corresponding eigenvectors uk(n) for Laplacian of the graph
presented in Fig. 7.

ΕΠΕΞΕΡΓΑΣΙΑ ΣΗΜΑΤΩΝ & ΓΡΑΦΗΜΑΤΩΝ
Αποσύνθεση Λαπλασιανού Μητρώου Γειτνίασης: Το όγδοο
ιδιοδιάνυσμα 𝒗𝟕
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Συμμετρικό Λαπλασιανό Μητρώο (Κανονικοποιημένο): LS=I-D-1/2AD-1/2

Βασική ιδιότητα: έχει ιδιοτιμές πάντα στο διάστημα [0 2]!!

𝑑 𝜆 ~	%
!"#

$%&

λ!ℎ! , 𝑛 = 1,2, …𝑀

𝑑 𝜔 ~	=
,-.

)/0

(cos ω + 1),ℎ,, 𝑛 = 1,2, …𝑀‼!
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Συμμετρικό Λαπλασιανό Μητρώο (Κανονικοποιημένο): LS=I-D-1/2AD-1/2

Βασική ιδιότητα: έχει ιδιοτιμές πάντα στο διάστημα [0 2]!!

𝑑 𝜔 ~	=
,-.

)/0

(cos ω − 1),ℎ,, 𝑛 = 1,2, …𝑀‼!

𝑑 𝜔 ~	=
,-.

)/0

cos 𝑚ω 𝑔,, 𝑛 = 1,2, …𝑀‼!	



ΕΠΕΞΕΡΓΑΣΙΑ ΣΗΜΑΤΩΝ & ΓΡΑΦΗΜΑΤΩΝ

Οι κλασσικές τεχνικές σχεδίασης φίλτρων είναι και πάλι εδώ !!

𝑑 𝜔 ~	=
,-.

)/0

(cos ω + 1),ℎ,, 𝑛 = 1,2, …𝑀‼!

𝑑 𝜔 ~	=
,-.

)/0

cos 𝑚ω 𝑔,, 𝑛 = 1,2, …𝑀‼!	


