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ΑΣΚΗΣΕΙΣ 06: ΄Οριο και Συνέχεια
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καθώς x → ∞. Το αποτέλεσµα ϕαίνεται και στη γραφική παράσταση της f(x) =
√
x2 + x− 1. Ποιο

είναι το πεδίο ορισµού της f ;
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f(x) =
√
x2 + x+ 1− x

3. Να υπολογισθεί το όριο

lim
x→+∞

xn + a

xm + b
,

όπου n και m είναι ϕυσικοί αριθµοί και a και b πραγµατικοί.
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4. Αποδείξτε τον ισχυρισµό ή δώστε αντιπαράδειγµα

(αʹ) Εάν το όριο limx→x0 [f(x)+g(x)] υπάρχει τότε τα όρια limx→x0 f(x) και limx→x0 g(x) υπάρχουν.

(ϐʹ) Εάν τα όρια limx→x0 f(x) και limx→x0 [f(x)+g(x)] υπάρχουν τότε το όριο limx→x0 g(x) υπάρχει.

5. Επάνω στον χάρτη της Ελλάδας Ϲωγραφήστε ένα κύκλο ο οποίος περιέχεται στην επικράτεια. ∆είξτε
ότι σε κάθε χρονική στιγµή υπάρχουν δύο διαµετρικά αντίθετες τοποθεσίες οι οποίες έχουν ίδια ϑερ-
µοκρασία. Υπόδειξη: Αν R είναι η ακτίνα της περιφέρειας και T (θ) είναι η ϑερµοκρασία τη χρονική
στιγµή t της τοποθεσίας (R cos θ,R sin θ) επάνω στην περιφέρεια, όπου 0 ≤ θ ≤ 2π, ϑεωρήστε τη
συνάρτηση f(θ) = T (θ)− T (θ + π).

Λύση

Η ϑερµοκρασία T είναι συνεχής συνάρτηση της ϑέσης, κοντινά σηµεία έχουν κοντινές ϑερµοκρασίες,
συνεπώς η συνάρτηση f(θ) = T (θ) − T (θ + π) είναι συνεχής ως διαφορά συνεχών συναρτήσεων.
Παρατηρούµε ότι

f(0) = T (0)− T (π) και f(π) = T (π)− T (2π) = T (π)− T (0)

εποµένως
f(0)f(π) = −[T (0)− T (π)]2.

(αʹ) Αν T (0) = T (π), τότε τα σηµεία (R, 0) και (−R, 0) στην περιφέρεια έχουν την ίδια ϑερµοκρασία.

(ϐʹ) Αν T (0) ̸= T (π), τότε f(0)f(π) < 0, οπότε από το ϑεώρηµα της ενδιάµεσης τιµής υπάρχει θ0
µεταξύ 0 και π, ώστε f(θ0) = 0, ισοδύναµα T (θ0) = T (θ0+π), δηλαδή τα αντιδιαµετρικά σηµεία
(R cos θ0, R sin θ0) και (R cos(θ0 + π), R sin(θ0 + π)) = (−R cos θ0,−R sin θ0) στην περιφέρεια
έχουν την ίδια ϑερµοκρασία.

6. ΄Εστω ότι η συνάρτηση f είναι συνεχής στο διάστηµα [0, 1] και τέτοια ώστε f(0) = f(1). ∆είξτε ότι
υπάρχει σηµείο x στο [0, 1] ώστε f(x) = f(x+1/2). Υπόδειξη: Θεωρήστε την g(x) = f(x)−f(x+1/2).

7. ∆είξτε ότι η εξίσωση e−x2
= x έχει µια ϱίζα στο διάστηµα (0, 1).


