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ΑΣΚΗΣΕΙΣ 05: Συναρτήσεις

1. Να υπολογισθούν οι ποσότητες

(αʹ) cos−1(1/2).

(ϐʹ) tan(arccos(1/3)).

Λύση

(αʹ) Το cos−1(1/2) είναι το τόξο στο [0, π], όπου η y = cosx είναι ένα-προς-ένα, του οποίου το
συνηµίτονο είναι 1/2, άρα
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(ϐʹ) ΄Οµοια το arccos(1/3) είναι το τόξο x στο διάστηµα [0, π] του οποίου το συνηµίτονο είναι 1/3,
άρα 0 < x < π/2. ΄Ετσι κατασκευάζοντας το ορθογώνιο τρίγωνο µε µία κάθετη πλευρά 1 και
υποτείνουσα 3 (πώς ;), ϐλέπε Σχήµα, υπολογίζουµε
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2. ∆είξτε ότι

(αʹ) sin−1(−x) = − sin−1 x, για κάθε x ∈ [−1, 1].

(ϐʹ) cos−1(−x) + cos−1 x = π, για κάθε x ∈ [−1, 1].

(γʹ) tan−1(−x) = − tan−1 x, για κάθε x ∈ (−∞,∞).

(δʹ) cot−1(−x) + cot−1 x = π, για κάθε x ∈ (−∞,∞).

Λύση

(ϐ΄) Αν θ = cos−1 x (στο [0, π] η cos είναι ένα-προς-ένα), τότε 0 ≤ θ ≤ π και cos θ = x, εποµένως

−x = − cos θ = cos(π − θ)

και π − θ ∈ [0, π] συνεπώς

cos−1(−x) = π − θ = π − cos−1 x ⇒ cos−1 x+ cos−1(−x) = π.
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3. Να απλοποιηθεί η έκφραση cos(tan−1 x).

Λύση

(αʹ) ΄Εστω x > 0, τότε tan−1 x = θ, µε 0 < θ < π/2 και tan θ = x. Αποτυπώνοντας αυτή την πληρο-
ϕορία στο σχετικό ορθογώνιο τρίγωνο προκύπτει το σχήµα που ακολουθεί στο οποίο γνωρίζουµε
τα µήκη όλων των πλευρών.
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΄Ετσι υπολογίζουµε

cos(tan−1 x) = cos θ =
1√

1 + x2
.

(ϐʹ) Αν x = 0, τότε tan−1 0 = 0, οπότε cos(tan−1 x) = cos 0 = 1, αποτέλεσµα το οποίο προκύπτει από
την προηγούµενη σχέση, µε x = 0.

(γʹ) Αν x < 0, επειδή η tan−1 είναι περιττή συνάρτηση, έχουµε tan−1 x = − tan−1(−x), µε −x > 0,
οπότε από το (α΄) ϐρίσκουµε

cos(tan−1 x) = cos(− tan−1(−x)) = cos(tan−1(−x))
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Κατά συνέπεια για κάθε x ∈ R έχουµε

cos(tan−1 x) =
1√

1 + x2
.

4. Αποδείξτε τις ταυτότητες

(αʹ) sin−1 x+ cos−1 x =
π

2
, για κάθε x ∈ [−1, 1].

(ϐʹ) tan−1 x+ cot−1 x =
π

2
, για κάθε x ∈ R.

5. ∆είξτε ότι για κάθε x ̸= 0 ισχύει

tan−1 x+ tan−1 1

x
=

π

2
.

6. Για a > 0, a ̸= 1, x > 0 και y > 0, αποδείξτε τις ιδιότητες

(αʹ) loga 1 = 0

(ϐʹ) loga(xy) = loga x+ loga y

(γʹ) loga x
r = r loga x, r ∈ R.

(δʹ) loga
x

y
= loga x− loga y.


