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ΑΣΚΗΣΕΙΣ 04: Σειρές

1. Συµπληρώστε την απάντηση ή κυκλώστε ανάλογα

(αʹ) Αν η σειρά
∞∑
n=0

|an| συγκλίνει, τότε και η σειρά
∞∑
n=0

an
1 + 2|an|

συγκλίνει. Σ Λ

(ϐʹ) Αν lim
n→∞

an = 0, τότε η σειρά
∞∑
n=0

an συγκλίνει. Σ Λ

(γʹ) Αν η σειρά
∞∑
n=0

|an| συγκλίνει, τότε και η σειρά
∞∑
n=0

√
|an| συγκλίνει. Σ Λ

(δʹ) Η σειρά
∞∑
n=1

cos(sinn)

np
συγκλίνει αν p > 1. Σ Λ

(εʹ)
∞∑
n=0

4−n/2 =
∞∑
n=0

(
1

4

)n/2

=
∞∑
n=0

(
1

2

)n

=
1

1− 1/2
= 2

(ϛʹ)
∞∑
n=0

π−n/2 =

(Ϲʹ) Η σειρά
∞∑
n=0

(
3

a2 + 1

)−n

συγκλίνει αν και µόνο αν

2. Να ϐρεθεί η σχέση µεταξύ p και q ώστε η σειρά

∞∑
n=1

np

nq + 1

να συγκλίνει.

3. ∆είξτε ότι αν an ≥ 0 και η
∑∞

n=1 an συγκλίνει, τότε και η
∑∞

n=1 a
2
n συγκλίνει.

4. Η ακολουθία Fibonacci (fn)∞n=1 ορίζεται αναδροµικά από τις σχέσεις

f1 = 1, f2 = 1, fn = fn−1 + fn−2, n ≥ 3.

∆είξτε ότι

(αʹ)
1

fn−1fn+1
=

1

fn−1fn
− 1

fnfn+1
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(ϐʹ)
∞∑
n=2

1

fn−1fn+1
= 1

(γʹ)
∞∑
n=2

fn
fn−1fn+1

= 2

5. Σε κάθε µια από τις σειρές να ϐρεθούν οι τιµές του x για τις οποίες η σειρά συγκλίνει και στη συνέχεια
να ϐρεθεί το άθροισµα της σειράς

(αʹ)
∞∑
n=0

(x− 2)n (ϐʹ)
∞∑
n=0

xn

5n+1
(γʹ)

∞∑
n=0

2n sinn x

6. ΄Εστω ότι an > 0 για κάθε n, δείξτε ότι αν η
∑∞

n=1 an συγκλίνει, τότε και η
∑∞

n=1 log(1+an) συγκλίνει.

7. Εάν an > 0 και bn > 0 για όλα τα n και οι
∑∞

n=1 an και
∑∞

n=1 bn συγκλίνουν είναι αλήθεια ότι η∑∞
n=1 anbn συγκλίνει ;

8. ∆είξτε ότι

(αʹ)
∞∑
n=0

1

(a+ n)(a+ n+ 1)
=

1

a
, a > 0.

(ϐʹ)
∞∑
n=1

1

n(n+ 1)(n+ 2)
=

1

4
.

Λύση

(ϐ΄) Βρίσκουµε ότι
1

n(n+ 1)(n+ 2)
=

1

2

(
1

n
− 2

n+ 1
+

1

n+ 2

)
έτσι

SN =
N∑

n=1

1

n(n+ 1)(n+ 2)
=

1

2

[(
1− 2

2
+

1

3

)
+

(
1

2
− 2

3
+

1

4

)
+ · · ·+

(
1

N
− 2

N + 1
+

1

N + 2

)]
ή

2SN = 1 +
1

2
+
1

3
+

1

4
+ · · ·+ 1

N

−2

2
−2

3
− 2

4
− · · · − 2

N
− 2

N + 1

+
1

3
+

1

4
+ · · ·+ 1

N
+

1

N + 1
+

1

N + 2

(η πρώτη γραµµή περιέχει τον πρώτο όρο κάθε παρένθεσης, η δεύτερη τον δεύτερο και η τρίτη
τον τρίτο), συνεπώς

SN =
1

2

(
1

2
− 1

N + 1
+

1

N + 2

)
→ 1

4

καθώς N → ∞ που είναι το Ϲητούµενο.
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9. Εξετάστε κατά πόσο η σειρά
∞∑
n=1

1

n1+1/n

συγκλίνει. Υπόδειξη: Χρησιµοποιήστε το γεγονός ότι n
√
n → 1 και συγκρίνετε µε γνωστή σειρά.

Λύση

Παρατηρούµε ότι n1+1/n = n n
√
n και γνωρίζουµε ότι n

√
n → 1, καθώς n → ∞ (4η ∆ιάλεξη, σελ. 19),

κατά συνέπεια για κάποιο N είναι

1 < n
√
n <

3

2
, για n ≥ N,

αφού n
√
n > 1, έτσι για n ≥ N

2

3
<

1
n
√
n
< 1 ⇒ 2

3

1

n
<

1

n n
√
n
<

1

n
,

εποµένως
2

3

∞∑
n=N

1

n
=

∞∑
n=N

2

3n
≤

∞∑
n=N

1

n n
√
n
≤

∞∑
n=N

1

n
.

Η σειρά στο αριστερό µέλος αποκλίνει, είναι η αρµονική σειρά, κατά συνέπεια και η δεσπόζουσα σειρά,
η δοσµένη, αποκλίνει.

10. ∆είξτε ότι η σειρά
∞∑
n=0

(√
np + 1−

√
np

)
συγκλίνει αν p > 2 και αποκλίνει για p = 2.

11. Εξετάστε κατά πόσο κάθε µια από τις σειρές συγκλίνει, ή αποκλίνει

(αʹ)
∞∑
n=1

1

n2 + 10

(ϐʹ)
∞∑
n=1

1√
n2 + 10

(γʹ)
∞∑
n=1

1

n+
√
n

(δʹ)
∞∑
n=1

√
n

n2 + 3

(εʹ)
∞∑
n=1

n3

n2 + n4

(ϛʹ)
∞∑
n=1

n2

n3 + n4

(Ϲʹ)
∞∑
n=1

1

2n − 1

(ηʹ)
∞∑
n=1

1

3n − 2n

(ϑʹ)
∞∑
n=1

1

en − ne

Λύση

(αʹ) Για n ≥ 4
1

n2 + n2
<

1

n2 + 10
<

1

n2
⇒ 1

2n2
<

1

n2 + 10
<

1

n2

εποµένως
1

2

∞∑
n=4

1

n2
=

∞∑
n=4

1

2n2
≤

∞∑
n=4

1

n2 + 10
≤

∞∑
n=4

1

n2

το αριστερό και το δεξί µέλος της τελευταίας ανισότητας είναι p-σειρά µε p = 2 > 1, συνεπώς
συγκλίνει, άρα και η δοσµένη σειρά συγκλίνει.
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(ϐʹ) Για n ≥ 4
1√

n2 + n2
<

1√
n2 + 10

<
1√
n2

⇒ 1

2

1

n
<

1√
n2 + 10

<
1

n

συνεπώς η δοσµένη σειρά ¨συµπεριφέρεται¨ όπως η αρµονική σειρά, άρα αποκλίνει.

(δ΄) Για n ≥ 2 √
n

n2 + n2
<

√
n

n2 + 3
<

√
n

n2
⇒ 1

2

1

n3/2
<

√
n

n2 + 3
<

1

n3/2

Τα άνω και κάτω ϕράγµατα είναι συγκλίνουσα σειρά, p-σειρά µε p = 3/2 > 1, συνεπώς η δοσµένη
σειρά συγκλίνει.

(η΄) Είναι 3n > 3n − 2n και ψάχνουµε c ώστε 3n − 2n ≥ c2n.

3n − 2n ≥ c2n ⇔ 3n ≥ (c+ 1)2n ⇔
(
3

2

)n

≥ (c+ 1)

Η τελευταία ανισότητα ισχύει για κάθε n για c+ 1 = 3/2, ισοδύναµα για c = 1/2, έτσι

1

3n
<

1

3n − 2n
< 2

1

2n
⇒

∞∑
n=1

1

3n
≤

∞∑
n=1

1

3n − 2n
≤ 2

∞∑
n=1

1

2n

τα ϕράγµατα είναι γεωµετρικές σειρές µε λόγο µικρότερο του 1, άρα συγκλίνουν και (γιατί ;1 )

1

2
≤

∞∑
n=1

1

3n − 2n
≤ 2

άρα η σειρά συγκλίνει.

(ϑ΄) en − ne > 0 ⇔ n > e log n για κάθε n, ϐλέπε Σχήµα 1. ΄Ετσι οι όροι της σειράς είναι ϑετικοί,
επιπλέον

0 ≤ 1

en − ne
<

1

en
=

(
1

e

)n

εποµένως

0 ≤
∞∑
n=1

1

en − ne
<

∞∑
n=1

(
1

e

)n

.

Η σειρά στο δεξί µέλος είναι γεωµετρική µε λόγο µικρότερο του 1, άρα συγκλίνει, εποµένως και
η δοσµένη σειρά συγκλίνει.

12. Εξετάστε κατά πόσο κάθε µια από τις σειρές συγκλίνει απολύτως, συγκλίνει υπό συνθήκη, ή αποκλίνει.

1Μια παρατήρηση για τη γεωµετρική σειρά: Για a ∈ R ή a ∈ C

1 + a+ a2 + · · ·+ an =
1− an+1

1− a

και αν |a| < 1, τότε

∞∑
n=0

an = lim
N→∞

N∑
n=0

an = lim
N→∞

(1 + a+ a2 + · · ·+ aN ) = lim
N→∞

1− an+1

1− a
=

1

1− a
,

αφού aN+1 → 0. ΄Ετσι για σταθερό ϕυσικό αριθµό k

ak + ak+1 + ak+2 + · · · = ak(1 + a+ a2 + · · · ) = ak 1

1− a
=

ak

1− a
.
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1 2 3 4 5 6 7 8

1

2

3

4

5

6

7

8

y = x

y = e lnx

(e, e)

Σχήµα 1: ΄Ασκηση 12 (ϑ΄): Σύγκριση µεταξύ ln ex και lnxe.

(αʹ)
∞∑
n=1

(−1)n−1

n
√
n

(ϐʹ)
∞∑
n=1

(−2)n

3n+1

(γʹ)
∞∑
n=1

(−3)n

n3

(δʹ)
∞∑
n=1

n2

2n

(εʹ)
∞∑
n=1

n!

(−10)n

(ϛʹ)
∞∑
n=1

n!

nn

(Ϲʹ)
∞∑
n=1

(n!)2

(2n)!

(ηʹ)
∞∑
n=1

(
2n

n+ 1

)n

(ϑʹ)
∞∑
n=1

(
1− 2n

3 + 4n

)n

(ιʹ)
∞∑
n=1

(−2)nn2

(n+ 2)!

(ιαʹ)
∞∑
n=1

(n+ 2)!

n!10n

(ιβʹ)
∞∑
n=1

(−1)n

(tan−1 n)n

(ιγʹ)
∞∑
n=2

(−1)n

(log n)n

(ιδʹ)
∞∑
n=1

log
n+ 1

n

(ιεʹ)
∞∑
n=1

1

3n − 1

Λύση

(αʹ) Παρατηρούµε ότι ∣∣∣∣(−1)n−1

n
√
n

∣∣∣∣ = 1

n3/2

και επειδή p = 3/2 > 1 η δοσµένη σειρά συγκλίνει απολύτως, άρα συγκλίνει.

(ϐʹ) ∣∣∣∣(−2)n

3n+1

∣∣∣∣ = 1

3

(
2

3

)n
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και επειδή 2/3 < 1 πρακτικά έχουµε συγκλίνουσα γεωµετρική σειρά, έτσι η σειρά συγκλίνει
απολύτως, άρα συγκλίνει και

∞∑
n=1

∣∣∣∣(−2)n

3n+1

∣∣∣∣ = 1

3

∞∑
n=1

(
2

3

)n

=
1

3

2/3

1− 2/3
=

2

3

∞∑
n=1

(−2)n

3n+1
=

1

3

∞∑
n=1

(
−2

3

)n

=
1

3

−2/3

1 + 2/3
= − 2

15

(Ϲ΄) Εφαρµόζουµε το κριτήριο του λόγου

[(n+ 1)!]2/[2(n+ 1)]!

(n!)2/(2n)!
=

(
(n+ 1)!

n!

)2 (2n)!

(2n+ 2)!
=

(n+ 1)2

(2n+ 1)(2n+ 2)
=

n+ 1

4n+ 2
→ 1

4
< 1,

άρα η σειρά συγκλίνει (και απολύτως αφού οι όροι είναι ϑετικοί).

(ιβ΄) Εφαρµόζουµε το κριτήριο της ϱίζας

n

√∣∣∣∣ (−1)n

(tan−1 n)n

∣∣∣∣ = 1

tan−1 n
→ 1

π/2
=

2

π
< 1

κατά συνέπεια η σειρά συγκλίνει απολύτως, εποµένως συγκλίνει.


