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Ακολουθίες

Ο πραγµατικός αριθµός
p

2 είναι άρρητος, και µια τυπική προσέγγιση του είναιp
2= 1.41421356237 . . . . Θεωρούµε τους ϱητούς αριθµούς

a1 = 1.4, a2 = 1.41, a3 = 1.414,

a4 = 1.4142, a5 = 1.41421, a6 = 1.414213,

a7 = 1.4142135, a8 = 1.41421356, a9 = 1.414213562, · · ·

Η συλογή αυτή παριστάνει προσεγγίσεις του
p

2 έτσι ώστε ο n στην τάξη όρος, an,

είναι η προσέγγιση που περιέχει τα n πρώτα δεκαδικά ψηφία του αναπτύγµατος.

Καθώς το n µεγαλώνει ο όρος an παρέχει µια καλύτερη προσέγγιση του
p

2∣∣∣p2−an

∣∣∣< 1

10n
,

έτσι καθώς ο n τείνει στο άπειρο, ο an τείνει να γίνει ο
p

2. Η συλλογή αυτή είναι

παράδειγµα µιας ακολουθίας αριθµών, και κάθε µέλος της συλλογής λέγεται

όρος της ακολουθίας, ο an λέγεται n-οστός όρος της ακολουθίας. Στη συγκε-

κριµένη περίπτωση λέµε, επίσης, ότι η ακολουθία των an τείνει, ή συγκλίνει στονp
2, ή ισοδύναµα ότι ο

p
2 είναι το όριο της ακολουθίας.
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Ακολουθίες

Ορισµός

Εάν S είναι ένα µη κενό σύνολο τότε κάθε συνάρτηση ορισµένη στο σύνολο των

ϕυσικών αριθµών a :N→ S λέγεται ακολουθία (sequence) του S. Αντί για a(n)
γράφουµε an. Το a1 λέγεται πρώτος όρος της ακολουθίας, το a2 δεύτερος όρος,

..., το an n-οστός όρος της ακολουθίας. Μία ακολουθία γράφεται ως (an)
∞
n=1

, ή

µε παράθεση των όρων της a1,a2, . . . ,an, . . . , n ∈N. Γράφουµε επίσης και (an).
Εάν οι an είναι πραγµατικοί αριθµοί, δηλαδή S ⊂R, η (an)

∞
n=1

λέγεται ακολουθία

πραγµατικών αριθµών.

Παράδειγµα

Η ακολουθία των ϕυσικών αριθµών 1,2,3, . . . ,n, . . . n ∈N. Εδώ an = n, ∀n ∈N.

Παράδειγµα

Η ακολουθία µε όρους

1,
1

2
,
1

3
, . . . ,

1

n
, . . . , n ∈N

είναι η (an)
∞
n=1

µε an = 1/n, n ∈N.
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Ακολουθίες

Παράδειγµα

Οι όροι της ακολουθίας (an)
∞
n=1

, όπου an = (−1)n, n ∈N είναι οι

−1,1,−1, . . . ,(−1)n, . . . , n ∈N.

Παράδειγµα

Εάν c είναι ένας πραγµατικός αριθµός τότε µπορούµε να ορίσουµε την

ακολουθία

c,c,c, . . . ,c, . . .

Εδώ είναι an = c, n ∈N. Η παραπάνω ακολουθία λέγεται σταθερή ακολουθία.

∆ιακρίνουµε τους άπειρους όρους της ακολουθίας a1,a2,a3, . . . ,an, . . . από το

σύνολο τιµών της ακολουθίας {a1,a2,a3, . . . ,an, . . . } που µπορεί να είναι πε-

περασµένο. Για παράδειγµα για την ακολουθία ((−1)n)∞
n=1

έχουµε ότι οι όροι

της ακολουθίας είναι οι −1,1,−1,1, . . . ,(−1)n, . . . ενώ το σύνολο τιµών είναι το

{(−1)n : n ∈N} = {−1,1}.
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Ακολουθίες

Ορισµός

Εάν (an)
∞
n=1

και (bn)
∞
n=1

είναι ακολουθίες πραγµατικών αριθµών, τότε :

(1) Θα λέµε ότι οι ακολουθίες είναι ίσες εάν an = bn, ∀n ∈N.

(2) Η ακολουθία (cn)
∞
n=1

, όπου cn = an +bn, n ∈N ϑα λέγεται άθροισµα των

ακολουθιών (an)
∞
n=1

και (bn)
∞
n=1

.

(3) Η ακολουθία (cn)
∞
n=1

, όπου cn = an −bn, n ∈N ϑα λέγεται διαφορά των

ακολουθιών (an)
∞
n=1

και (bn)
∞
n=1

.

(4) Η ακολουθία (cn)
∞
n=1

, όπου cn = anbn, n ∈N ϑα λέγεται γινόµενο των

ακολουθιών (an)
∞
n=1

και (bn)
∞
n=1

.

(5) Εάν bn ̸= 0, ∀n ∈N η ακολουθία (cn)
∞
n=1

, µε cn = an/bn, n ∈N ϑα λέγεται

πηλίκο των ακολουθιών (an)
∞
n=1

και (bn)
∞
n=1

.

• Εάν (an)
∞
n=1

είναι µια ακολουθία και f είναι µία συνάρτηση τέτοια ώστε το f(an)
να ορίζεται για κάθε n, τότε µπορούµε να ορίσουµε την ακολουθία (cn)

∞
n=1

όπου

cn = f(an), n ∈N. Για παράδειγµα για f(x)=p
x , x ≥ 0 ορίζουµε

(
p

an)
∞
n=1, µε όρους

p
a1,

p
a2,

p
a3, . . . ,

p
an, . . . , εάν an ≥ 0, ∀n ∈N.
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Φράγµα ακολουθίας

Για την ακολουθία an = 1/n, n ∈N παρατηρούµε ότι a1 = 1 ≤ 1, a2 = 1/2 < 1, και

γενικότερα an = 1/n < 1, ∀n > 1. Επίσης ισχύει an > 0, ∀n ∈N. Τελικά έχουµε

0< an ≤ 1, ∀n ∈N.

Ορισµός

Μία ακολουθία πραγµατικών αριθµών (an)
∞
n=1

λέγεται :

(1) ΄Ανω φραγµένη (bounded above) εάν υπάρχει πραγµατικός αριθµός M

τέτοιος ώστε an ≤M, ∀n ∈N. Ο αριθµός M λέγεται άνω φράγµα (upper

bound) της (an)
∞
n=1

.

(2) Κάτω φραγµένη (bounded below) εάν υπάρχει πραγµατικός αριθµός m

τέτοιος ώστε an ≥m, ∀n ∈N. Ο αριθµός m λέγεται κάτω φράγµα (lower

bound) της (an)
∞
n=1

.

(3) Φραγµένη (bounded) εάν είναι άνω και κάτω ϕραγµένη.

Παρατηρούµε ότι το άνω ϕράγµα ακολουθίας, εάν αυτό υπάρχει, δεν είναι

µοναδικό, γιατί εάν M είναι άνω ϕράγµα της (an)
∞
n=1

, τότε για κάθε δ > 0 το

M +δ είναι επίσης άνω ϕράγµα, αφού an ≤ M < M +δ, ∀n ∈ N. Το ανάλογο

ισχύει και για το κάτω ϕράγµα.
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Φράγµα ακολουθίας

Θεώρηµα

Μία ακολουθία (an)
∞
n=1

είναι ϕραγµένη εάν και µόνον εάν υπάρχει

πραγµατικός αριθµός L τέτοιος ώστε |an| ≤ L, ∀n ∈N.

Παράδειγµα

Θεωρούµε την ακολουθία (an)
∞
n=1

µε

an = sinn

n
, n ∈N.

Να εξετασθεί εάν η ακολουθία είναι ϕραγµένη.

Παρατηρούµε ότι

|an| =
∣∣∣∣sinn

n

∣∣∣∣≤ 1

n
≤ 1, ∀n ∈N,

οπότε από το Θεώρηµα 8 έπεται ότι η ακολουθία είναι ϕραγµένη.
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Φράγµα ακολουθίας

Παράδειγµα

Να δειχθεί ότι η ακολουθία (an)
∞
n=1

µε

an = 2n

n!
, n ∈N

είναι ϕραγµένη. Υπολογίζουµε µερικούς όρους της ακολουθίας

a1 = 2

1
= 2, a2 = 22

2!
= 2, a3 = 23

3!
= 4

3
< 2, a4 = 24

4!
= 2

3
< 2.

Παρατηρούµε ότι για n≥ 3 ισχύει

an = 2n

n!
= 2

1

2

2

2

3
· · · 2

n
= 2

2

3
· · · 2

n
≤ 2

(
2

3

)n−2

, (1)

οπότε 0< an ≤ 2, ∀n ∈N, άρα η ακολουθία είναι ϕραγµένη. Από την (1)

παίρνουµε
1

n!
≤ 1

2

1

3n−2
, n= 3,4,5, . . . . (2)
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Μονοτονία ακολουθιών

Ορισµός

Η ακολουθία πραγµατικών αριθµών (an)
∞
n=1

λέγεται :

(1) Αύξουσα (increasing) εάν an ≤ an+1 και γνησίως αύξουσα (strictly

increasing) εάν an < an+1, ∀n ∈N.

(2) Φθίνουσα (decreasing) εάν an ≥ an+1 και γνησίως φθίνουσα (strictly

decreasing) εάν an > an+1, ∀n ∈N.

(3) Μία ακολουθία που είναι αύξουσα, ή ϕθίνουσα (γνησίως αύξουσα, ή

γνησίως ϕθίνουσα) λέγεται µονότονη (γνησίως µονότονη) (monotone

(strictly monotone)).

΄Ασκηση

Να εξετασθούν ως προς τη µονοτονία οι ακολουθίες µε γενικό όρο

(1) an = r
n, r > 0, (2) an = n

p
2, (3) an = 2n

n!
, (4) an = n

n

n!
.
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Μονοτονία ακολουθιών

Παράδειγµα

Να δειχθεί ότι η ακολουθία

an =
(
1+ 1

n

)n

, n ∈N

είναι γνησίως αύξουσα και ϕραγµένη.

Με χρήση του διωνυµικού ϑεωρήµατος υπολογίζουµε

an =
(
1+ 1

n

)n

=
n∑

k=0

(
n

k

)
1

nk
=

n∑
k=0

n!

k!(n− k)!

1

nk

= 1+
n∑

k=1

n(n−1)(n−2) · · ·(n− k +1)

k!nk

= 1+
n∑

k=1

1

k!

n

n

n−1

n

n−2

n
. . .

n− (k −1)

n

= 1+
n∑

k=1

1

k!

(
1− 1

n

)(
1− 2

n

)
· · ·

(
1− k −1

n

)
,
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Μονοτονία ακολουθιών

όµοια

an+1 =
(
1+ 1

n+1

)n+1

=
n+1∑
k=0

(
n+1

k

)
1

(n+1)k

= 1+
n∑

k=1

(
n+1

k

)
1

(n+1)k
+

(
n+1

n+1

)
1

(n+1)n+1

= 1+
n∑

k=1

1

k!

(
1− 1

n+1

)(
1− 2

n+1

)
· · ·

(
1− k −1

n+1

)
+ 1

(n+1)n+1
.

Από τα αναπτύγµατα των an και an+1, παρατηρούµε ότι(
1− 1

n

)(
1− 2

n

)
· · ·

(
1− k −1

n

)
≤

(
1− 1

n+1

)(
1− 2

n+1

)
· · ·

(
1− k −1

n+1

)
,

για κάθε k = 1,2, . . . ,n (στη πραγµατικότητα η ανισότητα είναι αυστηρή για 2≤ k ≤
n), ενώ ο τελευταίος όρος στο ανάπτυγµα του an+1 είναι ϑετικός, άρα an < an+1.

΄Ετσι η ακολουθία είναι γνησίως αύξουσα. Επειδή δε a1 = 2 έπεται ότι an ≥ 2,

δηλαδή η ακολουθία είναι κάτω ϕραγµένη.
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Μονοτονία ακολουθιών

Αναζητώντας ένα άνω ϕράγµα της ακολουθίας και επειδή(
1− 1

n+1

)(
1− 2

n+1

)
· · ·

(
1− k −1

n+1

)
≤ 1,

από το ανάπτυγµα του an έπεται ότι

an ≤ 1+
n∑

k=1

1

k!
= 1+ 1

1!
+ 1

2!
+ 1

3!
+·· ·+ 1

n!

≤ 1+ 1

1
+ 1

2
+ 1

2

1

3
+ 1

2

1

32
+·· ·+ 1

2

1

3n−2

(
από την (2)

)
= 2+ 1

2

(
1+ 1

3
+ 1

32
+·· ·+ 1

3n−2

)
= 2+ 1

2

(1−1/3n−1

1−1/3

)
= 2+ 3

4

(
1− 1

3n−1

)
< 2.75.

΄Ετσι τελικά έχουµε ότι 2≤ an < 2.75, ∀n ∈N.
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΄Οριο ακολουθίας

Παράδειγµα

Θεωρούµε την ακολουθία (an)
∞
n=1

µε an = 1/n, n ∈N. Ισχυριζόµαστε ότι εάν ϵ

είναι ένας αυθαίρετα µικρός ϑετικός αριθµός τότε υπάρχει N ∈N τέτοιος ώστε

0< an < ϵ, για κάθε n≥N.

Για την ακολουθία αυτή γνωρίζουµε ότι

0< ·· · < an+1 < an < ·· · < a2 < a1. (3)

∆είχνουµε ότι για ϵ> 0 δοσµένο, υπάρχει N ∈N ώστε 0< aN < ϵ, ισοδύναµα

υπάρχει N ∈N µε

1/N < ϵ⇔ 1/ϵ<N.

Επιλέγοντας N = [1/ϵ]+1 έχουµε N > 1/ϵ, ή aN < ϵ. Εποµένως µέσω της (3)

δείξαµε ότι για κάθε ϵ> 0 υπάρχει N έτσι ώστε 0< an < ϵ, για όλα τα n≥N.

Βλέπουµε λοιπόν ότι όλοι τελικά, δηλαδή από ένα N και έπειτα, οι όροι της

ακολουθίας πλησιάζουν αυθαίρετα κοντά στο 0.
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΄Οριο ακολουθίας

Παράδειγµα

Ας ϑεωρήσουµε την ακολουθία an = ℓ+ (−1)n/n, n= 1,2,3, . . . , όπου ℓ ∈R.

Ισχυριζόµαστε ότι εάν ϵ είναι ένας αυθαίρετα µικρός ϑετικός αριθµός τότε

υπάρχει N ∈N τέτοιος ώστε |an −ℓ| < ϵ, για κάθε n≥N.

Παρατηρούµε ότι

an −ℓ=
(−1)n

n
⇒|an −ℓ| = 1

n
,

κατά συνέπεια σύµφωνα µε το προηγούµενο παράδειγµα για δοσµένο ϵ> 0

υπάρχει N ∈N, για παράδειγµα N ≥ [1/ϵ]+1, τέτοιο ώστε 1/n< ϵ για όλα τα

n≥N, εποµένως |an −ℓ| < ϵ, για κάθε n≥N.
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΄Οριο ακολουθίας

Ορισµός

Θα λέµε ότι η ακολουθία (an)
∞
n=1

συγκλίνει στον πραγµατικό αριθµό L εάν η

απόσταση |an − L| γίνεται τελικά αυθαίρετα µικρή, δηλαδή για κάθε ϵ> 0

υπάρχει N ∈N τέτοιο ώστε |an − L| < ϵ, για όλα τα n≥N. Εάν αυτό ισχύει ϑα

λέµε ότι ο L είναι το όριο (limit) της ακολουθίας (an)
∞
n=1

και ϑα γράφουµε

lim
n→∞an = L.

Γράφουµε επίσης an → L, καθώς n→∞.

Σύµφωνα µε τον ορισµό ϐλέπουµε ότι

lim
n→∞

1

n
= 0,

µιας και για κάθε ϵ> 0 υπάρχει N ∈N τέτοιο ώστε∣∣∣∣1

n
−0

∣∣∣∣= 1

n
< ϵ

για όλα τα n≥N.
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΄Οριο ακολουθίας

Παρατήρηση

Ας ϑεωρήσουµε την σταθερή ακολουθία an = a, n ∈N. Τότε |an−a| = 0< ϵ, για

κάθε ϵ> 0 και για κάθε n ∈N, εποµένως

lim
n→∞an = lim

n→∞a = a.

Θεώρηµα (Μοναδικότητα του ορίου)

΄Εστω ότι η ακολουθία (an)
∞
n=1

συγκλίνει, τότε το όριό της είναι µοναδικό.

Θεώρηµα

΄Εστω ότι η ακολουθία (an)
∞
n=1

συγκλίνει και έστω ότι

lim
n→∞an =α,

τότε η ακολουθία είναι ϕραγµένη. Επιπλέον αν |an| ≤M, για κάθε n ∈N, µε

M > 0, τότε |α| ≤M.
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΄Οριο ακολουθίας

Θεώρηµα (Ιδιότητες συγκλινουσών ακολουθιών)

΄Εστω ότι για τις ακολουθίες (an)
∞
n=1

και (bn)
∞
n=1

γνωρίζουµε ότι

lim
n→∞an =α, lim

n→∞bn =β.

Τότε ισχύουν οι ιδιότητες:

1 |an|→ |α|.
2 λan →λα, για κάθε λ ∈R.

3 λan +µbn →λα+µβ, για κάθε λ,µ ∈R.

4 anbn →αβ.

5 Εάν bn ̸= 0, για n≥N και β ̸= 0, τότε an/bn →α/β.

6 Εάν an ≤ bn, τότε α≤β.

7 Ιδιότητα της παρεµβολής Εάν για την ακολουθία (cn)
∞
n=1

, ισχύει :

αʹ an ≤ cn ≤ bn, ∀n≥N, και

βʹ α=β, δηλαδή an →α, και bn →α,

τότε cn →α.
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΄Οριο ακολουθίας

Παράδειγµα

Να εξετασθεί ως προς τη σύγκλιση η ακολουθία

an = 2n+3

n2 +1
, n ∈N.

∆ιαιρώντας µε το µεγιστοβάθµιο όρο n
2 αριθµητή και παρονοµαστή έχουµε

an = 2n+3

n2 +1
=

2n

n2
+ 3

n2

n
2

n2
+ 1

n2

=
2

n
+ 3

n2

1+ 1

n2

.

Ο αριθµητής συγκλίνει στο 0, ενώ ο παρονοµαστής συγκλίνει στο 1, άρα από

την ιδιότητα του ορίου πηλίκου ακολουθιών έπεται ότι η ακολουθία συγκλίνει και

lim
n→∞an = lim

n→∞
2n+3

n2 +1
=

lim
n→∞

(
2

n
+ 3

n2

)
lim

n→∞

(
1+ 1

n2

) = 0

1
= 0.
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΄Οριο ακολουθίας

Παράδειγµα

lim
n→∞

n
p

n= 1.

Αν an = n
p

n, τότε an ≥ 1, ∀n ∈N, έτσι µπορούµε να γράψουµε

n
p

n= (1+δn)
2, δn ≥ 0, ∀n ∈N.

Υψώνοντας αρχικά στη n–οστη δύναµη έχουµε

n= (1+δn)
2n ⇒p

n= (1+δn)
n ⇒p

n≥ 1+nδn

όπου στη τελευταία συνεπαγωγή έγινε χρήση της ανισότητας Bernoulli. ΄Ετσι

p
n≥ nδn ⇒ δn ≤

p
n

n
= 1p

n
,

απ΄ όπου έπεται ότι δn → 0, καθώς n→∞. Τελικά

lim
n→∞

n
p

n= lim
n→∞(1+2δn +δ2

n
)= 1.
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΄Οριο ακολουθίας

Παράδειγµα

Κάθε πραγµατικός αριθµός είναι το όριο µιας ακολουθίας ϱητών αριθµών.

΄Εστω r ∈R. Εάν ο r είναι ϱητός τότε η ακολουθία (rn)
∞
n=1

µε rn = r , ∀n ∈N
συγκλίνει προφανώς στον r . ΄Εστω ότι ο r είναι άρρητος, τότε για κάθε ϕυσικό

αριθµό n ϑα είναι nr −1< [nr]≤ nr , όπου µε [nr] συµβολίζουµε το ακέραιο

µέρος του nr , απ΄ όπου έπεται ότι

r − 1

n
< [nr]

n
≤ r , ∀n ∈N.

Από το Θεώρηµα της παρεµβολής έπεται ότι η ακολουθία ([nr]/n)∞
n=1

συγκλίνει

στον r .
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΄Οριο ακολουθίας

Θεώρηµα (Μονότονη σύγκλιση)

΄Εστω (an)
∞
n=1

µια µονότονη ακολουθία. Η ακολουθία αυτή συγκλίνει αν και

µόνον αν είναι ϕραγµένη.

Παράδειγµα

Η ακολουθία

an =
(
1+ 1

n

)n

, n ∈N,

είναι αύξουσα και ϕραγµένη µε 2≤ an < 2.75, για κάθε n ∈N, άρα συγκλίνει σε

κάποιο αριθµό στο διάστηµα [2,2.75). Τον αριθµό αυτό συµβολίζουµε µε e,

τιµώντας έτσι τον Euler (1707–1783) ο οποίος χρησιµοποίησε τον αριθµό αυτό.

Μπορεί να αποδειχθεί ότι ο e είναι άρρητος και µε ακρίβεια 15 δεκαδικών

ψηφίων η τιµή του είναι e = 2.718281828459045 . . . . ΄Εχουµε λοιπόν ότι

lim
n→∞

(
1+ 1

n

)n

= e.
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΄Οριο ακολουθίας

Παράδειγµα

Να δειχθεί ότι

lim
n→∞

(
1− 1

n

)n

= e
−1

Για n> 1 έχουµε

(
1− 1

n

)n

=
(
1− 1

n

)(
1− 1

n

)n−1

=
(
1− 1

n

)(
n−1

n

)n−1

=
1− 1

n(
1+ 1

n−1

)n−1

έτσι

lim
n→∞

(
1− 1

n

)n

=
lim

n→∞

(
1− 1

n

)
lim

n→∞

(
1+ 1

n−1

)n−1
= 1

e

που είναι το Ϲητούµενο.
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΄Οριο ακολουθίας

Παράδειγµα

Να δειχθεί ότι η ακολουθία

an =
(
1+ 1

n

)2n

, n ∈N,

συγκλίνει, και να υπολογισθεί το όριό της.

Παρατηρούµε ότι an = b
2
n

όπου

bn =
(
1+ 1

n

)n

, n ∈N,

και bn → e, καθώς n→∞, οπότε από τις ιδιότητες των συγκλινουσών

ακολουθιών ϑα έχουµε

lim
n→∞

(
1+ 1

n

)2n

=
[
lim

n→∞

(
1+ 1

n

)n]2

= e
2.
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΄Οριο ακολουθίας

Παρατήρηση (Η έννοια της υπακολουθίας)

Ας ϑεωρήσουµε την ακολουθία (an)
∞
n=1

. Οι ακολουθίες a2,a4,a6, . . . ,a2n, . . .
και a1,a3,a5, . . . ,a2n−1, . . . λέγονται υπακολουθίες της (an)

∞
n=1

. Γενικότερα εάν

k1 < k2 < ·· · < kn < ·· · είναι µία γνησίως αύξουσα ακολουθία ϕυσικών αριθµών

τότε η ακολουθία (akn
)∞

n=1
λέγεται υπακολουθία της (an)

∞
n=1

. Σηµειώνουµε ότι η

k µπορεί να ειδωθεί σαν µία γνησίως αύξουσα συνάρτηση k :N→N µε τιµές

k(n)= kn.

Θεώρηµα

΄Εστω ότι η ακολουθία (an)
∞
n=1

συγκλίνει στον αριθµό ℓ. Τότε για κάθε

υπακολουθία (akn
)∞

n=1
ισχύει

lim
n→∞akn

= ℓ.
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΄Οριο ακολουθίας

Παράδειγµα

Να δειχθεί ότι η ακολουθία

an =
(
1+ 1

2n

)n

, n ∈N,

συγκλίνει, και να υπολογισθεί το όριό της.

Παρατηρούµε ότι

an =
(
1+ 1

2n

)n

=
[(

1+ 1

2n

)2n]1/2

,

οπότε σύµφωνα µε την Πρόταση 26, ϑα έχουµε

lim
n→∞a

2
n
= lim

n→∞

(
1+ 1

2n

)2n

= e

κατά συνέπεια

lim
n→∞an =

p
e.
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΄Οριο ακολουθίας στο άπειρο

Ορισµός

Θα λέµε ότι η ακολουθία των πραγµατικών αριθµών (an)
∞
n=1

αποκλίνει στο +∞+∞+∞,

και ϑα γράφουµε an →+∞ εάν για κάθε πραγµατικό αριθµό M, υπάρχει N ∈N
ώστε an ≥M για n≥N.

Θα λέµε ότι η ακολουθία των πραγµατικών αριθµών (an)
∞
n=1

αποκλίνει στο −∞−∞−∞,

και ϑα γράφουµε an →−∞ εάν για κάθε πραγµατικό αριθµό M, υπάρχει N ∈N
ώστε an ≤M για n≥N.

Ας ϑεωρήσουµε µια µη άνω ϕραγµένη ακολουθία (an)
∞
n=1

πραγµατικών αριθ-

µών. Τότε για κάθε n ∈N υπάρχει kn ∈N µε kn ≥ n, ώστε

akn
≥ n,

κατά συνέπεια akn
→+∞. ΄Οµοια αν µια ακολουθία δεν είναι κάτω ϕραγµένη

τότε υπάρχει υπακολουθία της που αποκλίνει στο −∞. Μπορούµε εποµένως να

ϑεωρούµε τα +∞ και −∞ σαν γενικευµένα όρια υπακολουθιών µιας µη ϕραγ-

µένης ακολουθίας. Μπορεί να αποδειχθεί ότι αν µια ακολουθία είναι ϕραγµένη

τότε υπάρχει υπακολουθία της η οποία συγκλίνει, σε πραγµατικό αριθµό.
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