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Οι ϕυσικοί αριθµοί

Το σύνολο των ϕυσικών αριθµώνN ορίζεται µοναδικά από τα αξιώµατα του Peano

(1858–1932).

Αξίωµα 1 Ο 1 είναι ϕυσικός αριθµός.

Αξίωµα 2 Για κάθε ϕυσικό αριθµό n υπάρχει µοναδικός επόµενος ϕυσικός

αριθµός n
+.

Αξίωµα 3 ∆εν υπάρχει ϕυσικός αριθµός n µε n
+ = 1.

Αξίωµα 4 Εάν m και n είναι ϕυσικοί αριθµοί µε m
+ = n

+, τότε m = n.

Αξίωµα 5 Εάν A είναι ένα σύνολο ϕυσικών αριθµών µε τις ιδιότητες: (i)

1 ∈A και (ii) για κάθε n ∈A, ο n
+ ∈A, τότε A=N.

Ορίζουµε 1+ = 2, 2+ = 3, 3+ = 4, και τα λοιπά, οπότε N= {1,2,3, . . . ,n, . . . }.

Θεώρηµα (Αρχή της Μαθηµατικής Επαγωγής)

΄Εστω p(n) να είναι µία πρόταση που διατυπώνεται για τον τυχαίο ϕυσικό αριθµό

n, και είναι τέτοια ώστε:

(1) Η p(1) είναι αληθής

(2) Για κάθε ϕυσικό αριθµό k όταν η p(k) είναι αληθής, τότε και η p(k+) είναι

αληθής.

Τότε η πρόταση p(n) είναι αληθής για κάθε n ∈N.
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Μαθηµατική Επαγωγή

Για την απόδειξη του ισχυρισµού ότι η p(n) είναι αληθής για κάθε n ∈N ακολου-

ϑούµε τα ϐήµατα:

(Β1) Αποδεικνύουµε ότι η p(1) είναι αληθής.

(Β2) Υποθέτουµε ότι η p(k) είναι αληθής και δείχνουµε ότι η p(k +1) είναι

αληθής.

Παράδειγµα

Να δειχθεί ότι το άθροισµα των n πρώτων ϕυσικών αριθµών 1,2, . . . ,n ισούται µε

n(n+1)/2, δηλαδή

1+2+3+·· ·+n= n(n+1)

2
. (1)

(Β1) Για n= 1 η (1) γίνεται

1= 1(1+1)

2

που ισχύει. ΄Αρα η (1) είναι αληθής για n= 1.

(Β2) Υποθέτουµε ότι για κάποιο ϕυσικό k είναι

1+2+3+·· ·+ k = k(k +1)

2
, (2)
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Μαθηµατική Επαγωγή

και αποδεικνύουµε ότι

1+2+3+·· ·+ (k +1)= (k +1)(k +2)

2
. (3)

΄Εχουµε

1+2+3+·· ·+ (k +1)= 1+2+3+·· ·+ k + (k +1)

= k(k +1)

2
+ (k +1) (από την υπόθεση (2))

= k(k +1)+2(k +1)

2

= (k +1)(k +2)

2

που είναι η (3).

Συµπέρασµα: Σύµφωνα λοιπόν µε την αρχή της µαθηµατικής επαγωγής η

(1) είναι αληθής για κάθε n ∈N.
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Μαθηµατική Επαγωγή

Εάν A είναι ένα σύνολο που περιέχει ένα πεπερασµένο αριθµό στοιχείων µε |A|
συµβολίζουµε το πλήθος των στοιχείων του. Εάν |A| = n µπορούµε να γράφουµε

A = {a1,a2, . . . ,an}. Παρατηρούµε ότι εάν A και B είναι πεπερασµένα σύνολα

τότε |A∪B| ≤ |A|+ |B|, συγκεκριµµένα |A∪B| = |A|+ |B|− |A∩B|.
Παράδειγµα

΄Εστω ότι A είναι ένα πεπερασµένο σύνολο και έστω P (A) το δυναµοσύνολο

του A. Εάν |A| = n, τότε |P (A)| = 2n, όπου n ∈N.

(Β1) Αποδεικνύουµε τον ισχυρισµό για n= 1. ΄Εστω A ένα σύνολο µε ένα

στοιχείο, δηλαδή έστω A=A1 = {a1}. Τότε P (A)= {∅,A}, οπότε

|P (A)| = 2= 2
1.

(Β2) ∆εχόµαστε ότι ο ισχυρισµός είναι σωστός για n= k , υποθέτουµε δηλαδή

ότι εάν |A| = k τότε |P (A)| = 2k . Με αυτή την υπόθεση αποδεικνύουµε ότι

ο ισχυρισµός είναι σωστός για n= k +1, δηλαδή εάν A είναι ένα σύνολο

µε k +1 στοιχεία τότε |P (A)| = 2k+1. ΄Εστω λοιπόν ότι

A=Ak+1 = {a1,a2, . . . ,ak+1}
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Μαθηµατική Επαγωγή

Τότε όµως

A=Ak ∪ {ak+1}, όπου Ak = {a1,a2, . . . ,ak }.

΄Ετσι ϑα έχουµε

P (A)=P (Ak)∪ {B∪ {ak+1} : B ∈P (Ak)}

(γιατί;). Αρα

|P (A)| = |P (Ak)|+ |P (Ak)| = 2
k +2

k = 2
k+1,

που είναι αυτό που ϑέλαµε να δείξουµε.

΄Ετσι ο ισχυρισµός είναι σωστός για κάθε n ∈N.

Παρατηρούµε εδώ ότι εάν A=∅, τότε |A| = 0, και P (A)= {∅}, οπότε |P (A)| =
1 = 20, δηλαδή η πρόταση: Εάν |A| = n, τότε P (A)| = 2n είναι αληθής για

n= 0,1,2, . . . . Αρκετές ϕορές γράφουµε

N0 = {0,1,2, . . . ,n, . . . }. (4)

Φυσικοί αριθµοί, Μαθηµατική επαγωγή, Σύνολα Φεβρουάριος 2024 6 / 20

ΕΣ
/Τ

Μ
ΗΥΠ



Μαθηµατική Επαγωγή

Παράδειγµα (Η ανισότητα του Bernoulli)

Εάν a ≥−1, να αποδειχθεί ότι για κάθε ϕυσικό αριθµό n ισχύει

(1+a)n ≥ 1+na. (5)

Παρατηρούµε ότι για a =−1 η ανισότητα ισχύει τετριµµένα αφού 0≥ 1−n.

(Β1) Αποδεικνύουµε ότι η ανισότητα ισχύει για n= 1. Πραγµατικά

(1+a)1 = 1+a,

άρα η (5) ιχύει σαν ισότητα.

(Β2) Στη συνέχεια υποθέτουµε ότι η (5) ισχύει για n= k , δηλαδή

(1+a)k ≥ 1+ ka

και αποδεικνύουµε ότι ισχύει και για n= k +1, δηλαδή

(1+a)k+1 ≥ 1+ (k +1)a.
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Μαθηµατική Επαγωγή

Θα έχουµε

(1+a)k+1 = (1+a)(1+a)k

≥ (1+a)(1+ ka) (από την υπόθεση, αφού 1+a ≥ 0)

= 1+ ka+a+ ka
2

= 1+ (k +1)a+ ka
2

≥ 1+ (k +1)a (ka
2 ≥ 0)

που είναι η ανισότητα που ϑέλουµε.

΄Αρα η (5) ισχύει για κάθε n ∈N.
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Το δυωνυµικό Θεώρηµα

Ορισµός

Εάν n ∈N, ορίζουµε τον αριθµό nnn παραγοντικό, n! µε τη σχέση

n!= 1 ·2 ·3 · · ·n.

΄Ετσι 1!= 1, 2!= 1 ·2= 2, 3!= 1 ·2 ·3= 6, κοκ. Ορίζουµε επίσης 0!= 1. Για κάθε

n= 0,1,2,3, . . . και k = 0,1,2, . . . ,n ορίζουµε τον δυωνυµικό συντελεστή n ανά k

µε τη σχέση (
n

k

)
= n!

k!(n− k)!
.

Ιδιότητες των δυωνυµικών συντελεστών
Εάν n= 0,1,2, . . . και k = 0,1,2, . . . ,n, τότε ισχύουν οι ταυτότητες

1

(
n

k

)
=

(
n

n− k

)
, 2

(
n

k

)
+

(
n

k −1

)
=

(
n+1

k

)
.
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Το δυωνυµικό Θεώρηµα

Θεώρηµα (Το ∆υωνυµικό Θεώρηµα)

Εάν a και b είναι πραγµατικοί αριθµοί τότε

(a+b)n =
(
n

0

)
a

n +
(
n

1

)
a

n−1
b+

(
n

2

)
a

n−2
b

2 +·· ·+
(

n

n−1

)
ab

n−1 +
(
n

n

)
b

n
(6)

για κάθε ϕυσικό αριθµό n.

Από την (6) για a = b = 1 έπεται ότι

Πόρισµα

Εάν n είναι ϕυσικός αριθµός, τότε(
n

0

)
+

(
n

1

)
+·· ·+

(
n

n

)
= 2

n. (7)
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Σύνολα

• Η έννοια του συνόλου (set) είναι αρχική και δεν επιδέχεται ορισµού. Ωστόσο

λέγοντας σύνολο εννοούµε µια συλλογή διακεκριµµένων αντικειµένων που α-

ποτελούν ολότητα. ΄Ετσι για παράδειγµα µπορούµε να µιλάµε για το σύνολο των

κορυφών ενός πολυγώνου, το σύνολο των σηµείων ενός ευθυγράµµου τµήµα-

τος, το σύνολο των λέξεων στον πρώτο στίχο της Ιλιάδας.

• Τα σύνολα τα συµβολίζουµε, συνήθως, µε κεφαλαία γράµµατα A,B, . . . . ΄Ενα

αντικείµενο που ανήκει στο σύνολο A λέγεται στοιχείο ή σηµείο του A. Τα

στοιχεία συνόλων τα συµβολίζουµε µε µικρά γράµµατα. Εάν το x είναι στοιχείο

του A γράφουµε x ∈A και λέµε ότι το x ανήκει στο A ή ότι το x είναι στοιχείο του

A. Εάν το x δεν είναι στοιχείο του A γράφουµε x ∉A.

• Εάν A και B είναι δύο σύνολα ϑα λέµε ότι το A είναι υποσύνολο (subset) του

B και γράφουµε A ⊆ B ή B ⊇ A εάν κάθε στοιχείο του A περιέχεται στο σύνολο

B. Παρατηρούµε ότι για κάθε σύνολο A ισχύει A⊆A. Μερικές ϕορές ϑέλοντας

να δηλώσουµε ότι το A είναι γνήσιο υποσύνολο του B, υπάρχει δηλαδή στοιχείο

του B που δεν ανήκει στο A γράφουµε A⊊ B.

• Λέµε ότι δύο σύνολα A και B είναι ίσα και γράφουµε A = B εάν περιέχουν τα

ίδια ακριβώς στοιχεία. Εάν τα A και B δεν είναι ίσα γράφουµε A ̸= B.
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Σύνολα

Θεώρηµα

΄Εστω A και B να είναι δύο σύνολα. Εάν A= B τότε A⊆ B και B ⊆A. Ισχύει και το

αντίστροφο, δηλαδή εάν A⊆ B και B ⊆A τότε A= B.

Απόδειξη.

Υποθέτουµε ότι A= B και δείχνουµε ότι A⊆ B και B ⊆A. ΄Εστω x ∈A τότε x ∈ B,

γιατί A= B, άρα A⊆ B. ΄Οµοια εάν x ∈ B τότε x ∈A, άρα B ⊆A. Υποθέτουµε

τώρα ότι A⊆ B και B ⊆A, τότε κάθε στοιχείο του A είναι και στοιχείο του B και

κάθε στοιχείο του B είναι και του A. ΄Αρα A= B.

΄Ενα σύνολο µπορεί να δηλωθεί µε αναγραφή των στοιχείων του, για παράδειγµα

εάν A είναι το σύνολο των ϕωνηέντων του ελληνικού αλφαβήτου, τότε γράφουµε

A= {α, ε, η, ι, ο, υ, ω},

ή µε περιγραφή των στοιχείων του όπου για το ίδιο παράδειγµα ϑα έχουµε

A= {x : x είναι ϕωνήεν του ελληνικού αλφαβήτου}.
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Σύνολα

Παράδειγµα

Εάν D είναι το σύνολο των λέξεων µήκους τρία που παράγονται µε αλφάβητο το

{0,1}, τότε

D = {000,001,010,100,011,101,110,111}, ή

D = {xyz : x ∈ {0,1}, y ∈ {0,1}, z ∈ {0,1}}

πλήθος στοιχείων του D = 2 ·2 ·2= 2
3.

• Το σύνολο που περιέχει κανένα στοιχείο λέγεται κενό σύνολο (empty set ή

null set) και συµβολίζεται µε ∅. Σηµειώνουµε ότι εάν A είναι ένα οποιοδήποτε

σύνολο τότε ∅ ⊆ A γιατί κάθε στοιχείο του ∅ περιέχεται στο A, ισοδύναµα δεν

υπάρχει στοιχείο του ∅ που να µη περιέχεται στο A.

• Σε αρκετές περιπτώσεις τα σύνολα που χρησιµοποιούµε είναι ή ϑεωρούνται

υποσύνολα ενός και του αυτού συνόλου το οποίο ϑα ονοµάζουµε βασικό σύνο-
λο, ή σύµπαν (universe). Συνήθως το συµβολίζουµε µε Ω. Παρατηρούµε ότι για

κάθε υποσύνολο A του Ω έχουµε ∅⊆A⊆Ω.
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Σύνολα

Πράξεις µεταξύ συνόλων

΄Εστω A και B υποσύνολα του Ω.

(1) Η ένωση (union) των A και B είναι το σύνολο όλων των στοιχείων που

ανήκουν σε ένα τουλάχιστον από τα A και B. Συµβολίζεται µε A∪B, έτσι

A∪B = {x : x ∈A ή x ∈ B}. (8)

(2) Η τοµή (intersection) των A και B είναι το σύνολο όλων των στοιχείων που

ανήκουν και στα δύο σύνολα A και B. Συµβολίζεται µε A∩B, έτσι

A∩B = {x : x ∈A και x ∈ B}. (9)

(3) Η διαφορά (difference) του A από το B είναι το σύνολο όλων των στοιχείων

του A που δεν ανήκουν στο B. Συµβολίζεται µε AàB, έτσι

AàB = {x : x ∈A και x ∉ B}. (10)

Παρατηρούµε ότι A∪B = B∪A και A∩B = B∩A, ενώ AàB ̸= BàA. Εάν A∩B =∅
τότε τα σύνολα A και B λέγονται ξένα µεταξύ τους ή διαζευγµένα.
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Σύνολα

(4) Το συµπλήρωµα (complement) ενός συνόλου A ως προς το σύµπαν Ω

είναι το σύνολο όλων των στοιχείων του Ω που δεν ανήκουν στο A.

Συµβολίζεται µε A
c , έτσι

A
c = {x : x ∈Ω και x ∉A}. (11)

Συγκρίνοντας µε την (10) ϐλέπουµε ότι

A
c =ΩàA. (12)

Επιπλέον ισχύουν οι νόµοι

A∪A
c =Ω, A∩A

c =∅, (Ac)c =A. (13)

Από την (10) επίσης έχουµε

AàB = {x : x ∈A και x ∉ B} = {x : x ∈A και x ∈ B
c} =A∩B

c. (14)
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Σύνολα

A B A B A B

A∪B A∩B AàB

Ω

A A
c

Σχήµα: Η ένωση A∪B, η τοµή A∩B, η διαφορά AàB και το συµπλήρωµα συνόλου.
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Σύνολα

Ιδιότητες και συνέπειες των πράξεων

Εάν A, B, C είναι σύνολα, υποσύνολα του Ω, τότε ισχύουν οι ιδιότητες/νόµοι :

A∪∅=A, A∩∅=∅, Aà∅=A, (15)

A∪A=A, A∩A =A, AàA=∅. (16)

Αντιµεταθετική ιδιότητα:

A∪B = B∪A, A∩B = B∩A. (17)

Προσεταιριστική ιδιότητα:

A∪ (B∪C)= (A∪B)∪C, A∩ (B∩C)= (A∩B)∩C. (18)

Επιµεριστική ιδιότητα:

A∪ (B∩C)= (A∪B)∩ (A∪C), (19)

A∩ (B∪C)= (A∩B)∪ (A∩C). (20)

Νόµοι του De Morgan:

(A∪B)c =A
c ∩B

c, (A∩B)c =A
c ∪B

c. (21)
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Σύνολα

Ορισµός

Το καρτεσιανό γινόµενο (cartesian product) των µη κενών συνόλων A και B

είναι το σύνολο όλων των στοιχείων της µορφής (a,b) όπου a ∈A και b ∈ B.

Συµβολίζεται µε A×B, έτσι

A×B = {(a,b) : a ∈A και b ∈ B}. (22)

Το στοιχείο (a,b) λέγεται διατεταγµένο ζεύγος µε πρώτο στοιχείο το a και

δεύτερο το b.

Η ισότητα στο καρτεσιανό γινόµενο ορίζεται µε τη σχέση

(a,b)= (a′,b′) εάν και µόνον εάν a = a
′

και b = b
′. (23)

Κατά συνέπεια (a,b) ̸= (b,a) εκτός εάν a = b. Εν γένει A×B ̸= B×A. Εάν A= B

γράφουµε A×A=A
2.
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Σύνολα

Ορισµός

Εάν A είναι ένα σύνολο µε P (A) συµβολίζουµε το σύνολο όλων των

υποσυνόλων του A. ΄Ετσι

P (A)= {B : B ⊆A}. (24)

Το σύνολο P (A) λέγεται δυναµοσύνολο (power set) του A.

Βλέπουµε αµέσως ότι ∅ ∈ P (A) και A ∈ P (A). Τονίζουµε ότι τα στοιχεία του

δυναµοσυνόλου είναι σύνολα.

Παράδειγµα

Εάν A= {0,1,2}, τότε

P (A)= {∅, {0}, {1}, {2}, {0,1}, {0,2}, {1,2}, {0,1,2}}.

Αποδεικνύεται ότι εάν το A αποτελείται από n στοιχεία τότε το P (A) περιέχει 2n

στοιχεία.
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Σύνολα

Παρατήρηση

Εάν A είναι ένα τυχαίο σύνολο τότε ισχύουν τα παρακάτω

∅ ̸= {∅}, ∅⊆A, ∅⊆P (A), ∅ ∈P (A), {∅} ⊆P (A).

Να δοθεί παράδειγµα συνόλου A τέτοιου ώστε ∅ ∈A.

Παρατήρηση (Γενικεύσεις)

Ας ϑεωρήσουµε την οικογένεια συνόλων {A1,A2, . . . ,An}, τότε ορίζουµε

n⋃
k=1

Ak =A1 ∪A2 ∪·· ·∪An

= {x : x ∈Ak για ένα τουλάχιστον k ∈ {1,2, . . . ,n}}
n⋂

k=1

Ak =A1 ∩A2 ∩·· ·∩An

= {x : x ∈Ak για κάθε k ∈ {1,2, . . . ,n}}
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