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Στοιχεία Εξεταζόµενου/ης

επωνυµο: ονοµα:

αρ. µητρωου: ετος εισαγωγης :

αιθουσα : στηλη:

µοναδεσ/βαθµος

Οδηγίες/Επεξηγήσεις

1. Στο διαγώνισµα υπάρχουν κυρίως τριών ειδών ερωτήµατα.

• Ερωτήµατα µε την ένδειξη � είναι ερωτήµατα του τύπου ‘‘σωστό - λάθος’’ και καλεί-
σθε να γράψετε Σ (σωστό) ή Λ (λάθος) στο τετράγωνο αν η έκφραση που ακολουθεί
είναι, αντίστοιχα, αληθής ή ψευδής.

• Ερωτήµατα µε την ένδειξη � στα οποία πρέπει να δώσετε µόνο την απάντηση.

• Ερωτήµατα στα οποία καλείσθε να δώσετε µια πλήρη αλλά ‘‘οικονοµική απόδειξη-
λύση’’ για το Ϲητούµενο.

• Στα ερωτήµατα µε την ένδειξη � ή � µην αφήνετε την τύχη να επιλέξει για εσάς
την απάντηση - λύση. Εάν δεν γνωρίζετε την απάντηση, κάνετε έναν έλεγχο στο
πρόχειρο.

2. Στην εξέταση επιτρέπεται να έχετε το ϐιβλίο που έχετε επιλέξει από το σύστηµα Εύδοξος.
∆ίνεται επίσης και τυπολόγιο το οποίο παραδίδετε µαζί µε το γραπτό σας.

3. Η διάρκεια της εξέτασης είναι 2 ώρες και 30 λεπτά.

4. Η παράδοση των γραπτών αρχίζει 1 ώρα και 15 λεπτά µετά από την έναρξη της εξέτασης.

Καλή Επιτυχία !

Λύσεις
(συνδυασµός διαφορετικών εκδοχών)
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Θ1. (αʹ) (9 µον.) ∆είξτε ότι αν x > 0 και y > 0, τότε

|e−x − e−y| ≤ |x− y|.

Η συνάρτηση f(x) = e−x είναι παραγωγίσιµη στο R κατά συνέπεια από το Θεώρηµα
της Μέσης Τιµής έπεται ότι

e−x − e−y = −e−ξ(x− y) για κάποιο ξ µεταξύ x και y. (1)

Επειδή x > 0 και y > 0 έπεται ότι ξ > 0 συνεπώς e−ξ < 1. ΄Ετσι από την σχέση (1)
υπολογίζουµε

|e−x − e−y| = 1

eξ
|x− y| ⇒ |e−x − e−y| ≤ |x− y|.

(ϐʹ) (8 µον.) Να ϐρεθεί το K > 0 για το οποίο ισχύει

|e−x − e−y| ≤ |x− y|
10

, για x > K, y > K.

Από το (α΄) έχουµε

|e−x − e−y| = 1

eξ
|x− y|

και ϑέλουµε
1

eξ
≤ 1

10
⇔ 10 ≤ eξ ⇔ log 10 ≤ ξ.

Κατά συνέπεια η Ϲητούµενη σχέση εξασφαλίζεται, αφού το ξ είναι µεταξύ οποιουδήποτε
Ϲεύγους x, y, αν x ≥ log 10 και y ≥ log 10. Ισοδύναµα η προς απόδειξη σχέση ισχύει
στο διάστηµα [log 10,+∞).

Θ2. (15 µον.) Για a > 0 (καλύπτει όλες τις περιπτώσεις) δείξτε ότι

ax ≤ x3

3
+

2

3
a3/2, για κάθε x > 0.

΄Εστω

f(x) =
x3

3
− ax+

2

3
a3/2, x > 0.

Η f είναι παραγωγίσιµη συνάρτηση και

f ′(x) = x2 − a.

Παρατηρούµε ότι (ι) f ′(x) < 0 αν 0 < x <
√
a και (ιι) f ′(x) > 0 αν x >

√
a, κατά συνέπεια η

f είναι ϕθίνουσα στο 0 < x <
√
a και αύξουσα στο x >

√
a, εποµένως παίρνει την ελάχιστη

τιµή της στο
√
a, συνεπώς

f(x) ≥ f(
√
a)⇔ x3

3
− ax+

2

3
a3/2 ≥ a3/2

3
− a3/2 + 2

3
a3/2

x3

3
− ax+

2

3
a3/2 ≥ 0

x3

3
+

2

3
a3/2 ≥ ax

που είναι το Ϲητούµενο.
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Θ3. (22 µον.) (= 2× 11 ) Στις λύσεις περιέχεται ένα επιπλέον ερώτηµα ώστε να καλυφθούν όλες
οι περιπτώσεις.

� Το ανάπτυγµα Maclaurin της ex
2
είναι ex

2
= 1 + x2 +

x4

2!
+
x6

3!
+ · · ·+ x2n

n!
+ · · · , x ∈ R

αφού το αποτέλεσµα e� = 1+�+
�2

2!
+
�3

3!
+· · ·+�n

n!
+· · · , � ∈ R είναι δυναµοσειρά.

� Αν 0 < a < b, τότε
∫ a

0
cos2 x dx ≤

∫ b

0
cos2 x dx. ΣΩΣΤΟ∫ b

0
cos2 x dx =

∫ a

0
cos2 x dx+

∫ b

a
cos2 x dx και

∫ b

a
cos2 x dx > 0.

� sup

{
1− 1

n
: n = 1, 2, 3, . . .

}
= 1

αφού η ακολουθία (1− 1/n) είναι αύξουσα και συγκλίνει στο 1.

� Αν η σειρά
∞∑
n=0

|an| συγκλίνει, τότε και η σειρά
∞∑
n=0

2|an|
1 + 2|an|

συγκλίνει. ΣΩΣΤΟ

0 ≤ 2|an|
1 + 2|an|

≤ 2|an| ⇒ 0 ≤
∞∑
n=0

2|an|
1 + 2|an|

≤
∞∑
n=0

2|an| = 2
∞∑
n=0

|an| <∞.

� lim
n→∞

(
1 +

a

n

)n
= lim

n→∞

[(
1 +

a

n

)n
a
]a

= lim
p→∞

[(
1 +

1

p

)p]a
= ea p = n/a→∞.

καλύπτει όλες τις περιπτώσεις a = 2, 1/2, 3, 1/3.

� lim
L→∞

1

π

∫ L

−L

1

1 + x2
dx = 1. ΣΩΣΤΟ

lim
L→∞

∫ L

−L

1

1 + x2
dx =

∫ ∞
−∞

1

1 + x2
dx = π.

� Για a > 0 ισχύει
∫ a

0
f(a− x) dx =

∫ a

0
f(x) dx. ΣΩΣΤΟ

Αν y = a− x, τότε dy = −dx, εποµένως∫ a

0
f(a− x) dx = −

∫ 0

a
f(y) dy =

∫ a

0
f(y) dy =

∫ a

0
f(x) dx.

� lim
n→∞

n sin
1

n
= lim

n→∞

sin(1/n)

1/n
= lim

r→0

sin r

r
= 1 r = 1/n→ 0 καθώς n→∞.

� Αν f(x) ≥ 0 και
∫ L

0
f(x) dx < +∞ για κάθε L > 0, τότε

∫ ∞
0

f(x) dx < +∞. ΛΑΘΟΣ

Αν f(x) = 1, τότε
∫ L

0
f(x) dx = L, αλλά

∫ ∞
0

f(x) dx = lim
L→∞

∫ L

0
1 dx = lim

L→∞
L = +∞.

� Αν f(x) ≥ 0 και
∫ L

0
f(x) dx ≤M για κάθε L > 0, τότε

∫ ∞
0

f(x) dx ≤M . ΣΩΣΤΟ

Η F (L) =

∫ L

0
f(x) dx είναι αύξουσα και ϕραγµένη συνάρτηση του L, κατά συνέπεια το

όριό της καθώς L→∞ υπάρχει και ϑα είναι επίσης µικρότερο ή ίσο του M .
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� Η σειρά
∞∑
n=1

n

n3 + 1
συγκλίνει. ΣΩΣΤΟ

0 ≤
∞∑
n=1

n

n3 + 1
=

∞∑
n=1

1

n2 + 1/n
≤
∞∑
n=1

1

n2
< +∞, p-σειρά µε p > 1.

�
∞∑
n=0

π−n =

∞∑
n=0

(
1

π

)n
=

1

1− 1/π
=

π

π − 1
(γεωµετρική σειρά µε λόγο 1/π < 1).

Θ4. (15 µον.) Υπολογίστε, αν αυτό υπάρχει, το όριο της σειράς
∞∑
n=4

1

(n− 3)(n− 1)
.

Ζητάται το όριο της σειράς, άρα η σειρά είναι κάποιας ειδικής µορφής. Μοιάζει µε τηλεσκο-
πική αλλά οι αριθµοί που εµφανίζονται διαφέρουν κατά δύο. Τί κάνουµε ; ΄Ο,τι γνωρίζουµε.
Γράφοντας

1

(n− 3)(n− 1)
=

a

n− 3
+

b

n− 1
ϐρίσκουµε a =

1

2
και b = −1

2

΄Ετσι για N > 4 και µεγάλο, υπολογίζουµε το µερικό άθροισµα

SN =
N∑
n=4

1

(n− 3)(n− 1)
=

1

2

N∑
n=4

(
1

n− 3
− 1

n− 1

)
=

1

2

N−3∑
k=1

(
1

k
− 1

k + 2

)
=

1

2

[(
1− 1

3

)
+

(
1

2
− 1

4

)
+

(
1

3
− 1

5

)
+

(
1

4
− 1

6

)
+ · · ·+

(
1

N − 3
− 1

N − 1

)]
Παρατηρείστε ότι για n = 6, όπου έχουµε το άθροισµα των τριών πρώτων παρενθέσεων, αυτό
είναι ίσο µε 1+1/2−1/4−1/5, ενώ για n = 7 που έχουµε το άθροισµα των τεσσάρων πρώτων
παρενθέσεων αυτό είναι ίσο µε 1+1/2−1/5−1/7, έτσι (γεγονός που αποδεικνύεται αυστηρά
µε επαγωγή) προκύπτει ότι

SN =
1

2

(
1 +

1

2
− 1

N − 2
− 1

N − 1

)
,

κατά συνέπεια
∞∑
n=4

1

(n− 3)(n− 1)
= lim

N→∞
SN = lim

N→∞

1

2

(
1 +

1

2
− 1

N − 2
− 1

N − 1

)
=

3

4
.

2ος τρόπος. Είδαµε ότι

SN =
1

2

N−3∑
k=1

(
1

k
− 1

k + 2

)

έτσι

=
1

2

N−3∑
k=1

(
1

k
− 1

k + 1
+

1

k + 1
− 1

k + 2

)

=
1

2

N−3∑
k=1

(
1

k
− 1

k + 1

)
+

1

2

N−3∑
k=1

(
1

k + 1
− 1

k + 2

)
=

1

2

(
1− 1

N − 2

)
+

1

2

(
1

2
− 1

N − 1

)
απ΄ όπου παίρνοντας το όριο N →∞ προκύπτει το αποτέλεσµα.
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Θ5. Γνωρίζουµε ότι

arctanx = x− x3

3
+
x5

5
− x7

7
+ · · ·+ (−1)n x

2n+1

2n+ 1
+Rn(x) = Pn(x) +Rn(x).

Αποδεικνύεται ότι

|Rn(x)| ≤
|x|2n+3

2n+ 3
.

(αʹ) (7 µον.) Να ϐρεθεί το µέγιστο σφάλµα της προσέγγισης

arctanx ≈ x− x3

3
+
x5

5
, στο διάστηµα − 1

2
≤ x ≤ 1

2
.

Προσεγγίζουµε την συνάρτηση µε πολυώνυµο ϐαθµού 5 = 2 · 2 + 1, κατά συνέπεια∣∣∣∣ arctanx− (x− x3

3
+
x5

5

)∣∣∣∣ ≤ |x|2·2+3

2 · 2 + 3
, −1

2
≤ x ≤ 1

2
(2)

≤ (1/2)7

7

=
1

896

(ϐʹ) (5 µον.) Να ϐρεθεί το ελάχιστο n για το οποίο

| arctanx− Pn(x)| ≤
1

103
, στο διάστηµα − 1 ≤ x ≤ 1.

Αναζητάµε το ελάχιστο n για το οποίο

| arctanx− Pn(x)| = |Rn(x)| ≤
|x|2n+3

2n+ 3
≤ 1

103
, − 1 ≤ x ≤ 1.

Ισοδύναµα

1

2n+ 3
≤ 1

103
<

1

2(n− 1) + 3

2(n− 1) + 3 < 103 ≤ 2n+ 3

n− 1 <
103 − 3

2
≤ n

n− 1 < 498.5 ≤ n

Εποµένως n = 499.

(γʹ) (4 µον.)Να υπολογισθεί το όριο

lim
x→0

arctanx

x

Από τη σχέση (2) στο (α΄) διαιρώντας µε x 6= 0 ϐρίσκουµε∣∣∣∣arctanxx
−
(
1− x2

3
+
x4

5

)∣∣∣∣ ≤ |x|67 , −1 ≤ x ≤ 1

οπότε παίρνοντας το όριο του x→ 0 ϐρίσκουµε

lim
x→0

∣∣∣∣arctanxx
−
(
1− x2

3
+
x4

5

)∣∣∣∣ ≤ lim
x→0

|x|6

7∣∣∣∣ limx→0

arctanx

x
− 1

∣∣∣∣ ≤ 0

ισοδύναµα

lim
x→0

arctanx

x
= 1.
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Θ6. (αʹ) (5 µον.) Υπολογίστε το όριο

lim
x→∞

log x

xp
, p > 0.

(Βλέπε ∆ιάλεξη 9 σελίδα 16.) Ισχύει

lim
x→∞

log x =∞, και lim
x→∞

xp =∞ αφού p > 0,

εποµένως από τον κανόνα του L’Hospital για την περίπτωση αυτή έχουµε

lim
x→∞

log x

xp
= lim

x→∞

(log x)′

(xp)′

= lim
x→∞

1/x

pxp−1

=
1

p
lim
x→∞

1

xp

= 0.

(ϐʹ) (10 µον.) Υπολογίστε το ολοκλήρωµα∫ ∞
1

log x

xp
dx, p > 1 (καλύπτει όλες τις περιπτώσεις p = 3, 4, 5, 6).

Για L > 1 γράφουµε ∫ L

1

log x

xp
dx =

∫ L

1

1

xp−1
log x

x
dx

οπότε για

u = log x⇔ x = eu, du =
1

x
dx

έχουµε ∫ L

1

log x

xp
dx =

∫ logL

0

1

e(p−1)u
u du

=

∫ logL

0
e(1−p)uu du

=

∫ logL

0

(
e(1−p)u

1− p

)′
u du

=
e(1−p)u

1− p
u

]logL
0

−
∫ logL

0

e(1−p)u

1− p
du

=
1

1− p

[
u

(eu)p−1

]logL
0

− e(1−p)u

(1− p)2

]logL
0

=
1

1− p

[
logL

Lp−1

]
− 1

(1− p)2

(
1

Lp−1
− 1

)
Επειδή από την υπόθεση p− 1 > 0 από το (α΄) έχουµε

lim
L→∞

1

Lp−1
= 0 και lim

L→∞

logL

Lp−1

κατά συνέπεια∫ ∞
1

log x

xp
dx = lim

L→∞

∫ L

1

log x

xp
dx

= lim
L→∞

{
1

1− p

[
logL

Lp−1

]
− 1

(1− p)2

(
1

Lp−1
− 1

)}
=

1

(1− p)2

=
1

(p− 1)2
.
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