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Πανεπιστηµιο Πατρων – Πολυτεχνικη Σχολη
Τµηµα Μηχανικων Η/Υ & Πληροφορικης

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ Ι

∆ιδάσκοντες : Α. Ανδρικόπουλος, Ε. Στεφανόπουλος 29 ιανουαριου 2019

Οδηγίες/Επεξηγήσεις

Στο διαγώνισµα υπάρχουν κυρίως τριών ειδών ερωτήµατα.

• Ερωτήµατα µε την ένδειξη � είναι ερωτήµατα του τύπου ‘‘σωστό/λάθος’’ και καλείσθε να

γράψετε Σ (σωστό) ή Λ (λάθος) στο τετράγωνο αν η έκφραση που ακολουθεί είναι, αντίστοιχα,

αληθής ή ψευδής.

• Ερωτήµατα µε την ένδειξη � στα οποία πρέπει να δώσετε την απάντηση µε µια σύντοµη

εξήγηση.

• Ερωτήµατα στα οποία καλείσθε να δώσετε µια πλήρη αλλά ‘‘οικονοµική απόδειξη-λύση’’ για

το Ϲητούµενο.

Η διάρκεια της εξέτασης είναι 2 ώρες και 30 λεπτά. Η παράδοση των γραπτών αρχίζει 1 ώρα

και 15 λεπτά µετά από την έναρξη της εξέτασης.

Καλή Επιτυχία !

Στη συνέχεια παρατίθενται οι λύσεις σε µια σύνθεση από τις διαφορετικές εκδοχές του

διαγωνίσµατος. Τα προβλήµατα των διαφορετικών εκδοχών είναι παρεµφερή.

Θ1. Υποθέστε ότι η σειρά

∞∑
n=0

an συγκλίνει και ότι an ≥ 0.

�Σ (3 µον.) Η σειρά

∞∑
n=1

an
n

συγκλίνει.

0 ≤ an
n
≤ an ∀n ⇒ 0 ≤

∞∑
n=1

an
n
≤
∞∑
n=1

an < +∞

�Σ (3 µον.) Η δυναµοσειρά

∞∑
n=0

anx
n
συγκλίνει απολύτως αν x ∈ (−1, 1).

Αν x ∈ (−1, 1), τότε 0 ≤ |anxn| ≤ an ∀n ⇒ 0 ≤
∞∑
n=0

|anxn| ≤
∞∑
n=0

an < +∞

�Σ (3 µον.) lim
n→∞

√
an = 0.

Η σειρά

∞∑
n=0

an συγκλίνει, εποµένως lim
n→∞

an = 0, οπότε lim
n→∞

√
an = 0

�Σ (3 µον.) Η σειρά

∞∑
n=0

a2n συγκλίνει.

Αφού lim
n→∞

an = 0, υπάρχει N ώστε an < 1, για n ≥ N , έτσι 0 ≤ a2n ≤ an για n ≥ N ,

εποµένως 0 ≤
∞∑
n=N

a2n ≤
∞∑
n=N

an < +∞, άρα 0 ≤
∞∑
n=0

a2n < +∞
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Θ2. �Σ (3 µον.) Η εξίσωση x3 = tanx έχει άπειρες ϱίζες στους πραγµατικούς αριθµούς.

Σε κάθε διάστηµα [kπ, kπ+π/2) για k = 0, 1, 2, . . . (το ανάλογο ισχύει και για k < 0) η γραφική

παράσταση της y = x3 είναι µια ‘‘αύξουσα καµπύλη γραµµή’’ από το σηµείο (kπ, (kπ)3) στο

(kπ+π/2, (kπ+π/2)3), ενώ η η γραφική παράσταση της y = tanx είναι επίσης µια ‘‘αύξουσα

καµπύλη γραµµή’’ από το σηµείο (kπ, 0) η οποία εκτείνεται ασυµπτωτικά στο (kπ+π/2,+∞),
κατά συνέπεια για κάποιο δk ∈ (0, π/2) είναι

tan(kπ + δk) = (kπ + π/2)3 + 1.

∆ηλαδή η καµπύλη y = tanx αρχίζει κάτω από το σηµείο (kπ, (kπ)3) και περιέχει το σηµείο

(kπ + δk, (kπ + π/2)3 + 1) πάνω από το πέρας της y = x3, κατά συνέπεια οι δύο καµπύλες

τέµνονται, ισοδύναµα υπάρχει ξk ∈ (kπ, kπ+π/2) ώστε tan ξk = ξ3k για κάθε k = 0, 1, 2, 3, . . .

� (7 µον.) Για ποιά a είναι η συνάρτηση f(x) = ax+ cosx αύξουσα, ϕθίνουσα, ή τίποτα από τα

δύο ;

f ′(x) = a− sinx και −1 ≤ sinx ≤ 1, ∀x ∈ R, κατά συνέπεια

i. Αύξουσα ⇔ f ′(x) ≥ 0 ⇔ a ≥ sinx ⇔ a ≥ 1

ii. Φθίνουσα ⇔ f ′(x) ≤ 0 ⇔ a ≤ sinx ⇔ a ≤ −1

iii. Μη µονότονη ⇔ η f ′(x) αλλάζει πρόσηµο ⇔ −1 < a < 1

Θ3. (αʹ) (9 µον.) ∆είξτε ότι αν n ∈ N και n ≥ 2, τότε υπάρχει δn ∈ (0, 1) ώστε

n−1
√
e− n+1

√
e =

2eδn

n2 − 1
.

Υπόδειξη: Θεωρήστε τη συνάρτηση f(x) = ex.
ΘΜΤ: ea − eb = (a − b)eδ, όπου το δ είναι µεταξύ a και b. ΄Ετσι για a = 1/(n − 1) και

b = 1/(n+ 1) είναι b < a και

e1/(n−1) − e1/(n+1) =

(
1

n− 1
− 1

n+ 1

)
eδn ,

1

n+ 1
< δn <

1

n− 1

εποµένως

n−1
√
e− n+1

√
e =

2

(n− 1)(n+ 1)
eδn =

2eδn

n2 − 1
, 0 < δn < 1.

(ϐʹ) (9 µον.) Να ϐρεθεί το ανάπτυγµα Maclaurin της f(x) = e−x
2
, καθώς και το διάστηµα

σύγκλισης της δυναµοσειράς.

Γνωρίζουµε ότι

ex = 1 +
x

1!
+
x2

2!
+ · · ·+ xn

n!
+ · · · =

∞∑
n=0

xn

n!
,

για κάθε πραγµατικό αριθµό xxx, το διάστηµα σύγκλισης, δηλαδή, είναι το (−∞,+∞).
Επειδή για κάθε πραγµατικό αριθµό x ο −x2 περιέχεται στο διάστηµα σύγκλισης της εκθε-

τικής σειράς έπεται ότι

e−x
2

=

∞∑
n=0

(−x2)n

n!
=

∞∑
n=0

(−1)n
x2n

n!
= 1− x2

1!
+
x4

2!
− · · ·+ (−1)n

x2n

n!
+ · · · ,

για κάθε x ∈ R. Εποµένως το διάστηµα σύγκλισης είναι επίσης ολόκληρο το R.

(γʹ) (9 µον.) Προσεγγίστε την f(x) = e−x
2
µε το σχετικό πολυώνυµο Taylor 2ου ϐαθµού και

εκτιµήστε την ακρίβεια της προσέγγισης όταν −1/2 ≤ x ≤ 1/2.
Το πολυώνυµο Taylor 2ου ϐαθµού είναι από το προηγούµενο ερώτηµα P2(x) = 1− x2 και

e−x
2

= P2(x) +R2(x) = 1− x2 +
f ′′′(ξ)

3!
x3,
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µε ξ µεταξύ 0 και x. Επειδή

f ′(x) = −2xe−x
2
, f ′′(x) = (4x2 − 2)e−x

2
, f ′′′(x) = (−8x3 + 12x)e−x

2

ϐρίσκουµε

|e−x2 − P2(x)| = |R2(x)| = | − 8ξ3 + 12ξ|
eξ23!

|x3| ≤ (1/2)3

3!
max
|ξ|≤1/2

(
12ξ − 8ξ3

eξ2

)
ϐλέπε σχήµα. Εποµένως στο διάστηµα [−1/2, 1/2] είναι e−x

2 ≈ 1− x2 µε σφάλµα το πολύ

1

48

5
4
√
e

= 0.081125081569938

(
για ξ =

1

2

)
.

Σχήµα για το Θ3 (γ΄)

−2 −1 1 2

−1

1

0

f(x) = e−x
2

P2(x) = 1− x2

−2 −1 1 2

−4

−3

−2

−1

1

2

3

4

0

h(ξ) = (12ξ − 8ξ3)e−ξ
2

−1/2
1/2

Η συνάρτηση h(ξ) = (12ξ − 8ξ3)e−ξ
2
είναι περιττή και h′(ξ) = (12− 48ξ2 + 16ξ4)e−ξ

2
.

h′(ξ) = 0⇔ ξ4 − 3ξ2 +
3

4
= 0⇔ ξ = ±

√
3±
√

6

2
.
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Επειδή

√
(3−

√
6)/2 > 1/2 τα ακρότατα της h ϐρίσκονται εκτός του διαστήµατος [−1/2, 1/2],

έτσι στο διάστηµα αυτό η h είναι µονότονη. Εποµένως

max
|ξ|≤1/2

h(ξ) = h(1/2).

Παρατήρηση.

1. Μια εκτίµηση της ακρίβειας της προσέγγισης προκύπτει επίσης παρατηρώντας το πρώτο

σχήµα, συγγεκριµένα η µέγιστη απόσταση στις δύο γραφικές παραστάσεις συµβαίνει στα άκρα

του διαστήµατος, έτσι

|e−x2 − P2(x)| ≤ |f(1/2)− P2(1/2)|

=
1
4
√
e
− 1 +

1

4

=
1

e0.25
− 0.75

= 0.0288007830714049.

2. Επειδή η σειρά

e−x
2

=

∞∑
n=0

(−1)n
x2n

n!
= 1− x2

1!
+
x4

2!
− · · ·+ (−1)n

x2n

n!
+ · · · , x ∈ R

είναι εναλλασσόµενη και για −1 < x < 1 είναι

1 ≥ x2

1!
≥ x4

2!
≥ · · · ≥ x2n

n!
≥ · · · ≥ 0,

από το Θεώρηµα 6 (εκτίµηση σφάλµατος αποκοπής) των Σηµειώσεων, έπεται ότι

|e−x2 − P2(x)| ≤ x4

2
,

κατά συνέπεια στο διάστηµα [−1/2, 1/2] έχουµε

|e−x2 − P2(x)| ≤ (1/2)4

2

=
1

32
= 0.03125.

΄Εχουµε λοιπόν τρείς διαφορετικές εκτιµήσεις της ακρίβειας της προσέγγισης της f(x) = e−x
2
µε

το πολύώνυµο Taylor P2(x) = 1−x2 στο διάστηµα −1/2 ≤ x ≤ 1/2. ΄Ολες οι εκτιµήσεις είναι

σωστές και η κάθε µια σχετίζεται µε τον τρόπο αντιµετώπισης του προβλήµατος, δηλαδή

Θεώρηµα µέσης τιµής του Taylor, ή άµεση εύρεση του µεγίστου της f(x) − P2(x), ή εκτίµηση

του σφάλµατος αποκοπής σε εναλλασσόµενες σειρές.
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Θ4. (αʹ) (9 µον.) Εξετάστε για ποιά p > 0 το ολοκλήρωµα I(p) =

∫ +∞

1

log x

xp
dx συγκλίνει.

Είναι

I(p) =

∫ +∞

1

log x

xp
dx = lim

ξ→+∞

∫ ξ

1

log x

xp
dx.

i. Για p = 1 και y = log x έχουµε∫ ξ

1

log x

x
dx =

∫ log ξ

0
y dy =

y2

2

∣∣∣∣log ξ
0

=
1

2
(log ξ)2 → +∞ καθώς ξ → +∞.

ii. Για p 6= 1 ∫ ξ

1

log x

xp
dx =

∫ ξ

1

(
x1−p

1− p

)′
log x dx

=
x1−p

1− p
log x

∣∣∣∣ξ
1

−
∫ ξ

1

x1−p

1− p
1

x
dx

=
1

p− 1

(
− log ξ

ξp−1
+

∫ ξ

1

1

xp
dx

)
=

1

p− 1

[
− log ξ

ξp−1
+

1

p− 1

(
1− 1

ξp−1

)]
Αν p < 1 και τα δύο κλάσµατα που εξαρτώνται από το p αποκλίνουν στο +∞ καθώς

ξ → +∞, άρα I(p) = +∞ (γιατί ;).

Αν p > 1 γράφουµε p− 1 = q > 0 και

lim
ξ→+∞

log ξ

ξq
= lim

ξ→+∞

1/ξ

qξq−1
= lim

ξ→+∞

1

qξq
= 0 (L’Hospital)

lim
ξ→+∞

1

ξq
= 0

΄Αρα το ολοκλήρωµα συγκλίνει για p > 1 και στην περίπτωση αυτή I(p) =
1

(p− 1)2
.

(ϐʹ) (9 µον.) Υπολογίστε το όριο της σειράς

∞∑
n=1

2

(2n− 1)(2n+ 1)
.

Παρατηρούµε ότι

2

(2n− 1)(2n+ 1)
=

1

2n− 1
− 1

2n+ 1

άρα η σειρά είναι τηλεσκοπική, αφού 2n± 1 ∈ N, έτσι

∞∑
n=1

2

(2n− 1)(2n+ 1)
= lim

N→∞

N∑
n=1

2

(2n− 1)(2n+ 1)

= lim
N→∞

N∑
n=1

(
1

2n− 1
− 1

2n+ 1

)
= lim

N→∞

(
1− 1

3
+

1

3
− 1

5
+

1

5
− 1

7
+ · · ·+ 1

2N − 1
− 1

2N + 1

)
= lim

N→∞

(
1− 1

2N + 1

)
= 1.
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Θ5. (9 µον.) ∆είξτε ότι

ax ≤ a6

6
+

5

6
x6/5

για κάθε x > 0 όπου a > 0.
Ορίζοντας

f(x) =
a6

6
− ax+

5

6
x6/5

αρκεί να δείξουµε ότι f(x) ≥ 0 για κάθε x > 0. Υπολογίζουµε

f ′(x) = −a+ x1/5 ⇒ f ′(x) = 0⇔ x = a5.

Αν x < a5, τότε f ′(x) < 0, εποµένως η f είναι ϕθίνουσα στο (0, a5), ενώ αν x > a5, τότε

f ′(x) > 0, εποµένως η f είναι αύξουσα στο (a5,+∞). Κατά συνέπεια η f έχει ελάχιστο στο

x = a5, εποµένως f(x) ≥ f(a5), ισοδύναµα

a6

6
− ax+

5

6
x6/5 ≥ a6

6
− a6 +

5

6
a6 = 0,

απ΄ όπου προκύπτει το Ϲητούµενο.

Θ6. �Σ (3 µον.) lim
x→0+

x log x = 0.

lim
x→0+

x log x = lim
x→0+

log x

1/x

∞
∞= lim

x→0+

1/x

−1/x2
= lim

x→0+
(−x) = 0.

�Σ (3 µον.) lim
x→+∞

log x

x
= 0.

lim
x→+∞

log x

x

∞
∞= lim

x→+∞

1/x

1
= lim

x→+∞

1

x
= 0.

(αʹ) (9 µον.) Υπολογίστε το ολοκλήρωµα

∫ 1

0

1

x
dx = lim

ε→0+

∫ 1

ε

1

x
dx = · · ·

∫ 1

0

1

x
= lim

ε→0+

∫ 1

ε

1

x

= lim
ε→0+

log x

∣∣∣∣1
ε

= lim
ε→0+

(log 1− log ε) = − lim
ε→0+

log ε = +∞.

(ϐʹ) (9 µον.) Υπολογίστε το ολοκλήρωµα

∫ 1

0

1
5
√
x
dx = lim

ε→0+

∫ 1

ε

1
5
√
x
dx = · · ·

∫ 1

0

1
5
√
x
dx = lim

ε→0+

∫ 1

ε

1
5
√
x
dx = lim

ε→0+

∫ 1

ε
x−1/5 dx

= lim
ε→0+

5

4
x4/5

∣∣∣∣1
ε

= lim
ε→0+

5

4
(1− ε4/5) =

5

4
.


