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Πανεπιστηµιο Πατρων – Πολυτεχνικη Σχολη
Τµηµα Μηχανικων Η/Υ & Πληροφορικης

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ Ι

∆ιδάσκων: Ε. Στεφανόπουλος 31 αυγουστου 2017

Στοιχεία Εξεταζόµενου/ης

επωνυµο: ονοµα:

αρ. µητρωου: ετος/εξαµηνο: /

αιθουσα : στηλη:

Βαθµολογία

Θ1. Θ2. Θ3. Θ4. Θ5. Θ6. Θ7. Θ8. Θ9. ΄Αθροισµα Τελικός Βαθµός

Αιτιολογήστε πλήρως κάθε απάντησή σας και ϕροντίστε ώστε το γραπτό σας να είναι ευανάγνωστο.

Παραδίδετε το γραπτό µαζι µε το τυπολόγιο. Η διαρκεια της εξετασης ειναι 2 ωρες και 30 λεπτα.

ΚΑΛΗ ΕΠΙΤΥΧΙΑ

Θ1. Εάν a > 1 είναι πραγµατικός αριθµός, δείξτε ότι

(1 + x)a ≥ 1 + ax, x > −1.

Λύση

Θεωρούµε την συνάρτηση

f(x) = (1 + x)a − ax− 1, −1 < x < +∞.

Η f είναι συνεχής και παραγωγίσιµη στο (−1,+∞) και

f ′(x) = a(1 + x)a−1 − a = a[(1 + x)a−1 − 1] µε f ′(x) = 0⇔ x = 0.

Επιπλέον

−1 < x < 0⇒ 0 < 1 + x < 1⇒ f ′(x) < 0 και x > 0⇒ 1 + x > 1⇒ f ′(x) > 0,

κατά συνέπεια η f είναι ϕθίνουσα στο (−1, 0) και αύξουσα στο (0,+∞), έτσι στο κρίσιµο σηµείο

x = 0 η συνάρτηση παρουσιάζει ολικό ελάχιστο. Εποµένως

f(x) ≥ f(0)⇔ (1 + x)a − ax− 1 ≥ 0, ∀x > −1

που είναι το Ϲητούµενο.
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Θ2. ∆είξτε ότι | sin 2x− sin 2y| ≤ 2|x− y|.

Λύση

Η συνάρτηση f(x) = sin 2x είναι παραγωγίσιµη (άρα και συνεχής) στο R, έτσι από το Θεώρηµα

της µέσης τιµή έπεται ότι

f(x)− f(y) = f ′(ξ)(x− y)⇒ sin 2x− sin 2y = 2(cos ξ)(x− y)

για κάποιο ξ µεταξύ x και y. Επειδή | cos t| ≤ 1, για κάθε t ∈ R έχουµε

| sin 2x− sin 2y| = 2| cos ξ||x− y| ⇒ | sin 2x− sin 2y| ≤ 2|x− y|.

Θ3. Να υπολογισθεί το ολοκλήρωµα

∫ 1/2

−1/2

1

x2 − 1
dx.

Λύση

Επειδή

1

x2 − 1
=

1

(x− 1)(x+ 1)
=

1/2

(x− 1)
− 1/2

(x+ 1)

υπολογίζουµε ∫ 1/2

−1/2

1

x2 − 1
dx =

∫ 1/2

−1/2

1/2

(x− 1)
dx−

∫ 1/2

−1/2

1/2

(x+ 1)
dx

=

[
1

2
log |x− 1| − 1

2
log |x+ 1|

]1/2
−1/2

=
1

2

[
log

1

2
− log

3

2
− log

3

2
+ log

1

2

]
= − log 3.

Θ4. Να ϐρεθεί η τιµή του c ώστε η εφαπτόµενη ευθεία στην γραφική παράσταση της y = ex στο

σηµείο (c, ec) να είναι η y = ex.

Λύση

Από την εξίσωση της εφαπτοµένης της y = f(x) στο x = a

y − f(a) = f ′(a)(x− a)

για f(x) = ex και x = c παίρνουµε

y − ec = ec(x− c)⇒ y = ecx+ ec(1− c).

΄Ετσι αν η εφαπτοµένη στο σηµείο (c, ec) είναι η y = ex ϑα έχουµε

ecx+ ec(1− c) = ex⇒

{
ec = e

ec(1− c) = 0

}
⇒ c = 1.
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Θ5. Εάν a > 0, να ϐρεθεί το όριο της σειράς

∞∑
n=0

1

(n+ a)(n+ 1 + a)
.

Λύση

Επειδή

1

(n+ a)(n+ 1 + a)
=

1

n+ a
− 1

n+ 1 + a
= bn − bn+1

η σειρά είναι τηλεσκοπική, έτσι

N∑
n=0

1

(n+ a)(n+ 1 + a)
=

N∑
n=0

(bn − bn+1)

= (b0 − b1) + (b1 − b2) + · · ·+ (bN − bN+1) = b0 − bN+1

κατά συνέπεια

∞∑
n=0

1

(n+ a)(n+ 1 + a)
= lim

N→∞

N∑
n=0

1

(n+ a)(n+ 1 + a)
= lim

N→∞
(b0 − bN+1)

=
1

a
− lim
N→∞

1

N + 1 + a
=

1

a
.

Θ6. Να ϐρεθεί το ανάπτυγµα Maclaurin, της f(x) = log(1 − x), δηλαδή η δυναµοσειρά γύρω από

το x = 0, καθώς και το διάστηµα σύγκλισης της σειράς. υποδειξη: Ποιά είναι η παράγωγος της

y = log(1− x);

Λύση

Επειδή

f ′(x) =
−1

1− x
= −(1 + x+ x2 + x3 + · · ·+ xn + · · · ), −1 < x < 1,

(γεωµετρική σειρά) από το Θεώρηµα για την παράγωγο και την παράγουσα σειράς (ϐλέπε και

τυπολόγιο) έχουµε ολοκληρώνοντας το παραπάνω ανάπτυγµα

log(1− x) =
∫ x

0

−1
1− t

dt = −
∫ x

0
1 dt−

∫ x

0
t dt−

∫ x

0
t2 dt−

∫ x

0
t3 dt− · · · −

∫ x

0
tn dt− · · ·

= −x− x2

2
− x3

3
− · · · − xn

n
− · · · , −1 < x < 1,

όπου το διάστηµα (−1, 1) είναι το διάστηµα απόλυτης σύγκλισης. Για το διάστηµα σύγκλισης

εξετάζουµε τα άκρα. Για x = 1 η σειρά που προκύπτει είναι η αρµονική επί −1 η οποία

αποκλίνει. Για x = −1 η σειρά που προκύπτει είναι η

1− 1

2
+

1

3
− · · ·+ (−1)n+1 1

n
+ · · ·

η οποία είναι εναλλασσόµενη µε an = (−1)n+1/n και η οποία από το κριτήριο του Leibnitz

συγκλίνει. ΄Ετσι έχουµε

log(1− x) = −x− x2

2
− x3

3
− · · · − xn

n
− · · · , −1 ≤ x < 1.
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Θ7. (αʹ) Να υπολογισθεί το όριο lim
x→0

log(1 + x)

x
.

Λύση

Επειδή log 1 = 0, το Ϲητούµενο όριο είναι της µορφής
0
0 . Ο αριθµητής και ο παρονοµαστής

είναι παραγωγίσιµες συναρτήσεις οπότε από τον κανόνα του L’Hospital έχουµε

lim
x→0

log(1 + x)

x
= lim

x→0

1/(1 + x)

1
= lim

x→0

1

1 + x
= 1.

(ϐʹ) Χρησιµοποιήστε λογάριθµο και το αποτέλεσµα στο (α΄) για να δείξετε ότι για κάθε a ∈ R

lim
n→∞

(
1 +

a

n

)n
= ea.

Λύση

Η συνάρτηση log είναι η αντίστροφη της εκθετικής και είναι συνεχής, οπότε αρκεί να δεί-

ξουµε ότι

lim
n→∞

log

(
1 +

a

n

)n
= log ea = a log e = a.

΄Εχουµε

log

(
1 +

a

n

)n
= n log

(
1 +

a

n

)
= a

log

(
1 +

a

n

)
a

n

= a
log(1 + xn)

xn

όπου

xn =
a

n
→ 0 καθώς n→∞.

΄Ετσι έχουµε

lim
n→∞

log

(
1 +

a

n

)n
= lim

xn→0
a
log(1 + xn)

xn
= a

από το (α΄) που είναι ό,τι ϑέλουµε να δείξουµε.
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Θ8. ΄Εστω a > 0.

(αʹ) Εξετάστε για ποιές τιµές της παραµέτρου p το γενικευµένο ολοκλήρωµα

I(p) =

∫ +∞

0

1

(x+ a)p
dx

συγκλίνει, και για αυτές τις τιµές να ϐρεθεί η τιµή του.

Λύση

Για s > 0 έχουµε

∫ s

0

1

(x+ a)p
dx =


log(s+ a)− log a, p = 1

(s+ a)1−p

1− p
− a1−p

1− p
, p 6= 1

΄Ετσι έχουµε

i. p = 1

I(1) = lim
s→∞

∫ s

0

1

x+ a
dx = lim

s→∞

(
log(s+ a)− log a

)
= +∞.

ii. p < 1

I(p) = lim
s→∞

∫ s

0

1

(x+ a)p
dx =

1

1− p
lim
s→∞

(
(s+ a)1−p − a1−p

)
= +∞.

iii. p > 1

I(p) = lim
s→∞

∫ s

0

1

(x+ a)p
dx =

1

p− 1
lim
s→∞

(
1

ap−1
− 1

(s+ a)p−1

)
=

1

(p− 1)ap−1
.

(ϐʹ) Για ποιές τιµές της παραµέτρου p η σειρά

∞∑
n=1

1

(n+ a)p

συγκλίνει ; ∆ικαιολογήστε πλήρως την απάντησή σας.

Λύση

Αν p ≤ 0, τότε η σειρά αποκλίνει αφού 1/(n+ a)p 9 0. ΄Εστω λοιπόν p > 0. Η συνάρτηση

f(x) =
1

(x+ a)p
, x > 0

είναι ϑετική και ϕθίνουσα, κατά συνέπεια από το κριτήριο του ολοκληρώµατος η σειρά

∞∑
n=1

f(n)

συγλίνει αν ακι µόνο αν το ολοκλήρωµα∫ +∞

1

1

(x+ a)p
dx

συγκλίνει. ΄Ετσι από το (α΄) η δοσµένη σειρά συγκλίνει για p > 1 και αποκλίνει αν p ≤ 1.
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Θ9. (αʹ) Αποδείξτε ότι για κάθε x ∈ R ισχύει

ex =

n∑
k=0

xk

k!
+

eξxn+1

(n+ 1)!
, όπου το ξ είναι µεταξύ 0 και x.

Λύση

Η συνάρτηση f(x) = ex είναι άπειρες ϕορές παραγωγίσιµη και µάλιστα f (n)(x) = ex, για

κάθε n ∈ N, κατά συνέπεια από το Θεώρηµα του Taylor (ϐλέπε και τυπολόγιο) παίρνουµε

f(x) = f(0) +
f ′(0)

1!
x+

f ′′(0)

2!
x2 + · · · f

n(0)

n!
xn +

fn+1(ξ)

(n+ 1)!
xn+1

για κάποιο ξ µεταξύ 0 και x, και επειδή f (k)(0) = e0 = 1, για κάθε ϕυσικό αριθµό k,
παίρνουµε

ex = 1 +
x

1!
+
x2

2!
+ · · · x

n

n!
+

eξxn+1

(n+ 1)!
όπου το ξ είναι µεταξύ 0 και x

(ϐʹ) Χρησιµοποιήστε το (α΄) για να προσεγγίσετε την f(x) = e−x
2

µε το σχετικό πολυώνυµο

Taylor 8ου ϐαθµού, στο x = 0, και εκτιµήστε την ακρίβεια της προσέγγισης στο διάστηµα

[−1/2, 1/2].

Λύση

Το παραπάνω ανάπτυγµα έχει έννοια για κάθε x ∈ R, έτσι έχουµε

e−x
2
= 1 +

(−x2)
1!

+
(−x2)2

2!
+

(−x2)3

3!
+ · · ·+ (−x2)n

n!
+
eξ(−x2)n+1

(n+ 1)!
, −x2 < ξ < 0

= 1− x2 + x4

2!
− x6

3!
+ · · ·+ (−1)nx

2n

n!
+ (−1)n+1 e

ξx2(n+1)

(n+ 1)!
, −x2 < ξ < 0

έτσι για n = 4 παίρνουµε

e−x
2
= 1− x2 + x4

2!
− x6

3!
+
x8

4!
− eξx10

5!
, −x2 < ξ < 0

= P8(x) +R8(x).

Αν x ∈ [−1/2, 1/2], τότε −1/4 < ξ < 0, οπότε

|e−x2 − P8(x)| = |R8(x)| =
eξx10

5!

<
e0(1/2)10

5!

(
αφού − x2 < ξ < 0

)
=

1

5!210
=

1

122880
= 0.0000081380208333.


