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Μιγαδικοί αριθµοί

Αν z = x + iy , τότε

Το πραγµατικό µέρος του z είναι ο Rez = x .

Το φανταστικό µέρος του z είναι ο Imz = y .

Το µέτρο του z είναι ο |z| =
√

x2 +y2 (= η απόσταση του z από το 0).

Ο συζυγής του z είναι ο z = x − iy .

Συνέπειες

zz = (x + iy)(x − iy)= x
2 − (iy)2 = x

2 +y
2 = |z|2

z
−1 = 1

z
= z

zz
= z

|z|2 = x

x2 +y2
− i

y

x2 +y2
.

(Ε1.) Re(iz)=− Imz, Im(iz)=Rez. Σωστό/Λάθος

(Ε2.) Να ϐρεθούν όλοι οι µιγαδικοί αριθµοί z τέτοιοι ώστε:

1 |z − i| = 1

2 |z −2| = |z|
3 Re[(1− i)z]= 0

4 1<Rez < 2,

5 1< |z| < 2,

6 | Imz| ≥ 1,

7 |z| = Imz +1,

8 π
6
<Arg z < π

3
,

9 |Rez|+ | Imz| ≤ 1.
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Μιγαδικοί αριθµοί

Τριγωνοµετρική µορφή µιγαδικού αριθµού

Εάν z = x + iy ̸= 0 τότε

z = x + iy =
√

x2 +y2

(
x√

x2 +y2
+ i

y√
x2 +y2

)
= r(cosθ+ i sinθ)

Η τριγωνοµετρική µορφή του z είναι η έκφραση z = r(cosθ+ i sinθ)

x

iy

0

θ =Arg z

z = r(cosθ+ i sinθ)

r = |z|

x

y

x = r cosθ

y = r sinθ

Σχήµα: Τριγωνοµετρική µορφή µιγαδικού αριθµού.
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Μιγαδικοί αριθµοί

Ο τύπος το de Moivre

(cosθ+ i sinθ)n = cos(nθ)+ i sin(nθ), n ∈N.

΄Εστω z = r(cosθ+ i sinθ), τότε

z
n = r

n(cos(nθ)+ i sin(nθ)), n ∈N
και αν z ̸= 0

z
−n = (z−1)n =

(
1

z

)n

= 1

rn
[cos(−nθ)+ i sin(−nθ)], n ∈N

Αν w = ρ(cosφ+ i sinφ), η εξίσωση zn =w , µε n ∈N έχει n το πλήθος ϱίζες τις

zk = n
p
ρ
(
cos

φ+2kπ

n
+ i sin

φ+2kπ

n

)
, k = 0,1, . . . ,n−1.

(Ε3.) Να ϐρεθούν

1 Οι τρίτες ϱίζες του z = 1.

2 Οι τέταρτες ϱίζες του z = 1+ i.
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Μιγαδικές συναρτήσεις

Η εκθετική συνάρτηση, τριγωνοµετρικές συναρτήσεις

Ορισµός: Αν z = x + iy ∈C ορίζουµε

e
z = e

x+iy = e
x(cosy + i siny)

cosz = 1

2
(eiz +e

−iz)

sinz = 1

2i
(eiz −e

−iz)

Ιδιότητες: Αν z και w είναι µιγαδικοί αριθµοί, τότε

1 ez+w = ezew

2 |ez | = eRez

3 eiy = cosy + i siny ⇒|eiy | = 1 για κάθε y ∈R.

Καρτεσιανή, τριγωνοµετρική και εκθετική µορφή µιγαδικού αριθµού

z = x + iy = r(cosθ+ i sinθ)= re
iθ
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Μιγαδικές συναρτήσεις

Παρατήρηση

1 Αν z = r(cosθ+ i sinθ)= reiθ και w = ρ(cosφ+ i sinφ)= ρeiφ, τότε

zw = rρ(cos(θ+φ)+ i sin(θ+φ))= rρe
i(θ+φ)

z

w
= r

ρ
(cos(θ−φ)+ i sin(θ−φ))= r

ρ
e

i(θ−φ)

2 ez ̸= 0, αφού |ez | = eRez > 0.

3 Η f(t)= eit απεικονίζει την πραγµατική ευθεία στον µοναδιαίο κύκλο.

Ορισµός

Για z ∈C ορίζουµε

tanz = sinz

cosz
, cotz = cosz

sinz
, secz = 1

cosz
, cscz = 1

sinz

µε κατάλληλο πεδίο ορισµού για κάθε µία από αυτές.
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Μιγαδικές συναρτήσεις

(Ε4.) Αποδείξτε ότι

1 cos2 z + sin2
z = 1, για κάθε z ∈C

2 cos(z +w)= cosz cosw − sinz sinw , για κάθε Ϲευγάρι z,w ∈C
3 sin(z +w)= sinz cosw +cosz sinw , για κάθε Ϲευγάρι z,w ∈C

(Ε5.) ∆είξτε ότι

1 cosz = 0⇔ z =mπ+π/2, όπου m ∈Z.

2 sinz = 0⇔ z =mπ, όπου m ∈Z.

(Ε6.) Αποδείξτε κάθε µια από τις σχέσεις

1 ez = ez

2 cosz = cosz

3 sinz = sinz
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Μιγαδικές συναρτήσεις

(Ε7.) Να ϐρεθεί η εικόνα της ευθείας z = 2+ iy , −∞ < y < +∞ µέσω της

απεικόνισης f(z)= ez .

(Ε8.) Να ϐρεθεί η εικόνα του πρώτου τεταρτηµορίου µέσω της απεικόνισης

f(z)= az, όπου a = cos(π/3)+ i sin(π/3).

(Ε9.) Αν z = 2+2i, τότε

1 Re(z21)= 2 Im(z21)= 3 Arg(z21)=

(Ε10.) Αν z ̸= 0 να ϐρεθούν οι Re(1/z), Im(1/z).

(Ε11.) Αποδείξτε ότι |z| = 1 αν και µόνο αν 1/z = z.

(Ε12.) Να ϐρεθεί ο γεωµετικός τόπος των σηµείων z που ικανοποιούν τη σχέση

Im
[

z − z0

z1

]
= 0.

(Ε13.) Εάν |a| = 1, ή |b| = 1, δείξτε ότι∣∣∣∣ a−b

1−ab

∣∣∣∣= 1.
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ

Υπερβολικές συναρτήσεις

Αυτές είναι το υπερβολικό ηµίτονο, το υπερβολικό συνηµίτονο, η υπερβολική

εφαπτοµένη, η υπερβολική συνεφαπτοµένη, η υπερβολική συντέµνουσα η υ-

περβολική τέµνουσα και ορίζονται ως

1 sinhx = ex −e−x

2

2 coshx = ex +e−x

2

3 tanhx = sinhx

coshx
= ex −e−x

ex +e−x

4 cothx = coshx

sinhx
= ex +e−x

ex −e−x

5 cschx = 1

sinhx
= 2

ex −e−x

6 sechx = 1

coshx
= 2

ex +e−x

(Π1.) Αποδείξτε τις ταυτότητες

1 sinh(−x)=−sinhx

2 cosh(−x)= coshx

3 tanh(−x)=−tanhx

4 cosh2
x − sinh2

x = 1

5 1− tanh2
x = sech2

x

6 coth2
x −1= csch2

x
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ

Παρατήρηση

Η σχέση cosh2
x−sinh2

x = 1 είναι η αντίστοιχη της cos2 x+sin2
x = 1. Η δεύτερη

εκφράζει το γεγονός ότι για κάθε x ∈R το σηµείο (cosx,sinx) ϐρίσκεται επί της

µοναδιαίας περιφέρειας x2 +y2 = 1, ενώ η πρώτη εκφράζει το γεγονός ότι για

κάθε x ∈R το σηµείο (coshx,sinhx) ϐρίσκεται επί της µοναδιαίας υπερβολής

x2 −y2 = 1.

(Π2.) Αποδείξτε τις ταυτότητες

1 sinh(x ±y)= sinhx coshy ±coshx sinhy

2 cosh(x ±y)= coshx coshy ± sinhx sinhy

3 tanh(x ±y)= tanhx ± tanhy

1± tanhx tanhy

4 sinhx − sinhy = 2cosh
x +y

2
sinh

x −y

2

5 coshx −coshy = 2sinh
x +y

2
sinh

x −y

2
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ

1

0

y = sinhx

y =− 1
2

e−x

y = 1
2

ex

Σχήµα: Το υπερβολικό ηµίτονο sinhx = ex −e−x

2
.
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ

1

0

y = coshx

y = 1
2

e−xy = 1
2

ex

Σχήµα: Το υπερβολικό συνηµίτονο sinhx = ex +e−x

2
.
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ

−1

1

0

y = tanhx

1

0

y = sechx

Σχήµα: Οι υπερβολικές συναρτήσεις tanhx = ex −e−x

ex +e−x
, και sechx = 2

ex +e−x
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ

−1

1

0

y = cothx

Σχήµα: Η υπερβολική συνεφαπτοµένη cothx = ex +e−x

ex −e−x
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ

1

0

y = cschx

Σχήµα: Η υπερβολική συντέµνουσα cschx = 2

ex −e−x
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ

1

1

0

y = sinhx

y = sinh−1
x
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ

1

1

0

y = coshx

y = cosh−1
x
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ

−1

1

0

y = tanhx

y = tanh−1
x
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ

−1

1

0

y = coth−1
x
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ

1

0

y = csch−1
x
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ

1

1

0

y = sechx

y = sech−1
x
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