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ΑΣΚΗΣΕΙΣ : Παράγωγοι συναρτήσεων ΙΙ

1. Μια χρήσιµη ανισότητα. Εάν a, b είναι ϑετικοί αριθµοί, δείξτε ότι για κάθε x > 0 ισχύει

ax+
b

x
≥ 2

√
ab,

ειδικά για a = b = 1

x+
1

x
≥ 2, για κάθε x > 0.

Λύση
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Σχήµα 1: ΄Ασκηση 1

ΣΗΜΕΙΩΣΗ: Η προς απόδειξη ανισότητα είναι ειδική περίπτωση της σχέσης µεταξύ αριθµητικού και
γεωµετρικού µέσου δύο αριθµών, δηλαδή αν x, y είναι µη αρνητικοί αριθµοί τότε

√
xy ≤ x+ y

2
. (1)

Αν x = y = 0 η (1) ισχύει ως ισότητα. Για την απόδειξη της (1) αν y > 0 σταθερό ϑεωρήστε την
συνάρτηση

f(x) = x+ y − 2
√
xy, x > 0.
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2. Να ϐρεθεί η µέγιστη τιµή του a ώστε για κάθε x > 0 να ισχύει
√
x ≥ log x+ a.

3. Ανισότητα του Young. Εάν a και b είναι µη αρνητικοί αριθµοί και p, q > 1 µε 1/p+ 1/q = 1 δείξτε
ότι

ab ≤ ap

p
+

bq

q
.

Υπόδειξη: Εάν ab = 0 η ανισότητα ισχύει. Για a > 0, b > 0 ϑεωρήστε τη

f(x) =
xp

p
+

bq

q
− bx, x > 0.

4. Αν a είναι µια πραγµατική παράµετρος, εξετάστε κατά πόσον η συνάρτηση fa(x) = x − a sinx είναι
αύξουσα, ϕθίνουσα, ή τίποτα από τα δύο ;

5. Να εξετασθούν ως προς τη σύγκλιση οι ακολουθίες και αν συγκλίνουν να ϐρεθούν τα όριά τους.

(αʹ) x0 = 1, xn+1 = xn − x2n − 2

2xn
, n = 1, 2, 3, . . . .

(ϐʹ) x0 = 1, xn+1 = xn − 1, n = 1, 2, 3, . . . .

Λύση

(αʹ) Η δοσµένη ακολουθία είναι της µορφής

x0 = 1, xn+1 = xn − f(xn)

f ′(xn)
, n = 1, 2, 3, . . .

µε f(x) = x2 − 2, κατά συνέπεια αν συγκλίνει ϑα πρέπει να συγκλίνει σε µια ϱίζα της εξίσωσης
f(x) = 0, ισοδύναµα x = ±

√
2. Επειδή η αρχική συνθήκη x1 = 1 είναι περισσότερο ‘‘κοντά’’ στο√

2 περιµένουµε να συγκλίνει στο
√
2.
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Σχήµα 2: ΄Ασκηση 5
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Η ακολουθία µπορεί να γραφεί ως

xn+1 =
2x2n − x2n + 2

2xn
=

x2n + 2

2xn
=

xn
2

+
1

xn
(2)

απ΄ όπου επειδή x1 = 1 συµπεραίνουµε:

(i) Οι όροι της ακολουθίας είναι ϑετικοί αριθµοί (δεν υπάρχει αφαίρεση στην (2))

(ii) Οι όροι της ακολουθίας είναι ϱητοί αριθµοί

(iii) ότι xn ≥
√
2 για n ≥ 2 µέσω της ΄Ασκησης 1, και τελικά µέσω του (ii) ότι xn >

√
2 για n ≥ 2.

Τότε από την έκφραση

xn+1 = xn − x2n − 2

2xn

έπεται ότι η ακολουθία είναι γνησίως ϕθίνουσα για n ≥ 2, οπότε λόγω της (iii) συγκλίνει. Αν x∗ είναι
το όριό της, παίρνοντας το όριο στα δύο µέλλη της (2) ϐρίσκουµε

x∗ =
x∗

2
+

1

x∗
⇒ x∗

2
=

1

x∗
⇒ x∗ =

√
2

όπως περιµέναµε.

Σηµείωση: ∆ίχως χρήση της ΄Ασκησης 1, ϐλέπουµε ότι

xn+1 −
√
2 = xn −

√
2− x2n − 2

2xn

= xn −
√
2− (xn −

√
2)(xn +

√
2)

2xn

= (xn −
√
2)

(
1− xn +

√
2

2xn

)
=

(xn −
√
2)2

2xn
≥ 0

απ΄ όπου έπεται η µονοτονία της ακολουθίας αλλά την ίδια στιγµή και το κάτω ϕράγµα για n ≥ 2,
συνεπώς και η σύγκλιση.

6. Τι ϑα συµβεί αν χρησιµοποιήσετε τον Κανόνα του l’Hospital για να υπολογίσετε το όριο

lim
x→∞

x√
x2 + 1

;

Υπολογίστε το όριο µε διαφορετικό τρόπο.

7. Να ϐρεθούν σταθερές a και b, αν υπάρχουν τέτοιες, ώστε

lim
x→0

(
sin 3x

x3
+

a

x2
+ b

)
= 0.

Υπόδειξη

Επειδή

sinx = x− x3

3!
+

(sin ξ)x4

4!
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για κάποιο ξ µεταξύ 0 και x, υπολογίζουµε (για κάποιο ξ µεταξύ 0 και 3x)

sin 3x

x3
+

a

x2
+ b =

3x

x3
− (3x)3

3!x3
+

sin ξ(3x)4

4!x3
+

a

x2
+ b

=

(
3

x2
+

a

x2

)
+

(
33

3!
+ b

)
+

34 sin ξ

4!
x.

8. Εάν ένα αρχικό κεφάλαιο A0 κατατεθεί µε επιτόκιο r και ανατοκίζεται n ϕορές το χρόνο, το ποσό µετά
από t χρόνια ϑα έχει ανέλθει σε

A = A0

(
1 +

r

n

)nt

.

Στη περίπτωση συνεχούς ανατοκισµού, δηλαδή n → ∞, δείξτε ότι το τελικό ποσό µετά από t χρόνια
ϑα είναι

A = A0e
rt.

9. ΄Ενα ιστορικό παράδειγµα. Η πρώτη εµφάνιση του Κανόνα του l’Hospital σε έντυπη µορφή ήταν
στο ϐιβλίο Analyse des Infiniment Petits που εκδόθηκε από τον Μαρκήσιο de l’Hospital το 1696.
Αυτό ήταν και το πρώτο ϐιβλίο Απειροστικού Λογισµού που εκδόθηκε ποτέ. Το παράδειγµα που
χρησιµοποίησε ο συγγραφέας για να περιγράψει τη µέθοδο ήταν ο υπολογισµός του ορίου

lim
x→a

√
2a3x− x4 − a

3
√
a2x

a− 4
√
ax3

,

όπου a > 0. Υπολογίστε αυτό το όριο.

10. Περιφέρεια ακτίνας r = 1 ισορροπεί στο εσωτερικό της παραβολής y = x2, όπως δείχνει το Σχήµα
3. Να ϐρεθούν οι συντεταγµένες του κέντρου της περιφέρειας, από συµµετρία (0, ξ), καθώς και τα
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f(x) = x2

Σχήµα 3: ΄Ασκηση 10

σηµεία τοµής της περιφέρειας µε την παραβολή.

11. Να υπολογιστούν τα όρια

(αʹ) lim
x→0

(e3x − 5x)1/x.

(ϐʹ) lim
x→∞

(e3x − 5x)1/x.

(γʹ) lim
x→0

sin ax

sin bx
a > 0, b > 0.

(δʹ) lim
x→0

log(cos ax)

log(cos bx)
. a > 0, b > 0.
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(εʹ) lim
x→0+

1√
x

(
1

sinx
− 1

x

)
.

(ϛʹ) lim
x→+∞

4
√
x sin

1√
x

.

(Ϲʹ) lim
x→0+

(
log

1

x

)x

.

(ηʹ) lim
x→1

x1/(1−x).

(ϑʹ) lim
x→1−

(log x) log(1− x).

(ιʹ) lim
x→0+

x1/ log x.

12. Να υπολογιστεί το όριο

lim
x→0

(
1

sin2 x
− 1

x2

)
.

Λύση

1ος τρόπος: l’Hospital

lim
x→0

(
1

sin2 x
− 1

x2

)
(∞−∞)

lim
x→0

(
1

sin2 x
− 1

x2

)
= lim

x→0

x2 − sin2 x

x2 sin2 x

0

0

= lim
x→0

2x− 2 sinx cosx

2x sin2 x+ x22 sinx cosx

= lim
x→0

2x− sin 2x

x(1− cos 2x) + x2 sin 2x

= lim
t→0

t− sin t

(t/2)(1− cos t) + (t/2)2 sin t
t = 2x

= lim
t→0

4(t− sin t)

2t− 2t cos t+ t2 sin t

0

0

= lim
t→0

4(1− cos t)

2− 2 cos t+ 4t sin t+ t2 cos t

0

0

= lim
t→0

4 sin t

6 sin t+ 6t cos t− t2 sin t

0

0

= lim
t→0

4 cos t

12 cos t− 6t sin t− 2t sin t− t2 cos t

=
4

12
=

1

3
.

2ος τρόπος: Προσεγγίσεις Taylor. Γνωρίζουµε ότι

sinx = x− x3

3!
+

x5

5!
− · · · για κάθε x ∈ R,

έτσι

1

sinx
=

1

x− x3

3! +
x5

5! − · · ·

=
1

x

(
1− x2

3! +
x4

5! − · · ·
)

=
1

x
g(x)
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όπου

g(x) =
1

1− x2

3! +
x4

5! − · · ·
=

(
1− x2

3!
+

x4

5!
− · · ·

)−1

.

Η συνάρτηση g είναι άρτια, έχει παραγώγους όλων των τάξεων και τέτοια ώστε g(0) = 1. Επιπλέον
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g(x) =

{ x

sinx
, x ̸= 0

1, x = 0

Σχήµα 4: ΄Ασκηση 12. Η συνάρτηση g στο (−π, π)

g′(x) = −1

(
1− x2

3!
+

x4

5!
− · · ·

)−2(
−2x

3!
+

4x3

5!
− · · ·

)
g′′(x) = 2

(
1− x2

3!
+

x4

5!
− · · ·

)−3(
−2x

3!
+

4x3

5!
− · · ·

)2

− 1

(
1− x2

3!
+

x4

5!
− · · ·

)−2(
− 2

3!
+

12x2

5!
− · · ·

)

εποµένως g′(0) = 0 (όπως περιµέναµε) και g′′(0) = 1/3, συνεπώς

g(x) = g(0) + g′(0)x+
g′′(0)

2!
x2 +

g′′′(ξ)

3!
x3

= 1 +
1

6
x2 +

g′′′(ξ)

6
x3.

΄Ετσι υπολογίζουµε

1

sinx
=

1

x

(
1 +

1

6
x2 +

g′′′(ξ)

6
x3

)
=

1

x
+

1

6
x+

g′′′(ξ)

6
x2
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οπότε

1

sin2 x
− 1

x2
=

(
1

x
+

1

6
x+

g′′′(ξ)

6
x2

)2

− 1

x2

=
1

x2
+

1

36
x2 +

(g′′′(ξ))2

36
x4 +

1

3
+

g′′′(ξ)

3
x+

g′′′(ξ)

18
x3 − 1

x2

=
1

3
+ x

(
g′′′(ξ)

3
+

1

36
x+

g′′′(ξ)

18
x2 +

(g′′′(ξ))2

36
x3

)
=

1

3
+O(x),

όπου O(x) → 0 καθώς x → 0. ΄Ετσι ϐρίσκουµε

lim
x→0

(
1

sin2 x
− 1

x2

)
=

1

3

όπως ϐρήκαµε και πριν.

13. Να ϐρεθεί το µέγιστο µήκος σκάλας η οποία µπορεί να περάσει από τη γωνία του διαδρόµου µε
διαστάσεις a και b του Σχήµατος 5.

Υπόδειξη: Εκφράστε το µήκος L της σκάλας AB ως συνάρτηση της γωνίας θ που σχηµατίζει το τµήµα
AB µε την κατακόρυφη πλευρά του διαδρόµου.

A Cx

B

D

y

a

b

θ

θ

ℓ1

ℓ2

Σχήµα 5: ΄Ασκηση 13

Λύση

1ος τρόπος: Με την υπόδειξη. Από τα ορθογώνια τρίγωνα ϐρίσκουµε

cos θ =
a

ℓ1
, sin θ =

b

ℓ2

έτσι αν L είναι το µήκος της σκάλας, τότε

L = ℓ1 + ℓ2 =
a

cos θ
+

b

sin θ
= a sec θ + b csc θ.

Το Ϲητούµενο L είναι το ελάχιστο ευθύγραµµο τµήµα που αγγίζει τους εξωτερικούς τοίχους και την
εσωτερική γωνία. Εποµένως

L′(θ) = a sec θ tan θ − b csc θ cot θ = 0 ⇔ a sin3 θ = b cos3 ⇔ tan θ =
3

√
b

a
.
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Για θ = tan−1 3
√
b/a αποδεικνύεται ότι L′′(θ) > 0 κατά συνέπεια έχουµε ελάχιστο. Υπολογίζοντας

sec θ =

√
a2/3 + b2/3

a1/3
, csc θ =

√
a2/3 + b2/3

b1/3

τελικά ϐρίσκουµε

L = a sec θ + b csc θ = (a2/3 + b2/3)3/2.

2ος τρόπος: Από τα όµοια τρίγωνα ϐρίσκουµε

tan θ =
AC

a
=

b

BD

οπότε ϑέτοντας AC = x και BD = y από την προηγούµενη σχέση ϐρίσκουµε y = ab/x. Το Ϲητούµενο
µήκος είναι

L =
√
x2 + a2 +

√
y2 + b2

=
√
x2 + a2 +

√
a2b2

x2
+ b2

=
√
x2 + a2 +

b

x

√
x2 + a2

=

(
1 +

b

x

)√
x2 + a2.

Και πάλι ϑέλουµε να υπολογίσουµε την ελάχιστη τιµή της L(x). ∆είξτε ότι L′(x) = 0 αν και µόνο αν
x =

3
√
ab2, και ότι L( 3

√
ab2) είναι η ελάχιστη τιµή της L.


