YHPIAKH EIIEZEEPTAYXIA YXHMATQN
YratioTik Eneepyoaocio Xnuatov

Eppavouni Z. Yapaxng
IHolvteyvikn Xyoin
Tuqpo Mnyovikov H'Y & ITAnpo@opikng



Ynowaxn EneCepyoacio Znuatov

Baowkd Movtéro
“LNpa [TAnpoeopioc” “ITapatnpovpevo Xnuo”

u[n] —| x[n]=u[n]+w[n]

“@opvPoc”

>xomo¢ ™G EneCepyaciac: H AIIOMAKPYNXZH TOY “OOPYBOY™



Ynowaxn EneCepyoacio Znuatov

KAacowkn EneCepyacio Xnudtmv:

X(Q)

-0> -Qi Qi Q. Q

Baowr Yrnobeon: To Zqua [ 1inpopopioc ko 0 @opvfoc dev TeEPIEXOLV
KOIVES GLYVOTNTEC.

Me dAla Loyia TAnpogopia ko B0pvog eivar diaywpioia 6to Tedio
NG GLYVOTNTOC



Ynowaxn EneCepyoacio Znuatov

KAaowm EneCepyacio Znuatwv:
[Ieprypapn) oo Iledio tng ZvyvotnTtog

* Avéivon AraBéoiuov Xnuatog o Mn Emwcolvntopeveg Zuyvotikés Zoveg

X(Q)




Ynowaxn EneCepyoacio Znuatov
KAaowm EneCepyacio Znuatwv:

*H Baowkn Yrno0eon emitpénel tnv Amoudkpouven tov «Gopvfovy ue
YPNON KOTADV» GUGTNUATOV.

X(Q)

vV N

- -




Ynowaxn EneCepyoacio Znuatov

KAaocwm EneCepyacio Znuatwv: Dittpo
H(GQ) 4

»

>
-£2; -0 - 0 (0 Qi > Q

['poppikd Oidtpa: Epotuata mov Qo tpémel va £xovv amovinbet:
*T1 iAtpo Oa mpemer va ypnoponomcoovue IR 1 FIR;

*Mmopovue va Bpodue Eva YPOUUIKO GUGTNUO DAOTOIGIUO TOL OTTOLOV 1
amoOKplon ocvyvoTnNToS Bar £xEL TNV EMBLUNTY WOAVIKT) LOPOT);

e Av Oy1, Tl UTTOPOVE VO, KAVOVLLE;



Ynowokn EneCepyocio Xn uocm)v

Ti ovuPaiver av n Baowkn Yrnobeon e Khaocikng Enelepyaciog Znuatwv ocv 1oy veL;

X(Q)

_Q; Q0 0 Q Q;

Av onAaon, to XNua //Anpopopioc kow 0 Oopvpog TEPLEYOVV KOIVES GLYVOTNTES KOl
EMOUEVMC OEV EIVOL O10)YmpPIoTiio GTO TEOLO TNC CLYVOTNTOG, Tl LTOPOVUE VO, KAVOULLLE;

2 0T TNV TEPITTOGT 1 TEPLYPAPT] TOL OAOEGILOV oTjUaTOG Le TNV Pondeta Twv
GUYVOTIKOV (OVOV €lval oVETOUPKNC.

XPpelolOUAGTE L0 OLOPOPETIKT) TEPLYPOPT] TOV CGTUATOV KOL UL OLOUPOPETIKOV E100VC

eneCepyoaoia.. ... 7



YroatioTikKn EneCepyooio Xnuatov

Thomas Bayes Carl Friedrich Gauss Robert Wiener Rudolf E. Kalman
1701-1761 1777 -1855 1894-1964 1930-2016




Ynowokn EneCepyacio Znuatov
2tatioTikn EmeCepyacio XToyaotikv XnUdTtmy:

«Xwpog¢ ITBavotNTOC

*Tuyaiec MetafAnTéc

[Ieipaua

> tatiotikéc Ipaotnc kot Agvtepnc Tacnc

> 10y00TiKA ] Tvyoic Xnuata

2 taciuotnta kot Epyootkotnta

[ 'eVIKELGT TOV GLYVOTIKOD TEPLEYOUEVOD EVOG GUATOS KO OPLOUOC TNG
TUKVOTNTOC PAGLOTOC.

*Eniopacn I'paputkod XueTNUaToC 6€ LTOTIOTIKESG XTOYUCTIKOD X1UOTOG
Béltioto ['papuikd Oratpapiouo.
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Ynoewkn Ernecepyocio Xnudtmv

OAloxAnpwon katd Riemann




Yoo Enelepyacio Znuatmy

OAloxAnpwon katd Riemann

1, avxpntoc
0, avx dppntog

o]




Yook Eneéepyacio Znuatmy
OAloxAnpwon kota Lebesgue 1904

Ax)

f (x0)




Ynowokn EnecCepyoacio Znuatmy
OAloxAnpwon kota Lebesgue 1904

fx)

Ay ,
[f(xo) + 7] XMnkog {A; U A, U A3}
f(xo)




Ynowokn EnecCepyoacio Znuatmy
OAloxAnpwon kota Lebesgue 1904




Ynowokn EneCepyacio Znuatov
2tatioTikn EmeCepyacio XToyaotikv XnUdTtmy:

«Xwpog¢ ITBavotNTOC

*Tuyaiec MetafAnTéc

[Ieipaua

> tatiotikéc Ipaotnc kot Agvtepnc Tacnc

> 10y00TiKA ] Tvyoic Xnuata

2 taciuotnta kot Epyootkotnta

[ 'eVIKELGT TOV GLYVOTIKOD TEPLEYOUEVOD EVOG GUATOS KO OPLOUOC TNG
TUKVOTNTOC PAGLOTOC.

*Eniopacn I'paputkod XueTNUaToC 6€ LTOTIOTIKESG XTOYUCTIKOD X1UOTOG
Béltioto ['papuikd Oratpapiouo.

15



Ynowokn EneCepyacio Znuatov
2totioTikn EmeCepyocio Ztoyaotikov Znuatov: Heipapa \ YAomomoelg

[Ieipapo: H otdwacio onuovpyiog YAOmomcewy. ..

+ oo

210Ya0TIkOG Mécog Opog: Uy = IEfX[)((H)] = f xf, (x)dx

— OO

Al0GTOpA: oy =Ep [(x(0) — 1y)?] = f (x — 1) % f, (x)dx



Ynowokn EneCepyacio Znuatov
2tatioTikn EmeCepyocio Ztoyaotik@v Znudatov: NMA

Acvmobéocovue N iid t.u. x,(8), n=1,2,....N

N
1
Ap1Ountikdoc Mécoc Opoc N i.id. t.u. x,(0): m(N) = N z Xn(6)
n=1

lim Ef |p, —m(N) |=0

N—>o00

. . gZ
lim Ef [(u, — m(N))?|= lim =0

N—>o00



Ynowokn EneCepyacio Znuatov

2totioTikn EmeCepyocio Ztoyaotikov Znuatov: Heipoapo\Y Aoromaoeic

[Ieipapo: H otdwacio onuovpyiog YAomomocemy

Il 1]

x(61)
x(62)
x(053)
X(64)

X(éN)

Mw¢ MUMOPOUUE va
XPNOLLOTIOLNOOU LLE

TLC UAOTIOLNOELC Uiog
Tuyoioc pHetaPAnNTNC;



Ynowokn EneCepyacio Znuatov
2totioTikn EmeCepyocio Ztoyaotikov Znuatov: Heipapa \ YAomomoelg

[Ieipapo: H otdwacio onuovpyiog YAOmomcewy. ..

+ 0o

2.10Y0.0TIKOC Mecoc Opoc: Uy = IEfX[X(Q)] = f xfy (x)dx

N
1
Ap1Buntikog Mésog Opog: M, (N) = I, = N z X(6r)
n=1



Ynowokn EneCepyacio Znuatov
2totioTikn EmeCepyocio Ztoyaotikov Znuatov: Heipapa \ YAomomoelg

[leipopa: H owokacio onuiovpyiag YAoromoewv: NMA

N
1
ApBuntikog Mécog Opog: m, (N) = i, = N z x(6,)
n=1

lim Ef |, —m,(N) |=0

N—>o00

2
%

lim Ef [(uy — m,(N))?|= lim

N—>o00 N—>o00




Ynoewkn ErneCepyocio Xnudtmy

2toTioTikn EmeCepyocio XTo00TIKOV ZNUATOV

21000 TIKOC Mécoc Opoc
+00

'u)(no - IEanO [Xno (9)] - f fono (x)dx = : ===t
—00 =

/AplE) untikoc Méooc Opog
K

1
Mg (K) = Hong = K z Xn, (Ok)
k=1

N

Xpovikdc Mécog Opoc Y=

N
1
My (N) =1 ) % (60)
n=1




Ynowokn Enelepyocio Znuatov

2toTioTikn EmeCepyocio XTo00TIKOV ZNUATOV

Eotw f,. (x) m onn e otoyactikng Stodikaciac X1, 8)=xn(0) mm ypovikny otryun ng
X’no g X g g X

Avn anO (x) g oToyaoTIKNG dladikaciog dev e€aptdTor omd ToV YPpOvo, ONANON:

ano (x) = f)((x)

N oldIKacio Elvol IoYVPOS 6TACIU TPAOTNS TAENS




Ynowokn Enelepyocio Znuatov

2toTioTikn EmeCepyocio XTo00TIKOV ZNUATOV

4 210Y00TIKOC Mécog Opog otadikaciog tnv Ypovikn GTIyun ng A
+00
HXTI,O — ]Ef)(no [XnO (6) ] — j foTlO (x)dx
"l — 00 /

Av o Zroyaotikos Mésog Opog, iy, g cToxaoTikng Stadikasiog X (1, 0)=xn(6) dev

e€aptdTor amd ToV YpOvo, ONANON:

Hxny = Hx

M oloikacia eival ao0evag otdoiun TpOTNS TASNS




Ynowokn Enelepyocio Znuatov

2toTioTikn EmeCepyocio XTo00TIKOV ZNUATOV

Eot0 fy, xn, (X1, X2; Mg, 1) M OTO KOWOL GTT TG 6TOYAoTIKNC dtaducacioc X (1, 0)=xn(6)

TIG YPOVIKEC OTIYUEC Mg, M.

Av 1 anO Xns (X1, x5; g, Ny ) 0V e€apTiTal Omo TIC ATOAVTEC YPOVIKEC GTIYUEG OALA
LUOVO amd TNV O1UpOoPa TOVG, ONANON:

anOan (xl’ X2 nO’ nl) — f)(l)(z ('xl' X2, g — nO)

N OlIKaGio EIVOL LIOYVPOS GTAGILUN OEVTEPNS TAENS




Ynowokn Enelepyocio Znuatov

2toTioTikn EmeCepyocio XTo00TIKOV ZNUATOV

Eoto 1y, yn, (ng,n1) M akorovdio ETEPOGLGYETIONG TOV T. . Xny (8), Xn, () g cTOYOCTL
KN¢ owadwkaciog x(n,0)=x,(0) TiIc YpOVIKEC OTIYUES g, M.

Avn Mng Xy (ng, nq) dev e€optdTon amod TIC ATOAVTES YPOVIKEG GTIYUES AAAL LOVO
amo TNV 0LLPOPAd TOLG, ONANON:

anoan (no' nl) — rXTl()an (nl - nO)

N owdikacio eival aofevag otaciun 0sVTEPNS TAENS.




Ynowokn Enelepyocio Znuatov

2toTioTikn EmeCepyocio XTo00TIKOV ZNUATOV

/Xpovuc()g Méoog Opog Xtoyactikng otokaciog Bacilopevog e N ogtypata g vAomoinong 6,

N
1
My (N) == > xn(60)
n=1

Av 0 Xpovikog Mécog Opog 711, (N) Tng 6TOYUOTIKAG dladtkaciog X (1, 0)=xn(6)
amoteAel exktipunon tov Xtoyactikov Mécov Opov, dniadn:

My (N) = ,a)(no

M owdwKacio eival EPYOSIKN TPOTNS TAENC.




Ynowokn Enelepyocio Znuatov

2toTioTikn EmeCepyocio XTo00TIKOV ZNUATOV

/Xpovuc()g Méoog Opog Xtoyactikng otokaciog Bacilopevog e N ogtypata g vAomoinong 6,

N
1
My (N) == > xn(60)
n=1

Av 0 Xpovikog Mécog Opog 711, (N) Tng 6TOYUOTIKAG dladtkaciog X (1, 0)=xn(6)
amoteAel exktipunon tov Xtoyactikov Mécov Opov, dniadn:

My (N) = ,a)(no

M owdwKacio eival EPYOSIKN TPOTNS TAENC.




Ynowoxn EneCepyoacio Znuatov

KAoooikn EneCepyacio Xnudtov

>Nuo Eic6dov >Nua EE660v

Xn Yn
{

X(e/®) H(e!®) = v (e/®)




Yook Faeiapyaciu 2NUATOV

E’COL‘HJG w1} Eneéepyocio Enudtov




Ynowoxn EneCepyoacio Znuatov

>Nua Eisdoov nua E€odov

Xn Yn
{

X(e/®) H(e/®) = v (e/?)

\

/

Y

[Hopatnpnoeig 21oyaotikn Atndkacio EE60ov

Xn(6) { Yn(6)

—_—
q)xx(ejw) |H(e/)|? = Dy (ejw)

N




Ynowoxn EneCepyoacio Znuatov

Ta I'XA Xvotiuota cov Moviéda ['éveonc AX 2-1¢ TdENG ZTOYOGTIKOV AL0OIKAGLOV

p

.

[Tapatnpnoeic

Ytoyaotikn Ataotkacio EE60ov

Vn(0)

ﬁ

q)xx(ejw) [H(e/)|? =, (ejw)

\

/

-

Agvkog ®6pvPoc

>toyaotikn Awootkacio EE60ov

Vn(6)

ﬁ

Uv%/ |H(ejw)|2 = &, (ejw)

\




Ynowoxn EneCepyoacio Znuatwv

2tatiotikn EneCepyocio Znudtov: Béltioto @idtpo

[Hapatnpnoeis 210y0oTIkn Alootkacio Avagopag
Sn(0)

<

Xn(e) én(g)l En(g) — Cn(g) — én(e)

-~

-l

/
1% 4 \
Suvaptnon kootovg: Ele, (0)]

IE[gn(H)Z] — E[(Cn(e) R én(e))z] — E[(Cn(e) - f()(n(e)))z] y




Yoo EneCepyacio Znuatmy

2tatiotikn EneCepyocio Znudtov: Béltioto @idtpo
¢n(0)

Xn(g) én(e) En(e) — Cn(g) - én(g)

—

-

Xoyvaptnon kootovg: [Ele, (9)2] KOl EAAY1GTOTTOINGT) TNG:

\

min E[(¢,, () — f On(6)))?]

N




ﬁapam PAGELC

Ynoelokn Erecepyoasio 2nuatmv

2tatioTikn EneCepyocio Xnudtov: @idtpo Wiener

Xn(6)

fn(H)I

21000 TIKN Alaotkacio AVapopdic
¢n(0)

Sn(g) — Cn(g) — én(e)

_—

-

\l

Svvaptnon kootovg: [Efe, (8)%]

E[e,,(6)°]

= E[(Cn(e) o én(e))z]

= E[(6,(6) = hn * )n (62)%]




Xn(6)

Ynowxn ErneCepyocio Xnudtmv

2tatioTikn EmeCepyaocio Znudtov: @idtpo Wiener
n(0)

én(e) En(e) — Cn(g) - én(g)

—

-

Xoyvaptnon kootovg: [Ele, (9)2] KOl EAAY1GTOTTOINGT) TNG:

\

min E[(¢,, (6) — hy, + Xn(0))?]

N




Ynowxn ErneCepyocio Xnudtmv

2tatioTikn EmeCepyaocio Znudtov: @idtpo Wiener

wy (6) / Wn(g\ an(g) = ¢n(0) —wy(6)

an(0)




Ynoewkn ErneCepyocio Xnudtmy

2tatioTikn EmeCepyaocio Znudtmv:

Vn(6) ¢n(0)  Cn(8) =

/3’11—1(0) “

Yn-20) | =y, (0) h =

wy,(6)

Ynn (6) a )/
gn(H) = ¢n(0) — ¢n(6)

min E[(¢, (6) = xn(0) h)*]




Xn(6)

Yoo EneCepyacio Znuatmy

2tatioTikn EmeCepyaocio Znudtov: @idtpo Wiener
n(0)

én(e) En(e) — Cn(g) - én(g)

—

-

Xoyvaptnon kootovg: [Ele, (9)2] KOl EAAY1GTOTTOINGT) TNG:

min E[(¢,, (6) — hy, + Xn(0))?]

{Img Oa AOcovpue to TpoOPANUa TNC amAncTtiag Tov Pidtpov Wiener;

N

)




