
NP-πλήρη προβλήματα #2

Διαληθευσιμότητα

Έστω η γλωσσα Δ = {⟨ϕ⟩ : O ϕ ειναι λογικος τυπος σε ΣΚΜ με τουλαχιστον δυο
αναθεσεις αληθειας}.

Θεώρημα 1. Η γλώσσα Δ είναι NP-πλήρης.

Απόδειξη. Πρωτα θα δειξουμε οτι Δ ∈ NP. Έστω ϕ ενας λογικος τυπος σε ΣΚΜ
και a1, a2 δυο αναθεσεις λογικων τιμων στις μεταβλητες του. Πρεπει να ελεγξουμε αν οι a1 και a2
περιεχουν λογικες τιμες για ολες τις μεταβλητες του ϕ, ειναι διαφορετικες μεταξυ τους, και αλη-
θoποιουν τον ϕ. Όλα αυτα μπορουν να επαληθευτουν σε πολυωνυμικο χρονο. Επομενως, εχουμε
οτι Δ ∈ NP.
Για να ολοκληρωσουμε την αποδειξη, θα κανουμε αναγωγη απο τη γλωσσα SAT = {⟨ϕ⟩ : Ο ϕ
ειναι λογικος τυπος σε ΣΚΜ με τουλαχιστον μια αναθεση αληθειας} η οποια γνωριζουμε οτι ειναι
NP-πληρης. Έστω y1 και y2 δυο νεες λογικες μεταβλητες. Απεικονιζουμε τον λογικο τυπο ϕ στον
ϕ′ = ϕ∧ (y1 ∨ y2), προφανως σε πολυωνυμικο χρονο. Στη συνεχεια θα αποδειξουμε οτι ⟨ϕ⟩ ∈ SAT
αν και μονο αν ⟨ϕ′⟩ ∈ Δ .
[⇒] Έστω οτι ⟨ϕ⟩ ∈ SAT και a μια αναθεση τιμων αληθειας στις μεταβλητες του ϕ η οποια τον
αληθοποιει. Τοτε, υπαρχουν τρεις διαφορετικες αναθεσεις τιμων αληθειας στις μεταβλητες του
ϕ′ οι οποιες τον αληθοποιουν. Πιο συγκεκριμενα, οι αναθεσεις ειναι οι a1 = (a, 0, 1), a2 = (a, 1, 0),
a3 = (a, 1, 1). Επομενως, ⟨ϕ′⟩ ∈ Δ .
[⇐] Έστω οτι ⟨ϕ⟩ ̸∈ SAT. Τοτε, δεν υπαρχει αναθεση τιμων αληθειας στις λογικες μεταβλητες του
ϕ που να τον αληθοποιουν και, αρα, δεν υπαρχει αναθεση τιμων αληθειας στις μεταβλητες του ϕ′

που να τον αληθοποιουν (καθως οριζεται με βαση τον ϕ). Επομενως, ⟨ϕ′⟩ ̸∈ Δ .

Παραλλαγές Διαληθευσιμότητας

Έστω οι εξης γλωσσες:

SAT3 = {⟨ϕ⟩ : O ϕ ειναι λογικος τυπος σε ΣΚΜ με τουλαχιστον 3 αναθεσεις αληθειας}.
SAT37 = {⟨ϕ⟩ : O ϕ ειναι λογικος τυπος σε ΣΚΜ με τουλαχιστον 37 αναθεσεις αληθειας}.
SAT65 = {⟨ϕ⟩ : O ϕ ειναι λογικος τυπος σε ΣΚΜ με τουλαχιστον 65 αναθεσεις αληθειας}.

Για να αποδειξουμε οτι αυτες οι γλωσσες ειναι NP-πληρεις, πρεπει να κανουμε αναγωγη απο το
SAT ακολουθωντας τη λογικη που χρησιμοποιησαμε με τη Δ . Πιο συγκεκριμενα,
για το SAT3 αρκει να χρησιμοποιησουμε δυο επιπλεον μεταβλητες, για το SAT37 χρειαζομαστε εξι
νεες μεταβλητες, ενω για το SAT65 αρκουν επτα νεες μεταβλητες. Γενικα, εκμεταλλευομαστε το
γεγονος οτι μια φραση που αποτελειται απο k διαφορετικες μεταξυ τους μεταβλητες διαθετει
2k − 1 διαφορετικες αναθεσεις τιμων αληθειας στις μεταβλητες αυτες που την αληθοποιουν.
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Περιττό 3-SAT

Έστω η γλωσσα Π 3-SAT= {⟨ϕ⟩ : O ϕ ειναι λογικος τυπος σε ΣΚΜ με 3 λεξιγραμματα ανα
φραση, εχει περιττο αριθμοφρασεων και υπαρχει τουλαχιστον μια αναθεσηπου τον αληθοποιει}.
Θεώρημα 2. Η γλώσσα Π 3-SAT είναι NP-πλήρης.

Απόδειξη. Πρωτα θα δειξουμε οτι Π 3-SAT ∈ NP. Ειναι ευκολο να ελεγξουμε σε πολυωνυ-
μικο χρονο αν ενας δεδομενος λογικος τυπος ϕ ειναι σε ΣΚΜ, εχει τρια λεξιγραμματα ανα φραση,
εχει περιττοπληθοςφρασεωνκαι μια συγκεκριμενηαναθεση τιμωναληθειας στις μεταβλητες του
τον αληθοποιει. Επομενως, εχουμε οτι Π 3-SAT ∈ NP.
Για να ολοκληρωσουμε την αποδειξη, θα κανουμε αναγωγη απο τη γλωσσα 3-SAT = {⟨ϕ⟩ : Ο ϕ
ειναι λογικος τυπος σε ΣΚΜ με τρια λεξιγραμματα ανα φραση και με τουλαχιστον μια αναθεση
που τον αληθοποιει} η οποια γνωριζουμε οτι ειναι NP-πληρης. Έστωm το πληθος των φρασεων
ενος λογικου τυπου ϕ ο οποιος ειναι σε ΣΚΜ και εχει τρια λεξιγραμματα ανα φραση. Διακρινουμε
τις εξης περιπτωσεις:

• Αν το m ειναι περιττος αριθμος, τοτε αμεσα εχουμε οτι ⟨ϕ⟩ ∈ 3-SAT αν και μονο αν ⟨ϕ⟩ ∈
Π 3-SAT.

• Αν το m ειναι αρτιος αριθμος, τοτε απεικονιζουμε τον λογικο τυπο ϕ στον ϕ′ = ϕ ∧ (x ∨
y ∨ z), οπου x, y, z ειναι τρεις νεες μεταβλητες. Έτσι, ο ϕ′ ειναι ενας λογικος τυπος σε ΣΚΜ
με τρια λεξιγραμματα ανα φραση και περιττο πληθος φρασεων. Ειναι προφανες, λογω της
κατασκευης του ϕ′, οτι ⟨ϕ⟩ ∈ 3-SAT αν και μονο αν ⟨ϕ′⟩ ∈ Π 3-SAT.

8-Φράση

Έστω η γλωσσα 8-Φ = {⟨ϕ⟩ : O ϕ ειναι ενα συνολο φρασεων και υπαρχει αναθεση τιμων
αληθειας στις μεταβλητες του τετοια ωστε #(αληθων φρασεων)≥ 8·#(ψευδων φρασεων).
Θεώρημα 3. Η γλώσσα 8-Φ είναι NP-πλήρης.

Απόδειξη. Πρωτα θα δειξουμε οτι 8-Φ ∈ NP. Έστω ενα συνολο φρασεων. Ειναι ευκολο να
ελεγξουμε σε πολυωνυμικο χρονο αν μια αναθεση τιμων αληθειας στις μεταβλητες των φρασεων
εχει ως αποτελεσμα το πληθος των αληθωνφρασεων να ειναι οκτωφορες μεγαλυτερο το πληθος
των ψευδων. Επομενως, εχουμε οτι 8-Φ ∈ NP.
Για να ολοκληρωσουμε την αποδειξη, θα κανουμε την αναγωγη SAT≤p 8-Φ .
Πριν προχωρησουμε ας κανουμε μια πολυ χρησιμη παρατηρηση. Έστω τρεις λογικες μεταβλητες
x, y, z. Υπαρχουν οκτω πιθανοι συνδυασμοι λογικων τιμων για τις μεταβλητες αυτες. Στους επτα
απο αυτους υπαρχει παντα τουλαχιστον μια που ειναι αληθης. Αυτο σημαινει αν κατασκευασουμε
ολες τις πιθανες φρασεις που μπορουμε με αυτες τις τρεις μεταβλητες, οι επτα απο αυτες θα ειναι
παντα αληθεις και μονο μια θα ειναι παντα ψευδης.
Έστωm το πληθος των φρασεων ενος λογικου τυπου ϕ ο οποιος ειναι σε ΣΚΜ. Κατασκευαζουμε
ενα συνολο φρασεων ϕ′ το οποιο περιεχει τιςmφρασεις του ϕ και επιπλεον 8mφρασεις οι οποιες
παραγονται απο 3m νεες μεταβλητες συμφωνα με την παραπανω παρατηρηση. Αυτο σημαινει
οτι απο τις 8m φρασεις οι 7m ειναι παντα αληθεις, ενω οι υπολοιπες m ειναι παντα ψευδεις. Ας
αποδειξουμε τωρα οτι ⟨ϕ⟩ ∈ SAT αν και μονο αν ⟨ϕ′⟩ ∈ 8-Φ .
[⇒]Έστω οτι ⟨ϕ⟩ ∈ SAT. Τοτε, υπαρχει μια αναθεση τιμων αληθειας στις μεταβλητες του ϕ τετοια
ωστε οι m φρασεις που περιεχει να ειναι ολες αληθεις. Αυτο σημαινει οτι ο ϕ′ αποτελειται απο
m+ 7m = 8m αληθεις καιm ψευδεις φρασεις. Άρα, ⟨ϕ′⟩ ∈ 8-Φ .
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[⇐] Έστω οτι ⟨ϕ⟩ ̸∈ SAT. Τοτε, για οποιαδηποτε αναθεση τιμων αληθειας στις μεταβλητες του ϕ,
υπαρχει παντα τουλαχιστον μιαφραση c η οποια ειναι ψευδης. Αυτο σημαινει οτι ο ϕ′ αποτελειται
το πολυ αποm− 1 + 7m = 8m− 1 αληθεις καιm+ 1ψευδεις φρασεις. Άρα, ⟨ϕ′⟩ ̸∈ 8-Φ .

Κυρίαρχο Σύνολο Μαύρων Κόμβων

Έστω ενα γραφημαG = (VA∪VM , E) το οποιο αποτελειται απο ασπρους (VA) και μαυρους (VM )
κομβους. Ένα κυριαρχοσυνολο μαυρωνκομβων ειναι ενασυνολο μαυρωνκομβωνS ⊆ VM τετοιο
ωστε καθε ασπρος κομβος v ∈ VA να εχει γειτονα στο S. Με δεδομενο εναν ακεραιο k, υπαρχει
κυριαρχο συνολο μαυρων κομβων μεγεθους το πολυ k?Μπορουμε ναπεριγραψουμε το προβλημα
και ως γλωσσα: ΚΣΜΚ= {⟨G, k⟩ : Το G περιεχει κυριαρχο συνολο μαυρων κομβων μεγεθους το
πολυ k}.

Θεώρημα 4. Η γλώσσα ΚΣΜΚ είναι NP-πλήρης.

Απόδειξη. Ισχυει οτι ΚΣΜΚ ∈ NP καθως με δεδομενο ενα γραφημαG, εναν ακεραιο k και ενα συ-
νολο κομβων S ειναι ευκολο να ελεγξουμε σε πολυωνυμικο χρονο αν το S αποτελειται μονο απο
μαυρους κομβους και αν καθε ασπρος κομβος τουG εχει γειτονα στο S.
Για να ολοκληρωσουμε την αποδειξη θα κανουμε την αναγωγη ΚΚ≤p ΚΣΜΚ, οπου KK= {⟨G, k⟩ :
τοG περιεχει κομβικο καλυμμα μεγεθους το πολυ k}. Υπενθυμιζουμε οτι ενα κομβικο καλυμμα ει-
ναι ενα συνολο κομβων τετοιοωστε καθε ακμη του γραφηματος να προσπιπτει σε καποιον κομβο
του συνολου αυτου. Η ιδεα της αναγωγης ειναι η αντιστοιχια των επομενων δυο προτασεων: Ένα
κομβικο καλυμμα ειναι ενα συνολο κομβων που καλύπτει ολες τις ακμες του γραφηματος, ενω
ενα κυριαρχο συνολο μαυρων κομβων ειναι ενα συνολο μαυρων κομβων που καλύπτει ολους τους
ασπρους κομβους του γραφηματος.
Η αναγωγη εχει ως εξης. Με δεδομενο ενα γραφημα G = (V,E), κατασκευαζουμε ενα γραφημα
G′ = (VA ∪ VM , E′). Για καθε κομβο v ∈ V , εχουμε εναν αντιστοιχο μαυρο κομβο v ∈ VM . Για
καθε ακμη e = (u, v) ∈ E, εχουμε εναν αντιστοιχο ασπρο κομβο xe ∈ VA τον οποιο συνδεουμε με
ακμη με τους u και v, δηλαδη, (xe, u), (xe, v) ∈ E′. Στη συνεχεια θα αποδειξουμε οτι ⟨G, k⟩ ∈ ΚΚ
αν και μονο αν ⟨G′, k⟩ ∈ ΚΣΜΚ.
[⇒] Έστω οτι ⟨G, k⟩ ∈ KK. Τοτε, υπαρχει ενα συνολο k κομβων S τετοιο ωστε για καθε ακμη
e = (u, v) ∈ E να ισχυει οτι y ∈ S, με y ∈ {u, v}. Το S αποτελει ΚΣΜΚ για το G′ καθως καθε
ασπρος κομβος xe που αντιστοιχει στην ακμη e εχει τουλαχιστον εναν γειτονα (τον y) στο S. Άρα,
⟨G′, k⟩ ∈ KΣΜΚ.
[⇐] Έστω οτι ⟨G′, k⟩ ∈ KΣΜΚ. Τοτε, υπαρχει ενα συνολο k μαυρων κομβων S τουG′ τετοιο ωστε
καθε ασπρος κομβος xe ∈ VA να εχει εναν γειτονα y ∈ S. Λογω της κατασκευης τουG′, ο xe εχει
μονο δυο γειτονες οι οποιοι αντιστοιχουν στα ακρα της ακμης e στο G. Επομενως, καθε ακμη e
προσπιπτει σε καποιον κομβο του S το οποιο αποτελει κομβικο καλυμμα στο G. Άρα, ⟨G, k⟩ ∈
KΚ.

Κυρίαρχο Σύνολο

Έστω ενα γραφημα G = (V,E). Ένα κυριαρχο συνολο S ειναι ενα συνολο κομβων τετοιο ωστε
για καθε κομβο v ∈ V να ισχυει ειτε οτι ανηκει στο S ειτε οτι εχει γειτονα στο S. Με δεδομενο
εναν ακεραιο k, υπαρχει κυριαρχο συνολο μεγεθους το πολυ k? Μπορουμε να περιγραψουμε το
προβλημα και ως γλωσσα: ΚΣ= {⟨G, k⟩ : ΤοG περιεχει κυριαρχο συνολο μεγεθους το πολυ k}.

Θεώρημα 5. Η γλώσσα ΚΣ είναι NP-πλήρης.
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Απόδειξη. Ισχυει οτι ΚΣ ∈ NP καθως με δεδομενο ενα γραφημαG, εναν ακεραιο k και ενα συνολο
κομβων S ειναι ευκολο να ελεγξουμε σε πολυωνυμικο χρονο αν το S εχει μεγεθος k και για καθε
κομβο ισχυει οτι ειτε συμμετεχει στο S ειτε οτι εχει γειτονα στο S.
Για να ολοκληρωσουμε την αποδειξη θα κανουμε την αναγωγηΚΚ≤p ΚΣ. Έστω ενα γραφημαG =
(V,E) συμφωνα με το οποιο κατασκευαζουμε ενα νεο γραφημαG′ = (V ′, E′),V ⊆ V ′, E′ ⊆ E ως
εξης. Για καθε ακμη e = (u, v) ∈ E δημιουργουμε εναν νεο κομβο xe τον οποιο συνδεουμε με τους
u και v ετσι ωστε να δημιουργηθει ενα τριγωνο, δηλαδη, τοG′ περιεχει τις ακμες (u, v), (xe, u) και
(xe, v). Έστω n0 = #(απομονωμενων κομβων). Στη συνεχεια, θα αποδειξουμε οτι ⟨G, k⟩ ∈ ΚΚ αν
και μονο αν ⟨G′, k + n0⟩ ∈ ΚΣ.
[⇒] Έστω οτι ⟨G, k⟩ ∈ KK και S ενα κομβικο καλυμμα μεγεθους k για τοG. Καθε ακμη e = (u, v)
προσπιπτει σε καποιον κομβο του S, δηλαδη, u ∈ S η v ∈ S. Αυτο σημαινει οτι το S μαζι με τους
απομονωμενους κομβους του G (αν υπαρχουν) συνιστουν ενα κυριαρχο συνολο για το G′. Αυτο
ισχυει καθως στο κυριαρχο συνολο συμπεριλαμβανουμε τους απομονωμενους κομβους και εναν
κομβο για καθε τριγωνο (u, v, xe) στοG′. Άρα, ⟨G′, k + n0⟩ ∈ KΣ.
[⇐] Έστω οτι ⟨G′, k + n0⟩ ∈ KΣ και S′ ενα κυριαρχο συνολο μεγεθους k + n0 για το G′. Κατα-
σκευαζουμε ενα κομβικο καλυμμα S για τοG με βαση το S′ ως εξης. Για καθε ακμη e = (u, v) του
G πρεπει να ισχυει οτι u ∈ S′ η v ∈ S′ η xe ∈ S′ ετσι ωστε να πληρουνται οι προϋποθεσεις του
κυριαρχου συνολου. Αν y ∈ S′, με y ∈ {u, v}, τοτε προσθετουμε τον y στο υπο κατασκευη κομ-
βικο καλυμμα S. Αν xe ∈ S′, τοτε επιλεγουμε αυθαιρετα ειτε τον u ειτε τον v και τον προσθετουμε
στο S. Σε καθε περιπτωση εχουμε καλυψει την ακμη e στο G. Το S στο τελος αυτης της διαδικα-
σιας ειναι προφανως ενα κομβικο καλυμμα μεγεθους k καθως δεν εχουμε συμπεριλαβει καποιον
απομονωμενο κομβο. Άρα, ⟨G, k⟩ ∈ KK.
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