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Μέθοδοι ολοκλήρωσης

Ολοκλήρωση κατά µέρη
Ολοκληρώνοντας τη σχέση (fg)′ = f

′
g+ fg

′ προκύπτει ο τύπος∫
f(x)g′(x)dx = f(x)g(x)−

∫
f
′(x)g(x)dx.

Θέτοντας u = f(x) και v = g(x) έχουµε du = f
′(x)dx και dv = g

′(x)dx ,

οπότε ο τύπος της ολοκλήρωσης κατά µέρη σε διαφορική µορφή γράφεται∫
u dv = uv −

∫
v du.

Παράδειγµα

Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα ∫
x cosx dx.

Υπολογίζουµε∫
x cosx dx =

∫
x(sinx)′dx = x sinx −

∫
sinx dx = x sinx +cosx +C.
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Μέθοδοι ολοκλήρωσης

Ανάλυση σε απλά κλάσµατα
Κάθε ϱητή συνάρτηση, p(x)/q(x) όπου ο ϐαθµός του παρονοµαστή είναι

µεγαλύτερος του ϐαθµού του αριθµητή, µπορεί να γραφεί σαν άθροισµα

απλών κλασµάτων, τόσων στο πλήθος όσο το πλήθος των παραγόντων του

q(x), της µορφής

A

(ax +b)n
, ή

Ax +B

(ax2 +bx +c)m
,

όπου n,m ∈N. Για παράδειγµα

3x −2

(4x −3)(2x +5)3
= A

4x −3
+ B

2x +5
+ C

(2x +5)2
+ D

(2x +5)3

5x
2 − x +2

(x2 +2x +4)2(x −1)
= A

x −1
+ Bx +C

x2 +2x +4
+ Dx +E

(x2 +2x +4)2

Κάνοντας, σε κάθε µια από τις περιπτώσεις, τα κλάσµατα οµώνυµα και

εξισώνοντας τα πολυώνυµα στους αριθµητές προκύπτει ένα σύστηµα µε

αγνώστους τις σταθερές A,B,C, . . . .
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Μέθοδοι ολοκλήρωσης

Θεώρηµα (Ανάλυση σε απλά κλάσµατα)

Αν p και q είναι πολυώνυµα, ο ϐαθµός του p είναι µικρότερος του ϐαθµού του

q, και το q αναλύεται σε παράγοντες ανά δύο διαφορετικούς µεταξύ τους

q(x)=Q(x +a1)
m1 · · ·(x +ak)

mk (x2 +b1x +c1)
n1 · · ·(x2 +blx +cl)

nl

όπου Q είναι µια σταθερά και τα τριώνυµα δεν έχουν πραγµατικές ϱίζες, τότε

υπάρχουν σταθερές A
1
1
, . . .Am1

1
, A

1
k
, . . .Amk

k
, B

1
1

, . . .Bn1

1
, B

1
l

, . . .Bnl

l
, C

1
1

, . . .Cn1

1
,

C
1
l

, . . .Cnl

l
µονοσήµαντα ορισµένες, ώστε

p(x)

q(x)
= A

1
1

x +a1

+·· ·+ A
m1

1

(x +a1)m1

+·· ·+ A
1
k

x +ak

+·· ·+ A
mk

k

(x +ak)mk

+ B
1
1
x +C

1
1

x2 +b1x +c1

+·· ·+ B
n1

1
x +C

n1

1

(x2 +b1x +c1)n1

+·· ·

+ B
1
l
x +C

1
l

x2 +b1x +c1

+·· ·+ B
nl

l
x +C

nl

l

(x2 +b1x +c1)nl

.
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Μέθοδοι ολοκλήρωσης

Αλλαγή µεταβλητής
Ο τύπος της αντικατάστασης στη περίπτωση του αόριστου ολοκληρώµατος

παίρνει την απλή µορφή∫
f(g(x))g′(x)dx =

∫
f(t)dt , t = g(x), dt = g

′(x)dx.

Παράδειγµα

Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα∫
dx

x(1+ logx)p
, x > e

−1, p 6= 1.

Θέτοντας u = 1+ logx , οπότε du = (1+ logx)′dx = 1/x dx , παίρνουµε∫
dx

x(1+ logx)p
=

∫
du

up
= 1

1−p
u

1−p +C = 1

1−p
(1+ logx)1−p +C.
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Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Για τον ορισµό του ορισµένου ολοκληρώµατος, ή ολοκληρώµατος Riemann, µιας

συνάρτησης f ορισµένης στο κλειστό διάστηµα [a,b] απαιτείται η συνάρτηση

ναείναι ϕραγµένη στο [a,b]. Η έννοια του ολοκληρώµατος επεκτείνεται σε

περιπτώσεις όπου το διάστηµα ολοκλήρωσης δεν είναι πεπερασµένο ή η υπό

ολοκλήρωση συνάρτηση δεν είναι ϕραγµένη στο διάστηµα ολοκλήρωσης.

Ορισµός

Το ολοκλήρωµα ∫ β

α
f(x)dx

λέγεται γενικευµένο ολοκλήρωµα εάν

(1) Τουλάχιστον ένα από τα άκρα ολοκλήρωσης είναι άπειρο, δηλαδή α=−∞,

ή β=+∞, ή β=−α=+∞.

(2) Η f είναι µη ϕραγµένη σε ένα ή περισσότερα σηµεία του διαστήµατος

ολοκλήρωσης.
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Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ορισµός (Γενικευµένο ολοκλήρωµα τύπου Ι)
(1) Εάν για κάθε t ≥ a η συνάρτηση f είναι ολοκληρώσιµη στο διάστηµα [a, t]

γράφουµε ∫ +∞

a

f(x)dx = lim
t→+∞

∫
t

a

f(x)dx. (1)

Θα λέµε ότι το ολοκλήρωµα
∫ +∞

a
f(x)dx συγκλίνει εάν το όριο στην (1)

υπάρχει σαν πραγµατικός αριθµός, διαφορετικά ϑα λέµε ότι το

ολοκλήρωµα αποκλίνει.
(2) Εάν για κάθε t ≤ a η συνάρτηση f είναι ολοκληρώσιµη στο διάστηµα [t ,a]

γράφουµε ∫
a

−∞
f(x)dx = lim

t→−∞

∫
a

t

f(x)dx. (2)

Θα λέµε ότι το ολοκλήρωµα
∫

a

−∞ f(x)dx συγκλίνει εάν το όριο στην (2)

υπάρχει σαν πραγµατικός αριθµός, διαφορετικά ϑα λέµε ότι το

ολοκλήρωµα αποκλίνει.
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Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ορισµός (Γενικευµένο ολοκλήρωµα τύπου Ι)

Θα λέµε ότι το ολοκλήρωµα
∫ +∞
−∞ f(x)dx συγκλίνει εάν για κάποιο a ∈R και τα

δύο ολοκληρώµατα
∫ +∞

a
f(x)dx και

∫
a

−∞ f(x)dx συγκλίνουν. Στη περίπτωση

αυτή ορίζουµε ∫ +∞

−∞
f(x)dx =

∫
a

−∞
f(x)dx +

∫ +∞

a

f(x)dx.

Εάν τουλάχιστον ένα από τα ολοκληρώµατα
∫ +∞

a
f(x)dx και

∫
a

−∞ f(x)dx

αποκλίνει ϑα λέµε ότι το ολοκλήρωµα
∫ +∞
−∞ f(x)dx αποκλίνει.
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Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Παράδειγµα ∫ +∞

−∞
1

1+ x2
dx =

∫
0

−∞
1

1+ x2
dx +

∫ +∞

0

1

1+ x2
dx.

Υπολογίζουµε ∫
s

0

1

1+ x2
dx = arctan s−arctan0= arctan s

έτσι ∫ +∞

0

1

1+ x2
dx = lim

s→+∞arctan s = π

2

Από συµµετρία έχουµε επίσης∫
0

−∞
1

1+ x2
dx = π

2

κατά συνέπεια ∫ +∞

−∞
1

1+ x2
dx = π

2
+ π

2
=π.
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Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ορισµός (Γενικευµένο ολοκλήρωµα τύπου ΙΙ)
(1) Εάν για κάθε t ∈ [a,b) η συνάρτηση f είναι ολοκληρώσιµη στο διάστηµα

[a, t], και µη ϕραγµένη στο b γράφουµε∫
b

a

f(x)dx = lim
t→b−

∫
t

a

f(x)dx. (3)

και λέµε ότι το ολοκλήρωµα
∫

b

a
f(x)dx συγκλίνει εάν το όριο στην (3)

υπάρχει σαν πραγµατικός αριθµός, διαφορετικά ϑα λέµε ότι το

ολοκλήρωµα αποκλίνει.
(2) Εάν για κάθε t ∈ (a,b] η συνάρτηση f είναι ολοκληρώσιµη στο διάστηµα

[t ,b], και µη ϕραγµένη στο a γράφουµε∫
b

a

f(x)dx = lim
t→a+

∫
b

t

f(x)dx. (4)

και λέµε ότι το ολοκλήρωµα
∫

b

a
f(x)dx συγκλίνει εάν το όριο στην (4)

υπάρχει σαν πραγµατικός αριθµός, διαφορετικά ϑα λέµε ότι αποκλίνει.
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Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ορισµός (Γενικευµένο ολοκλήρωµα τύπου ΙΙ)

Εάν η f είναι µη ϕραγµένη µόνο στο στο c ∈ (a,b) ϑα λέµε ότι το ολοκλήρωµα∫
b

a
f(x)dx συγκλίνει εάν και τα δύο ολοκληρώµατα

∫
c

a
f(x)dx και

∫
b

c
f(x)dx

συγκλίνουν. Στη περίπτωση αυτή ορίζουµε∫
b

a

f(x)dx =
∫

c

a

f(x)dx +
∫

b

c

f(x)dx. (5)

Εάν τουλάχιστον ένα από τα ολοκληρώµατα
∫

c

a
f(x)dx και

∫
b

c
f(x)dx αποκλίνει

το
∫

b

a
f(x)dx αποκλίνει. Σε περίπτωση που η f είναι µη ϕραγµένη σε

περισσότερα από ένα σηµεία ο ορισµός επεκτείνεται ανάλογα.

Την (5) µπορούµε εναλλακτικά να τη γράφουµε στη µορφή∫
b

a

f(x)dx = lim
ε→0+

∫
c−ε

a

f(x)dx + lim
δ→0+

∫
b

c+δ
f(x)dx.
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Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Παράδειγµα

∆είξτε ότι το ολοκλήρωµα ∫
1

0

1p
x

dx.

συγκλίνει και υπολογίστε την τιµή του.

Η συνάρτηση f(x)= 1/
p

x είναι συνεχής στο (0,+∞) και µη ϕραγµένη κοντά

στο µηδέν, άρα για ε> 0 είναι ολοκληρώσιµη στο [ε,1], και∫
1

ε

1p
x

dx = x
1−1/2

1−1/2

]1

ε

= 2

(
1−p

ε
)
.

΄Ετσι ∫
1

0

1p
x

dx = lim
ε→0

∫
1

ε

1p
x

dx = lim
ε→0

2

(
1−p

ε
)
= 2.
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Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Παράδειγµα

Εξετάστε για ποιές τιµές της παραµέτρου p συγκλίνει το ολοκλήρωµα∫ ∞

1

1

xp
dx.

και για αυτές που συγκλίνει να ϐρεθεί η τιµή του.

(i) Για p = 1 και T > 1 υπολογίζουµε∫
T

1

1

x
dx = logx

]T

1

= log T

και

lim
T→+∞

∫
T

1

1

x
dx = lim

T→+∞ log T =+∞.
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Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Παράδειγµα (συνέχεια)

(ii) Για p 6= 1 και T > 1 υπολογίζουµε∫
T

1

1

xp
dx =

∫
T

1

x
−p

dx = x
1−p

1−p

]T

1

= T
1−p

1−p
− 1

1−p
.

Αν p < 1⇔ 1−p > 0

lim
T→+∞

∫
T

1

1

xp
dx = lim

T→+∞
1

1−p

(
T

1−p −1

)
=+∞.

Αν p > 1⇔ p−1> 0

lim
T→+∞

∫
T

1

1

xp
dx = lim

T→+∞
1

p−1

(
1− 1

T p−1

)
= 1

p−1
.

Εποµένως ∫ +∞

1

1

xp
dx =

{
+∞ p ≤ 1,

1/(p−1) p > 1.
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Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Θεώρηµα

΄Εστω ότι για τη συνάρτηση f ισχύει

(1) f(x)≥ 0 για κάθε x ≥ a.

(2) Το ολοκλήρωµα

∫
b

a
f(x)dx υπάρχει για κάθε b ≥ a.

Τότε το ολοκλήρωµα

∫ +∞
a

f(x)dx συγκλίνει αν και µόνον αν υπάρχει σταθερά M > 0 ώστε∫
b

a

f(x)dx ≤M για κάθε b ≥ a.

Θεώρηµα (Βασικό κριτήριο σύγκρισης)

΄Εστω ότι για τις συναρτήσεις f και g ισχύει

(1) 0≤ f(x)≤ g(x) για κάθε x ≥ a.

(2) Το ολοκλήρωµα

∫
b

a
f(x)dx υπάρχει για κάθε b ≥ a.

Εάν το ολοκλήρωµα

∫ +∞
a

g(x)dx συγκλίνει τότε και το

∫ +∞
a

f(x)dx συγκλίνει και∫ +∞

a

f(x)dx ≤
∫ +∞

a

g(x)dx.
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Απόλυτη σύγκλιση και σύγκλιση υπό συνθήκη

Ορισµός

Θα λέµε ότι το γενικευµένο ολοκλήρωµα
∫ +∞

a
f(x)dx συγκλίνει απολύτως αν

το ολοκλήρωµα
∫ +∞

a
|f(x)|dx συγκλίνει. Εάν το

∫ +∞
a

f(x)dx συγκλίνει και το∫ +∞
a

|f(x)|dx αποκλίνει ϑα λέµε ότι το
∫ +∞

a
f(x)dx συγκλίνει υπό συνθήκη.

Θεώρηµα

Εάν το γενικευµένο ολοκλήρωµα

∫ +∞
a

|f(x)|dx συγκλίνει, τότε και το∫ +∞
a

f(x)dx συγκλίνει, δηλαδή εάν ένα ολοκλήρωµα συγκλίνει απολύτως, τότε

συγκλίνει.

Παράδειγµα

∆είξτε ότι το ολοκλήρωµα ∫ +∞

0

sinx

x
dx

συγκλίνει.
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Απόλυτη σύγκλιση και σύγκλιση υπό συνθήκη

Η συνάρτηση

f(x)=

sinx

x
x 6= 0,

1 x = 0,

είναι συνεχής στο [0,+∞), κατά συνέπεια για κάθε a > 0 το ολοκλήρωµα∫
a

0
f(x)dx υπάρχει. ΄Ετσι γράφοντας∫

t

0

sinx

x
dx =

∫
2π

0

sinx

x
dx +

∫
t

2π

sinx

x
dx

=
∫

2π

0

sinx

x
dx − cosx

x

]t

2π

−
∫

t

2π

cosx

x2
dx

=
∫

2π

0

sinx

x
dx + 1

2π
− cos t

t
−

∫
t

2π

cosx

x2
dx

παίρνουµε ∫ +∞

0

sinx

x
dx =

∫
2π

0

sinx

x
dx + 1

2π
− lim

t→+∞

∫
t

2π

cosx

x2
dx. (6)
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Απόλυτη σύγκλιση και σύγκλιση υπό συνθήκη

Επειδή

0≤
∫

t

2π

∣∣∣∣cosx

x2

∣∣∣∣dx ≤
∫

t

2π

1

x2
dx =−1

x

]t

2π

= 1

2π
− 1

t
≤ 1

2π

έπεται ότι το ολοκλήρωµα συγκλίνει απολύτως, κατά συνέπεια από το Θεώρηµα

16 έπεται ότι το

lim
t→+∞

∫
t

2π

cosx

x2
dx

υπάρχει, εποµένως από την (6) συνεπάγεται το Ϲητούµενο.
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Απόλυτη σύγκλιση και σύγκλιση υπό συνθήκη

΄Ασκηση (Η συνάρτηση Γάµµα)

Για s > 0 ϑεωρούµε το ολοκλήρωµα

Γ(s) :=
∫ +∞

0

e
−t

t
s−1

dt .

(αʹ) ∆είξτε ότι το ολοκλήρωµα συγκλίνει για κάθε s > 0.

Υπόδειξη: αν s ≥ 1 τότε το ολοκλήρωµα γίνεται∫ +∞

0

e
−t

t
p

dt , p = s−1≥ 0

αν 0< s < 1 τότε το ολοκλήρωµα γίνεται∫ +∞

0

e
−t

1

tp
dt , p = 1− s > 0.

(βʹ) ∆είξτε ότι Γ(n)= (n+1)! για n= 0,1,2, . . .
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Απόλυτη σύγκλιση και σύγκλιση υπό συνθήκη

Μετασχηµατισµός Laplace

Αν η f είναι µια ‘‘καλή’’ συνάρτηση ορισµένη στο [0,+∞), και s ∈ R είναι µια

παράµετρος η σχέση

F(s)=L {f }(s) :=
∫ +∞

0

e
−sx

f(x)dx

ορίζει µια συνάρτηση του s, για όλες τις τιµές του s για τις οποίες το ολοκλήρωµα

συγκλίνει. Η F(s)=L {f }(s), λέγεται µετασχηµατισµός Laplace της f .

∆είξτε ότι ο µετασχηµατισµός Laplace της f(x)= sinax , x ≥ 0, όπου a ∈R είναι

L {sinax}(s)=
∫ +∞

0

e
−sx sinax dx = a

s2 +a2
, s > 0.

Για L > 0 και s 6= 0 υπολογίζουµε∫
L

0

e
−sx sinax dx =

∫
L

0

(
−e

−sx

s

)′
sinax dx =−e

−sx sinax

s

]L

0

+ a

s

∫
L

0

e
−sx cosax dx

=−e
−sx sinax

s

]L

0

−a
e
−sx cosax

s2

]L

0

− a
2

s2

∫
L

0

e
−sx sinax dx

Ολοκληρώµατα ∆εκέµβριος 2021 20 / 36

Β
Σ
/Τ
Μ
Η
Υ
Π



Απόλυτη σύγκλιση και σύγκλιση υπό συνθήκη

οπότε (
1+ a

2

s2

)∫
L

0

e
−sx sinax dx =−e

−sx sinax

s

]L

0

−a
e
−sx cosax

s2

]L

0

=−e
−sL sinaL

s
−a

e
−sL cosaL

s2
+ a

s2
,

εποµένως ∫
L

0

e
−sx sinax dx = a

s2 +a2
−

[
s sinaL

s2 +a2
+ acosaL

s2 +a2

]
1

esL
.

Για s > 0 παίρνοντας το όριο L →+∞ προκύπτει, τελικά, ότι

L {sinax} =
∫ +∞

0

e
−sx sinax dx = lim

L→+∞

∫
L

0

e
−sx sinax dx = a

s2 +a2
,

αφού ∣∣∣∣ s sinaL

s2 +a2
+ acosaL

s2 +a2

∣∣∣∣ 1

esL
≤ s+|a|

s2 +a2

1

esL
→ 0,

καθώς L →+∞. Για s ≤ 0 το ολοκλήρωµα δεν συγκλίνει.
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Απόλυτη σύγκλιση και σύγκλιση υπό συνθήκη

΄Ασκηση

∆είξτε ότι

(αʹ) L {a}(s)=
∫ +∞

0

e
−sx

a dx = a

s
, s > 0.

(βʹ) L {eax }(s)=
∫ +∞

0

e
−sx

e
ax

dx = 1

s−a
, s > a.

(γʹ) L {x}(s)=
∫ +∞

0

e
−sx

x dx = 1

s2
, s > 0.

(δʹ) L {xn}(s)=
∫ +∞

0

e
−sx

x
n

dx = n!

sn+1
, s > 0, n= 0,1,2, . . .

(εʹ) L {cosax}(s)=
∫ +∞

0

e
−sx cosax dx = s

s2 +a2
, s > 0.
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΄Ενα κριτήριο σύγκλισης για σειρές/ολοκληρώµατα

Το παρακάτω αποτέλεσµα δίνει πληροφορία για τη σύγκλιση ή απόκλιση µιας

κατηγορίας σειρών και προκύπτει από τη σύγκριση της σειράς µε ένα σχετικό

γενικευµένο ολοκλήρωµα.

Θεώρηµα (Κριτήριο ολοκληρώµατος)

΄Εστω f µια συνάρτηση συνεχής, ϑετική και ϕθίνουσα στο [1,+∞), και έστω

an = f(n). Τότε για κάθε n ∈N ισχύει

n∑
k=2

ak ≤
∫

n

1

f(x)dx ≤
n−1∑
k=1

ak . (7)

Κατά συνέπεια η σειρά
∑∞

k=1
ak συγκλίνει αν το ολοκλήρωµα

∫ +∞
1

f(x)dx

συγκλίνει, και αποκλίνει αν το ολοκλήρωµα αποκλίνει.
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΄Ενα κριτήριο σύγκλισης για σειρές/ολοκληρώµατα

1 2 n n+1 n+2

(2,a2)

(2,a1)(1,a1)

a2 ≤
∫

2
1 f(x)dx ≤ a1

.

.

.

an+1 ≤
∫

n+1
n

f(x)dx ≤ an

f(x)

Σχήµα: Το κριτήριο του ολοκληρώµατος
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΄Ενα κριτήριο σύγκλισης για σειρές/ολοκληρώµατα

Παράδειγµα

Για p > 0 ϑεωρούµε την p-σειρά

∞∑
n=1

1

np
= 1+ 1

2p
+ 1

3p
+·· ·+ 1

np
+·· ·

Εξετάστε για ποιές τιµές του p η σειρά συγκλίνει.

Η συνάρτηση

f(x)= 1

xp
, x > 0

είναι συνεχής, ϑετική, και ϕθίνουσα κατά συνέπεια σύµφωνα µε το Θεώρηµα

18 η σειρά συγκλίνει αν και µόνο αν το ολοκλήρωµα∫ +∞

1

1

xp
dx

συγκλίνει. ΄Ετσι από το Παράδειγµα 11 έπεται ότι η δοσµένη σειρά συγκλίνει αν

p > 1 και αποκλίνει αν p ≤ 1.
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Εφαρµογές του ολοκληρώµατος

Αν η f είναι µια συνεχής συνάρτηση στο [a,b] και f(x)≥ 0 στο ίδιο διάστηµα, το

ολοκλήρωµα
∫

b

a
f(x)dx δίνει το εµβαδόν της περιοχής ή χωρίου R του επιπέδου

µεταξύ του γραφήµατος της f και του x-άξονα και των ευθειών x = a και x = b.

΄Ετσι αν a ≤ x ≤ b το

dA= f(x)dx

εκφράζει το εµβαδό του ‘‘στοιχειώδους παραλληλογράµµου’’ στο x ϐάσης dx

και ύψους f(x).

Στη συνέχεια συζητάµε τις εξής εφαρµογές του ολοκληρώµατος

1 Εµβαδόν χωρίου µεταξύ γραφικών παραστάσεων.

2 ΄Ογκος στερεού εκ περιστροφής.

3 Η αρχή του Cavalieri.

4 Μήκος καµπύλης.
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Εφαρµογές του ολοκληρώµατος

Εµβαδόν χωρίου µεταξύ γραφικών παραστάσεων

Αν οι f και g είναι συνεχείς συναρτήσεις στο [a,b] και R είναι το χωρίο µεταξύ

των γραφηµάτων των f και g και των ευθειών x = a και x = b, το R αποτελείται

από ‘‘στοιχειώδη παραλληλόγραµµα’’. Το εµβαδόν κάθε τέτοιου στο x ∈ [a,b]
είναι

dA= [max{f(x),g(x)}−min{f(x),g(x)}]dx = |f(x)−g(x)|dx,

έτσι το εµβαδόν A(R) του χωρίου R είναι

A(R)=
∫

b

a

|f(x)−g(x)|dx. (8)

Η αυστηρή απόδειξη του (8) γίνεται µε χρήση των αθροισµάτων Riemann.

Ολοκληρώµατα ∆εκέµβριος 2021 27 / 36

Β
Σ
/Τ
Μ
Η
Υ
Π



Εφαρµογές του ολοκληρώµατος

Παράδειγµα

Να ϐρεθεί το εµβαδόν του χωρίου που ϐρίσκεται µεταξύ του γραφήµατος της

y = sinx του x-άξονα και των ευθειών x = 0 και x = 2π.

Εδώ είναι g(x)= 0 οπότε το Ϲητούµενο εµβαδόν είναι

A(R)=
∫

2π

0

|sinx|dx =
∫ π

0

sinx dx +
∫

2π

π
−sinx dx =−cosx

]π
0

+cosx

]2π

π

= 4.
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Εφαρµογές του ολοκληρώµατος

΄Ογκος στερεού εκ περιστροφής

Αν το χωρίο R του επιπέδου που ϐρίσκεται µεταξύ µεταξύ του γραφήµατος της

f , του x-άξονα και των ευθειών x = a και x = b περιστραφεί γύρω από τον x-

άξονα ή τον y-άξονα παράγεται ένα στερεό, το στερεό εκ περιστροφής. Μας

ενδιαφέρει να υπολογίσουµε τον όγκο V του στερεού αυτού.

Περιστροφή γύρω από τον x-άξονα.

Αν x ∈ [a,b] το ‘‘στοιχειώδες’’ παραλληλόγραµµο στο x καθώς κάνει µία

πλήρη περιστροφή γύρω από τον x-άξονα παράγει ένα ‘‘στοιχειώδη’’

κυκλικό στερεό κύλινδρο µε εµβαδό ϐάσης π[f(x)]2 και ύψος dx , έτσι ο

όγκος του ‘‘στοιχειώδους’’ κυλίνδρου στο x είναι dV =π[f(x)]2 dx , κατά

συνέπεια ο όγκος του στερεού εκ περιστροφής, όπως στη περίπτωση του

εµβαδού, είναι

V =
∫

b

a

π[f(x)]2 dx. (9)

Η αυστηρή απόδειξη των όσων αναφέραµε γίνεται µε χρήση αθροισµάτων Rie-

mann.
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Εφαρµογές του ολοκληρώµατος

Περιστροφή γύρω από τον y-άξονα.

Αν x ∈ [a,b] το ‘‘στοιχειώδες’’ παραλληλόγραµµο στο x καθώς κάνει µία

πλήρη περιστροφή γύρω από τον y-άξονα παράγει ένα ‘‘στοιχειώδη’’

ϕλοιό κυκλικού κυλίνδρου µε µήκος 2πx , ύψος f(x) και πάχος dx , έτσι ο

όγκος του ‘‘στοιχειώδους’’ ϕλοιού στο x είναι dV = 2πxf(x)dx , κατά

συνέπεια ο όγκος του στερεού εκ περιστροφής είναι

V =
∫

b

a

2πxf(x)dx. (10)

Η αυστηρή απόδειξη των όσων αναφέραµε γίνεται µε χρήση αθροισµάτων Rie-

mann.
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Εφαρµογές του ολοκληρώµατος

Η αρχή του Cavalieri

Ας υποθέσουµε ότι ένα στερεό ϐρίσκεται µεταξύ των επιπέδων x = a και x = b,

µε a < b. Αν για x0 ∈ [a,b] γνωρίζουµε το εµβαδόν A(x0) του χωρίου R(x0)
που είναι η τοµή του στερεού µε το επίπεδο x = x0, τότε η ποσότητα A(x0)dx

εκφράζει τον όγκο µιας ‘‘στοιχειώδους ϕέτας’’ του στερεού στο x = x0. ΄Ετσι ο

όγκος V του στερεού ϑα δίνεται από τη σχέση

V =
∫

b

a

A(x)dx. (11)

Αναφέρουµε και πάλι ότι για µια αυστηρή απόδειξη της (11) ανατρέχουµε στον

ορισµό του ολοκληρώµατος και τα αθροίσµατα Riemann. Το χωρίο R(x0), δηλαδή

την τοµή του στερεού µε το επίπεδο x = x0, ϑα το λέµε διατοµή στο x = x0.

΄Ετσι, σύµφωνα µε την αρχή του Cavalieri στερεά ίσου ύψους και ίσων εµβαδών

διατοµής σε κάθε ύψος, έχουν ίσους όγκους.
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Εφαρµογές του ολοκληρώµατος

Παράδειγµα

Να ϐρεθεί ο όγκος του στερεού το οποίο ϐρίσκεται στο εσωτερικό σφαίρας

ακτίνας R και είναι τέτοιο ώστε οι διατοµές του κατά µήκος ενός άξονα που

περιέχει το κέντρο της σφαίρας είναι τετράγωνα εγγεγραµµένα στη σφαίρα.

Μπορούµε να υποθέσουµε ότι το κέντρο της σφαίρας είναι το (0,0,0). Το

επίπεδο κάθετο στον x-άξονα στο σηµείο x = x0 µε −R ≤ x0 ≤ R, τέµνει τη

σφαίρα κατά µήκος ενός κύκλου µε κέντρο το (x0,0) και ακτίνα

r(x0)= (R2 − x
2
0
)1/2. ΄Ετσι η διατοµή του στερεού στο x = x0 είναι τετράγωνο µε

διαγώνιο d = 2r(x0), κατά συνέπεια το εµβαδόν της διατοµής είναι

A(x0)= 2r(x0)r(x0)= 2(R2 − x
2
0),

οπότε ο Ϲητούµενος όγκος είναι

V =
∫

R

−R

A(x)dx = 2

∫
R

0

2(R2 − x
2)dx = 4

[
R

2
x − x

3

3

]R

0

= 8

3
R

3.
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Εφαρµογές του ολοκληρώµατος

Μήκος καµπύλης

Αν η f είναι µια συνεχής συνάρτηση στο διάστηµα [a,b] τη συνάρτησηγf : [a,b]→
R2 µε

γf (x)= (x, f(x)), a ≤ x ≤ b

τη λέµε καµπύλη. Παρατηρούµε ότι για κάθε x ∈ [a,b] το (x, f(x)) είναι σηµείο

του γραφήµατος Gf της f και ότι η γραφική παράσταση της f είναι η γεωµετρική

εικόνα της καµπύλης γ στο επίπεδο. Για τον λόγο αυτό, παραβιάζοντας τον

ορισµό, λέγοντας καµπύλη εννοούµε το γεωµετρικό αντικείµενο που είναι η

γραφική παράσταση της f και αναφερόµαστε στην καµπύλη y = f(x). Το ερώτηµα

που µας απασχολεί είναι αν µπορούµε να ορίσουµε µια έννοια µήκους καµπύλης

και τι είναι αυτό. Θυµίζουµε ότι έχουµε ορίσει το µήκος περιφέρειας και τόξου

τα οποία είναι ειδική περίπτωση καµπύλης.
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Εφαρµογές του ολοκληρώµατος

Ας υποθέσουµε ότι η f είναι γραµµική. Τότε η γραφική παράσταση της σχετι-

κής καµπύλης είναι ένα ευθύγραµµο τµήµα (στο επίπεδο) µε άκρα τα σηµεία

(a, f(a)) και (b, f(b)), κατά συνέπεια το µήκος του ευθυγράµµου τµήµατος είναι

λογικό να ορίζεται σαν το µήκος της σχετικής καµπύλης γf . ΄Ετσι αν µε L(γf )
συµβολίσουµε το µήκος της καµπύλης, τότε

L(γf )=
√
(b−a)2 + (f(b)− f(a))2 = (b−a)

√
1+m2,

αν f(x)=mx +c και b > a.

Ολοκληρώµατα ∆εκέµβριος 2021 34 / 36

Β
Σ
/Τ
Μ
Η
Υ
Π



Εφαρµογές του ολοκληρώµατος

Αν η γραφική παράσταση της f είναι µια πολυγωνική γραµµή που απαρτίζεται από

διαδοχικά ευθύγραµµα τµήµατα µε άκρα τα σηµεία (xk−1, f(xk−1)) και (xk , f(xk)),

µε a = x0 < x1 < x2 < ·· · < xn = b, τότε γενικεύοντας το προηγούµενο αποτέλε-

σµα ορίζουµε το µήκος της πολυγωνικής καµπύλης µε τη σχέση

L(γf )=
n∑

k=1

√
(xk − xk−1)2 + (f(xk)− f(xk−1))2.

΄Ετσι αν ∆xk = xk − xk−1 και η f στο [xk−1,xk ] είναι f(x)= mkx +ck , k = 1,2, . . . ,n,

τότε

L(γf )=
n∑

k=1

√
1+m

2
k
∆xk .
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Εφαρµογές του ολοκληρώµατος

Ας υποθέσουµε τώρα ότι η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη και η παράγωγος

είναι συνεχής. Αν a = x0 < x1 < x2 < ·· · < xn = b είναι µια διαµέριση του [a,b]
τότε η πολυγωνική καµπύλη που συνδέει τα σηµεία (xk , f(xk)) µε k = 0,1,2, . . . ,n
είναι µια ‘‘προσέγγιση’’ της γf , οπότε είναι λογικό να ϑεωρήσουµε ότι

L(γf )≈
n∑

k=1

√
(xk − xk−1)2 + (f(xk)− f(xk−1))2

οπότε από το Θεώρηµα της µέσης τιµής υπάρχει ξk ∈ [xk−1,xk ] ώστε

=
n∑

k=1

√
(xk − xk−1)2 + [f ′(ξk)(xk − xk−1)]2

=
n∑

k=1

√
1+ [f ′(ξk)]2∆xk

όπου ∆xk = xk − xk−1. Η τελευταία έκφραση είναι άθροισµα Riemann για την

συνεχή συνάρτηση

√
1+ (f ′)2, κατά συνέπεια παίρνοντας το όριο του n→∞ ϑα

είναι

L(γf )=
∫

b

a

√
1+ [f ′(x)]2 dx. (12)
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