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Βασικά ϑεωρήµατα για παραγώγους

Θεώρηµα (Θεώρηµα του Rolle)

΄Εστω ότι η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [a,b] και παραγωγίσιµη στο (a,b).

Αν f(a)= f(b) τότε υπάρχει x0 ∈ (a,b) ώστε f ′(x0)= 0.

Θεώρηµα (Θεώρηµα µέσης τιµής (ΘΜΤ) )

΄Εστω ότι η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [a,b] και παραγωγίσιµη στο (a,b).

Τότε υπάρχει x0 ∈ (a,b) ώστε

f(b)− f(a)

b−a
= f

′(x0). (1)

Πόρισµα

΄Εστω ότι η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη στο (a,b) και f ′(x)= 0 για κάθε

x ∈ (a,b). Τότε η f είναι σταθερή στο (a,b).

Σηµειώνουµε ότι το αποτέλεσµα δεν ισχύει αν το διάστηµα αντικατασταθεί µε

ένωση ξένων µεταξύ τους διαστηµάτων, για παράδειγµα αν
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Βασικά ϑεωρήµατα για παραγώγους

f(x)=
{

1, αν 0< x < 1

2, αν 1< x < 2

τότε f ′(x)= 0 για όλα τα x ∈ (0,1)∪ (1,2), αλλά η f δεν είναι σταθερή!

Πόρισµα

Αν οι συναρτήσεις f και g έχουν την ίδια παράγωγο στο (a,b), τότε για κάποια

σταθερά c είναι f(x)= g(x)+c.

Πόρισµα

΄Εστω ότι η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη σε κάποιο διάστηµα (a,b).

1 Αν f ′(x)> 0 για κάθε x, τότε η f είναι αύξουσα στο (a,b).

2 Αν f ′(x)< 0 για κάθε x, τότε η f είναι ϕθίνουσα στο (a,b).
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Βασικά ϑεωρήµατα για παραγώγους

Παράδειγµα

Εάν 0< a < b δείχνουµε ότι

b−a

1+b2
≤ arctanb−arctana ≤ b−a

1+a2
.

Η f(x)= arctanx είναι παραγωγίσιµη στο R οπότε

arctanb−arctana = (b−a)arctan′ ξ= b−a

1+ξ2
(από το ΘΜΤ)

για κάποιο ξ ∈ (a,b). Επειδή για 0< a < ξ< b είναι 0< a2 < ξ2 < b2 έπεται ότι

b−a

1+b2
< b−a

1+ξ2
< b−a

1+a2

συνδυάζοντας τις δύο σχέσεις έχουµε

b−a

1+b2
< arctanb−arctana < b−a

1+a2
.
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Βασικά ϑεωρήµατα για παραγώγους

΄Ασκηση

Εάν 0< a < b δείξτε ότι

1− a

b
< log

b

a
< b

a
−1.

΄Ασκηση

∆είξτε ότι η εξίσωση

arctanx = 1− x

έχει µοναδική λύση και ϐρήτε ένα λογικό διάστηµα το οποίο την περιέχει.

Παράγωγοι Νοέµβριος 2019 5 / 23

V
S
te
fa
n
-C
E
ID



Βασικά ϑεωρήµατα για παραγώγους

Θεώρηµα (Γενικευµένο Θεώρηµα µέσης τιµής του Cauchy)

΄Εστω ότι οι συναρτήσεις f και g είναι συνεχείς στο [a,b] και παραγωγίσιµες στο

(a,b). Εάν g(a) 6= g(b) και οι f ′, g′ δεν είναι ταυτόχρονα ίσες µε µηδέν, τότε

υπάρχει x0 ∈ (a,b) ώστε

f(b)− f(a)

g(b)−g(a)
= f ′(x0)

g′(x0)
.

Θεώρηµα (Θεώρηµα µέσης τιµής του Taylor)

΄Εστω ότι η συνάρτηση f (n) είναι συνεχής στο [a,b] και παραγωγίσιµη στο (a,b).

Τότε υπάρχει x0 ∈ (a,b) ώστε

f(b)− f(a)

b−a
= f

′(a)+ f ′′(a)
2!

(b−a)+·· ·+ f (n)(a)

n!
(b−a)n−1+ f (n+1)(x0)

(n+1)!
(b−a)n.

(2)
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Πολυώνυµα Taylor και προσεγγίσεις

Αν x και x0 είναι σηµεία του (a,b) το ΘΜΤ γράφεται

f(x)= f(x0)+ f
′(ξ)(x − x0) για κάποιο ξ µεταξύ x και x0. (3)

΄Η για x ∈ (a,b) και |h| µικρό

f(x +h)= f(x)+ f
′(x +δh)h για κάποιο δ ∈ (0,1). (4)

Παρόµοια η (2) γράφεται στη µορφή

f(x)= f(x0)+ f
′(x0)(x − x0)+

f ′′(x0)

2!
(x − x0)

2 +·· ·+ f (n)(x0)

n!
(x − x0)

n

+ f (n+1)(ξ)

(n+1)!
(x − x0)

n+1

(5)

όπου το ξ είναι µεταξύ x και x0. Το πολυώνυµο

Pn(x) := f(x0)+ f
′(x0)(x − x0)+

f ′′(x0)

2!
(x − x0)

2 +·· ·+ f (n)(x0)

n!
(x − x0)

n
(6)

λέγεται πολυώνυµο Taylor ϐαθµού n της f στο x0.

Παράγωγοι Νοέµβριος 2019 7 / 23

V
S
te
fa
n
-C
E
ID



Πολυώνυµα Taylor και προσεγγίσεις

΄Ετσι η (5) µπορεί να γραφεί

f(x)= Pn(x)+Rn(x) (7)

όπου το υπόλοιπο Rn(x) στο x0 δίνεται από τη σχέση

Rn(x) :=
f (n+1)(ξ)

(n+1)!
(x − x0)

n+1
(8)

µε το ξ να είναι µεταξύ x0 και x . Η έκφραση αυτή του υπολοίπου είναι η µορφή
του Lagrange. Μια άλλη έκφραση για το Rn είναι η µορφή του Cauchy

Rn(x) :=
f (n+1)(ξ)

n!
(x −ξ)n(x − x0), (9)

µε το ξ να είναι µεταξύ x0 και x . Εν γένει τα ξ στις (8) και (9) είναι διαφορετικά

µεταξύ τους.
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Πολυώνυµα Taylor και προσεγγίσεις

Βασικό Παράδειγµα

Οι ex , sinx και cosx έχουν παραγώγους όλων των τάξεων και (ex)(n) = ex ,

dn

dxn
sinx =

{
(−1)k sinx n= 2k ,

(−1)k cosx n= 2k +1,

dn

dxn
cosx =

{
(−1)k cosx n= 2k ,

(−1)k+1 sinx n= 2k +1,

µε k = 0,1,2, . . . . ΄Ετσι για x0 = 0 και για κάθε x υπάρχει ξ µεταξύ x και µηδέν

ώστε

e
x = 1+ x + x2

2!
+ x3

3!
+·· ·+ xn

n!
+ eξxn+1

(n+1)!
(10)

sinx = x − x3

3!
+ x5

5!
− x7

7!
+·· ·+ (−1)nx2n+1

(2n+1)!
± sinξx2n+2

(2n+2)!
(11)

cosx = 1− x2

2!
+ x4

4!
− x6

6!
+·· ·+ (−1)nx2n

(2n)!
± sinξx2n+1

(2n+1)!
(12)

για n= 0,1,2, . . . Από τις σχέσεις αυτές εξάγονται διάφορα συµπεράσµατα. Ας

δούµε µερικά.

Παράγωγοι Νοέµβριος 2019 9 / 23

V
S
te
fa
n
-C
E
ID



Πολυώνυµα Taylor και προσεγγίσεις

(1) Από την (10) για x = 1 υπάρχει ξ µεταξύ µηδέν και ένα ώστε

e−
(
1+ 1

1!
+ 1

2!
+ 1

3!
+·· ·+ 1

n!

)
= eξ

(n+1)!
0< ξ< 1.

΄Ετσι έχουµε

0≤ e−
(
1+ 1

1!
+ 1

2!
+ 1

3!
+·· ·+ 1

n!

)
< e

(n+1)!
→ 0

καθώς n→∞ γεγονός που αποδεικνύει ότι η ακολουθία (an)
∞
n=1

µε

an = 1+ 1

1!
+ 1

2!
+ 1

3!
+·· ·+ 1

n!

συγκλίνει στο e.

(2) Για n= 0 και x 6= 0 υπάρχει ξ µεταξύ µηδέν και x ώστε

sinx = x − x2

2
sinξ⇒ sinx

x
= 1− x

2
sinξ∣∣∣∣sinx

x
−1

∣∣∣∣= |x|
2
|sinξ| ≤ |x|

2
⇒ lim

x→0

sinx

x
= 1.
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Πολυώνυµα Taylor και προσεγγίσεις

(3) ΄Οµοια για n= 0 και x 6= 0 υπάρχει ξ µεταξύ µηδέν και x ώστε

cosx = 1− x sinξ⇒ cosx −1

x
=−sinξ

απ΄ όπου έπεται ότι

lim
x→0

cosx −1

x
=−sin0= 0,

αφού 0< |ξ| < |x| και κατά συνέπεια ξ→ 0 καθώς x → 0.

(4) ΄Οµοια για n= 1 και x 6= 0 υπάρχει ξ µεταξύ µηδέν και x ώστε

cosx = 1− x2

2
+ x3

6
sinξ⇒ cosx −1

x2
=−1

2
+ x

6
sinξ

απ΄ όπου έπεται ότι

lim
x→0

cosx −1

x2
=−1

2
.

αφού 0< |ξ| < |x| και κατά συνέπεια ξ→ 0 καθώς x → 0.
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Πολυώνυµα Taylor και προσεγγίσεις

−1 −0.5 0.5 1

0.5

0
x

y

f(x)= 1−cosx

g(x)= x2/2

Σχήµα: Για µικρές τιµές του |x| είναι 1−cosx ≈ x2/2
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Πολυώνυµα Taylor και προσεγγίσεις

(5) Από την (10) ϐλέπουµε ότι αν Pn είναι το πολυώνυµο Taylor ϐαθµού n για

την ex , τότε

Pn(x)= 1+
n∑

k=1

xk

k!
, Pn+1(x)= Pn(x)+ xn+1

(n+1)!

και ex −Pn(x)= Rn(x) όπου

|Rn(x)| = e
ξ |x|n+1

(n+1)!
≤ e

|x| |x|n+1

(n+1)!

αφού το ξ είναι µεταξύ 0 και x . Επειδή xn/n!→ 0 καθώς n→∞1 έπεται ότι

Rn(x)→ 0 καθώς n→∞,

1∆είχνουµε ότι για a > 0

lim
n→∞

an

n!
= 0.

΄Εστω N ένας σταθερός ϕυσικός αριθµός τέτοιος ώστε N > 2a, τότε για n>N

0≤ an

n!
= a

1

a

2
. . .

a

N

a

N+1
. . .

a

n
≤ a

N
(

a

N

)n−N

< a
N

(
1

2

)n−N

= (2a)N

2n

απ΄ όπου έπεται το Ϲητούµενο αφού το δεξί άκρο της ανισότητας τείνει στο µηδέν καθώς n→∞.
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Πολυώνυµα Taylor και προσεγγίσεις

οπότε

lim
n→∞ |ex −Pn(x)| = lim

n→∞ |Rn(x)| = 0⇒ e
x = lim

n→∞Pn(x)

και από τη µορφή των Pn είναι λογικό να γράψουµε

e
x = lim

n→∞Pn(x)= 1+
∞∑

k=1

xk

k!
= 1+ x + x2

2!
+ x3

3!
+·· ·+ xn

n!
+·· · (13)

Το όριο των πολυωνύµων Pn καθώς n→∞, το άθροισµα δηλαδή όλων των

όρων (άπειροι το πλήθος) xn/n! είναι µια σειρά την οποία ϑα λέµε

δυναµοσειρά (από τη µορφή των όρων) της ex γύρω από το x = 0. ΄Ετσι

κάθε πολυώνυµο Pn είναι το µερικό άθροισµα Sn της δυναµοσειράς. Τη

δυναµοσειρά τη λέµε ανάπτυγµα Taylor της ex γύρω από το x = 0. Το

ανάπτυγµα αυτό υπάρχει για κάθε πραγµατικό αριθµό και συγκλίνει, όπως

δείξαµε στο ex . ΄Ετσι ϑα λέµε ότι η δυναµοσειρά (13) συγκλίνει στην ex

για κάθε x ∈R. Επιπλέον, από τον ορισµό της συνάρτησης exp, έχουµε ότι

ex = expx .
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Πολυώνυµα Taylor και προσεγγίσεις

΄Ασκηση

Χρησιµοποιώντας τις (11) και (12) και εργαζόµενοι όπως στο αποτέλεσµα του

ϐασικού Παραδείγµατος για την εκθετική συνάρτηση, δείξτε ότι

sinx = x − x3

3!
+ x5

5!
− x7

7!
+·· ·+ (−1)nx2n+1

(2n+1)!
+·· · (14)

cosx = 1− x2

2!
+ x4

4!
− x6

6!
+·· ·+ (−1)nx2n

(2n)!
+·· · (15)

για κάθε x ∈R.
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Πολυώνυµα Taylor και προσεγγίσεις

΄Ασκηση

Η f(x)= arctanx, έχει παραγώγους όλων των τάξεων.

(αʹ) ∆είξτε ότι

arctanx = x − x3

3
+ x5

5
− x7

7
+·· ·+ (−1)nx2n+1

2n+1
+Rn(x)

για κατάλληλο Rn.

(βʹ) ∆είξτε ότι Rn(x)→ 0 καθώς n→∞ για κάθε −1≤ x ≤ 1 και συµπεράνατε ότι

arctanx = x − x3

3
+ x5

5
− x7

7
+·· ·+ (−1)nx2n+1

2n+1
+·· · −1≤ x ≤ 1.
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Πολυώνυµα Taylor και προσεγγίσεις

Παράδειγµα

Προσεγγίζοντας τη συνάρτηση f(x)= 3
p

x µε ένα πολυώνυµο Taylor 2ου ϐαθµού

στο x0 = 8, πόσο ακριβής είναι η προσέγγιση όταν 7≤ x ≤ 9;

Το Ϲητούµενο πολυώνυµο είναι το

P2(x)= f(8)+ f ′(8)
1!

(x −8)+ f ′′(8)
2!

(x −8)2.

Υπολογίζουµε

f(x)= x
1/3

f
′(x)= 1

3
x
−2/3

f
′′(x)=−2

9
x
−5/3

f
′′′(x)= 10

27
x
−8/3

f(8)= 2 f
′(8)= 1

12
f
′′(8)=− 1

144

εποµένως

3
p

x ≈ 2+ 1

12
(x −8)− 1

288
(x −8)2.
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Πολυώνυµα Taylor και προσεγγίσεις

Παράδειγµα (συνέχεια)

Η ακρίβεια της προσέγγισης εκτιµάται από το υπόλοιπο R2(x) αφού

f(x)−P2(x)= R2(x),

όπου το ξ στην έκφραση του Rn(x) είναι µεταξύ 8 και x . Εδώ είναι

R2(x)=
f ′′′(ξ)

3!
(x −8)3 = 10

27
ξ−8/3

(x −8)3

3!
= 5(x −8)3

81ξ8/3
.

Επειδή x ∈ [7,9] είναι −1≤ x −8≤ 1, ισοδύναµα |x −8| ≤ 1 και ξ> 7, οπότε

|R2(x)| =
∣∣∣∣5(x −8)3

81ξ8/3

∣∣∣∣< 5 ·1
81 ·78/3

< 0.0004.

΄Ετσι για κάθε x ∈ [7,9] έχουµε∣∣∣∣ 3
p

x −
(
2+ 1

12
(x −8)− 1

288
(x −8)2

)∣∣∣∣< 0.0004.
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Γραµµικοποίηση και διαφορικά

Αν η f είναι παραγωγίσιµη σε κάποιο διάστηµα (a,b) και x0 ∈ (a,b), τότε το

πολυώνυµο Taylor πρώτου ϐαθµού στο x0

P1(x)= f(x0)+ f
′(x0)(x − x0)

είναι η εξίσωση της εφαπτοµένης ευθείας στο γράφηµα της f στο σηµείο

(x0, f(x0)). Αν το x είναι κοντά στο x0 από την (3) ϐλέπουµε ότι

f(x)≈ P1(x),

κατά συνέπεια σε ένα διάστηµα γύρω από το x0 η f προσεγγίζεται από µια

γραµµική συνάρτηση. Το υπόλοιπο R1(x) εκφράζει το σφάλµα της προσέγγισης.

Ορισµός

Αν η f είναι παραγωγίσιµη στο x0 η συνάρτηση

L(x) := f(x0)+ f
′(x0)(x − x0)

λέγεται γραµµικοποίηση της f στο x0.
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Γραµµικοποίηση και διαφορικά

Αν το x0 µεταβάλεται κατά ∆x = dx τότε η y = f(x) µεταβάλεται κατά

∆f = f(x0 +dx)− f(x0).

Αν η f είναι παραγωγίσιµη η έκφραση f ′(x0)dx είναι µια προσέγγιση της ∆f

αφού για ∆x µικρό είναι

∆f = f(x0 +dx)− f(x0)= f
′(x0)dx +εdx

και ε→ 0 καθώς ∆x → 0. Την έκφραση

dy = df = f
′(x)dx

λέµε διαφορικό της f . Παρατηρούµε ότι το διαφορικό της f στο x0 είναι η

µεταβολή της γραµµικοποίησης L κατά dx αφού

∆L = L(x0 +dx)− L(x0)

= f(x0)+ f
′(x0)((x0 +dx)− x0)− f(x0)

= f
′(x0)dx.

Παράγωγοι Νοέµβριος 2019 20 / 23

V
S
te
fa
n
-C
E
ID



Γραµµικοποίηση και διαφορικά

Παράδειγµα

Η γραµµική προσέγγιση της f(x)= (1+ x)r , x >−1 και r ∈R, στο x = 0 είναι

(1+ x)r ≈ 1+ rx, x κοντά στο 0.

Πράγµατι f ′(x)= r(1+ x)r−1, οπότε στο x = 0 είναι

L(x)= f(0)+ f
′(0)(x −0)= 1+ rx.

΄Ετσι για x κοντά στο µηδέν έχουµε

p
1+ x ≈ 1+ 1

2
x

1

1+ x
≈ 1+ (−1)x = 1− x

3
√

1+3x4 ≈ 1+ 1

3
3x

4 = 1+ x
4 1p

1− x2
≈ 1+

(
−1

2

)
(−x

2)= 1+ 1

2
x

2

Παράγωγοι Νοέµβριος 2019 21 / 23

V
S
te
fa
n
-C
E
ID



Η µέθοδος του Newton

Η µέθοδος του Newton για την εύρεση ριζών

΄Εστω ότι η f είναι µια παραγωγίσιµη συνάρτηση µε συνεχή παράγωγο στο

διάστηµα (a,b) και έστω, επιπλέον, ότι f ′(x) 6= 0 στο (a,b). Αν a < x1 < b η

εφαπτόµενη ευθεία στο (x1, f(x1)) έχει εξίσωση y − f(x1)= f ′(x1)(x − x1).

Επειδή f ′(x) 6= 0 η ευθεία αυτή τέµνει τον x-άξονα. Αν x2 είναι το σηµείο τοµής,

τότε

0− f(x1)= f
′(x1)(x2 − x1)⇒ x2 = x1 −

f(x1)

f ′(x1)
.

΄Οµοια η εφαπτόµενη ευθεία στο (x2, f(x2)) τέµνει τον xάξονα στο x3 και

x3 = x2 −
f(x2)

f ′(x2)
.

Συνεχίζοντας αυτή τη διαδικασία παίρνουµε µια αναδροµική ακολουθία

xn+1 = xn −
f(xn)

f ′(xn)
n= 1,2,3, . . . .
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Η µέθοδος του Newton

Υποθέτοντας ότι η αναδροµική ακολουθία συγκλίνει σε κάποιο σηµείο x∗ από

την συνέχεια των f και f ′ παίρνοντας το όριο n→∞ στα δύο µέλη της

αναδροµικής σχέσης έχουµε

x
∗ = x

∗− f(x∗)
f ′(x∗)

⇒ f(x∗)= 0,

δηλαδή η ακολουθία συγκλίνει σε µια ϱίζα της εξίσωσης f(x)= 0. Κατά

συνέπεια παίρνοντας το σηµείο x1 κοντά σε ϱίζα της εξίσωσης f(x)= 0 το

αναδροµικό αυτό σχήµα συγκλίνει στη ϱίζα.

΄Ασκηση

Να εξετασθούν ως προς τη σύγκλιση οι ακολουθίες και αν συγκλίνουν να

ϐρεθούν τα όριά τους.

(αʹ) x0 = 1, xn+1 = xn −
x2

n −2

2xn

, n= 1,2,3, . . . .

(βʹ) x0 = 1, xn+1 = xn −1, n= 1,2,3, . . . .
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