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Συναρτήσεις

Ορισµός

Εάν A και B είναι δύο σύνολα µία συνάρτηση f από το A στο B είναι µία

αντιστοιχία ή νόµος ώστε κάθε στοιχείο του A αντιστοιχίζεται σε ένα και µόνο

στοιχείο του B. Εάν f είναι µία συνάρτηση από το A στο B γράφουµε f :A→ B.

Εάν x ∈A µε f(x) συµβολίζουµε το στοιχείο του B που αντιστοιχεί µέσω της f στο

x . Λέµε ότι το f(x) είναι η εικόνα του x µέσω της f .

Ορισµός

΄Εστω f να είναι είναι µία συνάρτηση από το A στο B, δηλαδή f :A→ B. Το

σύνολο A λέγεται πεδίο ορισµού (domain) της f και, συνήθως, συµβολίζεται µε

D(f) ή Df . Το σύνολο των y ∈ B για τα οποία υπάρχουν x ∈A τέτοια ώστε

y = f(x) λέγεται πεδίο τιµών (range) της f και συµβολίζεται µε R(f) ή Rf . Εν

γένει R(f)⊆ B. Το υποσύνολο του καρτεσιανού γινοµένου A×B

G(f)= {(x, f(x)) : x ∈A}

λέγεται γράφηµα (graph) της f . Εναλλακτικά συµβολίζεται µε Gf .
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Συναρτήσεις

Παράδειγµα

΄Εστω A= {x,y ,z} και B = {a,b} και ορίζουµε f :A→ B µε

f(x)= a, f(y)= b, f(z)= b.

Παράδειγµα

΄Εστω A και B δύο µη κενά σύνολα και έστω b0 ∈ B. Η συνάρτηση f :A→ B µε

τύπο f(x)= b0, για κάθε x ∈A, λέγεται σταθερή συνάρτηση (constant function).

Παράδειγµα

΄Εστω A 6=∅. Η συνάρτηση f :A→A µε τύπο f(x)= x , για κάθε x ∈A, λέγεται

ταυτοτική συνάρτηση (identity function) και συµβολίζεται µε τA.

Παράδειγµα

΄Εστω A 6=∅ και έστω f :A→ B. Εάν A0 ⊆A η συνάρτηση f |A0
:A0 → B που

ορίζεται από τη σχέση f |A0
(x)= f(x), για κάθε x ∈A0, λέγεται ο περιορισµός

της f στο A0 (restriction of f on A0).
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Συναρτήσεις

• ΄Εστω f :A→ B. Εάν A0 ⊆A µε f(A0) συµβολίζουµε το σύνολο όλων των

εικόνων των στοιχείων του A0. Το σύνολο αυτό λέγεται η εικόνα (image) του A0

µέσω της f . ΄Ετσι

f(A0)= {y ∈ B : y = f(x) για κάποιο x ∈A0}.

Παρατηρούµε ότι f(A0)⊆ B. Εάν B0 ⊆ B µε f
−1(B0) συµβολίζουµε το σύνολο

όλων των στοιχείων του A των οποίων οι εικόνες µέσω της f ανήκουν στο B0. Το

σύνολο αυτό λέγεται η αντίστροφη εικόνα (preimage) του B0 µέσω της f . ΄Ετσι

f
−1(B0)= {x ∈A : f(x) ∈ B0}.

Παρατηρούµε ότι f
−1(B0)⊆A. Μπορεί να δειχθεί ότι

A0 ⊆A⇒ f
−1(f(A0))⊃A0 (1)

B0 ⊆ B ⇒ f(f−1(B0))⊆ B0 (2)
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Συναρτήσεις

Ορισµός

΄Εστω f :A→ B.

(1) Η f λέγεται ένα-προς-ένα (injective ή one--to--one) εάν για κάθε Ϲευγάρι

διακριτών στοιχείων του D(f) οι εικόνες τους διαφέρουν µεταξύ τους,

δηλαδή

x1 6= x2 ⇒ f(x1) 6= f(x2).

Ισοδύναµα

f(x1)= f(x2)⇒ x1 = x2.

(2) Η f λέγεται επί (surjective ή onto) του B εάν κάθε στοιχείο του B είναι εικόνα

κάποιου στοιχείου του A, δηλαδή

y ∈ B ⇒ y = f(x) για κάποιο x ∈A.

Ισοδύναµα R(f)= B.

(3) Εάν η f είναι ένα-προς-ένα και επί ϑα λέγεται ένα-προς-ένα αντιστοιχία

µεταξύ των A και B.
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Συναρτήσεις

• Εάν f :A→ B και g : B →C ορίζουµε τη συνάρτηση g ◦ f :A→C µε τη σχέση

(g ◦ f)(x)= g(f(x)). Η g ◦ f λέγεται σύνθεση (composite) των f και g. Η g ◦ f

ορίζεται όταν το πεδίο τιµών της f περιέχεται στο πεδίο ορισµού της g,

σχηµατικά R(f)⊆D(g).

• Εάν f :A→ B είναι µία ένα προς ένα αντιστοιχία του A µε το B, τότε σε κάθε

στοιχείο y ∈ B αντιστοιχεί ένα και µόνο στοιχείο x ∈A τέτοιο ώστε y = f(x). ΄Ετσι

µπορεί να ορισθεί η αντίστροφη συνάρτηση f
−1 : B →A της f από τη σχέση

f
−1(y)= x ⇔ f(x)= y .

Παράδειγµα

Για A= {x,y ,z}, B = {a,b,c} και C = {p,q} ορίζουµε

f(x)= a, f(y)= f(z)= b, g(a)= g(b)= p, g(c)= q

τότε R(f)= {a,b}( B και R(g)=C, και

g ◦ f(x)= g(f(x))= g(a)= p, g ◦ f(y)= g(f(y))= g(b)= p, g ◦ f(z)= p
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Ο καρτεσιανός χώρος

Με R συµβολίζουµε την ευθεία των πραγµατικών αριθµών και µε R2 το

καρτεσιανό γινόµενο

R2 =R×R= {(x,y) : x,y ∈R}.

Αν f :R→R είναι µια συνάρτηση, τότε το γράφηµα

G(f)= {(x, f(x)) : x ∈R}

είναι υποσύνολο του R2. Το R2 εφοδιασµένο µε ένα ορθογώνιο σύστηµα

αξόνων, δηλαδή εφοδιασµένο µε δύο κάθετες µεταξύ τους ευθείες καθεµιά

από τις οποίες αναπαριστάνει την πραγµατική ευθεία, µε σηµείο τοµής το (0,0)
ϑα το λέµε καρτεσιανό επίπεδο, ή πραγµατικό επίπεδο ή διδιάστατο

πραγµατικό χώρο. Τον οριζόντιο άξονα τον λέµε συνήθως x-άξονα και τον

κατακόρυφο y-άξονα. Κάθε σηµείο P του επιπέδου αντιστοιχεί σε µοναδικό

Ϲευγάρι (x0,y0) πραγµατικών αριθµών, και αντίστροφα κάθε Ϲευγάρι (x0,y0)
πραγµατικών αριθµών παριστάνει ένα µοναδικό σηµείο του επιπέδου. ΄Ετσι

γράφουµε P(x0,y0) για να δηλώσουµε αυτή την ένα προς ένα αντιστοιχία.
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Ο καρτεσιανός χώρος

x

y

0

P(x0,y0)
y0

x0

Σχήµα: Το καρτεσιανό επίπεδο.

Το σηµείο x0 στον x-άξονα το λέµε x συντεταγµένη του σηµείου P, και το y0

στον y-άξονα το λέµε y συντεταγµένη του P.
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Ο καρτεσιανός χώρος

΄Οµοια το καρτεσιανό γινόµενο

R3 =R×R×R= {(x,y ,z) : x,y ,z ∈R}

εφοδιασµένο µε ένα τρισορθογώνιο σύστηµα αξόνων, δηλαδή εφοδιασµένο

µε τρεις ευθείες ανά δύο κάθετες µεταξύ τους, καθεµιά από τις οποίες

αναπαριστάνει την πραγµατική ευθεία, µε σηµείο τοµής το (0,0,0) ϑα το λέµε

τριδιάστατο πραγµατικό χώρο. Κάθε σηµείο του χώρου αντιστοιχεί σε µοναδική

τριάδα (x,y ,z) πραγµατικών αριθµών, και αντίστροφα κάθε τριάδα (x,y ,z)
πραγµατικών αριθµών παριστάνει ένα µοναδικό σηµείο του χώρου. Γενικότερα

για n ∈N έχουµε τον n-διάστατο πραγµατικό χώρο

Rn = {(x1,x2, . . . ,xn) : xj ∈R, j = 1,2, . . . ,n}.

Αναλογικά, µπορούµε να έχουµε συναρτήσεις

f :Rm →Rn

µε m,n ∈N.
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Ο καρτεσιανός χώρος

• Το εµβαδόν A που περικλείει κύκλος ακτίνας r είναι ίσο µε πr
2, άρα

A(r)=πr
2, A :R→R.

• Ο όγκος κυλίνδρου µε ακτίνα ϐάσης r και ύψος h είναι ίσος µε πr
2
h, έτσι ο

όγκος V είναι συνάρτηση δύο µεταβλητών r και h, V :R2 →R και

V(r ,h)=πr
2
h.

• Αν ένα σώµα κινείται στο χώρο R3 ώστε κάθε χρονική στιγµή t η ϑέση του

είναι γνωστή, τότε η κίνηση περιγράφεται από µια συνάρτηση w :R→R3, ώστε

w(t)= (x(t),y(t),z(t)),

όπου οι x,y ,z είναι συναρτήσεις από το R στο R.

• Αν P είναι σηµείο στην ατµόσφαιρα της γης, p(P),q(P),h(P) είναι αντίστοιχα

η ατµοσφαιρική πίεση, η ϑερµοκρασία, και η υγρασία στο P, υποθέτοντας ότι το

κέντρο της γης ϐρίσκεται στην αρχή ενός τρισορθογωνίου συστήµατος αξόνων,

τότε P = P(x,y ,z) ∈R3, οπότε η πληροφορία που µας ενδιαφέρει κωδικοποιείται

µε µια συνάρτηση M :R3 →R3,

M(x,y ,z)= (p(x,y ,z),q(x,y ,z),h(x,y ,z)).
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Πραγµατικές Συναρτήσεις Ι

Ορισµός

Εάν A 6=∅, κάθε συνάρτηση ορισµένη στο A µε τιµές στο σύνολο R των

πραγµατικών αριθµών, δηλαδή f :A→R, λέγεται πραγµατική συνάρτηση.

Συνήθως το πεδίο ορισµού των συναρτήσεων που ϑα µας απασχολήσουν είναι

το R ή κάποιο υποσύνολο αυτού.

Οι πραγµατικές συναρτήσεις συνήθως δίνονται µε κάποιο τύπο, για παράδειγµα

f(x)=p
3x +1.

Στην περίπτωση αυτή απαιτείται η εύρεση του πεδίου ορισµού της συνάρτησης.

Πρέπει να είναι

3x +1≥ 0 ⇒ D(f)= [−1/3,+∞).

Παρατηρούµε ότι f(−1/3)= 0, και ισχυριζόµαστε ότι για κάθε y > 0 υπάρχει

x >−1/3 ώστε
p

3x +1= y . Πράγµατι ‘‘επιλύοντας’’ την τελευταία εξίσωση,

ισοδύναµα, παίρνουµε

3x +1= y
2 ⇔ x = y

2/3−1/3>−1/3, άρα R(f)= [0,+∞).
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Πραγµατικές Συναρτήσεις Ι

Ορισµός (Μονοτονία)

Μια πραγµατική συνάρτηση f η οποία διατηρεί ή αντιστρέφει τη διάταξη των

πραγµατικών αριθµών λέγεται µονότονη. Ειδικότερα η f λέγεται

(1) Αύξουσα (increasing) αν f(s)≤ f(t), οποτεδήποτε s < t , και αυστηρά ή

γνησίως αύξουσα (strictly increasing) αν f(s)< f(t).

(2) Φθίνουσα (decreasing) αν f(s)≥ f(t), οποτεδήποτε s < t και αυστηρά ή

γνησίως ϕθίνουσα (strictly dencreasing)αν f(s)> f(t).

Ορισµός

Μια πραγµατική συνάρτηση ορισµένη σ΄ ένα κατάλληλο υποσύνολο του R, ή σε

ολόκληρο το R λέγεται

(1) ΄Αρτια (even) αν f(−x)= f(x).

(2) Περιττή (odd) αν f(−x)=−f(x).
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Πραγµατικές Συναρτήσεις ΙΙ

Ορισµός (Πράξεις συναρτήσεων)

Εάν f και g είναι πραγµατικές συναρτήσεις, για κάθε x ∈D(f)∩D(g), ορίζουµε

το άθροισµα f +g, τη διαφορά f −g, το γινόµενο f ·g, και το πηλίκο f/g, των f

και g, αντίστοιχα, µε τις σχέσεις

(1) (f +g)(x)= f(x)+g(x)

(2) (f −g)(x)= f(x)−g(x)

(3) (f ·g)(x)= f(x) ·g(x)
(4)

(
f

g

)
(x)= f(x)

g(x)
, για g(x) 6= 0.

Οι αλγεβρικές πράξεις µεταξύ συναρτήσεων όπως και η σύνθεση επιτρέπουν

τη δηµιουργία νέων συναρτήσεων από τις σχετικά απλές υπάρχουσες

συναρτήσεις. Επιπλέον οι αντίστροφες συναρτήσεις, γνωστών συναρτήσεων,

εφόσον αυτές υπάρχουν, εµπλουτίζουν τη συλλογή των πραγµατικών

συναρτήσεων που µας ενδιαφέρουν και εµφανίζονται στις διάφορες

εφαρµογές.
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Πραγµατικές Συναρτήσεις ΙΙ

Αν f είναι µια πραγµατική συνάρτηση ως γράφηµα της f ορίσαµε το σύνολο

G(f)= {(x,y) : y = f(x)} το οποίο είναι υποσύνολο του R×R=R2.

Η αποτύπωση του γραφήµατος µιας συνάρτησης στο επίπεδο, δηλαδή η

γραφική παράσταση της συνάρτησης παρέχει συνήθως ένα σχετικά µεγάλο

ποσοστό της πληροφορίας που ϑα ϑέλαµε να έχουµε για τη συνάρτηση. ΄Αρα η

όσο το δυνατό πιστή αποτύπωση του γραφήµατος της συνάρτησης είναι ένας

από τους στόχους µας. Προκειµένου να πετύχουµε αυτό το στόχο πρέπει να

αναπτύξουµε την κατάλληλη ‘‘τεχνολογία’’. Η τεχνολογία αυτή αναπτύσσεται

σταδιακά. Επιπλέον ο αυστηρός ορισµός κάποιων συναρτήσεων όπως είναι οι

τριγωνοµετρικές, η εκθετική, ο λογάριθµος και άλλες µπορεί να δοθεί αφότου

έχουµε αναπτύξει την ανάλογη ϑεωρία. Εκµεταλευόµενοι όµως τη σχετική

γνώση που έχουµε από το Λύκειο, ϑα ϑεωρήσουµε ότι γνωρίζουµε τη

συµπεριφορά, τις ιδιότητες και τη γραφική παράσταση πολλών από τις

συναρτήσεις που ϑα µας απασχολήσουν.

Η γραφική παράσταση της συνάρτησης y = f(x) είναι το σύνολο όλων των

σηµείων (x,y) του επιπέδου µε y = f(x). ΄Ετσι αποτυπώνοντας πολλά (πόσα ;)

σηµεία (x, f(x)) στο καρτεσιανό επίπεδο µπορούµε να

καταλάβουµµε-εικάσουµε τη µορφή της γραφικής παράστασης.
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Βασικά στοιχεία

Το ορθογώνιο σύστηµα αξόνων χωρίζει το καρτεσιανό επίπεδο σε τέσσερα

ξένα µεταξύ τους σύνολα τα οποία λέµε πρώτο, δεύτερο, τρίτο και τέταρτο

τεταρτηµόριο (quadrants). Αυτά είναι αντίστοιχα τα

Q1 = {(x,y) : x > 0 και y > 0}, Q2 = {(x,y) : x < 0 και y > 0},

Q3 = {(x,y) : x < 0 και y < 0}, Q4 = {(x,y) : x > 0 και y < 0}.

x

y

Q1

Q4

Q2

Q3

0

R2
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Βασικά στοιχεία

Απόσταση στο επίπεδο

• P = (x1,y1) και Q = (x2,y2) είναι δύο σηµεία του επιπέδου

• Αν d(P,Q) είναι η απόσταση µεταξύ των σηµείων P και Q

τότε από το σχετικό ορθογώνιο τρίγωνο µε κορυφές τα σηµεία (x1,y1), (x2,y2)
και (x2,y1) προκύπτει ότι

d(P,Q)=
√
(x1 − x2)2 + (y1 −y2)2.

x

y

P(x1,y1)
y1

x1

Q(x2,y2)

(x2,y1)

y2

x2
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Βασικά στοιχεία

Εξίσωση του κύκλου

Αν το (x,y) είναι σηµείο του κύκλου κέντρου (a,b) και ακτίνας r ≥ 0, τότε

(x −a)2 + (y −b)2 = r
2. (3)

΄Ετσι η (3) είναι η εξίσωση του κύκλου µε κέντρο το (a,b) και ακτίνα r . Για

παράδειγµα η εξίσωση

x
2 +y

2 −2x +2y −2= 0

γράφεται

x
2 −2x +1+y

2 +2y +1−4= 0⇔ (x −1)2 + (y +1)2 = 4

κατά συνέπεια η εξίσωση παριστάνει κύκλο κέντρου (1,−1) και ακτίνας 2.

΄Ασκηση

Η έλλειψη είναι ο γεωµετρικός τόπος των σηµείων του επιπέδου των οποίων το

άθροισµα των αποστάσεων από δύο σταθερά σηµεία, τις εστίες της έλλειψης,

είναι σταθερό. Να ϐρεθεί η εξίσωση της έλλειψης µε εστίες στα σηµεία (−c,0)
και (c,0) και άθροισµα αποστάσεων ίσο µε 2a, όπου a > c > 0.
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Βασικά στοιχεία Περί κύκλου

Μήκος περιφέρειας και εµβαδόν δίσκου

C(O, r) : κύκλος κέντρου O και ακτίνας r

D(O, r) : η περιοχή που περικλείει ο κύκλος C(O, r) την οποία ϑα λέµε δίσκο

κέντρου O και ακτίνας r . Γράφουµε επίσης Cr για τον κύκλο και Dr για το δίσκο.

Πρόβληµα 1: Τι µπορούµε να ορίσουµε σαν µήκος της περιφέρειας του κύκλου

και πόσο είναι αυτό ;

Πρόβληµα 2: Με τί ισούται το εµβαδόν του δίσκου ;

Θεώρηµα (Εύδοξος (408-355 π.Χ.))

Ο λόγος του µήκους της περιφέρειας προς τη διάµετρο του κύκλου είναι ίδιος

για όλες τις ακτίνες.

Ορισµός

Αν L(Cr) είναι το µήκος της περιφέρειάς του κύκλου Cr , ορίζουµε

L(Cr)

2r
=π.

Συναρτήσεις Οκτώβριος 2019 18 / 31



Βασικά στοιχεία Περί κύκλου

Ιστορία: Οι αρχαίοι ΄Ελληνες γνώριζαν για τον αριθµό π από τον 5ο π.Χ. αιώνα.

Ο Ιπποκράτης ο Χίος ϕαίνεται ότι γνώριζε το αποτέλεσµα του Θεωρήµατος του

Ευδόξου από το 430 π.Χ. Ο Αρχιµήδης (287-212 π.Χ.) απέδειξε ότι

3+10/71<π< 3+1/7, οπότε π≈ 3.14 . . . . Το 1761 ο Lambert απέδειξε ότι ο

αριθµός π είναι άρρητος. Το 1882 ο Lindemann απέδειξε ότι ο π είναι

υπερβατικός, δεν προκύπτει δηλαδή σαν λύση κάποιας αλγεβρικής εξίσωσης

µε ϱητούς συντελεστές. Συνεπώς δεν µπορεί να ϐρεθεί η ϑέση του π (να

κατασκευαστεί) µε χάρακα και διαβήτη επάνω στην πραγµατική ευθεία, κατά

συνέπεια το πρόβληµα του τετραγωνισµού του κύκλου µε χάρακα και διαβήτη

είναι αδύνατο.

΄Ετσι το µήκος της περιφέρειας κύκλου ακτίνας r είναι

L(Cr)= 2πr (4)

και το εµβαδόν δίσκου ακτίνας r αποδεικνύεται ότι είναι

A(Dr)= 1

2
L(Cr)r =πr

2. (5)

Ειδικά

L(C1)= 2π, A(D1)=π.
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Βασικά στοιχεία Περί κύκλου

Εµβαδόν κυκλικού τοµέα

Θυµίζουµε ότι µια γωνία µε κορυφή στο κέντρο ενός κύκλου λέγεται επίκεντρη

γωνία. Θυµίζουµε επίσης ότι το τµήµα ενός δίσκου το οποίο περιέχεται µεταξύ

των πλευρών µιας επίκεντρης γωνίας και της περιφέρειας λέγεται κυκλικός

τοµέας. Αν στον κύκλο C(O, r) ϑεωρήσουµε τον κυκλικό τοµέα AOB, τότε σε

αναλογία µε την (4) το µήκος s του τόξου AB είναι

s = s1r

όπου s1 είναι µια υποδιαίρεση του 2π. Επίσης σε αναλογία της (5) το εµβαδόν

του κυκλικού τοµέα AOB ϑα είναι

A= 1

2
sr = 1

2
s1r

2
(6)

όπου s είναι το µήκος του τόξου AB, και s = s1r µε 0≤ s1 ≤ 2π. Μπορούµε έτσι

να σκεφτόµαστε ότι το s1 είναι το µήκος του τόξου στη µοναδιαία περιφέρεια το

οποίο αποκόπτει η επίκεντρη γωνία.
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Βασικά στοιχεία Τριγωνοµετρικοί αριθµοί σε τρίγωνο

Τριγωνοµετρικοί αριθµοί γωνίας ω ορθογωνίου τριγώνου

β
γ

α
ω

sinω= β

γ
cosω= α

γ

tanω= β

α
= sinω

cosω
cotω= α

β
= cosω

sinω

secω= γ

α
= 1

cosω
cscω= γ

β
= 1

sinω

΄Αµεσες συνέπειες του ορισµού των τριγωνοµετρικών αριθµών γωνίας είναι

sin2ω+cos2ω= 1, tanω= 1

cotω
, sec2ω− tan2ω= 1, csc2ω−cot2ω= 1.
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Βασικά στοιχεία Μονάδες µέτρησης γωνίας

Μια γωνία µε κορυφή στο κέντρο ενός κύκλου αποκόπτει ένα τόξο της

περιφέρειας. Είναι λογικό να ϑελήσουµε να µετρήσουµε τη γωνία µετρώντας

το αντίστοιχο τόξο. ΄Οµως το ‘‘µήκος του τόξου’’ εξαρτάται από την ακτίνα του

κύκλου. Ξεπερνάµε τη δυσκολία µε δύο τρόπους.

Πρώτος τρόπος: ∆ιαιρώντας την περιφέρεια σε 360 ισοµήκη τόξα ορίζουµε

σαν µια µονάδα µέτρησης γωνιών την µοίρα (degree) να είναι ίση µε ένα από

αυτά τα τόξα. Αντί για 1 µοίρα γράφουµε 1◦, έτσι 1◦ = 1/360 της περιφέρειας.

΄Ετσι η περιφέρεια αντιστοιχεί σε γωνία 360◦. Η µονάδα αυτή είναι ανεξάρτητη

της ακτίνας του κύκλου, για παράδειγµα η γωνία 90◦ αντιστοιχεί στο 1/4 της

περιφέρειας, αφού 90=360/4, κατά συνέπεια η γωνία 90◦ είναι ορθή.

∆εύτερος τρόπος: Θεωρούµε ένα κύκλο ακτίνας 1 και ορίζουµε τη µονάδα

ακτίνιο (radian) να είναι εκείνο το µήκος τόξου ώστε το µήκος της περιφέρειας

του (µοναδιαίου) κύκλου να είναι 2π ακτίνια, εποµένως

2π rad= 360
◦ ⇔ 1 rad=

(
180

π

)◦
≈ 57.2957795...◦

΄Ετσι

30
◦ = π

6
, 45

◦ = π

4
, 60

◦ = π

3
, 90

◦ = π

2
, · · ·
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Βασικά στοιχεία Μονάδες µέτρησης γωνίας

Απόρροια του ορισµού του ακτινίου είναι ότι αν s είναι το µήκος ενός τόξου

κύκλου ακτίνας ρ = r και θ είναι το µέτρο σε ακτίνια της επίκεντρης γωνίας που

αντιστοιχεί στο τόξο, τότε

s = θr .

Το γεγονός αυτό συµφωνεί µε το γνωστό αποτέλεσµα ότι το µήκος της

περιφέρειας ακτίνας r είναι ίσο µε 2πr .

ρ = 1 r

θ

s
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Βασικά στοιχεία Ο τριγωνοµετρικός κύκλος

Θεωρούµε ένα σύστηµα αξόνων κάθετων µεταξύ τους, έναν οριζόντιο και έναν

κατακόρυφο, και έναν κύκλο ακτίνας 1 µε κέντρο στην αρχή των αξόνων. Στη

συνέχεια ορίζουµε προσανατολισµό στον κύκλο. Θεωρούµε σαν αρχή

µέτρησης το σηµείο (1,0) της περιφέρειας, το σηµείο A στο Σχήµα. Ορίζουµε

σαν θετική φορά διαγραφής εκείνη κατά την οποία η κίνηση γίνεται αντίθετα

από αυτήν των δεικτών του ϱολογιού, και αρνητική φορά την αντίθετη, δηλαδή

εκείνη κατά την οποία η κίνηση ακολουθεί αυτήν των δεικτών. Τον

προσανατολισµένο µοναδιαίο κύκλο ονοµάζουµε τριγωνοµετρικό κύκλο.

Συναρτήσεις Οκτώβριος 2019 24 / 31



Βασικά στοιχεία Ο τριγωνοµετρικός κύκλος

O

A

P(a,b)

x

P
′(a,−b)

−x

cosx

sinx

cos(−x)

sin(−x)

+

−

Σχήµα: Ο τριγωνοµετρικός κύκλος Ι
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Βασικά στοιχεία Ο τριγωνοµετρικός κύκλος

΄Εστω x ένας πραγµατικός αριθµός ώστε −π≤ x ≤π. ΄Εστω P το σηµείο πάνω

στον τριγωνοµετρικό κύκλο έτσι ώστε το τόξο AP να είναι ίσο µε x rad. Εννοείται

ότι αν x < 0, τότε το τόξο AP έχει µήκος |x| και η µετάβαση από το A στο P

γίνεται κατά την αρνητική ϕορά. Αν (a,b) είναι οι συντεταγµένες του σηµείου P

ορίζουµε

cosx = a και sinx = b.

Σηµειώνουµε ότι αν x =π ή x =−π, τότε P = (−1,0). Μια άµεση συνέπεια του

ορισµού είναι ότι

cos(−x)= cosx, sin(−x)=−sinx. (7)

Επεκτείνοντας τον ορισµό για −π≤ x ≤π και k ∈Z ορίζουµε

cos(x +2kπ)= cosx και sin(x +2kπ)= sinx.

΄Ετσι ορίζουµε πρακτικά τις τριγωνοµετρικές συναρτήσεις cosx και sinx για

όλους τους πραγµατικούς αριθµούς. Παρατηρούµε ότι

−1≤ cosx ≤ 1 και −1≤ sinx ≤ 1 (8)

για κάθε x ∈R.
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Βασικά στοιχεία Ο τριγωνοµετρικός κύκλος

Στη συνέχεια ορίζουµε τις υπόλοιπες τριγωνοµετρικές συναρτήσεις µε τις

σχέσεις

tanx = sinx

cosx
, cotx = cosx

sinx
, secx = 1

cosx
, cscx = 1

sinx
.

Οι κλασµατικές αυτές συναρτήσεις ορίζονται για όλους τους πραγµατικούς

αριθµούς εκτός από τις διακριτές τιµές του x για τις οποίες µηδενίζεται ο

παρονοµαστής. Συγκεκριµένα, επειδή

sinx = 0⇔ x = kπ, και cosx = 0⇔ x = kπ+ π

2
, k ∈Z,

έπεται ότι τα πεδία ορισµού αυτών των συναρτήσεων είναι

D(tan)=D(sec)= {x ∈R : x 6= kπ+π/2, k ∈Z}

D(cot)=D(csc)= {x ∈R : x 6= kπ, k ∈Z}.
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Βασικά στοιχεία Ο τριγωνοµετρικός κύκλος

O

A

B

P Q

R

C

S

cosx

sinx

cos

sin

cot

tan

Σχήµα: Ο τριγωνοµετρικός κύκλος ΙΙ
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Βασικά στοιχεία Τριγωνοµετρικές ταυτότητες

1 sin2
x +cos2

x = 1.

2 cos(x +y)= cosx cosy − sinx siny .

3 sin(x +y)= sinx cosy +cosx siny .

4 cos2x = cos2
x − sin2

x = 2cos2
x −1= 1−2sin2

x .

5 sin2x = 2sinx cosx .

6 sinx − siny = 2cos
x +y

2
sin

x −y

2
.

7 cosx −cosy =−2sin
x +y

2
sin

x −y

2
.

΄Ασκηση

Για x ∈R δείξτε ότι

(αʹ) cos(π± x)=−cosx.

(βʹ) cos
(π

2
± x

)
=∓sinx.

(γʹ) sin(π± x)=±sinx.

(δʹ) sin
(π

2
± x

)
= cosx.
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Βασικά στοιχεία Τρεις χρήσιµες ανισότητες

΄Εστω 0< x <π/2 και έστω P το σηµείο στον τριγωνοµετρικό κύκλο ώστε το

µήκος του τόξου AP να είναι x . Η ηµιευθεία από το κέντρο O του κύκλου δια του

P τέµνει τον άξονα των εφαπτοµένων στο Q, ϐλέπε Σχήµα. Αν C είναι η

προβολή του P στον οριζόντιο άξονα, τότε

Εµβαδόν τριγώνου POC ≤ Εµβαδόν τοµέα POA≤ Εµβαδόν τριγώνου QOA

1

2
(cosx)(sinx)≤ 1

2
x ≤ 1

2
tanx

cosx ≤ x

sinx
≤ 1

cosx

cosx ≤ sinx

x
≤ 1

cosx

Επειδή

sin(−x)

−x
= −sinx

−x
= sinx

x

και η cosx είναι άρτα συνάρτηση έπεται ότι

cosx ≤ sinx

x
≤ 1

cosx
, 0< |x| < π

2
. (9)
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Βασικά στοιχεία Τρεις χρήσιµες ανισότητες

Αν στο Σχήµα ϑεωρήσουµε το ευθύγραµµο τµήµα PA, τότε αφενός PC <AP,

αφού η AP είναι η υποτείνουσα στο τρίγωνο PCA, και αφετέρου AP < τόξο AP

(γιατί;) έτσι ισχύει η ανισότητα

0< sinx < x, 0< x < π

2
.

επιπλέον από την απόδειξη της (9)

0< sinx < x ≤ tanx, 0< x < π

2
,

οπότε και

|sinx| ≤ |x| ≤ |tanx|, −π
2
< x < π

2
. (10)

΄Αµεση συνέπεια της (10) είναι η

|sinx| ≤ |x|, x ∈R. (11)
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