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Πληροφοριες

∆ιδάσκων:
Ευάγγελος Στεφανόπουλος

Φροντιστηριακές Ασκήσεις :

Βασιλική Λύκουρα

΄Ωρες Γραφείου:

∆ευτέρα : 09:00 – 11:00, Τρίτη 13:00-14:00 (αν δεν υπάρχει συνέλευση), ή

κατόπιν συνεννόησης.

Συγγράµµατα:
– Βιβλίο [77107082]: Thomas Απειροστικός Λογισµός, [George B. Thomas Jr.],

Joel Hass, Christopher Heil, Maurice D. Weir, (µετάφραση) Πανεπιστηµιακές

Εκδόσεις Κρήτης.

– Βιβλίο [77109719]: Απειροστικός λογισµός, Briggs William, Cochran Lyle,

Gillett Bernard (µετάφραση), Εκδόσεις Κριτική .
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Σύνολα

• Η έννοια του συνόλου (set) είναι αρχική και δεν επιδέχεται ορισµού. Ωστόσο

λέγοντας σύνολο εννοούµε µια συλλογή διακεκριµµένων αντικειµένων που

αποτελούν ολότητα. ΄Ετσι για παράδειγµα µπορούµε να µιλάµε για το σύνολο

των κορυφών ενός πολυγώνου, το σύνολο των σηµείων ενός ευθυγράµµου

τµήµατος, το σύνολο των λέξεων στον πρώτο στίχο της Ιλιάδας.

• Τα σύνολα τα συµβολίζουµε, συνήθως, µε κεφαλαία γράµµατα A,B, . . . . ΄Ενα

αντικείµενο που ανήκει στο σύνολο A λέγεται στοιχείο ή σηµείο του A. Τα

στοιχεία συνόλων τα συµβολίζουµε µε µικρά γράµµατα. Εάν το x είναι στοιχείο

του A γράφουµε x ∈A και λέµε ότι το x ανήκει στο A ή ότι το x είναι στοιχείο του

A. Εάν το x δεν είναι στοιχείο του A γράφουµε x ∉A.

• Εάν A και B είναι δύο σύνολα ϑα λέµε ότι το A είναι υποσύνολο (subset) του B

και γράφουµε A⊆ B ή B ⊇A εάν κάθε στοιχείο του A περιέχεται στο σύνολο B.

Παρατηρούµε ότι για κάθε σύνολο A ισχύει A⊆A. Μερικές ϕορές ϑέλοντας

να δηλώσουµε ότι το A είναι γνήσιο υποσύνολο του B, υπάρχει δηλαδή στοιχείο

του B που δεν ανήκει στο A γράφουµε A( B.

• Λέµε ότι δύο σύνολα A και B είναι ίσα και γράφουµε A= B εάν περιέχουν τα

ίδια ακριβώς στοιχεία. Εάν τα A και B δεν είναι ίσα γράφουµε A 6= B.
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Σύνολα

Θεώρηµα

΄Εστω A και B να είναι δύο σύνολα. Εάν A= B τότε A⊆ B και B ⊆A. Ισχύει και το

αντίστροφο, δηλαδή εάν A⊆ B και B ⊆A τότε A= B.

Απόδειξη.

Υποθέτουµε ότι A= B και δείχνουµε ότι A⊆ B και B ⊆A. ΄Εστω x ∈A τότε x ∈ B,

γιατί A= B, άρα A⊆ B. ΄Οµοια εάν x ∈ B τότε x ∈A, άρα B ⊆A. Υποθέτουµε

τώρα ότι A⊆ B και B ⊆A, τότε κάθε στοιχείο του A είναι και στοιχείο του B και

κάθε στοιχείο του B είναι και του A. ΄Αρα A= B.

΄Ενα σύνολο µπορεί να δηλωθεί µε αναγραφή των στοιχείων του, για

παράδειγµα εάν A είναι το σύνολο των ϕωνηέντων του ελληνικού αλφαβήτου,

τότε γράφουµε

A= {α, ε, η, ι, ο, υ, ω},

ή µε περιγραφή των στοιχείων του όπου για το ίδιο παράδειγµα ϑα έχουµε

A= {x : x είναι ϕωνήεν του ελληνικού αλφαβήτου}.
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Σύνολα

Παράδειγµα

Εάν D είναι το σύνολο των λέξεων µήκους τρία που παράγονται µε αλφάβητο το

{0,1}, τότε

D = {000,001,010,100,011,101,110,111}, ή

D = {xyz : x ∈ {0,1}, y ∈ {0,1}, z ∈ {0,1}}

πλήθος στοιχείων του D = 2 ·2 ·2= 2
3.

• Το σύνολο που περιέχει κανένα στοιχείο λέγεται κενό σύνολο (empty set ή

null set) και συµβολίζεται µε ∅. Σηµειώνουµε ότι εάν A είναι ένα οποιοδήποτε

σύνολο τότε ∅⊆A γιατί κάθε στοιχείο του ∅ περιέχεται στο A, ισοδύναµα δεν

υπάρχει στοιχείο του ∅ που να µη περιέχεται στο A.

• Σε αρκετές περιπτώσεις τα σύνολα που χρησιµοποιούµε είναι ή ϑεωρούνται

υποσύνολα ενός και του αυτού συνόλου το οποίο ϑα ονοµάζουµε βασικό
σύνολο, ή σύµπαν (universe). Συνήθως το συµβολίζουµε µε Ω. Παρατηρούµε

ότι για κάθε υποσύνολο A του Ω έχουµε ∅⊆A⊆Ω.
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Σύνολα

Πράξεις µεταξύ συνόλων

΄Εστω A και B υποσύνολα του Ω.

(1) Η ένωση (union) των A και B είναι το σύνολο όλων των στοιχείων που

ανήκουν σε ένα τουλάχιστον από τα A και B. Συµβολίζεται µε A∪B, έτσι

A∪B = {x : x ∈A ή x ∈ B}. (1)

(2) Η τοµή (intersection) των A και B είναι το σύνολο όλων των στοιχείων που

ανήκουν και στα δύο σύνολα A και B. Συµβολίζεται µε A∩B, έτσι

A∩B = {x : x ∈A και x ∈ B}. (2)

(3) Η διαφορά (difference) του A από το B είναι το σύνολο όλων των στοιχείων

του A που δεν ανήκουν στο B. Συµβολίζεται µε AàB, έτσι

AàB = {x : x ∈A και x ∉ B}. (3)

Παρατηρούµε ότι A∪B = B∪A και A∩B = B∩A, ενώ AàB 6= BàA. Εάν

A∩B =∅ τότε τα σύνολα A και B λέγονται ξένα µεταξύ τους ή διαζευγµένα.
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Σύνολα

(4) Το συµπλήρωµα (complement) ενός συνόλου A ως προς το σύµπαν Ω

είναι το σύνολο όλων των στοιχείων του Ω που δεν ανήκουν στο A.

Συµβολίζεται µε A
c , έτσι

A
c = {x : x ∈Ω και x ∉A}. (4)

Συγκρίνοντας µε την (3) ϐλέπουµε ότι

A
c =ΩàA. (5)

Επιπλέον ισχύουν οι νόµοι

A∪A
c =Ω, A∩A

c =∅, (Ac)c =A. (6)

Από την (3) επίσης έχουµε

AàB = {x : x ∈A και x ∉ B} = {x : x ∈A και x ∈ B
c} =A∩B

c. (7)
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Σύνολα

A B A B A B

A∪B A∩B AàB

Ω

A A
c

Σχήµα: Η ένωση A∪B, η τοµή A∩B, η διαφορά AàB και το συµπλήρωµα συνόλου.
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Σύνολα

Ιδιότητες και συνέπειες των πράξεων

Εάν A, B, C είναι σύνολα, υποσύνολα του Ω, τότε ισχύουν οι ιδιότητες/νόµοι :

A∪∅=A, A∩∅=∅, Aà∅=A, (8)

A∪A=A, A∩A =A, AàA=∅. (9)

Αντιµεταθετική ιδιότητα:

A∪B = B∪A, A∩B = B∩A. (10)

Προσεταιριστική ιδιότητα:

A∪ (B∪C)= (A∪B)∪C, A∩ (B∩C)= (A∩B)∩C. (11)

Επιµεριστική ιδιότητα:

A∪ (B∩C)= (A∪B)∩ (A∪C), (12)

A∩ (B∪C)= (A∩B)∪ (A∩C). (13)

Νόµοι του De Morgan:

(A∪B)c =A
c ∩B

c, (A∩B)c =A
c ∪B

c. (14)
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Σύνολα

Ορισµός

Το καρτεσιανό γινόµενο (cartesian product) των µη κενών συνόλων A και B

είναι το σύνολο όλων των στοιχείων της µορφής (a,b) όπου a ∈A και b ∈ B.

Συµβολίζεται µε A×B, έτσι

A×B = {(a,b) : a ∈A και b ∈ B}. (15)

Το στοιχείο (a,b) λέγεται διατεταγµένο ζεύγος µε πρώτο στοιχείο το a και

δεύτερο το b.

Η ισότητα στο καρτεσιανό γινόµενο ορίζεται µε τη σχέση

(a,b)= (a′,b′) εάν και µόνον εάν a = a
′

και b = b
′. (16)

Κατά συνέπεια (a,b) 6= (b,a) εκτός εάν a = b. Εν γένει A×B 6= B×A. Εάν

A= B γράφουµε A×A=A
2.
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Σύνολα

Ορισµός

Εάν A είναι ένα σύνολο µε P (A) συµβολίζουµε το σύνολο όλων των

υποσυνόλων του A. ΄Ετσι

P (A)= {B : B ⊆A}. (17)

Το σύνολο P (A) λέγεται δυναµοσύνολο (power set) του A.

Βλέπουµε αµέσως ότι ∅ ∈P (A) και A ∈P (A). Τονίζουµε ότι τα στοιχεία του

δυναµοσυνόλου είναι σύνολα.

Παράδειγµα

Εάν A= {0,1,2}, τότε

P (A)= {∅, {0}, {1}, {2}, {0,1}, {0,2}, {1,2}, {0,1,2}}.

Αποδεικνύεται ότι εάν το A αποτελείται από n στοιχεία τότε το P (A) περιέχει 2n

στοιχεία.
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Σύνολα

Παρατήρηση

Εάν A είναι ένα τυχαίο σύνολο τότε ισχύουν τα παρακάτω

∅ 6= {∅}, ∅⊆A, ∅⊆P (A), ∅ ∈P (A), {∅} ⊆P (A).

Να δοθεί παράδειγµα συνόλου A τέτοιου ώστε ∅ ∈A.

Παρατήρηση (Γενικεύσεις)

Ας ϑεωρήσουµε την οικογένεια συνόλων {A1,A2, . . . ,An}, τότε ορίζουµε

n⋃
k=1

Ak =A1 ∪A2 ∪·· ·∪An

= {x : x ∈Ak για ένα τουλάχιστον k ∈ {1,2, . . . ,n}}
n⋂

k=1

Ak =A1 ∩A2 ∩·· ·∩An

= {x : x ∈Ak για κάθε k ∈ {1,2, . . . ,n}}
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Οι Πραγµατικοί Αριθµοί

Οι φυσικοί αριθµοί είναι οι αριθµοί που χρησιµοποιούµε για να µετράµε. Οι

ακέραιοι αριθµοί είναι όλοι οι ϕυσικοί, το µηδέν, καθώς και οι αρνητικοί των

ϕυσικών αριθµών, έτσι ώστε εάν m είναι ακέραιος, η εξίσωση m+n= 0 έχει

λύση στους ακεραίους, γεγονός που δεν συµβαίνει στους ϕυσικούς. Οι ρητοί
αριθµοί είναι όλα τα κλάσµατα µε αριθµητή και παρονοµαστή ακεραίους

αριθµούς, όπου ϐέβαια ο παρονοµαστής είναι διάφορος του µηδενός. Οι ϱητοί

αριθµοί περιέχουν τους ακεραίους µιας και εάν ο n είναι ακέραιος, τότε

n= n/1, οπότε ο n είναι ϱητός. Επιπλέον εάν r 6= 0 είναι ϱητός η εξίσωση rs = 1

έχει λύση στους ϱητούς, γεγονός που δεν συµβαίνει στους ακεραίους.

Γράφουµε

N= {1,2,3, . . . }

Z= {. . . ,−3,−2,−1,0,1,2,3, . . . }

Q= {m/n : ο m είναι ακέραιος και ο n ϕυσικός}

Γνωρίζουµε ότι
p

2 ∉Q. Οι αριθµοί που δεν είναι ϱητοί λέγονται άρρητοι.
Ορίζουµε τους πραγµατικούς αριθµούς να είναι

R= {x : ο x είναι είτε ϱητός, είτε άρρητος}.
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Το σώµα των πραγµατικών αριθµών

Στο R ορίζουµε δύο πράξεις, την πρόσθεση ‘‘+’’ και τον πολλαπλασιασµό ‘‘·’’

ώστε αν x,y ∈R, τότε x +y ∈R και x ·y ∈R ώστε να ισχύουν οι νόµοι

1. x +y = y + x .

2. (x +y)+ z = x + (y + z).

3. Υπάρχει µοναδικός πραγµατικός αριθµός 0 ∈R που λέγεται µηδέν ώστε

x +0= x , ∀x ∈R.

4. Για κάθε x ∈R υπάρχει µοναδικός x
′ ∈R, ώστε x + x

′ = 0. Ο πραγµατικός

αριθµός x
′ λέγεται ο αντίθετος του x και συµβολίζεται µε −x .

5. x ·y = y · x .

6. (x ·y) · z = x · (y · z).

7. Υπάρχει µοναδικός πραγµατικός αριθµός 1 ∈R που λέγεται ένα ώστε

x ·1= x , ∀x ∈R.

8. Για κάθε x ∈R µε x 6= 0 υπάρχει µοναδικός x
′′ ∈R, ώστε x · x ′′ = 1. Ο

πραγµατικός αριθµός x
′′ λέγεται ο αντίστροφος του x και συµβολίζεται µε

x
−1, ή 1/x .

9. x · (y + z)= x ·y + x · z.
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Το σώµα των πραγµατικών αριθµών

Παρατήρηση

Εάν x και y , είναι πραγµατικοί αριθµοί ο πραγµατικός αριθµός x +y λέγεται

άθροισµα των x και y , ενώ ο x ·y λέγεται γινόµενο των x και y . Συνήθως το

γινόµενο γράφεται xy . Ορίζουµε τη πράξη της αφαίρεσης µε τη σχέση

y − x = y + (−x).

Παρόµοια εάν x και y , είναι πραγµατικοί αριθµοί και x 6= 0 ορίζουµε το πηλίκο
του y δια x µε τη σχέση

y

x
= yx

−1 = y
1

x
.

Στο σύνολο R των πραγµατικών αριθµών ορίζεται µία σχέση η διάταξη ‘‘≤’’

τέτοια ώστε

10. Εάν x ≤ y και y ≤ z τότε x ≤ z.

11. x ≤ y και y ≤ x εάν και µόνον εάν x = y .

12. Εάν x και y είναι πραγµατικοί αριθµοί τότε ή x ≤ y ή y ≤ x .

13. Εάν x ≤ y τότε x + z ≤ y + z για κάθε πραγµατικό αριθµό z.

14. Εάν 0≤ x και 0≤ y τότε 0≤ x ·y .
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Το σώµα των πραγµατικών αριθµών

Παρατήρηση

Εάν x ≤ y γράφουµε y ≥ x . Επίσης εάν x ≤ y και y − x 6= 0 γράφουµε x < y , ή

y > x . ΄Ενας αριθµός x λέγεται θετικός εάν x > 0 και αρνητικός εάν x < 0.

Ορισµός

Αν S ⊂R για το οποίο υπάρχει πραγµατικός αριθµός x τέτοιος ώστε για κάθε

y ∈ S να ισχύει y ≤ x , το σύνολο S λέγεται άνω φραγµένο και το x λέγεται ένα

άνω φράγµα του S. Εάν s ∈R είναι ένα άνω ϕράγµα του S τέτοιο ώστε s ≤ x για

κάθε άνω ϕράγµα x του S, τότε ο s λέγεται ελάχιστο άνω φράγµα ή supremum

του S και συµβολίζεται µε supS.

15. Εάν S είναι ένα άνω ϕραγµένο σύνολο πραγµατικών αριθµών, τότε

υπάρχει το ελάχιστο άνω ϕράγµα του S.
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Το σώµα των πραγµατικών αριθµών

Παρατήρηση

Εάν A είναι ένα τυχαίο σύνολο εφοδιασµένο µε δύο εσωτερικές πράξεις ⊕ και

¯ τέτοιες ώστε να ικανοποιούνται οι ιδιότητες/αξιώµατα 1–9 µε ⊕ στη ϑέση του

+ και ¯ στη ϑέση του ·, τότε η τριάδα (A,⊕,¯) λέγεται σώµα. ΄Αρα οι

πραγµατικοί αριθµοί µε τις γνωστές πράξεις αποτελούν σώµα. ΄Ενα σώµα που

ικανοποιεί τα αξιώµατα 10–14 λέγεται διατεταγµένο σώµα, ενώ εάν επιπλέον

ικανοποιεί και το αξίωµα 15 λέγεται πλήρως διατεταγµένο σώµα, άρα οι

πραγµατικοί αριθµοί µε τη γνωστή διάταξη αποτελούν ένα πλήρως διατεταγµένο

σώµα. Αποδεικνύεται ότι το σώµα των πραγµατικών αριθµών είναι κατά κάποιο

τρόπο µοναδικό, µε την έννοια ότι κάθε σώµα που ικανοποιεί τα αξιώµατα 1–15

είναι ταυτόσηµο µε το R, ίσοµορφο µε το R στη γλώσσα της άλγεβρας.

Αυτό σηµαίνει (ϑεωρώντας ότι γνωρίζουµε τα ϐασικά για συναρτήσεις) ότι εάν

(A,⊕,¯,4) είναι ένα σώµα που ικανοποιεί τα αξιώµατα 1–15, είναι δηλαδή ένα

πλήρως διατεταγµένο σώµα, τότε υπάρχει µία συνάρτηση f :A→R ένα προς

ένα και επί τέτοια ώστε εάν x και y είναι στοιχεία του A, τότε

f(x ⊕y)= f(x)+ f(y), f(x ¯y)= f(x)f(y), x 4 y =⇒ f(x)≤ f(y).
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Το σώµα των πραγµατικών αριθµών

• Εάν ο n είναι ϕυσικός αριθµός και ο x είναι πραγµατικός αριθµός γράφουµε

nx = x + x +·· ·+ x︸ ︷︷ ︸
n

= (1+1+·· ·+1︸ ︷︷ ︸
n

)x

και ορίζουµε

x
n = x · x · · ·x︸ ︷︷ ︸

n

.

Συµφωνούµε ότι για x 6= 0 να γράφουµε x
0 = 1.

Ορισµός

Εάν x είναι ένας πραγµατικός αριθµός ορίζουµε την απόλυτη τιµή του x µε τη

σχέση

|x| =
{

x εάν x ≥ 0

− x εάν x < 0.

Παρατηρούµε ότι |x| ≥ 0 για κάθε x ∈R. ΄Αµεση συνέπεια του ορισµού είναι η

ανισότητα

−|x| ≤ x ≤ |x|
για κάθε πραγµατικό αριθµό x .
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Το σώµα των πραγµατικών αριθµών

Θεώρηµα (Ιδιότητες της απόλυτης τιµής)

Εάν x και y είναι πραγµατικοί αριθµοί, τότε ισχύουν οι παρακάτω ιδιότητες της

απόλυτης τιµής :

(1) |x| ≥ 0 και |x| = 0, εάν και µόνον εάν x = 0.

(2) |xy | = |x||y |
(3) |x/y | = |x|/|y |, y 6= 0

(4) |x| = |− x|
(5) |x +y | ≤ |x|+ |y | Η ανισότητα αυτή είναι η τριγωνική ανισότητα

(6) ||x|− |y || ≤ |x −y |
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Το σώµα των πραγµατικών αριθµών

Ορισµός

Εάν x ≥ 0 είναι ένας πραγµατικός αριθµός ορίζουµε την τετραγωνική ρίζα του

x ,
p

x να είναι ο (µοναδικός) πραγµατικός αριθµός y ≥ 0 για τον οποίο ισχύει

y
2 = x , δηλαδή p

x = y ⇔ y
2 = x.

Ειδικά √
x2 = |x|.

Γενικότερα αν n είναι άρτιος ϕυσικός αριθµός και x ≥ 0 είναι ένας πραγµατικός

αριθµός ορίζουµε την nnn-οστή ρίζα του x ,
n
p

x να είναι ο (µοναδικός)

πραγµατικός αριθµός y ≥ 0 για τον οποίο ισχύει y
n = x , δηλαδή

n
p

x = y ⇔ y
n = x. (18)

Αν n είναι περιττός ϕυσικός αριθµός και x ∈R ορίζουµε την nnn-οστή ρίζα του x ,
n
p

x να είναι ο πραγµατικός αριθµός y που ικανοποιεί την (18). Για τη n-οστή ϱίζα

του x ∈R, γράφουµε επίσης
n
p

x = x
1

n .
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Το σώµα των πραγµατικών αριθµών

∆υνάµεις

Αν x 6= 0 και n ∈N ορίζουµε

x
−n = (xn)−1 = (x−1)n.

Αν x ≥ 0 (ή x > 0 όταν χρειάζεται) και r =m/n ∈Q µε n> 0 ορίζουµε

x
m

n = ( n
p

x)m = n
p

xm

ώστε x
m

n = (x
1

n )m = (xm)
1

n . ΄Ετσι αν r και s είναι ϱητοί αριθµοί και x ≥ 0, y ≥ 0, (ή

αυστηρά ϑετικοί όπου χρειάζεται) είναι πραγµατικοί αριθµοί τότε

∆1. x
r+s = x

r
x

s

∆2. x
r−s = x

r

xs

∆3. (x r)s = x
rs

∆4. (xy)r = x
r
y

r

∆5.

(
x

y

)r

= x
r

y r
.
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Η ευθεία των πραγµατικών αριθµών

Θεώρηµα

Εάν x < y τότε υπάρχει πραγµατικός αριθµός z τέτοιος ώστε x < z και z < y .

Εάν x < z και z < y γράφουµε x < z < y . Το Θεώρηµα εκφράζει την πυκνότητα
των πραγµατικών αριθµών.

Εάν a και b είναι πραγµατικοί αριθµοί µε a < b, τότε µε τα διαστήµατα

(a,b), [a,b), (a,b], [a,b]

συµβολίζουµε αντίστοιχα τα σύνολα των πραγµατικών αριθµών x µε

a < x < b, a ≤ x < b, a < x ≤ b, a ≤ x ≤ b.

Θεωρώντας τα σύµβολα −∞ και +∞, αντίστοιχα, µείον άπειρο και σύν άπειρο,

ώστε −∞< x <+∞, ∀x ∈R, µπορούµε να γράφουµε R= (−∞,+∞). ΄Ετσι εάν

a ∈R µε τα ηµιάπειρα διαστήµατα

(−∞,a), (−∞,a], (a,+∞), [a,+∞)

συµβολίζουµε ανίστοιχα τα σύνολα των πραγµατικών αριθµών x µε

x < a, x ≤ a, x > a, x ≥ a.
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Η ευθεία των πραγµατικών αριθµών

Παράδειγµα

Εάν S = (1,2), τότε το 2 καθώς και κάθε πραγµατικός αριθµός x ≥ 2 είναι ένα

άνω ϕράγµα του S. ΄Οµοια εάν S = (1,2], τότε κάθε x ≥ 2 είναι ένα άνω

ϕράγµα του S. Παρατηρούµε ότι εάν S = (1,2), τότε supS = 2 και supS ∉ S, ενώ

αν S = (1,2], τότε supS = 2 και supS ∈ S, δηλαδή το ελάχιστο άνω ϕράγµα

συνόλου µπορεί να ανήκει ή να µην ανήκει στο σύνολο. Παρατηρούµε ότι το

sup(1,+∞) δεν υπάρχει (γιατί;).

΄Ασκηση

Να ϐρεθεί το supremum του συνόλου

A=
{
1− 1

n
: n ∈N

}
.

• ΄Ενα σύνολο S ⊂R λέγεται κάτω φραγµένο εάν υπάρχει πραγµατικός αριθµός

x τέτοιος ώστε για κάθε y ∈ S να ισχύει y ≥ x . Το x λέγεται ένα κάτω φράγµα
του S. Εάν s είναι ένα κάτω ϕράγµα ώστε s ≥ x για κάθε κάτω ϕράγµα x του S,

τότε ο s λέγεται µέγιστο κάτω φράγµα ή infimum του S και συµβολίζεται µε inf S.
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Η ευθεία των πραγµατικών αριθµών

Θεώρηµα

Κάθε κάτω ϕραγµένο σύνολο πραγµατικών αριθµών έχει µέγιστο κάτω ϕράγµα.

΄Ασκηση

Εάν S ⊂R, τότε ορίζουµε −S = {−x : x ∈ S}, δηλαδή −[1,2)= (−2,−1]. Να

αποδειχθούν οι ισχυρισµοί:

(αʹ) ΄Ενα σύνολο S ⊂R είναι άνω ϕραγµένο εάν και µόνον εάν το −S είναι κάτω

ϕραγµένο.

(βʹ) ΄Ενα σύνολο S ⊂R είναι κάτω ϕραγµένο εάν και µόνον εάν το −S είναι άνω

ϕραγµένο. Υπόδειξη: −(−S)= S.

(γʹ) supS =− inf(−S) και inf S =−sup(−S).

Θεώρηµα (΄Υπαρξη του ακεραίου µέρους πραγµατικού αριθµού)

Εάν x ∈R υπάρχει µοναδικός ακέραιος mx ώστε mx ≤ x <mx +1.
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Η ευθεία των πραγµατικών αριθµών

Ορισµός

Εάν x ∈R, ο µοναδικός ακέραιος, την ύπαρξη του οποίου εξασφαλίζει το

προηγούµενο Θεώρηµα, λέγεται ακέραιο µέρος του x και συµβολίζεται µε [x],
έτσι [x] ∈Z και [x]≤ x < [x]+1.

Για παράδειγµα [0.75]= 0, [3]= 3, [−1.3]=−2. Για κάθε πραγµατικό αριθµό x

ισχύει x −1< [x]≤ x .

Θεώρηµα (Αξίωµα του Αρχιµήδη)

Εάν x και y είναι ϑετικοί πραγµατικοί αριθµοί, τότε υπάρχει ϕυσικός αριθµός n

τέτοιος ώστε y < nx .

Θεώρηµα (Πυκνότητα των ρητών στους πραγµατικούς)

Εάν x και y είναι άρρητοι αριθµοί µε x < y , τότε υπάρχει ϱητός αριθµός r τέτοιος

ώστε x < r < y .
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