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Οι ϕυσικοί αριθµοί

Το σύνολο των ϕυσικών αριθµών N ορίζεται µοναδικά από τα αξιώµατα του

Peano (1858–1932).

Αξίωµα 1 Ο 1 είναι ϕυσικός αριθµός.

Αξίωµα 2 Για κάθε ϕυσικό αριθµό n υπάρχει µοναδικός επόµενος ϕυσικός

αριθµός n
+.

Αξίωµα 3 ∆εν υπάρχει ϕυσικός αριθµός n µε n
+ = 1.

Αξίωµα 4 Εάν m και n είναι ϕυσικοί αριθµοί µε m
+ = n

+, τότε m = n.

Αξίωµα 5 Εάν A είναι ένα σύνολο ϕυσικών αριθµών µε τις ιδιότητες : (i)

1 ∈A και (ii) για κάθε n ∈A, ο n
+ ∈A, τότε A=N.

Ορίζουµε 1+ = 2, 2+ = 3, 3+ = 4, και τα λοιπά, οπότε N= {1,2,3, . . . ,n, . . . }.

Θεώρηµα (Αρχή της Μαθηµατικής Επαγωγής)

΄Εστω p(n) να είναι µία πρόταση που διατυπώνεται για τον τυχαίο ϕυσικό αριθµό

n, και είναι τέτοια ώστε :

(1) Η p(1) είναι αληθής

(2) Για κάθε ϕυσικό αριθµό k όταν η p(k) είναι αληθής, τότε και η p(k+) είναι

αληθής.

Τότε η πρόταση p(n) είναι αληθής για κάθε n ∈N.
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Μαθηµατική Επαγωγή

Για την απόδειξη του ισχυρισµού ότι η p(n) είναι αληθής για κάθε n ∈N
ακολουθούµε τα ϐήµατα :

(Β1) Αποδεικνύουµε ότι η p(1) είναι αληθής.

(Β2) Υποθέτουµε ότι η p(k) είναι αληθής και δείχνουµε ότι η p(k +1) είναι

αληθής.

Παράδειγµα

Να δειχθεί ότι το άθροισµα των n πρώτων ϕυσικών αριθµών 1,2, . . . ,n ισούται µε

n(n+1)/2, δηλαδή

1+2+3+·· ·+n= n(n+1)

2
. (1)

(Β1) Για n= 1 η (1) γίνεται

1= 1(1+1)

2

που ισχύει. ΄Αρα η (1) είναι αληθής για n= 1.

(Β2) Υποθέτουµε ότι για κάποιο ϕυσικό k είναι

1+2+3+·· ·+ k = k(k +1)

2
, (2)
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Μαθηµατική Επαγωγή

και αποδεικνύουµε ότι

1+2+3+·· ·+ (k +1)= (k +1)(k +2)

2
. (3)

΄Εχουµε

1+2+3+·· ·+ (k +1)= 1+2+3+·· ·+ k + (k +1)

= k(k +1)

2
+ (k +1) (από την υπόθεση (2))

= k(k +1)+2(k +1)

2

= (k +1)(k +2)

2

που είναι η (3).

Συµπέρασµα: Σύµφωνα λοιπόν µε την αρχή της µαθηµατικής επαγωγής η

(1) είναι αληθής για κάθε n ∈N.
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Μαθηµατική Επαγωγή

Εάν A είναι ένα σύνολο που περιέχει ένα πεπερασµένο αριθµό στοιχείων µε

|A| συµβολίζουµε το πλήθος των στοιχείων του. Εάν |A| = n µπορούµε να

γράφουµε A= {a1,a2, . . . ,an}. Παρατηρούµε ότι εάν A και B είναι πεπερασµένα

σύνολα τότε |A∪B| ≤ |A|+ |B|, συγκεκριµµένα |A∪B| = |A|+ |B|− |A∩B|.
Παράδειγµα

΄Εστω ότι A είναι ένα πεπερασµένο σύνολο και έστω P (A) το δυναµοσύνολο

του A. Εάν |A| = n, τότε |P (A)| = 2n, όπου n ∈N.

(Β1) Αποδεικνύουµε τον ισχυρισµό για n= 1. ΄Εστω A ένα σύνολο µε ένα

στοιχείο, δηλαδή έστω A=A1 = {a1}. Τότε P (A)= {∅,A}, οπότε

|P (A)| = 2= 2
1.

(Β2) ∆εχόµαστε ότι ο ισχυρισµός είναι σωστός για n= k , υποθέτουµε δηλαδή

ότι εάν |A| = k τότε |P (A)| = 2k . Με αυτή την υπόθεση αποδεικνύουµε ότι

ο ισχυρισµός είναι σωστός για n= k +1, δηλαδή εάν A είναι ένα σύνολο

µε k +1 στοιχεία τότε |P (A)| = 2k+1. ΄Εστω λοιπόν ότι

A=Ak+1 = {a1,a2, . . . ,ak+1}
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Μαθηµατική Επαγωγή

Τότε όµως

A=Ak ∪ {ak+1}, όπου Ak = {a1,a2, . . . ,ak }.

΄Ετσι ϑα έχουµε

P (A)=P (Ak)∪ {B∪ {ak+1} : B ∈P (Ak)}

(γιατί;). Αρα

|P (A)| = |P (Ak)|+ |P (Ak)| = 2
k +2

k = 2
k+1,

που είναι αυτό που ϑέλαµε να δείξουµε.

΄Ετσι ο ισχυρισµός είναι σωστός για κάθε n ∈N.

Παρατηρούµε εδώ ότι εάν A=∅, τότε |A| = 0, και P (A)= {∅}, οπότε

|P (A)| = 1= 20, δηλαδή η πρόταση : Εάν |A| = n, τότε P (A)| = 2n είναι αληθής

για n= 0,1,2, . . . . Αρκετές ϕορές γράφουµε

N0 = {0,1,2, . . . ,n, . . . }. (4)
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Μαθηµατική Επαγωγή

Παράδειγµα (Η ανισότητα του Bernoulli)

Εάν a ≥−1, να αποδειχθεί ότι για κάθε ϕυσικό αριθµό n ισχύει

(1+a)n ≥ 1+na. (5)

Παρατηρούµε ότι για a =−1 η ανισότητα ισχύει τετριµµένα αφού 0≥ 1−n.

(Β1) Αποδεικνύουµε ότι η ανισότητα ισχύει για n= 1. Πραγµατικά

(1+a)1 = 1+a,

άρα η (5) ιχύει σαν ισότητα.

(Β2) Στη συνέχεια υποθέτουµε ότι η (5) ισχύει για n= k , δηλαδή

(1+a)k ≥ 1+ ka

και αποδεικνύουµε ότι ισχύει και για n= k +1, δηλαδή

(1+a)k+1 ≥ 1+ (k +1)a.

Φυσικοί αριθµοί Οκτώβριος 2019 7 / 10

V
S
te
fa
n
-C
E
ID



Μαθηµατική Επαγωγή

Θα έχουµε

(1+a)k+1 = (1+a)(1+a)k

≥ (1+a)(1+ ka) (από την υπόθεση, αφού 1+a ≥ 0)

= 1+ ka+a+ ka
2

= 1+ (k +1)a+ ka
2

≥ 1+ (k +1)a (ka
2 ≥ 0)

που είναι η ανισότητα που ϑέλουµε.

΄Αρα η (5) ισχύει για κάθε n ∈N.
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Το δυωνυµικό Θεώρηµα

Ορισµός

Εάν n ∈N, ορίζουµε τον αριθµό nnn παραγοντικό, n! µε τη σχέση

n!= 1 ·2 ·3 · · ·n.

΄Ετσι 1!= 1, 2!= 1 ·2= 2, 3!= 1 ·2 ·3= 6, κοκ. Ορίζουµε επίσης 0!= 1. Για κάθε

n= 0,1,2,3, . . . και k = 0,1,2, . . . ,n ορίζουµε τον δυωνυµικό συντελεστή n ανά k

µε τη σχέση (
n

k

)
= n!

k!(n− k)!
.

Ιδιότητες των δυωνυµικών συντελεστών
Εάν n= 0,1,2, . . . και k = 0,1,2, . . . ,n, τότε ισχύουν οι ταυτότητες

1

(
n

k

)
=

(
n

n− k

)
, 2

(
n

k

)
+

(
n

k −1

)
=

(
n+1

k

)
.
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Το δυωνυµικό Θεώρηµα

Θεώρηµα (Το ∆υωνυµικό Θεώρηµα)

Εάν a και b είναι πραγµατικοί αριθµοί τότε

(a+b)n =
(
n

0

)
a

n +
(
n

1

)
a

n−1
b+

(
n

2

)
a

n−2
b

2 +·· ·+
(

n

n−1

)
ab

n−1 +
(
n

n

)
b

n
(6)

για κάθε ϕυσικό αριθµό n.

Πόρισµα

Εάν n είναι ϕυσικός αριθµός, τότε(
n

0

)
+

(
n

1

)
+·· ·+

(
n

n

)
= 2

n. (7)
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