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Πανεπιστηµιο Πατρων – Πολυτεχνικη Σχολη
Τµηµα Μηχανικων Η/Υ & Πληροφορικης

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ Ι

27 Ιανουαρίου 2022

+1/22/.....

Στοιχεία Εξεταζόµενου/ης

επωνυµο: ονοµα:

αρ. µητρωου: ετος εισαγωγης :

αιθουσα : στηλη: βαθµοσ:

Οδηγίες/Επεξηγήσεις

Στο διαγώνισµα υπάρχουν τριών ειδών ερωτήµατα.

1. Ερωτήµατα µε την ένδειξη �. Σε αυτά πρέπει να δώσετε µόνο την απάντηση δίχως αιτιολό-

γηση.

2. Ερωτήµατα µε την ένδειξη . Αυτά είναι ερωτήµατα του τύπου σωστό/λάθος και καλείσθε

να γράψετε στον κύκλο ¨Σ¨ για σωστό ή ¨Λ¨ για λάθος.

3. ΄Ενα ερώτηµα στο οποίο καλείσθε να δώσετε µια πλήρη αλλά ‘‘οικονοµική απόδειξη-λύση’’

για το Ϲητούµενο.

Σε όλες τις περιπτώσεις συστήνεται να ‘‘δουλέψετε’’ κάθε ερώτηµα ή υποερώτηµα στο πρόχειρο

ώστε η απάντησή σας να µην είναι τυχαία.

Η διάρκεια της εξέτασης είναι 1 ώρα και 30 λεπτά. Η παράδοση των γραπτών αρχίζει 1 ώρα και

15 λεπτά µετά από την έναρξη της εξέτασης.

Καλή Επιτυχία !

Λύσεις πρώτου µέρους

όλες οι εκδοχές
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Θ1. � Εάν f(x) =
√
1 + 2x, και f(x) = P2(x) + R2(x) στο −1/2 < x < 1/2, όπου P2 είναι το

πολυώνυµο Taylor ϐαθµού 2 και R2 είναι το αντίστοιχο υπόλοιπο, τότε

(αʹ) P2(x) = (ϐʹ) R2(x) =

Θ1. � Εάν f(x) =
√
1 + 3x, και f(x) = P2(x) + R2(x) στο −1/3 < x < 1/3, όπου P2 είναι το

πολυώνυµο Taylor ϐαθµού 2 και R2 είναι το αντίστοιχο υπόλοιπο, τότε

(αʹ) P2(x) = (ϐʹ) R2(x) =

Θ1. � Εάν f(x) = ln(1 + 2x), και f(x) = P2(x) + R2(x) στο −1/2 < x < 1/2, όπου P2 είναι το

πολυώνυµο Taylor ϐαθµού 2 και R2 είναι το αντίστοιχο υπόλοιπο, τότε

(αʹ) P2(x) = (ϐʹ) R2(x) =

Θ1. � Εάν f(x) = ln(1 − 2x), και f(x) = P2(x) + R2(x) στο −1/2 < x < 1/2, όπου P2 είναι το

πολυώνυµο Taylor ϐαθµού 2 και R2 είναι το αντίστοιχο υπόλοιπο, τότε

(αʹ) P2(x) = (ϐʹ) R2(x) =

Λύση

Σε όλες τις περιπτώσεις το διάστηµα είναι συµµετρικό ως προς το µηδέν, οπότε το κάθε πολυώνυµο

και το κάθε υπόλοιπο είναι µε κέντρο το µηδέν. ΄Ετσι

P2(x) = f(0) +
f ′(0)

1!
x+

f ′′(0)

2!
x2 και R2(x) =

f ′′′(ξ)

3!
x3

Για την

f(x) =
√
1 + 2x = (1 + 2x)1/2

υπολογίζουµε

f(0) = 1

f ′(x) =
1

2
(1 + 2x)−1/22 = (1 + 2x)−1/2 ⇒ f ′(0) = 1

f ′′(x) = −1

2
(1 + 2x)−3/22 = −(1 + 2x)−3/2 ⇒ f ′′(0) = −1

f ′′′(x) =
3

2
(1 + 2x)−5/22 = 3(1 + 2x)−5/2

συνεπώς

P2(x) = 1 + x− 1

2
x2 και R2(x) =

3(1 + 2ξ)−5/2

3!
x3 =

x3

2(1 + 2ξ)5/2
.

Για τις υπόλοιπες περιπτώσεις οι υπολογισµοί είναι ανάλογοι.
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Θ2. Συµπληρώστε την απάντηση ή γράψτε Σ για σωστό ή Λ για λάθος στο λευκό κυκλάκι.

Σ Αν 0 < a < b, τότε

∫ L

0
eax dx ≤

∫ L

0
ebx dx, για κάθε L > 0.

Σ Αν 0 < a < b, τότε

∫ L

1
ln(ax) dx ≤

∫ L

1
ln(bx) dx, για κάθε L > 1.

Σ Αν 0 < a < b, τότε

∫ L

1
ln(a+ x) dx ≤

∫ L

1
ln(b+ x) dx, για κάθε L > 1.

Σ Αν 0 < a < b, τότε

∫ L

1
ln(1 + ax) dx ≤

∫ L

1
ln(1 + bx) dx, για κάθε L > 1.

Σε όλες τις περιπτώσεις η υπό ολοκλήρωση συνάρτηση είναι αύξουσα και η τιµή της συνάρ-

τησης στο αριστερό µέλος είναι µικρότερη της τιµής στο δεξί µέλος.

� sup
−∞<x<∞

e−x
2
= sup
−∞<x<∞

1

ex2
=

1

e0
= 1

� sup
−∞<x<∞

(1 + x2)−1 = sup
−∞<x<∞

1

1 + x2
=

1

1 + 0
= 1

� sup
−∞<x<∞

e−|x| = sup
−∞<x<∞

1

e|x|
=

1

e0
= 1

� sup
−∞<x<∞

(1 + e)−x
2
= sup
−∞<x<∞

1

(1 + e)x2
=

1

(1 + e)0
= 1

Το supremum, ελάχιστο άνω ϕράγµα, συµβαίνει εκεί που ο παρονοµαστής γίνεται ελάχιστος.

Λ Αν η σειρά

∞∑
n=0

|an| συγκλίνει, τότε και η σειρά

∞∑
n=0

ean

1 + 2|an|
συγκλίνει.

Ενώ lim
n→∞

an = 0, είναι lim
n→∞

ean

1 + 2|an|
=

e0

1 + 0
= 1 6= 0.

Σ Αν η σειρά

∞∑
n=0

|an| συγκλίνει, τότε και η σειρά

∞∑
n=0

2|an|
1 + ean

συγκλίνει.

2|an|
1 + ean

≤ 2|an|, οπότε 0 ≤
N∑
n=0

2|an|
1 + ean

≤
N∑
n=0

2|an| = 2
N∑
n=0

|an| ≤ 2
∞∑
n=0

|an| για κάθε N .

Σ Αν η σειρά

∞∑
n=0

|an| συγκλίνει, τότε και η σειρά

∞∑
n=0

an
1 + ln(1 + |an|)

συγκλίνει.

|an|
1 + ln(1 + |an|)

≤ |an|, οπότε η δεύτερη σειρά συγκλίνει κατ΄ απόλυτη τιµή, άρα συγκλίνει.
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Λ Αν η σειρά

∞∑
n=0

|an| συγκλίνει, τότε και η σειρά

∞∑
n=0

ean

1 + ln(1 + |an|)
συγκλίνει.

Ενώ lim
n→∞

an = 0, είναι lim
n→∞

ean

1 + ln(1 + |an|)
=

e0

1 + ln 1
=

1

1 + 0
= 1 6= 0.

� lim
n→∞

(
1 +

1

2n

)n
= e1/2

� lim
n→∞

(
1 +

2

n

)n
= e2

� lim
n→∞

(
1− 1

2n

)n
= e−1/2

� lim
n→∞

(
1− 3

2n

)n
= e−3/2

Σε όλες τις περιπτώσεις µπορούµε να γράψουµε

(
1 +

a

n

)n
και lim

n→∞

(
1 +

a

n

)n
= ea.

Σ lim
a→∞

∫ a+1

a−1
(a− x)21 dx = 0.

Σ lim
a→∞

∫ a+1

a−1
(a− x)23 dx = 0.

Σ lim
a→∞

∫ a+1

a−1
(a− x)25 dx = 0.

Σ lim
a→∞

∫ a+1

a−1
(a− x)27 dx = 0.

Σε όλες τις περιπτώσεις µπορούµε να γράψουµε

∫ a+1

a−1
(a − x)2k+1 dx =

∫ −1
1
−y2k+1 dy =∫ 1

−1
y2k+1 dy = 0, αφού η υπό ολοκλήρωση συνάρτηση είναι περιττή.

� Εάν lim
n→∞

an = 2, τότε lim
n→∞

(an − 1)2 = (2− 1)2 = 12 = 1

� Εάν lim
n→∞

an = 3, τότε lim
n→∞

√
an − 1 =

√
3− 1 =

√
2

� Εάν lim
n→∞

an = 2, τότε lim
n→∞

(1− an)3 = (1− 2)3 = (−1)3 = −1

� Εάν lim
n→∞

an = 3, τότε lim
n→∞

(1− an)3 = (1− 3)3 = (−2)3 = −8

Λ Η σειρά

∞∑
n=1

np

nq + 1
συγκλίνει αν q > p.
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np

2nq
≤ np

nq + 1
≤ np

nq
, κατά συνέπεια η σειρά συγκλίνει αν και µόνο αν η σειρά

∞∑
n=1

np

nq
=

∞∑
n=1

1

nq−p
συγκλίνει, και αυτό συµβαίνει αν και µόνο αν q − p > 1, ισοδύναµα q > p+ 1.

Λ Η σειρά

∞∑
n=1

nq

np + 1
συγκλίνει αν q < p. Το σωστό είναι, ϐλέπε προηγούµενο, p > q + 1.

Λ Η σειρά

∞∑
n=1

np + 1

nq + 1
συγκλίνει αν p > q + 1. Το σωστό είναι, ϐλέπε προηγούµενο, q > p+ 1.

1

2

np

nq
≤ np

nq + 1
≤ np + 1

nq + 1
≤ 2np

nq + 1
≤ 2

np

nq

Λ Η σειρά

∞∑
n=1

np + 1

nq + 1
συγκλίνει αν p < q + 1. Το σωστό είναι, ϐλέπε προηγούµενο, q > p+ 1.

�
∞∑
n=0

π−n/2 =

�
∞∑
n=0

e−n/2 =

�
∞∑
n=0

π−n/3 =

�
∞∑
n=0

e−n/3 =

΄Ολες οι περιπτώσεις κωδικοποιούνται ως

∞∑
n=0

a−n/k, µε a = π, e και k = 2, 3, και η σειρά

είναι γεωµετρική, εποµένως

∞∑
n=0

a−n/k =
∞∑
n=0

(
1
k
√
a

)n
=

1

1− 1/ k
√
a
=

k
√
a

k
√
a− 1

,

αφού
k
√
a > 1, οπότε 0 <

1
k
√
a
< 1.



v
s
te
fa
n
@
c
e
id

Θ3. ∆ίνεται η ακολουθία (an) µε

an =

∫ n

0

1

(1 + x)1/p
dx, p 6= 0.

Η ακολουθία είναι αύξουσα.

Αν p > 0 η ακολουθία είναι ϕραγµένη.

Η ακολουθία συγκλίνει αν και µόνο αν 0 < p < 1.

Θ3. ∆ίνεται η ακολουθία (an) µε

an =

∫ n

0

1

(1 + x)p
dx, p ∈ R.

Η ακολουθία είναι αύξουσα.

Αν p > 0 η ακολουθία είναι ϕραγµένη.

Η ακολουθία συγκλίνει αν και µόνο αν p > 1.

Θ3. ∆ίνεται η ακολουθία (an) µε

an =

∫ n

0

1

(1 + x)2/p
dx, p 6= 0.

Η ακολουθία είναι αύξουσα.

Αν p > 0 η ακολουθία είναι ϕραγµένη.

Η ακολουθία συγκλίνει αν και µόνο αν 0 < p < 2.

Θ3. ∆ίνεται η ακολουθία (an) µε

an =

∫ n

0
(1 + x)p dx, p 6= 0.

Η ακολουθία είναι αύξουσα.

Αν p > 0 η ακολουθία είναι ϕραγµένη.

Η ακολουθία συγκλίνει αν και µόνο αν p < −1.

Λύση

Σε όλες τις περιπτώσεις µπορούµε να γράψουµε

an =

∫ n

0

1

(1 + x)r
dx =

∫ n+1

1

1

tr
dt

Η υπό ολοκλήρωση συνάρτηση είναι ϑετική, οπότε µεγαλώνοντας το διάστηµα αυξάνεται η τιµή

του ολοκληρώµατος, εποµένως η ακολουθία είναι αύξουσα. Το ολοκλήρωµα

∫∞
1 1/tr dt συγκλί-

νει αν και µόνο αν r > 1, ισοδύναµα η ακολουθία είναι ϕραγµένη και συγκλίνει αν και µόνο αν

r > 1. ΄Ετσι οι απαντήσεις σε όλες τις περιπτώσεις είναι Σωστό, Λάθος, Σωστό.
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Θ4. � Εάν z = −i, τότε

(αʹ) arg z =

{
2kπ +

3π

2
: k ∈ Z

}
(ϐʹ) Η τριγωνοµετρική µορφή του z είναι z = cos

3π

2
+ i sin

3π

2
, αφού |z| = 1

(γʹ) (1 + z)24 = (1− i)24 =
[√

2

(
1√
2
− 1√

2
i

)]24
= 212

(
cos

7π

4
+ i sin

7π

4

)24

=

212
(
cos 24

7π

4
+ i sin 24

7π

4

)
= 212(cos 42π + i sin 42π) = 212

(δʹ) Μία από τις τρίτες ϱίζες ((−i)1/3) του z είναι η w = cos
π

2
+ i sin

π

2
= i (για k = 0).

(−i)1/3 =
(
cos

3π

2
+ i sin

3π

2

)1/3

=

[
cos

(
2kπ +

3π

2

)
+ i sin

(
2kπ +

3π

2

)]1/3
= cos

2kπ + 3π
2

3
+ i sin

2kπ + 3π
2

3
, k = 0, 1, 2.

0

i

−1

−i

θ = π/2
θ = π

θ = 3π/2

Το ανάλογο ισχύει και για τις υπόλοιπες εκδοξές.

Θ4. � Εάν z = i, τότε

(αʹ) arg z =

(ϐʹ) Η τριγωνοµετρική µορφή του z είναι z =

(γʹ) (1 + z)28 =

(δʹ) Μία από τις τρίτες ϱίζες ((i)1/3), του z είναι η w =

Θ4. � Εάν z = −1, , τότε

(αʹ) arg z =

(ϐʹ) Η τριγωνοµετρική µορφή του z είναι z =

(γʹ) (z + i)24 =,

(δʹ) Μία από τις µη πραγµατικές τρίτες ϱίζες ((−1)1/3) του z είναι η w =

Θ4. � Εάν z = i, τότε

(αʹ) arg z =

(ϐʹ) Η τριγωνοµετρική µορφή του z είναι z =

(γʹ) (−1− z)24 =
(δʹ) Μία από τις µη πραγµατικές τρίτες ϱίζες ((i)1/3) του z είναι η w =


