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Οι µέθοδοι της µαθηµατικής λογικής χρησιµοποιούνται από τους µαθηµατικούς για

την απόδειξη θεωρηµάτων και από τους επιστήµονες πληροφορικής για να αποδεί-

ξουν ότι οι αλγόριθµοι που σχεδιάζουν και υλοποιούν παρέχουν στην έξοδο τα ανα-

µενόµενα αποτελέσµατα. Η ανάπτυξη δε της τεχνητής νοηµοσύνης οδήγησε στην ανά-

πτυξη υπολογιστικών µεθόδων και γλωσσών προγραµµατισµού (π.χ. PROLOG) που

υλοποιούν αποδεικτικές διαδικασίες βασισµένες στη µαθηµατική λογική.

Η µαθηµατική λογική κυρίως ασχολείται µε τις σχέσεις µεταξύ προτάσεων και µε την

ορθότητα των συλλογισµών. 

Για παράδειγµα, αν οι ακόλουθες προτάσεις είναι αληθείς, 

(α) Ο Σωκράτης είναι άνθρωπος

(β) Όλοι οι άνθρωποι είναι θνητοί

Τότε η µαθηµατική λογική µας βεβαιώνει ότι και η πρόταση 

Ο Σωκράτης είναι θνητός

είναι επίσης αληθής. 

Στην ενότητα 1.1 του κεφαλαίου αυτού ορίζεται η έννοια της πρότασης και καθορί-

ζεται πώς από απλές προτάσεις προκύπτουν σύνθετες (υποενότητα 1.1.1). Στην ίδια

ενότητα, ορίζεται η έννοια της προτασιακής συνάρτησης και παρουσιάζεται η χρήση

των ποσοδεικτών (υποενότητα 1.1.2). Στο τέλος της ενότητας 1.1, παρουσιάζονται οι

γενικευµένοι κανόνες De Morgan (υποενότητα 1.1.3). Στη συνέχεια, στην ενότητα

1.2 συζητείται η έννοια της αποδεικτικής διαδικασίας, µε ιδιαίτερη έµφαση στη µαθη-

µατική επαγωγή.

¶ÚÔÛ‰ÔÎÒÌÂÓ· ·ÔÙÂÏ¤ÛÌ·Ù·

Η κατανόηση των εννοιών του κεφαλαίου θα σας επιτρέψει να

• διακρίνετε αν µια έκφραση είναι πρόταση, 

• διατυπώνετε προτάσεις φυσικού λόγου µε συµβολικό τρόπο, µε ή χωρίς τη χρήση

ποσοδεικτών και λογικών τελεστών, και αντιστρόφως, 

• συνθέτετε σύνθετες προτάσεις από απλές προτάσεις και να εκτιµάτε την τιµή αλη-

1∫ ∂ º ∞ § ∞ π √



θείας µιας σύνθετης πρότασης, δεδοµένων των τιµών αληθείας των επιµέρους προ-

τάσεων από τις οποίες συντίθεται, 

• διαχωρίζετε και να δίνετε παραδείγµατα για τις έννοιες «θεώρηµα», «αξίωµα»,

«ορισµός», 

• χρησιµοποιείτε αποδεικτικές µεθόδους για την επαλήθευση προτάσεων, 

• διατυπώνετε και εφαρµόζετε την αρχή της µαθηµατικής επαγωγής. 

ŒÓÓÔÈÂ˜ ÎÏÂÈ‰È¿
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• προτάσεις

• απλές προτάσεις

• σύνθετες προτάσεις

• υποθετικές προτάσεις

• υπαρξιακός και καθολικός ποσοδείκτης

• πεδίο αναφοράς (domain of

discourse)

• νόµοι de Morgan

• πίνακας αληθείας

• αξίωµα, ορισµός

• θεώρηµα

• αποδεικτική διαδικασία

• απαγωγή σε άτοπο

• µαθηµατική επαγωγή

∂ÈÛ·ÁˆÁÈÎ¤˜ ·Ú·ÙËÚ‹ÛÂÈ˜

Η κατανόηση των εννοιών του κεφαλαίου αυτού, πέρα από την παροχή εισαγωγικών

γνώσεων στη µαθηµατική λογική, θα σας βοηθήσει να ακολουθήσετε µε ευκολία τα

επόµενα κεφάλαια του βιβλίου, να αναπτύξετε την ικανότητα διατύπωσης αξιωµάτων,

ορισµών και θεωρηµάτων µε ακρίβεια και σαφήνεια, καθώς επίσης να αποκτήσετε

την ικανότητα απόδειξης θεωρηµάτων εφαρµόζοντας αποδεικτικές διαδικασίες.
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Στην υποενότητα 1.1.1 της ενότητας αυτής ορίζεται η έννοια της πρότασης και καθο-

ρίζονται οι τρόποι κατασκευής σύνθετων προτάσεων. Τέλος, εξηγείται ο τρόπος εκτί-

µησης της τιµής αληθείας µιας πρότασης. Στην υποενότητα 1.1.2 καθορίζεται η έννοια

της προτασιακής συνάρτησης και παρουσιάζεται η χρήση ποσοδεικτών. Στο τέλος της

ενότητας και στην υποενότητα 1.1.3 παρουσιάζονται οι γενικευµένοι κανόνες De

Morgan.

¶ÚÔÛ‰ÔÎÒÌÂÓ· AÔÙÂÏ¤ÛÌ·Ù·

Έχοντας µελετήσει την ενότητα αυτή θα µπορείτε να

• διακρίνετε αν µια έκφραση είναι πρόταση, 

• διατυπώνετε προτάσεις µε συµβολικό τρόπο, µε ή χωρίς τη χρήση ποσοδεικτών και

λογικών τελεστών, και αντιστρόφως, 

• συνθέτετε σύνθετες προτάσεις από απλές προτάσεις και να εκτιµάτε την τιµή αλη-

θείας µιας σύνθετης πρότασης, δεδοµένων των τιµών αληθείας των επιµέρους προ-

τάσεων από τις οποίες συντίθεται.

ŒÓÓÔÈÂ˜ ÎÏÂÈ‰È¿

• προτάσεις

• απλές προτάσεις

• σύνθετες προτάσεις

• υποθετικές προτάσεις

• υπαρξιακός και καθολικός ποσοδείκτης

• πεδίο αναφοράς

• νόµοι de Morgan

• πίνακας αληθείας.

1.1.1 ¶ÚÔÙ¿ÛÂÈ˜

Μπορείτε να αποφανθείτε για το αν η καθεµία από τις ακόλουθες εκφράσεις είναι

είτε αληθής είτε ψευδής (αλλά όχι και τα δύο);

1 11 . 1  ¶ ƒ √ ∆∞ ™ ∂ π ™  ∫ ∞ π  ¶ √ ™ √ ¢ ∂ π ∫ ∆ ∂ ™
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1. Ο αριθµός 4 διαιρείται µε το 2.

2. Ο αριθµός 5 διαιρείται µόνο µε το 5 και το 1.

3. Ο Ντε Γκώλ πήρε το Νόµπελ Λογοτεχνίας.

4. Για κάθε ακέραιο κ υπάρχει πρώτος αριθµός µεγαλύτερος του κ.

5. Βρες µου το τηλέφωνο του Γιώργου

6. Θα έπρεπε να βρέχει

Η έκφραση (1) είναι αληθής δίχως καµία αµφιβολία. 

Η έκφραση (2) είναι επίσης αληθής. Γνωρίζουµε ότι κάθε πρώτος αριθµός µεγαλύ-

τερος του 1 διαιρείται µόνο µε τον εαυτό του και τη µονάδα. Η έκφραση (2) µας λεει

ότι ο 5 είναι πρώτος αριθµός.

∆εν γνωρίζω αν πράγµατι θα άξιζε ο Ντε Γκωλ το Νόµπελ Λογοτεχνίας. Πάντως η

έκφραση (3) είναι ψευδής.

Η έκφραση (4) είναι επίσης αληθής.

Οι εκφράσεις (5) και (6) δεν εκφράζουν κάποια γεγονότα ή ιδιότητες διακριτών αντι-

κειµένων. Η έκφραση (5) είναι µια εντολή και η (6) είναι µια ευχή. Κανείς όµως δεν

µπορεί να τις χαρακτηρίσει ως αληθείς ή ψευδείς.

Ορισµός 1.1: Μια έκφραση η οποία µπορεί να χαρακτηριστεί ως ψευδής ή αλη-

θής, αλλά όχι και τα δύο, καλείται πρόταση.

Οι προτάσεις αποτελούν στοιχειώδεις δοµές της µαθηµατικής λογικής.

Οι εκφράσεις (1), (2), (3), (4) παραπάνω είναι προτάσεις, αλλά οι (5) και (6) δεν είναι. 

Για το συµβολισµό προτάσεων θα χρησιµοποιούµε τα γράµµατα π, ρ, τ και στην περί-

πτωση παραδειγµάτων, αν θέλουµε να επισηµάνουµε µια πρόταση µε ένα από τα

παραπάνω γράµµατα, θα ακολουθούµε το συµβολισµό:

Ο αριθµός 5 διαιρείται µόνο µε το 5 και το 1 (π)

Πολλές φορές αναφερόµαστε στο χαρακτηρισµό «αληθής» ή «ψευδής» για µια πρό-

ταση π, χρησιµοποιώντας τον όρο τιµή αληθείας για την πρόταση π. Αν η πρόταση

π είναι αληθής, τότε η τιµή αληθείας της είναι «αληθής» (συµβολίζεται Τ). Στην αντί-

θετη περίπτωση, θα είναι «ψευδής» (συµβολίζεται F). Για παράδειγµα, η πρόταση

(π) παραπάνω έχει τιµή αληθείας Τ.



Εκφράσεις, όπως «Χθες ήταν συννεφιά και σήµερα βρέχει», «Αύριο θα φύγω ή θα

µείνω», «Αν είναι έξυπνη, τότε την παντρεύοµαι», αποτελούν συνδυασµούς προτά-

σεων και µπορούν να χαρακτηριστούν ως αληθείς ή ψευδείς, ανάλογα µε το αν οι

επιµέρους προτάσεις είναι αληθείς ή ψευδείς. Για παράδειγµα, η πρόταση «Αν είναι

έξυπνη, τότε την παντρεύοµαι» είναι αληθής (δεν είναι η µοναδική περίπτωση) αν

η πρόταση «Είναι έξυπνη» είναι ψευδής και η πρόταση «Την παντρεύοµαι» είναι

αληθής. Αυτό σίγουρα σας δηµιούργησε µια απορία, την οποία θα εξηγήσουµε ανα-

λυτικότερα αργότερα. 

Οι παρακάτω ασκήσεις σας βοηθούν να αξιολογήσετε αν µπορείτε να διακρίνετε αν

µια έκφραση είναι πρόταση ή όχι.

1 31 . 1  ¶ ƒ √ ∆∞ ™ ∂ π ™  ∫ ∞ π  ¶ √ ™ √ ¢ ∂ π ∫ ∆ ∂ ™

Ορισµός 1.2: Προτάσεις που προκύπτουν από το συνδυασµό απλούστερων προ-

τάσεων καλούνται σύνθετες προτάσεις. Προτάσεις που δεν είναι

σύνθετες καλούνται απλές. 

ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 1.1

Ποιες από τις παρακάτω εκφράσεις είναι προτάσεις και ποιες όχι:

1. 2 + 5 = 17

2. Για κάποιον ακέραιο κ ισχύει ότι 7647376 = κ ¥  14

3. Κόψε ένα τσαµπί σταφύλι

4. Το πηλίκο δύο ακεραίων

5. Θα µπορούσατε να µας δώσετε λίγα µήλα;

6. Ήταν ώριµα τα σταφύλια.

7. Κάθε περιττός ακέραιος µεγαλύτερος του 4 είναι το άθροισµα δύο πρώτων 

αριθµών.

Πάντως, µπορούµε να κατασκευάσουµε προτάσεις συνδυάζοντας απλούστερες προ-

τάσεις.

Το ερώτηµα που προκύπτει τώρα είναι το εξής: Πώς µπορούµε να συνδυάσουµε προ-

τάσεις και να αποφανθούµε για την τιµή αληθείας των σύνθετων προτάσεων που

προκύπτουν;
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Ο συνδυασµός προτάσεων γίνεται µε τη χρήση λογικών συνδετικών, που αντι-

στοιχούν σε συνδέσµους και προσδιορισµούς που χρησιµοποιούµε στο φυσικό λόγο,

όπως «και», «ή», «δεν». Παρακάτω θα αναφερθούµε συγκεκριµένα στο καθένα από

αυτά και θα καθορίσουµε την τιµή αληθείας των προτάσεων που προκύπτουν χρη-

σιµοποιώντας πίνακες αληθείας.

Ορισµός 1.3: Ο πίνακας αληθείας σύνθετης πρότασης π, που προκύπτει από

συνδυασµό προτάσεων π1, π2, …, πν, παραθέτει όλους τους δυνα-

τούς συνδυασµούς τιµών αληθείας των προτάσεων π1, π2, …, πν,

και για κάθε τέτοιο συνδυασµό, την τιµή αληθείας της σύνθετης

πρότασης π.

Ορισµός 1.4: Η σύζευξη προτάσεων π και ρ συµβολίζεται π �� ρ και διαβάζεται

«π και ρ».

Παρακάτω, για κάθε λογικό συνδετικό αναφέρεται ο ορισµός του, ο πίνακας αλη-

θείας του για τον προσδιορισµό της τιµής αληθείας της σύνθετης πρότασης που προ-

κύπτει και παραδείγµατα χρήσης του.

Η τιµή αληθείας της σύνθετης πρότασης π � ρ καθορίζεται από τον πίνακα αληθεί-

ας 1.1: 

¶›Ó·Î·˜ 1.1

Πίνακας αληθείας της σύζευξης δύο προτάσεων

π ρ π � ρ

Τ T T

T F F

F T F

F F F

Σύµφωνα µε τον παραπάνω πίνακα αληθείας, η σύνθετη πρόταση π � ρ είναι αλη-

θής µόνο στην περίπτωση που και οι δύο προτάσεις π και ρ είναι αληθείς.



¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 1.1

2 + 7 = 10 (π)

Η Σάµος είναι πανέµορφο νησί (ρ), 

Η πρόταση π είναι ψευδής, η ρ αληθής, και εποµένως η σύζευξή τους π � ρ «2 + 7 =

10 και η Σάµος είναι πανέµορφο νησί» είναι πρόταση ψευδής.

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 1.2

Το «Χαµόγελο της Τζοκόντας» είναι έργο του Μ. Χατζιδάκι (π)

Το «Χαµόγελο της Τζοκόντας» είναι έργο του Λεονάρντο Ντα Βίντσι (ρ), 

Η πρόταση π είναι αληθής, εφόσον αναφέρεται στο µουσικό έργο του συνθέτη που

εκδόθηκε το 1965, η ρ είναι αληθής, εφόσον αναφέρεται στο γνωστό πίνακα του διά-

σηµου ζωγράφου, και εποµένως η σύζευξή τους π � ρ είναι πρόταση αληθής.

1 51 . 1  ¶ ƒ √ ∆∞ ™ ∂ π ™  ∫ ∞ π  ¶ √ ™ √ ¢ ∂ π ∫ ∆ ∂ ™

Ορισµός 1.5: Η διάζευξη προτάσεων π και ρ συµβολίζεται π ÚÚ ρ, και διαβά-

ζεται «π ή ρ».

Η τιµή αληθείας της σύνθετης πρότασης π Ú ρ καθορίζεται από τον πίνακα αληθεί-

ας 1.2: 

¶›Ó·Î·˜ 1.2

Πίνακας αληθείας της διάζευξης δύο προτάσεων

π ρ π Ú ρ

Τ T T

T F Τ

F T Τ

F F F

Σύµφωνα µε τον παραπάνω πίνακα αληθείας, η σύνθετη πρόταση π Ú ρ είναι ψευ-

δής µόνο στην περίπτωση που και οι δύο προτάσεις π και ρ είναι ψευδείς.

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 1.3

2 + 7 = 10 (π)

Η Μυτιλήνη είναι άγονο νησί (ρ), 
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Η πρόταση π είναι ψευδής, η ρ ψευδής και εποµένως, η διάζευξή τους π Ú ρ «2 + 7

= 10 ή η Μυτιλήνη είναι άγονο νησί» είναι πρόταση ψευδής.

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 1.4

6 < 10 (π)

«Μια πρόταση προκύπτει πάντοτε από σύνθεση άλλων προτάσεων» (ρ), 

Η πρόταση π είναι αληθής, ενώ η ρ είναι ψευδής. Εποµένως, η διάζευξή τους π Ú ρ

είναι πρόταση αληθής.

Ορισµός 1.6: Η άρνηση πρότασης π συµβολίζεται pρ, και διαβάζεται «δεν

ισχύει ότι «ρ» ».

Η τιµή αληθείας της σύνθετης πρότασης pρ καθορίζεται από τον πίνακα 1.3:

¶›Ó·Î·˜ 1.3

Πίνακας αληθείας της άρνησης πρότασης

ρ pρ

T F

F Τ

Σύµφωνα µε τον παραπάνω πίνακα αληθείας, η σύνθετη πρόταση pρ είναι ψευδής

(αντίστοιχα αληθής) µόνο στην περίπτωση που η ρ είναι αληθής (αντίστοιχα ψευδής).

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 1.5

Ο Κώστας Κεντέρης είναι Ολυµπιονίκης των 200µ (π)

Η πρόταση π είναι αληθής, και εποµένως η άρνησή της pπ

«∆εν ισχύει ότι ο «Κώστας Κεντέρης είναι Ολυµπιονίκης των 200µ» » (ρ)

είναι πρόταση ψευδής.

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 1.6

Η άρνηση της παραπάνω πρότασης (ρ) είναι αληθής, εφόσον (ρ) είναι ψευδής. Αυτό

γενικεύεται ως εξής: Η τιµή αληθείας της πρότασης p(pπ) είναι η τιµή αληθείας της

πρότασης π.



Η τιµή αληθείας της σύνθετης πρότασης π Æ ρ καθορίζεται από τον πίνακα 1.4: 

¶›Ó·Î·˜ 1.4

Πίνακας αληθείας υποθετικής πρότασης

π ρ πÆ ρ

Τ T T

T F F

F T T

F F T

Σύµφωνα µε τον παραπάνω πίνακα αληθείας, η σύνθετη πρόταση π Æ ρ είναι ψευ-

δής µόνο στην περίπτωση που η υπόθεση είναι αληθής και το συµπέρασµα ψευδές.

Ίσως αυτό να φαίνεται λίγο περίεργο και, όπως είπαµε προηγουµένως, να δηµιουρ-

γεί µια απορία. 

∆ιαισθητικά µπορούµε να το δούµε ως εξής: Αν η υπόθεση (π) είναι ψευδής, τότε η

αλήθεια της σύνθετης πρότασης δεν πρέπει να εξαρτάται από την τιµή αληθείας του

συµπεράσµατος. Επιστρέφοντας στο παράδειγµα της υποθετικής πρότασης «Αν είναι

έξυπνη, τότε την παντρεύοµαι», η αλήθεια της υποθετικής πρότασης, όταν η υπόθε-

ση «είναι έξυπνη» είναι αληθής, εξαρτάται από την τιµή αληθείας του συµπερά-

σµατος. Έτσι, αν το συµπέρασµα ισχύει, η υποθετική έκφραση θεωρείται αληθής.

Στην αντίθετη περίπτωση θεωρείται ψευδής. Στην περίπτωση όµως που η υπόθεση

αποδειχθεί τελικά ψευδής, η αλήθεια της υποθετικής έκφρασης (σαν δήλωση) δεν

πρέπει να αµφισβητηθεί σε καµία περίπτωση (δηλαδή για καµία τιµή αληθείας του

συµπεράσµατος). Άρα, αν η υπόθεση είναι ψευδής, η σύνθετη πρόταση θεωρείται

αληθής, ανεξάρτητα από την τιµή του συµπεράσµατος.

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 1.7

Η Μαρία είναι µελετηρή (π)

Η Μαρία είναι καλή µαθήτρια (ρ), 

1 71 . 1  ¶ ƒ √ ∆∞ ™ ∂ π ™  ∫ ∞ π  ¶ √ ™ √ ¢ ∂ π ∫ ∆ ∂ ™

Ορισµός 1.7: Η υποθετική πρόταση συµβολίζεται π ÆÆ ρ, και διαβάζεται «Αν

π, τότε ρ». Η πρόταση π καλείται υπόθεση (ή υποτιθέµενο) και η

πρόταση ρ καλείται συµπέρασµα (ή συνεπαγόµενο).
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Αν πρόταση π είναι ψευδής και η ρ αληθής (ή ψευδής), η πρόταση π Æ ρ «Αν η

Μαρία είναι µελετηρή, τότε η Μαρία είναι καλή µαθήτρια» είναι πρόταση αληθής.

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 1.8

6 < 10 (π)

«Η Μαρία είναι καλή µαθήτρια» (ρ), 

Η πρόταση π είναι αληθής, και έστω ότι η ρ είναι αληθής. Εποµένως, η υποθετική

πρόταση πÆρ είναι πρόταση αληθής.

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 1.9

6 < 10 (π)

«12 > 20» (ρ), 

Η πρόταση π είναι αληθής, και η ρ είναι ψευδής. Εποµένως, η υποθετική πρόταση

πÆρ είναι πρόταση ψευδής.

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 1.10

Θεωρήστε τις εξής δηλώσεις του Γιώργου:

Η Μαρία είναι έξυπνη (π)

Αν η Μαρία είναι έξυπνη, τότε την αγαπώ (ρ)

Θεωρώντας ότι οι δύο προτάσεις έχουν την ίδια τιµή αληθείας, δείξτε ότι η Μαρία

είναι έξυπνη.

Ίσως το συµπέρασµα να φαίνεται περίεργο και το παράδειγµα δύσκολο. Θα πρέπει

να έχετε κατανοήσει πλήρως τη φύση της υποθετικής πρότασης και να είσαστε ιδι-

αίτερα συστηµατικοί και προσεκτικοί. Ας διακρίνουµε τις εξής περιπτώσεις:

1. Αν και οι δύο προτάσεις είναι αληθείς, τότε … πράγµατι η Μαρία είναι έξυπνη

και ο Γιώργος την αγαπά.

2. Αν και οι δύο προτάσεις είναι ψευδείς, αυτό σηµαίνει ότι η σύνθετη πρόταση (ρ),

που είναι η πρόταση (πÆσ), είναι ψευδής. Επίσης, η πρόταση (π) είναι ψευδής.

Από τον ορισµό της υποθετικής πρότασης, αυτό δεν µπορεί να ισχύει σε καµία

περίπτωση, και εποµένως η πρόταση (π) δεν µπορεί να είναι ψευδής, όταν η πρό-

ταση (ρ) είναι ψευδής.

Σύµφωνα λοιπόν µε τις περιπτώσεις (1) και (2) παραπάνω, η µόνη περίπτωση που

οι δύο προτάσεις (π) και (σ) έχουν την ίδια τιµή αληθείας είναι η περίπτωση όπου



είναι και οι δύο αληθείς. Άρα .. η Μαρία είναι έξυπνη.

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 1.11 

Αν η πρόταση π είναι αληθής, η ρ είναι ψευδής και η τ είναι αληθής, να βρεθεί η τιµή

αληθείας των ακόλουθων προτάσεων:

1. (π � ρ) Æτ

2. (π Ú ρ) Æpτ

3. π � (ρ Æτ)

4. π Æ (ρ Æτ)

Για την εύρεση της τιµής αληθείας κάθε σύνθετης πρότασης, αντικαθιστάµε κάθε

σύµβολο πρότασης µε την τιµή αληθείας της:

1. (T � F) ÆT = FÆT = T

2. (Τ Ú F) ÆpT = TÆpT = TÆF = F

3. T � (F ÆT) = T �T = T

4. T Æ (F ÆT) = T ÆT = T

Αν δεν γνωρίζουµε τις τιµές αληθείας των π, ρ και τ, για να αποτιµήσουµε την τιµή

αληθείας µιας σύνθετης πρότασης, για παράδειγµα της (1) παραπάνω, θα πρέπει να

σχηµατίσουµε τον πίνακα 1.5:

¶›Ó·Î·˜ 1.5

Πίνακας αληθείας της υποθετικής πρότασης (π � ρ) Æ  τ

π ρ τ (π � ρ) Æτ

Τ T T (T � T) ÆT T ÆT T

T T F (T � T) ÆF T ÆF F

T F T (T � F) ÆT F ÆT T

T F F (T � F) ÆF F ÆF T

F T T (F � T) ÆT F ÆT T

F T F (F � T) ÆF F ÆT T

F F T (F � F) ÆT F ÆT T

F F F (F � F) ÆF F ÆT T

1 91 . 1  ¶ ƒ √ ∆∞ ™ ∂ π ™  ∫ ∞ π  ¶ √ ™ √ ¢ ∂ π ∫ ∆ ∂ ™
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¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 1.12

Θεωρήστε την ανεστραµµένη πρόταση ρ Æ π της υποθετικής πρότασης π Æ  ρ.

∆εδοµένου ότι η (π Æ  ρ) είναι αληθής, µπορεί η (ρ Æ  π) να είναι ψευδής;

Αν 

6 > 10 (π)

12 < 20 (ρ), 

τότε η (π Æ  ρ) είναι αληθής, ενώ η (ρ Æ  π) είναι ψευδής.

∆ηµιουργούµε τον πίνακα αληθείας της ρ Æ π και της π Æ ρ, όπως φαίνεται στον

πίνακα 1.6:

¶›Ó·Î·˜ 1.6

Πίνακας αληθείας ανεστραµµένης υποθετικής πρότασης

π ρ πÆρ ρÆπ

Τ T T Τ

T F F Τ

F T T F

F F T T

Παρατηρούµε ότι µε την αναστροφή µιας υποθετικής πρότασης «αντιστρέφεται» και

η τιµή αληθείας της σε δύο περιπτώσεις.

Οι παρακάτω ασκήσεις σας βοηθούν να ασκηθείτε στη διατύπωση προτάσεων µε συµ-

βολικό τρόπο, µε τη χρήση λογικών συνδετικών, και αντιστρόφως.

ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 1.2

Έστω ότι οι προτάσεις

Η ύλη είναι ενδιαφέρουσα (π)

Οι ασκήσεις είναι δύσκολες (ρ)

Το µάθηµα είναι ευχάριστο (τ)

Να γραφούν οι παρακάτω προτάσεις σε συµβολική µορφή

(α) Η ύλη είναι ενδιαφέρουσα και οι ασκήσεις είναι δύσκολες
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ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 1.3

Να διατυπωθούν οι παρακάτω προτάσεις ως υποθετικές:

(α) Αναγκαία συνθήκη για ασφαλή οδήγηση είναι να φοράς τη ζώνη ασφαλείας.

(β) Ικανή συνθήκη για να ανθίσει η τριανταφυλλιά είναι να έχεις ρίξει λίπασµα.

ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 1.4

Να γίνει αντιστοίχηση των παρακάτω προτάσεων φυσικού λόγου και των συµβο-

λικών µορφών τους. Αν δεν τα καταφέρετε για όλο τον πίνακα, κάτι που είναι αρκε-

τά δύσκολο και χρονοβόρο, δείτε την αντιστοίχηση των τριών πρώτων απλών προ-

τάσεων στις απαντήσεις και προσπαθήστε να βρείτε τις αντιστοιχίες των σύνθετων

προτάσεων:

π Σήµερα είναι ∆ευτέρα

ρ Είναι ζέστη

τ Βρέχει

Κάθε ∆ευτέρα βρέχει p ρ Æ (τ�π)

Έχω παρατηρήσει ότι αν δεν βρέχει πÆρ

τότε ή είναι ζέστη ή είναι ∆ευτέρα.

Ικανή συνθήκη για να βρέχει ή να είναι p(ρ Ú  π) Æ τ

ζέστη είναι να µην είναι ∆ευτέρα. 

(β) Η ύλη δεν είναι ενδιαφέρουσα, οι ασκήσεις δεν είναι δύσκολες και το µάθη-

µα δεν είναι ευχάριστο.

(γ) Αν η ύλη δεν είναι ενδιαφέρουσα και οι ασκήσεις δεν είναι δύσκολες, τότε το

µάθηµα δεν είναι ευχάριστο.

(δ) Το ότι η ύλη είναι ενδιαφέρουσα σηµαίνει ότι οι ασκήσεις είναι δύσκολες και

αντιστρόφως.

(ε) Είτε το µάθηµα είναι ευχάριστο, είτε οι ασκήσεις είναι δύσκολες, αλλά όχι και

τα δύο. 
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Παράδειγµα ταυτολογίας είναι η T ÆT, ενώ παράδειγµα αντίφασης είναι η TÆF.

Η τιµή αληθείας της σύνθετης πρότασης π ´ ρ καθορίζεται από τον παρακάτω πίνα-

κα αληθείας: 

¶›Ó·Î·˜ 1.7:

Πίνακας αληθείας πρότασης «ανν»

π ρ π´ ρ

Τ T T

T F F

F T F

F F T

Για την πρόταση π ´ ρ, η πρόταση π θεωρείται ότι διατυπώνει ικανές και αναγκαί-

ες συνθήκες για την πρόταση ρ.

Αναγκαία συνθήκη για να µην είναι p π Æ (ρ Ú  τ)
∆ευτέρα ή να µη βρέχει είναι 

να είναι ζέστη.

Όταν τη ∆ευτέρα βρέχει ή είναι ζέστη, (π Ú (p π � p (ρ Ú τ)) Æ (π Ú p (ρ Ú τ))

τότε είναι είτε ζέστη είτε είναι ∆ευτέρα 

ή βρέχει.

Για να είναι ∆ευτέρα ή να ισχύει ότι δεν (π � (ρ Ú τ)) Æ (τ Ú (π Ú ρ))

είναι ζέστη ή βρέχει, πρέπει ή να είναι 

∆ευτέρα ή σε περίπτωση που δεν είναι 

∆ευτέρα να µην είναι ζέστη ή βρέχει

Ορισµός 1.8: Μία πρόταση που είναι πάντοτε αληθής καλείται ταυτολογία, ενώ

µια πρόταση που είναι πάντοτε ψευδής καλείται αντίφαση.

Ορισµός 1.9: Η σύνθετη πρόταση «π εάν και µόνο εάν ρ» ή «π ανν ρ» συµβο-

λίζεται π ´ ρ, και διαβάζεται «π αν και µόνο αν ρ».



¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 1.13

1 < 5 (π)

2 < 6 (ρ), 

Η πρόταση π ´ ρ είναι αληθής, δεδοµένου ότι και οι δύο προτάσεις π και ρ είναι

αληθείς. Στην περίπτωση αυτή, µπορούµε να πούµε ότι η πρόταση «1 < 5» είναι

ικανή και αναγκαία συνθήκη για την 2 < 6. Είναι λίγο περίεργο και όµως αληθές.

2 31 . 1  ¶ ƒ √ ∆∞ ™ ∂ π ™  ∫ ∞ π  ¶ √ ™ √ ¢ ∂ π ∫ ∆ ∂ ™

Ορισµός 1.10: ∆ύο προτάσεις π και ρ καλούνται ισοδύναµες, συµβολίζεται π ∫ρ,

αν:

1. Είναι απλές και η τιµή αληθείας της π είναι πάντοτε ίση µε την τιµή αληθείας

της ρ και αντιστρόφως. 

2. Είναι σύνθετες, αποτελούνται από τις προτάσεις π1, π2, …, πν, και δεδοµένων

των τιµών αληθείας των π1, π2, …, πν, οι π και ρ έχουν την ίδια τιµή αληθείας.

Για παράδειγµα, οι προτάσεις «ο αριθµός κ είναι περιττός» και «ο αριθµός κ δεν διαι-

ρείται µε το 2» είναι ισοδύναµες. 

Αντίθετα, για την ισοδυναµία των προτάσεων «σήµερα βρέχει» και «αύριο έχει συν-

νεφιά» δεν µπορούµε να αποφανθούµε.

Για να δείξουµε ότι δύο σύνθετες προτάσεις είναι ισοδύναµες, ένας απλός τρόπος

(αλλά χρονοβόρος και δύσκολος αν οι επιµέρους προτάσεις είναι πάρα πολλές) είναι

να δηµιουργήσουµε τους πίνακες αληθείας τους και να αποδείξουµε τον ορισµό.

Οι παρακάτω ασκήσεις σας βοηθούν να κατανοήσετε τον τρόπο εκτίµησης της τιµής

αληθείας µιας σύνθετης πρότασης, δεδοµένων των τιµών αληθείας των επιµέρους προ-

τάσεων από τις οποίες συντίθεται.

ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 1.5

Αν οι προτάσεις π, ρ, τ είναι κατ’ αντιστοιχία αληθής, αληθής, ψευδής, να εκτιµη-

θεί η τιµή αληθείας της πρότασης:

(π � (ρ Ú τ)) Æ (τ Ú (p π Ú ρ))
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ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 1.6

Αν οι προτάσεις π, ρ, τ είναι κατ’ αντιστοιχία αληθής, ψευδής, ψευδής, να εκτιµη-

θεί η τιµή αληθείας της πρότασης:

(π Ú ρ) Æ τ

ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 1.7

Να φτιάξετε τον πίνακα αληθείας της πρότασης:

(p π � ρ) Ú (τ Ú p π)

ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 1.8

Νόµοι του De Morgan: Να δειχθεί ότι οι παρακάτω προτάσεις είναι αληθείς:

(α) p (π Ú ρ) ∫ (p π) � (p ρ)

(β) p (π � ρ) ∫ (p π) Ú (p ρ)

¢Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙ· 1.1

Να κατασκευαστούν οι πίνακες αληθείας για τις παρακάτω προτάσεις:

(α) p (π Ú ρ) ´ τ

(β) p (π Ú ρ) � τ

(γ) (π Æ ρ) Ú (πÆτ)

(δ) (πÚ p ρ) Æ pπ

(ε) ((ρ Æ π) Æτ) Æ ((ρ Æ π) Æ (π Æ τ))

(στ) pπ Ú ρ

(ζ) (p π � p ρ) Ú (p τ)

(η) (π Ú ρ) Æ p τ



2 51 . 1  ¶ ƒ √ ∆∞ ™ ∂ π ™  ∫ ∞ π  ¶ √ ™ √ ¢ ∂ π ∫ ∆ ∂ ™

¢Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙ· 1.2

Έστω ότι θέλετε να περιγράψετε διάφορα βιβλία και έστω οι προτάσεις:

Είναι ογκώδες (π)

Είναι καλογραµµένο (ρ)

Είναι φτωχό σε ύλη (σ)

Ο συγγραφέας είναι διάσηµος (τ)

Να διατυπωθούν σε συµβολική µορφή οι ακόλουθες προτάσεις:

(α) Είναι ογκώδες, αλλά φτωχό σε ύλη

(β) Αναγκαία συνθήκη για να είναι καλογραµµένο είναι να είναι ο συγγραφέας

διάσηµος

(γ) Είτε είναι φτωχό σε ύλη είτε είναι ογκώδες, αλλά ποτέ και τα δύο

(δ) Αν είναι ογκώδες και καλογραµµένο, ο συγγραφέας είναι διάσηµος.

(ε) Αν είναι ογκώδες και φτωχό σε ύλη, τότε είτε δεν είναι καλογραµµένο είτε ο

συγγραφέας δεν είναι διάσηµος.

Υπόδειξη:

Εργαστείτε όπως και στην άσκηση αυτοαξιολόγησης 1.2. Στην περίπτωση χρήσης ανα-

γκαίων ή/και ικανών συνθηκών συµβουλευτείτε την άσκηση αυτοαξιολόγησης 1.3.

Υπόδειξη:

Μπορείτε να εργαστείτε µε δύο τρόπους:

Α. Όπως στο παράδειγµα 1.11, και στην περίπτωση όπου δεν γνωρίζουµε την τιµή

αληθείας των επιµέρους προτάσεων της σύνθετης πρότασης (βλέπε πίνακα 1.5).

Β. Αποτιµούµε την τιµή αληθείας των απλούστερων προτάσεων µε βάση τις δυνα-

τές τιµές των απλών προτάσεων, και δεδοµένων αυτών αποτιµούµε την τιµή αλη-

θείας των σύνθετων προτάσεων (α) – (η). Τέτοιο παράδειγµα εργασίας δίνεται από

την άσκηση αυτοαξιολόγησης 1.7.
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1.1.2 ¶ÔÛÔ‰Â›ÎÙÂ˜

Οι παραπάνω προτάσεις δεν µπορούν να εκφράσουν µε ακρίβεια όλες τις εκφράσεις

που χρησιµοποιούµε στα µαθηµατικά και στην επιστήµη των υπολογιστών.

Ας δούµε τις ακόλουθες εκφράσεις:

Ο Χ είναι ακέραιος (π)

Χ2 + 2Χ είναι άρτιος ακέραιος (ρ)

Ο παίκτης Χ σκόραρε 23 πόντους (τ)

Σύµφωνα µε τον ορισµό της πρότασης που έχουµε διατυπώσει, οι παραπάνω εκφρά-

σεις δεν είναι προτάσεις, εφόσον δεν µπορούν να έχουν τιµή αληθείας. Οι τιµές αλη-

θείας των προτάσεων αυτών εξαρτώνται από την τιµή της εκάστοτε µεταβλητής. Για

παράδειγµα, η πρόταση (π) είναι αληθής αν Χ = 5 και ψευδής στην περίπτωση που

το Χ = 2.4.

Εκφράσεις µε χρήση µεταβλητών είναι ιδιαίτερα χρήσιµες στα µαθηµατικά και την

επιστήµη των υπολογιστών.

¢Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙ· 1.3

Ο Νίκος, ο Τάσος και ο Γιώργος έχουν παιδιά. Ο Νίκος δεν παίρνει το επίδοµα Χ

που παίρνει ο Τάσος και ο Γιώργος, ενώ ο Γιώργος δεν παίρνει το επίδοµα Υ που

παίρνει ο Νίκος και ο Τάσος. Είναι γνωστό ότι αυτοί που παίρνουν το επίδοµα Χ

και δεν παίρνουν το επίδοµα Υ έχουν δύο παιδιά και προσλήφθηκαν πριν το 1990,

ενώ αυτοί που παίρνουν το επίδοµα Υ και δεν παίρνουν το επίδοµα Χ έχουν τρία ή

περισσότερα παιδιά και προσλήφθηκαν µετά το 1994. Παρουσιάστε τις παραπάνω

προτάσεις σε συµβολική µορφή και επίσης βρείτε πόσα παιδιά έχει ο Νίκος, ο

Τάσος και ο Γιώργος και πότε προσελήφθησαν.

Υπόδειξη:

Σχηµατίστε όλες τις υποθετικές προτάσεις «Είναι γνωστό ότι ο A που παίρνει το

επίδοµα Χ και δεν παίρνει το επίδοµα Υ έχει δύο παιδιά και προσλήφθηκε πριν το

1990», για όλα τα πρόσωπα A που αναφέρονται στην άσκηση. Κάντε το ίδιο για

τις προτάσεις «Είναι γνωστό ότι ο A που παίρνει το επίδοµα Υ και δεν παίρνει το

επίδοµα Χ έχει τρία ή περισσότερα παιδιά και προσλήφθηκε µετά το 1994».

Με βάση τις δεδοµένες τιµές αληθείας των προτάσεων, εκτιµήστε τις τιµές αλη-

θείας των προτάσεων που ζητούνται για κάθε πρόσωπο.



Έστω η έκφραση (π) παραπάνω και το σύνολο των πραγµατικών αριθµών ¬. Η π

είναι προτασιακή συνάρτηση στο ¬, εφόσον για κάθε Χ στο ¬ η (π) είναι πρόταση. 

Με παρόµοιο τρόπο, η έκφραση τ είναι προτασιακή συνάρτηση στο σύνολο των παι-

κτών µπάσκετ ∆, εφόσον για κάθε παίκτη στο ∆ η (τ) είναι πρόταση.

Η µεταβλητή Χ µιας προτασιακής συνάρτησης Π(Χ) καλείται ελεύθερη µεταβλητή

(ελεύθερη να «κινείται» στο πεδίο αναφοράς ∆). Τις περισσότερες φορές, τις µετα-

βλητές αυτές τις προσδιορίζουµε µε ένα ποσοδείκτη λέγοντας ότι η Π(Χ) ισχύει για

κάθε Χ στο ∆ ή για κάποιο Χ στο ∆.

H παρακάτω άσκηση σας βοηθά να αξιολογήσετε αν έχετε κατανοήσει τις έννοιες

«προτασιακή συνάρτηση» και «πεδίο αναφοράς (domain of discourse)».

2 71 . 1  ¶ ƒ √ ∆∞ ™ ∂ π ™  ∫ ∞ π  ¶ √ ™ √ ¢ ∂ π ∫ ∆ ∂ ™

Ορισµός 1.11: Έστω Π(Χ) έκφραση σχετικά µε µια µεταβλητή Χ και ∆ ένα σύνο-

λο. Η έκφραση Π(Χ) καλείται προτασιακή συνάρτηση στο ∆, αν

για κάθε Χ στο ∆, η Π(Χ) είναι πρόταση. Το ∆ καλείται πεδίο ανα-

φοράς (domain of discourse).

Ορισµός 1.12: Έστω π προτασιακή έκφραση στο πεδίο αναφοράς ∆.

Η (π) καλείται καθολικά προσδιορισµένη έκφραση αν είναι της µορφής

"Χ, Π(Χ) (π)

και διαβάζεται «για κάθε Χ, Π(Χ)».Το σύµβολο " καλείται καθολικός ποσοδείκτης

ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 1.9

Για κάθε έκφραση που είναι προτασιακή συνάρτηση βρείτε το πεδίο αναφοράς:

(α) (2x + 1)2 είναι άρτιος ακέραιος.

(β) Να επιλεγεί ένας ακέραιος από το 1 στο 10

(γ) Έστω x ακέραιος, µε x = 1/x + 16.

(δ) Η Αθήνα είναι πρωτεύουσα της Ελλάδας

(ε) H πρωτεύουσα της Ελλάδας
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¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 1.14

Λέµε ότι:

Για κάθε τρίγωνο ισχύει ότι το άθροισµα των γωνιών του είναι ίσο µε 180ο, 

και ότι:

Υπάρχει φοιτητής που αποκτά τις προϋποθέσεις απόκτησης πτυχίου σε λιγότερο από

4 έτη.

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 1.15

Η καθολικά προσδιορισµένη έκφραση

"Χ, Αν Χ > 1, τότε Χ + 1 > 1

είναι αληθής στο σύνολο των πραγµατικών αριθµών.

Στην περίπτωση αυτή Π(Χ) είναι η υποθετική πρόταση (Αν Χ > 1, τότε Χ + 1 > 1), η

οποία ισχύει για κάθε πραγµατικό αριθµό Χ. Για να δείξετε κάτι τέτοιο θα πρέπει να

διακρίνετε τις εξής περιπτώσεις: 

(α) Αν Χ ≤ 1 τότε η Π(Χ) είναι αληθής, εφόσον η υπόθεση της (Χ > 1) δεν είναι αληθής.

(β) Αν Χ > 1, τότε προφανώς Χ + 1 > 1.

∆είξαµε λοιπόν ότι για κάθε πραγµατικό αριθµό Χ η πρόταση (Αν Χ > 1, τότε Χ + 1

> 1) είναι αληθής. Εποµένως η καθολικά προσδιορισµένη έκφραση 

"Χ, Αν Χ > 1, τότε Χ + 1 > 1

είναι αληθής.

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 1.16

Η καθολικά προσδιορισµένη έκφραση

"Χ, Ο Χ δεν είναι εργαζόµενος

είναι ψευδής στο σύνολο των φοιτητών. Για την απόδειξη αυτού, αρκεί να βρεθεί

ένας φοιτητής Φ για τον οποίο η πρόταση (Ο Φ δεν είναι εργαζόµενος) είναι ψευ-

Η έκφραση "Χ, Π(Χ) είναι αληθής, αν η πρόταση Π(Χ) είναι αληθής για κάθε Χ

στο ∆. Αντιθέτως, η έκφραση "Χ, Π(Χ) είναι ψευδής, αν υπάρχει έστω και ένα Χ

στο ∆,  τέτοιο ώστε η πρόταση Π(Χ) είναι ψευδής. Ένα στοιχείο του ∆ για το οποίο

ο Π(Χ) γίνεται ψευδής, καλείται αντιπαράδειγµα.



δής. Σε αυτή την περίπτωση ο Φ είναι ένα αντιπαράδειγµα για την παραπάνω καθο-

λικά προσδιορισµένη έκφραση.

2 91 . 1  ¶ ƒ √ ∆∞ ™ ∂ π ™  ∫ ∞ π  ¶ √ ™ √ ¢ ∂ π ∫ ∆ ∂ ™

Ορισµός 1.13: Έστω π προτασιακή έκφραση στο πεδίο αναφοράς ∆. 

Η (π) καλείται υπαρξιακά προσδιορισµένη έκφραση αν είναι της µορφής

$Χ, Π(Χ) (π)

και διαβάζεται «υπάρχει Χ, Π(Χ)» ή «για κάποιο Χ, Π(Χ)». Το σύµβολο $ καλεί-

ται υπαρξιακός ποσοδείκτης

Η έκφραση $Χ, Π(Χ) είναι αληθής, αν η πρόταση Π(Χ) είναι αληθής για κάποιο

Χ στο ∆. Αντιθέτως, η έκφραση $Χ, Π(Χ) είναι ψευδής, αν για κάθε Χ στο ∆, η

πρόταση Π(Χ) είναι ψευδής.

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 1.17

Η υπαρξιακά προσδιορισµένη έκφραση

$Χ, Αν Χ > 1 τότε Χ + 1 > 1

είναι αληθής στο σύνολο των πραγµατικών αριθµών.

Στην περίπτωση αυτή θα πρέπει να δειχθεί ότι υπάρχει ένας πραγµατικός αριθµός

(τουλάχιστον) για τον οποίο η υποθετική πρόταση Π(Χ) = (Αν Χ > 1, τότε Χ + 1 > 1)

είναι αληθής. Ένας τέτοιος αριθµός είναι ο Χ = 0, για τον οποίο η υποθετική πρότα-

ση γίνεται αληθής. Αυτό συµβαίνει διότι η υπόθεση (Χ > 1) για Χ = 0 είναι ψευδής.

∆είξαµε λοιπόν ότι υπάρχει πραγµατικός αριθµός Χ για τον οποίο η πρόταση (Αν Χ

> 1, τότε Χ + 1 > 1) είναι αληθής. Εποµένως, η υπαρξιακά προσδιορισµένη έκφραση 

$Χ, Αν Χ > 1, τότε Χ + 1 > 1

είναι αληθής.

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 1.18

Η υπαρξιακά προσδιορισµένη έκφραση

$Χ, Ο Χ είναι εργαζόµενος

είναι αληθής στο σύνολο των φοιτητών. Για την απόδειξη αυτού, αρκεί να βρεθεί

ένας τουλάχιστον φοιτητής Φ για τον οποίο η πρόταση (Ο Φ είναι εργαζόµενος) είναι

αληθής. Όλοι µας γνωρίζουµε κάποιον.
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Οι παρακάτω ασκήσεις σας βοηθούν να αποκτήσετε την ευχέρεια διατύπωσης προτά-

σεων µε συµβολικό τρόπο, µε τη χρήση ποσοδεικτών, και αντιστρόφως.

ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 1.10

Έστω η προτασιακή συνάρτηση Π(x, y) = «ο x είναι διευθυντής του y» µε πεδίο

αναφοράς το σύνολο των εργαζόµενων σε έναν οργανισµό. Να διατυπωθούν οι

παρακάτω εκφράσεις στο φυσικό λόγο:

(α) "Χ $Υ Π(Χ, Υ), 

(β) "Υ $Χ Π(Χ, Υ), 

(γ) $Χ "Υ Π(Χ, Υ), 

(δ) "Χ "Υ Π(Χ, Υ), 

(ε) $Υ $ Χ Π(Χ, Υ), 

(στ) $(Υ, Χ) Π(Χ, Υ).

ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 1.11

Να διατυπωθεί µε συµβολικό τρόπο η έκφραση:

«Ό,τι λάµπει δεν είναι χρυσός»

Για να παρασταθεί η παραπάνω πρόταση µε συµβολικό τρόπο, θα πρέπει να σκε-

φτείτε καταρχήν τι ακριβώς εννοούσε ο Shakespeare µε την έκφραση αυτή.

1.1.3 °ÂÓÈÎÂ˘Ì¤ÓÔÈ Î·ÓfiÓÂ˜ De Morgan

Παρατηρήστε ότι για την προτασιακή συνάρτηση που αναφέρθηκε στα παραπάνω

παραδείγµατα :

Π(Χ) = Ο Χ είναι εργαζόµενος

και για τις παρακάτω εκφράσεις:

$Χ, Ο Χ είναι εργαζόµενος (π)

"Χ, Ο Χ δεν είναι εργαζόµενος (ρ)

Ισχύουν τα εξής:

(α) π = $Χ, Π(Χ), 

(β) ρ = "Χ, p Π(Χ), και

(γ) π ´ (pρ).



Τα παραπάνω µπορούµε να τα δούµε ως εξής: 

Για να δείξουµε ότι η π είναι αληθής, θα πρέπει να βρεθεί ένα Χ στο πεδίο αναφο-

ράς, τέτοιο ώστε η Π(Χ) να είναι αληθής. Τότε όµως, για το συγκεκριµένο Χ, η (p
Π(Χ)) είναι ψευδής, άρα η ρ αποδεικνύεται ψευδής πρόταση. Συνεπώς, η (pρ), για

κάθε Χ που κάνει την π αληθή, είναι επίσης αληθής.

Αν η π είναι ψευδής, τότε για κάθε Χ στο πεδίο αναφοράς, η (Π(Χ)) είναι ψευδής,

δηλαδή η (p Π(Χ)) είναι αληθής. ∆ηλαδή, η ρ είναι αληθής. Συνεπώς, η (p ρ), για κάθε

Χ που κάνει την (π) ψευδή, είναι ψευδής.

Από τα παραπάνω, µπορούµε να συνάγουµε ότι οι π και (pρ) είναι είτε και οι δύο

αληθείς ή και οι δύο ψευδείς. Εποµένως, π ´ (pρ).

Τα παραπάνω γενικεύονται από τους γενικευµένους νόµους του De Morgan, τους

οποίους θα αποδείξουµε παρακάτω.

3 11 . 1  ¶ ƒ √ ∆∞ ™ ∂ π ™  ∫ ∞ π  ¶ √ ™ √ ¢ ∂ π ∫ ∆ ∂ ™

Θεώρηµα 1.1 Γενικευµένοι νόµοι του De Morgan. Έστω Π(Χ) προτασιακή 

έκφραση στο πεδίο αναφοράς ∆. Κάθε ζεύγος προτάσεων που αναφέρονται στα 

(α) και (β) παρακάτω είναι λογικά ισοδύναµες:

(α) p ("Χ, Π(Χ)) (π), 

$Χ, p (Π(Χ)) (ρ)

(β) p ($Χ, Π(Χ)) (π) 

"Χ, p (Π(Χ)) (ρ)

Απόδειξη. 

Παρακάτω θα αποδείξω την (α), ενώ τη (β) την αφήνω ως δραστηριότητα σε εσάς.

Αν καταλάβετε την παρακάτω απόδειξη, η απόδειξη της (β) είναι ανάλογη. 

Για να είναι η π αληθής θα πρέπει να βρεθεί Χ στο ∆, τέτοιο ώστε η πρόταση ("Χ,

Π(Χ)) να είναι ψευδής. Από τον ορισµό του καθολικού ποσοδείκτη, θα πρέπει να

βρεθεί α στο ∆, τέτοιο ώστε η Π(α) να είναι ψευδής. Τότε όµως, η (p Π(α)) είναι

αληθής, και από τον ορισµό του υπαρξιακού ποσοδείκτη, η πρόταση $Χ, p (Π(Χ))

είναι αληθής. Συνεπώς, όταν η π είναι αληθής, τότε και η ρ είναι αληθής. 

Αντίστοιχα, αν η π είναι ψευδής, τότε η ("Χ, Π(Χ)) είναι αληθής. ∆ηλαδή, από τον

ορισµό του καθολικού ποσοδείκτη, για κάθε Χ στο ∆, η Π(X) είναι αληθής. Εποµέ-

νως, δεν υπάρχει Χ στο ∆, τέτοιο ώστε η p(Π(Χ)) να είναι αληθής. Εποµένως, από

τον ορισµό του υπαρξιακού ποσοδείκτη, η πρόταση $Χ, p (Π(Χ)) είναι ψευδής.
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Για να κατανοήσετε τον τρόπο που οι παραπάνω νόµοι γενικεύουν τους νόµους De

Morgan, όπως αυτοί αναφέρθηκαν στην άσκηση αυτοαξιολόγησης 1.14 παραπάνω,

θα πρέπει να σκεφτείτε τα εξής:

Μια καθολικά προσδιορισµένη πρόταση ("Χ, Π(Χ)) στο σύνολο ∆, γενικεύει την

πρόταση Π(Χ1) � Π(Χ2) …, � Π(Χν) όπου Χi είναι µέλος του ∆. Η πρόταση αυτή είναι

αληθής, αν κάθε Π(Χi), Χi στο ∆, είναι αληθής.

Με παρόµοιο τρόπο, µια υπαρξιακά προσδιορισµένη πρόταση ($Χ, Π(Χ)) στο σύνο-

λο ∆, γενικεύει την πρόταση Π(Χ1) Ú Π(Χ2) …, Ú Π(Χν) όπου Χi είναι µέλος του ∆.

Η πρόταση αυτή είναι αληθής, αν υπάρχει τουλάχιστο ένα Χi στο ∆, τέτοιο ώστε η

Π(Χi) να είναι αληθής.

Με βάση τα παραπάνω, ο γενικευµένος νόµος (α) του De Morgan µπορεί να διατυ-

πωθεί αντικαθιστώντας την πρόταση

(p ("Χ, Π(Χ))) 

µε την πρόταση p (Π(Χ1) � Π(Χ2) …, � Π(Χν)), 

και την πρόταση

$Χ, p (Π(Χ))

µε την πρόταση 

(p Π(Χ1)) Ú (p Π(Χ2)) …, Ú (p Π(Χν)).

Σε αυτή τη µορφή, ο νόµος γενικεύει την ειδική περίπτωση που διατυπώθηκε στην

άσκηση αυτοαξιολόγησης 14/Κεφ.1, όπου αναφέρεται ότι οι προτάσεις p (π � ρ) και

(p π) Ú (p ρ) έχουν πάντοτε την ίδια τιµή αληθείας.

Συνεπώς, όταν η π είναι ψευδής, τότε και η ρ είναι ψευδής.

Από τα παραπάνω συνάγεται ότι οι προτάσεις π και ρ της περίπτωσης (α) έχουν

πάντοτε την ίδια τιµή αληθείας.



™‡ÓÔ„Ë ÂÓfiÙËÙ·˜

Στην ενότητα αυτή ορίζεται η έννοια της πρότασης και καθορίζεται πώς από απλές

προτάσεις προκύπτουν οι σύνθετες µε τη χρήση των λογικών συνδετικών σύζευξης,

διάζευξης, άρνησης, «αν...τότε...» και «ανν». Για τις σύνθετες προτάσεις που προ-

κύπτουν µε τη χρήση των παραπάνω συνδετικών παρουσιάζονται οι πίνακες αληθεί-

ας τους, ενώ τα παραδείγµατα και οι ασκήσεις αυτοαξιολόγησης σας βοηθούν να

κατανοήσετε καλύτερα τον τρόπο εκτίµησης της τιµής αληθείας µιας σύνθετης πρό-

τασης, δεδοµένων των τιµών αληθείας των επιµέρους προτάσεων, και τον τρόπο σχη-

µατισµού του πίνακα αληθείας µιας σύνθετης πρότασης. Στην υποενότητα 1.1.2 της

ενότητας ορίζεται η έννοια της προτασιακής συνάρτησης και παρουσιάζεται η χρήση

των ποσοδεικτών. Οι ασκήσεις αυτοαξιολόγησης της υπο–ενότητας αυτής σας βοη-

θούν να ασκηθείτε στη διατύπωση προτάσεων µε χρήση ποσοδεικτών. Στο τέλος της

ενότητας παρουσιάζονται οι γενικευµένοι κανόνες De Morgan, την παρουσίαση των

οποίων µπορείτε να δείτε και ως εµβάθυνση σε όσα προηγήθηκαν στην ενότητα.

3 3™ Y N O æ H  E N O T H TA ™

¢Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙ· 1.4

Να δειχθεί ότι οι παρακάτω εκφράσεις είναι ισοδύναµες:

"Χ, p Π(Χ) Ú Ρ(Χ) και

"Χ, Π(Χ) Æ Ρ(Χ)

Υπόδειξη: Χρησιµοποιήστε τον ορισµό της ισοδυναµίας σύνθετων προτάσεων και

δηµιουργήστε τους πίνακες αληθείας των δύο εκφράσεων.

¢Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙ· 1.5

Να δειχθεί ότι οι παρακάτω εκφράσεις είναι ισοδύναµες:p ("Χ (Π(Χ) Æ Ρ(Χ))) και

$Χ, Π(Χ) � p Ρ(Χ)

Υπόδειξη: Χρησιµοποιήστε τo αποτέλεσµα της ∆ραστηριότητας 1.4.
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1.2 ∞Ô‰ÂÈÎÙÈÎ¤˜ ‰È·‰ÈÎ·Û›Â˜ Î·È Ì·ıËÌ·ÙÈÎ‹ Â·ÁˆÁ‹

™ÎÔfi˜

Η ενότητα αυτή παρουσιάζει γενικευµένες αποδεικτικές διαδικασίες, δίνοντας ιδιαί-

τερη έµφαση στη µαθηµατική επαγωγή. Η τελευταία χρησιµοποιείται εκτενέστατα στα

µαθηµατικά και κυρίως στα διακριτά µαθηµατικά, καθώς επίσης και στην επιστήµη

των υπολογιστών.

¶ÚÔÛ‰ÔÎÒÌÂÓ· AÔÙÂÏ¤ÛÌ·Ù·

Η κατανόηση των εννοιών του κεφαλαίου θα σας επιτρέψει να 

• διαχωρίζετε και να δίνετε παραδείγµατα για τις έννοιες «θεώρηµα», «αξίωµα»,

«ορισµός», 

• χρησιµοποιείτε αποδεικτικές µεθόδους για την επαλήθευση προτάσεων, 

• διατυπώνετε και εφαρµόζετε την αρχή της µαθηµατικής επαγωγής .

ŒÓÓÔÈÂ˜ ÎÏÂÈ‰È¿

• αξίωµα, ορισµός

• θεώρηµα

• αποδεικτική διαδικασία

• απαγωγή σε άτοπο

• µαθηµατική επαγωγή.

Ένα µαθηµατικό σύστηµα αποτελείται από αξιώµατα, ορισµούς, µη καθορισµέ-

νες έννοιες και θεωρήµατα.

Ορισµός 1.14: Ένα αξίωµα είναι µια πρόταση που θεωρείται πάντοτε αληθής. 

Η Ευκλείδειος γεωµετρία αποτελεί ένα µαθηµατικό σύστηµα.

Παραδείγµατα αξιωµάτων είναι τα εξής:

(α) Από δύο διακεκριµένα σηµεία περνάει πάντοτε µια ευθεία.

(β) Ένα επίπεδο καθορίζεται από τρία διακεκριµένα σηµεία



Παραδείγµατα ορισµών είναι τα εξής:

(α) ∆ύο γωνίες καλούνται συµπληρωµατικές αν το άθροισµά τους είναι 90ο. (Η νέα

έννοια είναι αυτή των συµπληρωµατικών γωνιών).

(β) Απόλυτος τιµή ενός πραγµατικού αριθµού x καλείται ο x αν αυτός είναι θετικός

ή ο (– x) στην αντίθετη περίπτωση. (Η νέα έννοια είναι αυτή της απόλυτης τιµής).

Μια έννοια µπορεί να µην καθορίζεται από έναν ορισµό (µη καθορισµένη έννοια),

αλλά µε έµµεσο τρόπο µέσω των ιδιοτήτων της που αναφέρονται σε κάποια αξιώµατα.

Για παράδειγµα, οι έννοιες του σηµείου ή της ευθείας δεν ορίζονται µε βάση κάποι-

ον ορισµό.

3 51 . 2  ∞ ¶ √ ¢ ∂ π ∫ ∆ π ∫ ∂ ™  ¢ π ∞ ¢ π ∫ ∞ ™ π ∂ ™  ∫ ∞ π  ª ∞ £ ∏ ª ∞∆ π ∫ ∏  ∂ ¶ ∞ ° ø ° ∏

Ορισµός 1.15: Ένας ορισµός καθορίζει µια νέα έννοια µε βάση προηγούµενες

έννοιες.

Ορισµός 1.16: Ένα θεώρηµα είναι µια πρόταση που αποδεικνύεται (µε βάση

ορισµούς, αξιώµατα και άλλα θεωρήµατα) αληθής. 

Ειδικοί τύποι θεωρηµάτων είναι τα λήµµατα και οι προτάσεις. Τα λήµµατα δεν

έχουν µεγάλη σπουδαιότητα από µόνα τους, αλλά χρησιµοποιούνται ως ενδιάµεσα

αποτελέσµατα για την απόδειξη θεωρηµάτων. Οι προτάσεις είναι χρήσιµα συµπε-

ράσµατα που απορρέουν από ένα θεώρηµα.

Παραδείγµατα θεωρηµάτων είναι τα εξής:

― Αν οι πλευρές ενός τριγώνου είναι ίσες, τότε και οι γωνίες απέναντι των πλευ-

ρών αυτών είναι ίσες.

― Αν ένα τρίγωνο είναι ισόπλευρο, τότε όλες οι γωνίες του είναι ίσες µεταξύ τους.

(Είναι πρόταση που απορρέει από το παραπάνω θεώρηµα).

― Για όλους τους πραγµατικούς αριθµούς ισχύει ότι αν x ≤ y και y ≤ z, τότε x ≤ z.

Οι παρακάτω ασκήσεις σας βοηθούν να διαχωρίζετε και να δίνετε παραδείγµατα για

τις έννοιες «θεώρηµα», «αξίωµα», «ορισµός».

ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 1.12

Ποια είναι η διαφορά µεταξύ θεωρήµατος και αξιώµατος.
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Η µαθηµατική λογική αποτελεί τη βάση για την ανάλυση των αποδεικτικών διαδι-

κασιών.

Τα θεωρήµατα έχουν συνήθως την εξής µορφή: 

Για κάθε x1, x2, …, xν, εάν Π(x1, x2, …, xν) τότε Ρ(x1, x2, …, xν) (π)

Για την απόδειξη της έκφρασης αυτής θα πρέπει να δειχθεί ότι η υποθετική πρόταση 

«εάν Π(x1, x2, …, xν) τότε Ρ(x1, x2, …, xν)» είναι αληθής για κάθε (x1, x2, …, xν) στο

πεδίο αναφοράς . 

Για την απόδειξη θεωρούµε τα x1, x2, …, xν µέλη του πεδίου αναφοράς και υποθέ-

τουµε ότι για αυτά ισχύει η Π(x1, x2, …, xν). Αν η Π(x1, x2, …, xν) είναι ψευδής, τότε

από τον ορισµό της υποθετικής πρότασης, η π είναι αληθής. 

Η άµεση αποδεικτική διαδικασία υποθέτει την αλήθεια της Π(x1, x2, …, xν) και

χρησιµοποιώντας ορισµούς, θεωρήµατα και αξιώµατα αποδεικνύει ενδιάµεσα απο-

τελέσµατα έως ότου δειχθεί η αλήθεια της πρότασης Ρ(x1, x2, …, xν).

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 1.19

Να δειχθεί ότι για όλους τους πραγµατικούς αριθµούς δ1, δ2, δ, και x ότι:

Αν δ = min(δ1, δ2) και x ≤ δ, τότε x ≤ δ1 και x ≤ δ2.

Απόδειξη

Σύµφωνα µε όσα είπαµε προηγουµένως, θα πρέπει για οποιουσδήποτε πραγµατικούς

αριθµούς δ1, δ2, δ, και x για τους οποίους ισχύει ότι (δ = min(δ1, δ2) και x ≤ δ) να δει-

χθεί ότι x ≤ δ1 και x ≤ δ2. 

Από τον ορισµό του min ισχύει ότι δ ≤ δ1(1) και δ ≤ δ2(2). Εφόσον ισχύει η (x ≤ δ),

και η (1) παραπάνω, µπορούµε να συµπεράνουµε ότι x ≤ δ1 είναι αληθές. Επίσης,

αφού x ≤ δ, και ισχύει η (2) παραπάνω, µπορούµε να συµπεράνουµε ότι x ≤ δ2. Επο-

µένως, x ≤ δ1 και x ≤ δ2.

ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 1.13

Ποια είναι η διαφορά µεταξύ αξιώµατος και ορισµού. 

Ορισµός 1.17: Μια διαδικασία (ή επιχειρηµατολογία) που δείχνει ότι µια πρό-

ταση είναι αληθής (επαληθεύει την πρόταση) καλείται αποδει-

κτική διαδικασία. 



Άλλος τρόπος απόδειξης είναι η απαγωγή σε άτοπο. Σύµφωνα µε τη µέθοδο αυτή,

θεωρούµε ότι η υπόθεση Π(x1, x2, …, xν) του θεωρήµατος είναι αληθής και το Ρ(x1,

x2, …, xν) ψευδές. Η χρήση των Π(x1, x2, …, xν), p Ρ(x1, x2, …, xν), θεωρηµάτων,

αξιωµάτων και ορισµών οδηγεί σε πρόταση της µορφής (σ �pσ), δηλαδή σε άτοπο.

Το άτοπο µας οδηγεί στο συµπέρασµα ότι οι αρχικές µας υποθέσεις ήταν ψευδείς.

∆ηλαδή:

(α) είτε η Π(x1, x2, …, xν) είναι ψευδής

(β) είτε η Ρ(x1, x2, …, xν) αληθής.

Και στις δύο παραπάνω περιπτώσεις, η υποθετική πρόταση (π) του γενικευµένου

θεωρήµατος που διατυπώθηκε παραπάνω είναι αληθής.

Η απόδειξη µε απαγωγή σε άτοπο µπορεί να αιτιολογηθεί από το γεγονός ότι οι

παρακάτω προτάσεις είναι ισοδύναµες:

ΠÆΡ

Π� p ΡÆ(σ �pσ)

Η απόδειξη της ισοδυναµίας των προτάσεων αυτών σας δίνεται σαν άσκηση δρα-

στηριότητας.

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 1.20

Να δειχθεί ότι για όλους τους πραγµατικούς αριθµούς δ1, δ2, ισχύει ότι:

Αν (δ1 + δ2)≥ 2 τότε δ1≥ 1 ή δ2≥ 1.

Απόδειξη

Υποθέτουµε ότι για κάθε ζεύγος πραγµατικών αριθµών ισχύει η υπόθεση ((δ1 + δ2)≥

2 και δεν ισχύει το συµπέρασµα (δ1≥ 1 ή δ2≥ 1). ∆ηλαδή, (δ1 < 1 και δ2 < 1). Τότε, (δ1

+ δ2) < 2. Αυτό όµως είναι σε αντίφαση µε την υπόθεση ((δ1 + δ2)≥ 2) και εποµένως

η αποδεικτική διαδικασία έχει φτάσει σε άτοπο. Συνεπώς, η υποθετική πρόταση 

Αν (δ1 + δ2)≥ 2 τότε δ1≥ 1 ή δ2≥ 1.

για κάθε ζεύγος πραγµατικών αριθµών δ1, δ2 είναι αληθής.

Άλλη τεχνική απόδειξης βασίζεται στη χρήση της αρχής της µαθηµατικής επαγωγής:
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¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 1.21

Να δειχθεί ότι για ν = 1, 2, …, ν! ≥ 2ν–1.

Απόδειξη

Βασικό βήµα: Για ν = 1, ισχύει ότι 1! ≥ 21–1, δηλαδή 1≥1.

Επαγωγικό βήµα: Θα δειχθεί ότι αν ισχύει η (κ! ≥ 2κ–1), κ = 1, 2, …, ν, τότε η 

((ν + 1)! ≥ 2ν) είναι αληθής.

Πράγµατι, 

(ν + 1)! = (ν + 1)ν! (1)

∆εδοµένου ότι ν! ≥ 2ν–1, από την (1) προκύπτει ότι

(ν + 1)! = (ν + 1)ν! ≥ (ν + 1) 2ν–1.≥ 2 . 2ν–1 (αφού ν = 1, 2, …, ν + 1≥2)

Εποµένως, (ν + 1)! ≥ 2 ν.

Με την ολοκλήρωση του επαγωγικού βήµατος, αποδείξαµε ότι ν! ≥ 2ν–1, για ν = 1, 2, …, .

Οι παρακάτω ασκήσεις σας βοηθούν να χρησιµοποιείτε αποδεικτικές µεθόδους για την

επαλήθευση προτάσεων.

ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 1.14

Να δειχθεί ότι αν 100 µπάλες τοποθετηθούν σε 9 κουτιά, τουλάχιστον ένα κουτί

θα περιέχει 12 ή περισσότερες µπάλες.

ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 1.15

Να δειχθεί ότι αν αβ = 0 τότε α = 0 ή β = 0. Μπορείτε να χρησιµοποιήσετε το γεγο-

νός ότι για κάθε τριάδα α, β, γ πραγµατικών αριθµών ισχύει ότι: αν αβ = αγ και α

≠ 0, τότε β = γ.

Ορισµός 1.18: Αρχή της µαθηµατικής επαγωγής. 

Έστω ότι για κάθε θετικό ακέραιο ν η έκφραση Π(ν) είναι αληθής ή ψευδής. 

Αν ισχύουν τα εξής: 

(α) η Π(1) είναι αληθής, και 

(β) αν η Π(κ) είναι αληθής για κάθε κ < (ν + 1), τότε η Π(ν + 1) είναι αληθής, 

τότε ισχύει ότι

η Π(ν) είναι αληθής για κάθε θετικό ακέραιο ν.

Η υπόθεση (α) καλείται βασικό βήµα και η υπόθεση (β) καλείται επαγωγικό βήµα.



Οι παρακάτω ασκήσεις σας βοηθούν να εφαρµόσετε την αρχή της µαθηµατικής επαγωγής.
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ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 1.16

Να δειχθεί ότι αν r ≠ 1, 

a + ar1 + ar2 + …, + arn = 

για n = 0, 1, 2, … 

Το παραπάνω άθροισµα καλείται γεωµετρικό άθροισµα µε λόγο r.

  

a r

r

n( )+ -
-

1 1

1

ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 1.17

Οι κώδικες Gray έχουν χρησιµοποιηθεί σε διάφορα πλαίσια εφαρµογής, όπως για

τη µετατροπή αναλογικής σε ψηφιακή πληροφορία. Ένας κώδικας Gray ορίζεται

ως µια ακολουθία 

S1, S2, …, S2n, 

για την οποία ισχύουν τα εξής:

• Ο κάθε Sκ είναι ένας δυαδικός αριθµός n ψηφίων

• Κάθε δυαδικός αριθµός n ψηφίων εµφανίζεται στην ακολουθία στοιχείων

• Sκ, Sκ+1, διαφέρουν ακριβώς σε ένα δυαδικό ψηφίο, κ = 1, …, 2n – 1.

• S2n, S1 διαφέρουν ακριβώς σε ένα δυαδικό ψηφίο.

H κατασκευή των κωδικών Gray γίνεται ως εξής:

Έστω G1 να είναι η ακολουθία 0, 1. Η ακολουθία Gν κατασκευάζεται από την ακο-

λουθία Gν–1 σύµφωνα µε την παρακάτω διαδικασία:

(α) Έστω GR
ν–1 η ακολουθία Gν–1 ανεστραµµένη.

(β) Έστω G¢ν–1 η ακολουθία στην οποία κάθε δυαδικός αριθµός της Gν–1 εµφανί-

ζεται µε ένα 0 στην αρχή.

(γ) Έστω G¢¢ν–1 η ακολουθία στην οποία κάθε δυαδικός αριθµός της GR
ν–1 εµφανί-

ζεται µε ένα 1 στην αρχή.

(δ) Η ακολουθία Gν είναι η ακολουθία αριθµών της G¢ν–1 ακολουθούµενη από την

ακολουθία G¢¢ν–1.

Να δειχθεί ότι η Gν είναι κώδικας Gray, για κάθε ν.
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¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 1.22

Κατασκευή κωδικών Gray.

Σύµφωνα µε τα παραπάνω, οι ακολουθίες G2 και G3 κατασκευάζονται ως εξής:

G1 : 0 1

GR
1 : 1 0

G¢1 : 00 01

G¢¢1 : 11 10

G2 : 00 01 11 10

GR
2 : 10 11 01 00

G¢2 : 000 001 011 010

G¢¢2 : 110 111 101 100

G3 : 000 001 011 010 110 111 101 100

™‡ÓÔ„Ë ÂÓfiÙËÙ·˜

Η ενότητα 1.2 παρουσιάζει τις βασικές έννοιες ενός µαθηµατικού συστήµατος και

συζητά την έννοια της αποδεικτικής διαδικασίας. Παρουσιάζει αποδεικτικές διαδι-

κασίες δίνοντας ιδιαίτερη έµφαση στην αρχή της µαθηµατικής επαγωγής. Οι ασκή-

σεις αυτοαξιολόγησης της ενότητας σας βοηθούν στην κατανόηση της χρήσης απο-

δεικτικών µεθόδων για την επαλήθευση προτάσεων.

™‡ÓÔ„Ë ÎÂÊ·Ï·›Ô˘

Στην ενότητα 1.1 ορίζεται η έννοια της πρότασης και καθορίζεται πώς από απλές

προτάσεις προκύπτουν οι σύνθετες µε τη χρήση των λογικών συνδετικών/τελεστών

σύζευξης, διάζευξης, άρνησης, «αν...τότε...» και «ανν». Για τις σύνθετες προτάσεις

που προκύπτουν µε τη χρήση των παραπάνω συνδετικών παρουσιάζονται οι πίνακες

αληθείας τους. Παρουσιάζεται ο τρόπος κατασκευής του πίνακα αληθείας οποιασ-

δήποτε σύνθετης πρότασης και ο τρόπος εκτίµησης της τιµής αληθείας σύνθετων προ-

τάσεων, δεδοµένων των τιµών αληθείας των επιµέρους προτάσεών τους. Στην υπο-

ενότητα 1.1.2 ορίζεται η έννοια της προτασιακής συνάρτησης και παρουσιάζεται η

χρήση των ποσοδεικτών. Στο τέλος της υπο–ενότητας παρουσιάζονται οι γενικευµέ-

νοι κανόνες De Morgan.



Η ενότητα 1.2 παρουσιάζει τις βασικές έννοιες ενός µαθηµατικού συστήµατος και

την έννοια της αποδεικτικής διαδικασίας. Παρουσιάζει αποδεικτικές διαδικασίες,

δίνοντας ιδιαίτερη έµφαση στην αρχή της µαθηµατικής επαγωγής που χρησιµοποιεί-

ται εκτενέστατα στα µαθηµατικά και κυρίως στα διακριτά µαθηµατικά, καθώς επί-

σης και στην επιστήµη των υπολογιστών.

4 1™ Y N O æ H  K E º A § A I O Y

¢Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙ· 1.6

Να διατυπώσετε 2 ορισµούς, 2 αξιώµατα και 2 θεωρήµατα της Ευκλείδειας γεω-

µετρίας.

Υπόδειξη

Με βάση τους ορισµούς των εννοιών «ορισµός», «αξίωµα» και «θεώρηµα», όπως

αυτοί έχουν διατυπωθεί παραπάνω, διατυπώστε τα ζητούµενα.

¢Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙ· 1.7

Να διατυπώσετε ένα θεώρηµα των ακέραιων αριθµών που αποδεικνύεται µε εφαρ-

µογή της αρχής της µαθηµατικής επαγωγής και να το αποδείξετε.

Υπόδειξη

∆ιατυπώστε µια αληθή πρόταση που αναφέρεται σε θετικό ακέραιο αριθµό ν. ∆είξ-

τε ότι η πρόταση αυτή ισχύει για ν = 1, 2, 3, … 

¢Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙ· 1.7

Να διατυπώσετε ένα θεώρηµα των ακέραιων αριθµών που αποδεικνύεται µε απα-

γωγή σε άτοπο και να το αποδείξετε.

Υπόδειξη

∆ιατυπώστε µια υποθετική πρόταση ΠÆΡ, όπου, αν η Π είναι αληθής σε ένα υπο-

σύνολο των ακεραίων, τότε και η P θα είναι αληθής στο σύνολο αυτό. 
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™¯¤ÛÂÈ˜ Î·È ™˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ˜

™ÎÔfi˜

Η έννοια της σχέσης αποτελεί θεµελιώδη µαθηµατική έννοια στην οποία βασίζονται

ευρέως διαδεδοµένα µοντέλα δεδοµένων, όπως για παράδειγµα το σχεσιακό µοντέ-

λο δεδοµένων που προτάθηκε για πρώτη φορά από τον E.F.Codd το 1970.

Στο κεφάλαιο αυτό αναφέρονται οι ιδιότητες σχέσεων και σχέσεις ιδιαίτερου τύπου,

όπως για παράδειγµα οι σχέσεις ισοδυναµίας και οι συναρτήσεις. Το κεφάλαιο απο-

τελεί επίσης µια εισαγωγή στην έννοια του γραφήµατος και στον τρόπο παράστασης

γραφηµάτων για την αξιοποίησή τους από υπολογιστικές µεθόδους.

Συγκεκριµένα, η ενότητα 2.1 του κεφαλαίου αυτού ορίζει την έννοια της σχέσης, δίνο-

ντας έµφαση στις διµελείς σχέσεις. Η ενότητα ορίζει ιδιότητες των σχέσεων και εισά-

γει την έννοια του κατευθυνόµενου γραφήµατος ως τρόπου παράστασης των σχέσε-

ων. Η ενότητα 2.2 αναφέρεται σε ν–µελείς σχέσεις και παρουσιάζει το σχεσιακό

µοντέλο δεδοµένων και παραδείγµατα τελεστών για το χειρισµό των δεδοµένων σε

µια σχεσιακή βάση δεδοµένων. Η ενότητα 2.3 αναφέρεται σε σχέσεις µερικής και ολι-

κής διάταξης επί ενός συνόλου Χ και στις σχέσεις ισοδυναµίας. Τέλος, στην ενότητα

2.4 ορίζεται η έννοια της συνάρτησης και αναφέρονται ιδιότητες συναρτήσεων.

Γενικά, οι έννοιες που ορίζονται στο παρόν κεφάλαιο αποτελούν βασική ορολογία

για τον ορισµό συνθετότερων εννοιών σε επόµενα κεφάλαια του βιβλίου και για την

απόδειξη θεωρηµάτων που αφορούν στις έννοιες αυτές. 

¶ÚÔÛ‰ÔÎÒÌÂÓ· ·ÔÙÂÏ¤ÛÌ·Ù·

Η µελέτη του παρόντος κεφαλαίου και η αποσαφήνιση των εννοιών που ορίζονται σε

αυτό θα σας επιτρέψει να:

• ορίζετε σχέσεις µεταξύ συνόλων διακριτών οντοτήτων, 

• χαρακτηρίζετε τις σχέσεις µε βάση τις ιδιότητές τους, 

• ορίζετε σχέσεις µε συγκεκριµένες ιδιότητες και µε βάση άλλες (απλούστερες) σχέσεις, 

• παριστάνετε σχέσεις µε τη χρήση κατευθυνόµενων γραφηµάτων και πινάκων, 

• προσεγγίζετε κατ’ αρχάς το σχεσιακό µοντέλο δεδοµένων και τις σχεσιακές βάσεις, 

• συνδέετε την έννοια της σχέσης µε την έννοια της χρήσης και διαχείρισης δεδοµέ-

νων σε βάσεις δεδοµένων, 

• έχετε τη δυνατότητα χαρακτηρισµού συναρτήσεων µε βάση τις ιδιότητές τους.
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ŒÓÓÔÈÂ˜ ÎÏÂÈ‰È¿

• διµελής σχέση από σύνολο Χ σε σύνο-

λο Υ

• πεδίο ορισµού και πεδίο τιµών σχέσης

• ανακλαστική

• συµµετρική

• αντισυµµετρική και µεταβατική σχέση

• αντίστροφη σχέσης

• σύνθεση σχέσεων

• κατευθυνόµενα γραφήµατα (ακµές,

κορυφές, ανακύκλωση)

• πίνακας σχέσης

• σύστηµα διαχείρισης βάσεων δεδοµένων

• σχεσιακή βάση δεδοµένων

• τελεστής επιλογής

• τελεστής προβολής

• τελεστής σύνθεσης

• συνάρτηση

• συνάρτηση ένα – προς – ένα

• συνάρτηση «επί»

• αντίστροφη συνάρτησης

• σύνθεση συναρτήσεων

• διαµέριση συνόλου

• σχέση µερικής διάταξης

• σχέση ολικής διάταξης

• σχέση ισοδυναµίας

• κλάσεις ισοδυναµίας

∂ÈÛ·ÁˆÁÈÎ¤˜ ·Ú·ÙËÚ‹ÛÂÈ˜

Η κατανόηση του παρόντος κεφαλαίου απαιτεί τη γνώση βασικών εννοιών της θεω-

ρίας συνόλων: Σύνολο, στοιχείο (µέλος) συνόλου, ισότητα συνόλων, (γνήσιο) υπο-

σύνολο συνόλου, ένωση συνόλων, τοµή συνόλων, ξένα µεταξύ τους σύνολα, καρτε-

σιανό γινόµενο συνόλων, διατεταγµένο ζεύγος στοιχείων. Στη ροή του κειµένου, όπου

θεωρώ ότι απαιτείται και είναι χρήσιµο, θα αναφέρω ορισµούς κάποιων εννοιών

από τις παραπάνω. 



2.1 ¢ÈÌÂÏÂ›˜ Û¯¤ÛÂÈ˜ Î·È È‰ÈfiÙËÙ¤˜ ÙÔ˘˜ 

™ÎÔfi˜

Στην ενότητα αυτή ορίζεται η έννοια της σχέσης, ενώ έµφαση δίνεται στις διµελείς σχέ-

σεις. Η ενότητα ορίζει ιδιότητες των σχέσεων και εισάγει την έννοια του κατευθυνό-

µενου γραφήµατος και του πίνακα σχέσεων ως τρόπων παράστασης των σχέσεων. 

¶ÚÔÛ‰ÔÎÒÌÂÓ· ·ÔÙÂÏ¤ÛÌ·Ù·

• Η αποσαφήνιση των εννοιών που ορίζονται στην τρέχουσα ενότητα θα σας επι-

τρέψει να: 

• ορίζετε σχέσεις µεταξύ συνόλων διακριτών οντοτήτων, 

• χαρακτηρίζετε τις σχέσεις µε βάση τις ιδιότητές τους, 

• ορίζετε σχέσεις µε συγκεκριµένες ιδιότητες και µε βάση άλλες (απλούστερες) σχέσεις, 

• παριστάνετε σχέσεις µε τη χρήση κατευθυνόµενων γραφηµάτων και πινάκων.

ŒÓÓÔÈÂ˜ ÎÏÂÈ‰È¿

• διµελής σχέση από σύνολο Χ σε σύνολο Υ

• πεδίο ορισµού και πεδίο τιµών σχέσης

• ανακλαστική

• συµµετρική

• αντισυµµετρική και µεταβατική σχέση

• αντίστροφη σχέσης

• σύνθεση σχέσεων

• κατευθυνόµενα γραφήµατα (ακµές, κορυφές, ανακύκλωση)

• πίνακας σχέσης.

2.1.1 ™¯¤ÛÂÈ˜ 

Συνήθως, στον πραγµατικό κόσµο ορίζουµε σχέσεις µεταξύ διακριτών οντοτήτων.

Για παράδειγµα ορίζουµε σχέσεις µεταξύ φοιτητών και µαθηµάτων, µαθηµάτων και

διδασκόντων, υποκαταστηµάτων ενός τραπεζικού οργανισµού και δανείων, µεταξύ

ακεραίων, κoκ.

4 52 . 1  ¢ π ª ∂ § ∂ π ™  ™ Ã ∂ ™ ∂ π ™  ∫ ∞ π  π ¢ π √ ∆ ∏ ∆ ∂ ™  ∆ √ À ™  
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¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 2.1

Αν θεωρήσουµε το σύνολο των ακεραίων, θα µπορούσαµε να θεωρήσουµε ότι δύο

ακέραιοι σχετίζονται µεταξύ τους αν το άθροισµά τους είναι άρτιος αριθµός. Έτσι,

οι ακέραιοι 2 και 4 σχετίζονται µε την παραπάνω σχέση, ενώ οι ακέραιοι 2 και 3 δεν

σχετίζονται. 

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 2.2

Η σχέση µεταξύ φοιτητών και µαθηµάτων µπορεί να ειδωθεί µε τη µορφή ενός πίνα-

κα. Ο πίνακας 2.1 περιγράφει τα µαθήµατα που έχουν δηλώσει οι φοιτητές ενός τµή-

µατος. Κάθε γραµµή αυτού του πίνακα είναι µια διατεταγµένη δυάδα (Φ, Μ) στοι-

χείων των συνόλων Φοιτητής και Μάθηµα, αντίστοιχα:

¶›Ó·Î·˜ 2.1

Πίνακας της σχέσης «∆ήλωση»

Φοιτητής Μάθηµα

Γιάννης Μαθηµατικά

Μαίρη Εισαγωγή στα Πληροφοριακά Συστήµατα

Νίκος Λειτουργικά Συστήµατα

Κώστας ∆ίκτυα

Γιάννης ∆ίκτυα

Mια διµελής σχέση είναι ένα σύνολο διατεταγµένων ζευγών.

Ορισµός 2.1: ∆ιµελής (binary) σχέση Σ από σύνολο Χ σε σύνολο Υ είναι ένα

υποσύνολο του καρτεσιανού γινοµένου Χ ¥  Υ [1]. Αν (χ, ψ) �  Σ, λέµε

ότι το χ σχετίζεται µε το ψ και σηµειώνουµε χΣψ. Στην περίπτωση

όπου Χ = Υ, λέµε ότι η Σ είναι διµελής σχέση επί του συνόλου Χ.

Το σύνολο {χ �  Χ | (χ, ψ) �  Σ για κάποιο ψ στο Υ} καλείται πεδίο ορισµού της Σ,

ενώ το σύνολο {ψ �  Υ | (χ, ψ) �  Σ για κάποιο χ στο Χ} καλείται πεδίο τιµών της Σ.

[1] Καρτεσιανό γινόµενο συνόλων Χ ¥  Υ είναι το σύνολο των διατεταγµένων δυάδων (χ, ψ), όπου χ�Χ

και ψ�Ψ, δηλ. Χ ¥  Υ={(χ, ψ)| χ�Χ και ψ�Ψ}



¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 2.3

Στο παράδειγµα του πίνακα 2.1, η σχέση «∆ήλωση» είναι υποσύνολο του συνόλου

Φοιτητής ¥  Μάθηµα. Η δυάδα (Γιάννης, Μαθηµατικά) είναι στοιχείο της σχέσης

αυτής, δηλαδή «Γιάννης ∆ήλωση Μαθηµατικά» ή ο Γιάννης σχετίζεται µε το µάθη-

µα Μαθηµατικά (µέσω της σχέσης «∆ήλωση»). Το σύνολο των στοιχείων της πρώ-

της στήλης του εν λόγω πίνακα αποτελεί το πεδίο ορισµού της σχέσης «∆ήλωση»,

και τα στοιχεία της δεύτερης στήλης, το πεδίο τιµών της.

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 2.4

Αν Χ = {2, 3, 4} και Υ = {3, 4, 5}, ορίζουµε τη σχέση Σ από το Χ στο Υ ως εξής:

χ Σ ψ, αν (χ + ψ) είναι άρτιος αριθµός.

Τότε Σ = {(2, 4), (3, 3), (3, 5), (4, 4)}. Το πεδίο τιµών της Σ είναι το {4, 3, 5} και το

πεδίο ορισµού είναι {2, 3, 4}.

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 2.5

Αν Χ = {1, 2, 3, 4}, ορίζουµε τη σχέση Σ στο Χ ως εξής

(χ, ψ) �  Σ, αν χ £  ψ, 

όπου χ, ψ στοιχεία του Χ. 

Τότε Σ = {(1, 1), (2, 2), (3, 3), (4, 4), (1, 2), (1, 3), (1, 4), (2, 3), (2, 4), (3, 4)}.

Το πεδίο ορισµού και το πεδίο τιµών της Σ είναι το Χ.

Για την περιγραφή µιας διµελούς σχέσης µπορείτε να παραθέσετε τα ζεύγη των στοι-

χείων που σχετίζονται ή να την περιγράψετε µε τη µορφή ενός πίνακα, όπως ο πίνα-

κας 2.1. Εναλλακτικός τρόπος παράστασης µιας σχέσης είναι µε τη χρήση ενός

κατευθυνόµενου γραφήµατος. Τα κατευθυνόµενα γραφήµατα ορίζονται και περι-

γράφονται µε περισσότερη λεπτοµέρεια στο κεφάλαιο 4. Εδώ τα αναφέρουµε µόνο

σε σχέση µε την περιγραφή σχέσεων. Για την κατασκευή ενός γραφήµατος που παρι-

στά µια σχέση Σ από σύνολο Χ σε σύνολο Υ, αρχικά σηµειώνουµε µε τελείες (κορυ-

φές ή κόµβους) τα στοιχεία των συνόλων Χ και Υ. Κατόπιν, για κάθε ζεύγος (χ, ψ)

στην Σ, σηµειώνουµε µια κατευθυνόµενη ακµή από την κορυφή χ στην κορυφή ψ. 

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 2.6

Η σχέση «∆ήλωση» του παραδείγµατος 2.2, όπως αυτή περιγράφεται µε τον πίνα-

κα 2.1, µπορεί να περιγραφεί και µε το κατευθυνόµενο γράφηµα του σχήµατος 2.1:
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¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 2.7

Η περιγραφή της σχέσης Σ του παραδείγµατος 2.5 µε τη µορφή κατευθυνόµενου

γραφήµατος είναι ως εξής:

Γιάννης

Nίκος

Kώστας

Mαίρη

Γιάννης

Nίκος

Kώστας

Mαίρη

1

3 4

2

™¯‹Ì· 2.1 

Περιγραφή 

της σχέσης 

του πίνακα 2.1

µε τη µορφή

κατευθυνόµενου

γραφήµατος.

™¯‹Ì· 2.2

Περιγραφή 
της σχέσης 

του παραδείγµα-
τος 2.5 µε τη

µορφή 
κατευθυνόµενου

γραφήµατος.

Σηµειώστε ότι στοιχεία της µορφής (χ, χ) στη σχέση Σ αντιστοιχούν σε κατευθυνόµε-

νες ακµές από την κορυφή χ στην κορυφή χ. Τέτοιες ακµές καλούνται ανακυκλώσεις.

Για την περιγραφή µιας σχέσης µπορούν επίσης να χρησιµοποιηθούν πίνακες, οι

οποίοι ουσιαστικά αποτελούν εναλλακτική παράσταση των κατευθυνόµενων γρα-

φηµάτων που περιέγραψα παραπάνω. Η παράσταση γραφηµάτων µε πίνακες θα περι-

γραφεί µε λεπτοµέρεια στο κεφάλαιο 4. 

Για την περιγραφή µιας σχέσης Σ από σύνολο Χ σε σύνολο Υ, όπως αυτής του σχή-

µατος 2.1 στο παράδειγµα 2.6, πέρα από τους πίνακες για την παράθεση των δυά-

δων µιας σχέσης που προαναφέραµε, µπορεί να δηµιουργηθεί πίνακας, κάθε γραµ-

µή του οποίου αντιστοιχεί σε ένα στοιχείο του Χ και κάθε στήλη του οποίου αντι-

στοιχεί σε ένα στοιχείο του Υ. Εποµένως, κάθε στοιχείο (χ, ψ) του πίνακα αυτού αντι-

στοιχεί σε στοιχείο του καρτεσιανού γινοµένου Χ ¥  Υ. Αν (χ, ψ) στοιχείο της σχέσης

Σ, τότε το αντίστοιχο στοιχείο του πίνακα έχει την τιµή 1. Σε αντίθετη περίπτωση,

έχει την τιµή 0.

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 2.8

Το κατευθυνόµενο γράφηµα του σχήµατος 2.1, που περιγράφει τη σχέση «∆ήλωση»,

µπορεί να περιγραφεί µε τη µορφή πίνακα ως εξής:



¶›Ó·Î·˜ 2.2

Πίνακας για την περιγραφή της σχέσης του σχήµατος 2.1.

Μαθηµατικά Εισαγωγή στα ∆ίκτυα Λειτουργικά

Πληροφοριακά Συστήµατα

Συστήµατα

Γιάννης 1 0 1 0

Νίκος 0 0 0 1

Μαίρη 0 1 0 0

Κώστας 0 0 1 0

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 2.9

Το κατευθυνόµενο γράφηµα του σχήµατος 2.2, που περιγράφει τη σχέση «µικρότε-

ρο ή ίσο» στο σύνολο {1, 2, 3, 4}, µπορεί να περιγραφεί µε τη µορφή πίνακα ως εξής:

¶›Ó·Î·˜ 2.3

Πίνακας για την περιγραφή της σχέσης του σχήµατος 2.2.

4 92 . 1  ¢ π ª ∂ § ∂ π ™  ™ Ã ∂ ™ ∂ π ™  ∫ ∞ π  π ¢ π √ ∆ ∏ ∆ ∂ ™  ∆ √ À ™  

1 2 3 4

1 1 1 1 1

2 0 1 1 1

3 0 0 1 1

4 0 0 0 1

Ορισµός 2.2: Μια ν–µελής σχέση Σ µεταξύ των συνόλων Χ1, Χ2, …, Χν, ορίζεται

ως υποσύνολο του καρτεσιανού γινοµένου Χ1 ¥  Χ2 ¥  …, ¥  Χν. Η

σχέση Σ έχει ως στοιχεία διετεταγµένες ν – άδες, η i – οστή συντε-

ταγµένη των οποίων, 1 £  i £  ν, είναι στοιχείο του συνόλου Χi. 

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 2.10

Έστω Πελάτης = {π1, π2, π3} το σύνολο πελατών σε ένα τραπεζικό οργανισµό, ∆άνειο

= {δ1, δ2, δ3, δ4, δ5} το σύνολο των δανείων και Υποκατάστηµα = {υ1, υ2, υ3, υ4} το

σύνολο των υποκαταστηµάτων. Η σχέση «∆ανειζόµενος» περιγράφει τη σχέση µετα-

ξύ πελατών, δανείων και των υποκαταστηµάτων που παρακολουθούν τα εν λόγω
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δάνεια. Εποµένως, η τριµελής σχέση «∆ανειζόµενος» είναι υποσύνολο του καρτε-

σιανού γινοµένου (Πελάτης ¥  ∆άνειο ¥  Υποκατάστηµα).

∆ανειζόµενος = {(π1, δ2, υ1), (π2, δ2, υ1), (π3, δ3, υ2), (π3, δ4, υ2)}

™¯‹Ì· 2.3

Χάρτης 
περιοχών

ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 2.1

Θεωρείστε το χάρτη του σχήµατος 2.3 και θεωρείστε το σύνολο των περιοχών που

ορίζονται σε αυτόν, έστω Χ. Ορίστε τη σχέση «συνορεύουν» επί του συνόλου Χ

και κατασκευάστε το κατευθυνόµενο γράφηµα και τον πίνακα που παριστούν τη

σχέση αυτή.

¢Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙ· 2.1

Οι ακόλουθες σχέσεις να γραφούν µε τη µορφή διατεταγµένων ζευγών, πινάκων

και κατευθυνόµενων γραφηµάτων:

Α. Σχέση Σ επί του {1, 2, 3, 4} τέτοια ώστε xΣy, αν x2 ≥  y.

B. Σχέση Σ επί του συνόλου {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 0} τέτοια ώστε xΣy, αν το (x

– y) είναι περιττός θετικός ακέραιος.

Υπόδειξη

Για τη διατύπωση της κάθε σχέσης ως συνόλου διατεταγµένων ζευγών, ακολου-

θείστε τα παραδείγµατα 2.4 και 2.5. Για κάθε χ του εκάστοτε συνόλου, ελέγξτε αν

υπάρχει στοιχείο y του ίδιου συνόλου τέτοιο ώστε χΣy. Για παράδειγµα, στην περί-

πτωση Α, για το στοιχείο 1, το µοναδικό y για το οποίο 12 ≥  y είναι το y = 1. Συνε-

πώς (1, 1) �  Σ.

Για τη δηµιουργία των αντίστοιχων πινάκων και των κατευθυνόµενων γραφηµά-

των, ακολουθείστε τη µεθοδολογία που αναφέρεται στη θεωρία και τα παραδείγ-

µατα 2.7 και 2.9.

A

B ∆
E

Γ

ΣT



2.1.2 π‰ÈfiÙËÙÂ˜ Û¯¤ÛÂˆÓ, ·ÓÙ›ÛÙÚÔÊË Û¯¤ÛË˜ Î·È Û‡ÓıÂÛË Û¯¤ÛÂˆÓ

Στη συνέχεια ορίζουµε ιδιότητες διµελών σχέσεων επί συνόλου Χ.
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Ορισµός 2.3: Μια σχέση Σ καλείται ανακλαστική (reflexive) αν (χ, χ) �  Σ, για

κάθε χ στο Χ. 

Ορισµός 2.4: Μια σχέση Σ καλείται συµµετρική (symmetric) αν για κάθε χ, ψ

στο Χ, αν (χ, ψ) �  Σ, τότε και (ψ, χ) �  Σ.

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 2.11

Η σχέση «£» του παραδείγµατος 2.5 επί του συνόλου {1, 2, 3, 4} είναι ανακλαστι-

κή, εφόσον για κάθε χ στο Χ ισχύει ότι χ £  χ. Αυτό φαίνεται από το κατευθυνόµενο

γράφηµα του σχήµατος 2.2, όπως επίσης και από τον πίνακα 2.3. Στο κατευθυνόµε-

νο γράφηµα παρατηρούµε ότι υπάρχει µια ανακύκλωση σε κάθε κορυφή του γρα-

φήµατος. Στον πίνακα µπορείτε να δείτε ότι η κύρια διαγώνιος του πίνακα έχει το

σηµείο 1 σε όλα τα στοιχεία της. 

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 2.12

Η σχέση Σ = {(α, α), (δ, δ), (β, γ), (γ, γ), (γ, β), (γ, δ), (δ, γ) } επί του συνόλου Χ = {α,

β, γ, δ} δεν είναι ανακλαστική, διότι υπάρχει (τουλάχιστον) ένα στοιχείο του Χ, το

β, για το οποίο (β, β) �  Σ. Αν κατασκευάσετε το κατευθυνόµενο γράφηµα της Σ, θα

διαπιστώσετε ότι δεν υπάρχει ανακύκλωση σε κάθε κορυφή, ενώ στον αντίστοιχο

πίνακα της Σ το στοιχείο της κυρίας διαγωνίου που αντιστοιχεί στο στοιχείο (β, β)

είναι ίσο µε 0.

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 2.13

Η σχέση «£» του παραδείγµατος 2.5 επί του συνόλου {1, 2, 3, 4} δεν είναι ανακλα-

στική, εφόσον υπάρχει ζεύγος στοιχείων, π.χ. το (2, 3), για το οποίο ισχύει ότι 2 £
3, δίχως να ισχύει ότι 3 £  2. 

Στο κατευθυνόµενο γράφηµα µιας συµµετρικής ιδιότητας, αν υπάρχει µια κατευθυ-

νόµενη ακµή από το χ στο ψ, θα πρέπει να υπάρχει και κατευθυνόµενη ακµή από το

ψ στο χ. Αυτό δεν συµβαίνει στο κατευθυνόµενο γράφηµα του σχήµατος 2.2. που

αποτελεί παράσταση της σχέσης « £  ».

Κατ’ αντιστοιχία, ο πίνακας µιας συµµετρικής ιδιότητας είναι συµµετρικός ως προς
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την κύρια διαγώνιο. Αυτό δεν συµβαίνει για τον πίνακα 2.3 που αποτελεί παράστα-

ση της σχέσης « £  ».

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 2.14

Η σχέση Σ = {(α, α), (δ, δ), (β, γ), (γ, γ), (γ, β), (γ, δ), (δ, γ) } επί του συνόλου Χ = {α, β,

γ, δ} είναι συµµετρική, εφόσον για κάθε χ, ψ στο Χ, αν (χ, ψ) �  Σ, τότε και (ψ, χ) �  Σ. 

¢Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙ· 2.2

Σχηµατίστε το κατευθυνόµενο γράφηµα και τον πίνακα της σχέσης Σ του παρα-

δείγµατος 2.14. Παρατηρήστε ότι για κάθε κατευθυνόµενη ακµή από το χ στο ψ

υπάρχει κατευθυνόµενη ακµή από το ψ στο χ. Αντίστοιχα, σχηµατίστε τον πίνακα

της σχέσης Σ και παρατηρήστε ότι είναι συµµετρικός ως προς την κύρια διαγώνιο.

Υπόδειξη

Για τη δηµιουργία του κατευθυνόµενου γραφήµατος ακολουθείστε τη µεθοδολο-

γία που αναφέρεται στη θεωρία και το παράδειγµα 2.7.

Αντίστοιχα, για τη δηµιουργία του πίνακα της σχέσης ακολουθείστε τη µεθοδολο-

γία που αναφέρεται στη θεωρία και στο παράδειγµα 2.9.

Ορισµός 2.5: Μια σχέση Σ καλείται αντισυµµετρική (antisymmetric) αν για

κάθε χ, ψ στο Χ, αν (χ, ψ) �  Σ και χ π  ψ, τότε (ψ, χ) �  Σ .

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 2.15

Η σχέση «£» του παραδείγµατος 2.5 επί του συνόλου {1, 2, 3, 4} είναι αντισυµµε-

τρική, διότι πληροί τον ορισµό. Για παράδειγµα, (1 £  2), 1 π  2 και (2, 1) δεν ανήκει

στη σχέση. 

Παρατηρήστε ότι η ιδιότητα της αντισυµµετρικότητας απαιτεί στο κατευθυνόµενο

γράφηµα της σχέσης να υπάρχει το πολύ µια κατευθυνόµενη ακµή µεταξύ οποιων-

δήποτε κορυφών χ και ψ.

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 2.16

Η σχέση Σ = {(α, α), (δ, δ), (β, γ), (γ, γ), (γ, β), (γ, δ), (δ, γ) } επί του συνόλου Χ = {α,

β, γ, δ} δεν είναι αντισυµµετρική. Το ζεύγος (β, γ) αποτελεί αντιπαράδειγµα για τον

ορισµό της αντισυµµετρικότητας. 



¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 2.17

Η σχέση «£» του παραδείγµατος 2.5 επί του συνόλου {1, 2, 3, 4} είναι µεταβατική,

διότι πληροί τον ορισµό. Για την επαλήθευση της ισχύος της ιδιότητας αυτής, θα πρέ-

πει να ελεγχθούν όλα τα δυνατά ζεύγη σύµφωνα µε τον ορισµό της µεταβατικότητας.

Στο κατευθυνόµενο γράφηµα µιας µεταβατικής σχέσης θα πρέπει για κάθε ζεύγος

κατευθυνόµενων ακµών (χ, ψ) και (ψ, φ) να υπάρχει και η ακµή (χ, φ).Παρατηρήστε

ότι αυτό ισχύει για το γράφηµα της σχέσης « £  », όπως αυτό φαίνεται στο σχήµα 2.2.

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 2.18

Η σχέση Σ = {(α, α), (δ, δ), (β, γ), (γ, γ), (γ, β), (γ, δ), (δ, γ) } επί του συνόλου Χ = {α,

β, γ, δ} δεν είναι µεταβατική. Ως αντιπαράδειγµα, θεωρήστε τα ζεύγη (β, γ) και (γ,

β) της σχέσης Σ. Το ζεύγος (β, β) δεν αποτελεί στοιχείο της Σ, όπως θα έπρεπε, αν η

Σ ήταν µεταβατική ιδιότητα.
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¢Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙ· 2.3

Σχηµατίστε το κατευθυνόµενο γράφηµα της σχέσης Σ του παραδείγµατος 2.16 και

παρατηρήστε ότι µεταξύ των κορυφών β και γ υπάρχουν δύο κατευθυνόµενες ακµές.

Υπόδειξη

Για τη δηµιουργία του κατευθυνόµενου γραφήµατος ακολουθείστε τη µεθοδολο-

γία που αναφέρεται στη θεωρία και στο παράδειγµα 2.17.

Ορισµός 2.6: Μια σχέση Σ καλείται µεταβατική (transitive) αν για κάθε χ, ψ, φ

στο Χ, αν (χ, ψ) �  Σ και (ψ, φ) �  Σ, τότε (χ, φ) �  Σ .

Ορισµός 2.7: Αν Σ σχέση από σύνολο Χ σε σύνολο Υ, η αντίστροφη (inverse)

της Σ, συµβολίζεται Σ–1, είναι η εξής σχέση από το Υ στο Χ:

Σ–1 = {(ψ, χ) | (χ, ψ) �  Σ}.

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 2.19

H αντίστροφη της σχέσης « £  » στο Χ = {1, 2, 3, 4} ορίζεται ως εξής:

(ψ, χ) �  £  –1 αν χ £  ψ, 

όπου χ, ψ στοιχεία του Χ. 
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Τότε £  –1 = {(1, 1), (2, 2), (3, 3), (4, 4), (2, 1), (3, 1), (4, 1), (3, 2), (4, 2), (4, 3)}.

Εποµένως, η αντίστροφη της σχέσης «µικρότερο ή ίσο» είναι η σχέση «µεγαλύτερο

ή ίσο».

Ορισµός 2.8: Αν Σ1 σχέση από σύνολο Χ σε σύνολο Υ και Σ2 σχέση από το σύνο-

λο Υ σε σύνολο Ζ, η σύνθεση (composition) των Σ1 και Σ2, συµ-

βολίζεται Σ1Î Σ2, είναι σχέση από το Χ στο Ζ που ορίζεται ως εξής:

Σ1Î Σ2 = {(χ, φ) | (χ, ψ) �  Σ1 και (ψ, φ) �  Σ2, για κάποιο ψ στο Υ} .

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 2.20

Η σύνθεση των σχέσεων 

Σ1 = {(Γιάννης, Μαθηµατικά), (Γιάννης, ∆ίκτυα), (Κώστας, ∆ίκτυα), (Νίκος, Λει-

τουργικά Συστήµατα), (Μαίρη, Εισαγωγή στα Πληροφοριακά Συστήµατα)} και

Σ2 = {(Μαθηµατικά, 02/02 | 17:00), (∆ίκτυα, 03/02 | 12:00), (Λειτουργικά Συστή-

µατα, 04/02 | 17:00), (Εισαγωγή στα Πληροφοριακά Συστήµατα, 05/02 | 12:00)}, 

όπου Σ1 ή σχέση «∆ήλωση» και Σ2 η σχέση «Εξέταση» (σχετίζει µαθήµατα µε την

ηµεροµηνία και ώρα εξέτασης), είναι η σχέση

Σ1 È Σ2 = {(Γιάννης, 02/02 | 17:00), (Γιάννης, 03/02 | 12:00), (Κώστας, 03/02 |

12:00), (Νίκος, 04/02 | 17:00), (Μαίρη, 05/02 | 12:00) }

ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 2.2

Για τη σχέση Σ «συνορεύουν» της άσκησης αυτοαξιολόγησης 2.1 συµπληρώστε

τη δεύτερη στήλη του ακόλουθου πίνακα, ανάλογα µε τις ιδιότητες που πληροί η

εν λόγω σχέση. Σε περίπτωση αρνητικής απάντησης, δώστε αντιπαράδειγµα.

Ιδιότητα ΝΑΙ ΟΧΙ

Συµµετρική ❏ ❏

Αντισυµµετρική ❏ ❏

Μεταβατική ❏ ❏

Ανακλαστική ❏ ❏
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ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 2.3

Για τη σχέση Σ = «συνορεύουν» της άσκησης αυτοαξιολόγησης 2.1, να οριστούν

οι εξής σχέσεις:

Α) Η αντίστροφη σχέση της Σ–1 και

Β) Η σύνθεσή της Σ µε τη σχέση Σ¢ = «πλήθος κατοίκων» που συσχετίζει την

κάθε περιοχή του συνόλου Χ µε τον πληθυσµό της. Ποια σχέση παράγεται µε

τη σύνθεση;

(Υπόδειξη: Αν θέλετε, µπορείτε να καθορίσετε ζεύγη για την Σ¢ και κατόπιν να σχη-

µατίσετε τη σύνθεση των Σ και Σ¢).

¢Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙ· 2.4

Αντισυµµετρικότητα σηµαίνει µη – συµµετρικότητα; Αιτιολογήστε τον ισχυρισµό σας.

Υπόδειξη

∆είξτε ότι µια αντισυµµετρική σχέση είναι µη – συµµετρική.

Το αντίστροφο δεν ισχύει. Υπάρχουν διάφοροι τρόποι για να δείξετε ότι κάθε µη

– συµµετρική σχέση δεν είναι αντισυµµετρική. 

Ένας τρόπος είναι να διατυπώσετε τις συνθήκες για να είναι µια σχέση συµµετρι-

κή ως λογική πρόταση. Κατόπιν, χρησιµοποιώντας τους γενικευµένους κανόνες De

– Morgan, να υπολογίσετε την άρνηση της πρότασης αυτής. ∆είξτε ότι η νέα πρό-

ταση δεν ικανοποιεί τις συνθήκες της αντισυµµετικότητας.

Αλλιώς, µπορείτε να σκεφτείτε πώς αναγνωρίζετε µια µη – συµµετρική σχέση και

µια αντισυµµετρική σχέση από τα κατευθυνόµενα γραφήµατά τους. Στην περί-

πτωση αυτή πρέπει να δώσετε παράδειγµα µη – συµµετρικής σχέσης που δεν είναι

αντισυµµετρική.
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™‡ÓÔ„Ë ∂ÓfiÙËÙ·˜

Στην ενότητα αυτή ορίστηκε η έννοια της ν–µελούς σχέσης µε ιδιαίτερη έµφαση στην

έννοια της διµελούς σχέσης από σύνολο Χ σε σύνολο Υ. Για διµελή σχέση Σ ορίσθη-

κε το πεδίο ορισµού και το πεδίο τιµών της σχέσης. Καθορίστηκαν οι συνθήκες που

θα πρέπει να ισχύουν για να είναι µια σχέση ανακλαστική, συµµετρική, αντισυµµε-

τρική ή µεταβατική, ενώ ορίσθηκε η έννοια της αντίστροφης σχέσης και η σύνθεση

σχέσεων. Τέλος, δόθηκε επίσης έµφαση στους τρόπους περιγραφής των σχέσεων µε

τη χρήση των κατευθυνόµενων γραφηµάτων και πινάκων.

¢Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙ· 2.5

Έστω Σ και ρ σχέσεις επί συνόλου Χ. Αποφασίστε αν τα παρακάτω είναι αληθή για

όλους τους συνδυασµούς των x και y, όπου x = {µεταβατική, ανακλαστική, συµ-

µετρική, αντισυµµετρική}, y = { », «, ∞}.

α. Αν ρ και Σ είναι x, τότε και ΣyΡ είναι x

β. Αν ρ είναι x, τότε και Ρ–1 είναι x

Στην περίπτωση που µια πρόταση δεν αληθεύει, δώστε αντιπαράδειγµα.

Υπόδειξη

Αντικαθιστώντας x = µεταβατική και y = », η (α) παραπάνω γίνεται

«Αν ρ και Σ είναι µεταβατικές σχέσεις, τότε και Σ »  Ρ είναι µεταβατική σχέση». 

Για το ίδιο x η (β) γίνεται

«Αν η ρ είναι µεταβατική, τότε και η Ρ–1 είναι µεταβατική».

Κάνετε το ίδιο για όλες τις τιµές της x και y. 

Χρησιµοποιείστε τους ορισµούς των ιδιοτήτων, της αντίστροφης σχέσης και της

σύνθεσης σχέσεων.



2.2 ™¯ÂÛÈ·Îfi ªÔÓÙ¤ÏÔ ¢Â‰ÔÌ¤ÓˆÓ

™ÎÔfi˜

Η παρούσα ενότητα αναφέρεται σε ν–µελείς σχέσεις, παρουσιάζει το σχεσιακό µοντέ-

λο δεδοµένων και παραδείγµατα τελεστών για το χειρισµό των δεδοµένων σε µια σχε-

σιακή βάση δεδοµένων. 

Οι έννοιες που εισάγονται στην παρούσα ενότητα αναφέρονται ως παραδείγµατα της

έννοιας της σχέσης. Ο γενικότερος στόχος της ενότητας είναι να δείξει πως θεωρη-

τικές έννοιες, όπως αυτή της ν–µελούς σχέσης, αποτελούν τη βάση για την υλοποίη-

ση ευρέως διαδεδοµένων συστηµάτων διαχείρισης δεδοµένων.

¶ÚÔÛ‰ÔÎÒÌÂÓ· ·ÔÙÂÏ¤ÛÌ·Ù·

Η µελέτη της παρούσας ενότητας θα σας επιτρέψει να 

• προσεγγίσετε κατ’ αρχάς το σχεσιακό µοντέλο δεδοµένων και τις σχεσιακές βάσεις, 

• να συνδέσετε την έννοια της σχέσης µε την έννοια της χρήσης και διαχείρισης δεδο-

µένων. 

ŒÓÓÔÈÂ˜ ÎÏÂÈ‰È¿

• σύστηµα διαχείρισης βάσεων δεδοµένων

• σχεσιακή βάση δεδοµένων

• τελεστής επιλογής

• τελεστής προβολής

• τελεστής σύνθεσης

2.2.1 ™¯ÂÛÈ·Î¤˜ µ¿ÛÂÈ˜ ¢Â‰ÔÌ¤ÓˆÓ

Μια βάση δεδοµένων είναι µια συλλογή εγγραφών που αφορούν οντότητες και σχέ-

σεις µεταξύ αυτών. Για παράδειγµα, µπορεί να περιέχει εγγραφές για πελάτες ενός

τραπεζικού οργανισµού, εγγραφές για λογαριασµούς που διατηρούνται στα υποκα-

ταστήµατα του οργανισµού, δάνεια, πληρωµές δανείων κλπ. Ένα σύστηµα διαχεί-

ρισης βάσεων δεδοµένων επιτρέπει την περιγραφή των δεδοµένων µιας βάσης δεδο-

µένων, την αποθήκευση και προσπέλαση των δεδοµένων για την αποτελεσµατική

απάντηση ερωτήσεων. 
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Για τη διαχείριση των λειτουργικών δεδοµένων ενός οργανισµού, αυτά πρέπει να

είναι οργανωµένα µε τρόπο ώστε να καθίσταται η χρήση τους από ένα υπολογιστι-

κό σύστηµα αποτελεσµατική, αλλά και διαισθητική για τους χρήστες του συστήµα-

τος. Για τους λόγους αυτούς εισάγονται τα µοντέλα δεδοµένων, το πιο διαδεδοµένο

από τα οποία είναι το σχεσιακό µοντέλο που προτάθηκε από τον Ε.F.Codd το 1970.

Βάσεις δεδοµένων που υπακούουν στους κανόνες και στις µεθόδους του σχεσιακού

µοντέλου δεδοµένων καλούνται σχεσιακές βάσεις δεδοµένων.

Στο σχεσιακό µοντέλο τα δεδοµένα εισάγονται µε τη µορφή πίνακα. Για παράδειγ-

µα, ο πίνακας του σχήµατος 2.1 έχει δύο στήλες και εποµένως µοντελοποιεί µια διµε-

λή σχέση. Γενικά, ένας πίνακας έχει ν στήλες και µοντελοποιεί µια ν – µελή σχέση

µεταξύ ν συνόλων Α1, Α2, …, Αν. Οι στήλες του πίνακα καλούνται ιδιώµατα της σχέ-

σης και το πεδίο τιµών του i – οστού ιδιώµατος είναι το σύνολο Αi, 1 £  i £  ν.

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 2.21

Για παράδειγµα, οι πελάτες ενός τραπεζικού οργανισµού παρίστανται ως ν–άδες σε

έναν πίνακα ΠΕΛΑΤΗΣ µε ιδιώµατα ΟΝΟΜΑ, ΕΠΩΝΥΜΟ, ΑΡΙΘΜΟΣ_ΤΑΥΤΟ-

ΤΗΤΑΣ, ΤΗΛΕΦΩΝΟ. Τα ιδιώµατα αυτά έχουν πεδία τιµών Α1 = char(20), Α2 =

char(20), Α3 = char(10) και Α4 = int(10)[2] αντίστοιχα. Εποµένως, η σχέση ΠΕΛΑ-

ΤΗΣ είναι υποσύνολο του καρτεσιανού γινοµένου Α1 ¥  Α2 ¥  Α3 ¥  Α4:

¶›Ó·Î·˜ 2.4

Σχέση ΠΕΛΑΤΗΣ ως πίνακας σε σχεσιακή βάση δεδοµένων.

ΟΝΟΜΑ ΕΠΩΝΥΜΟ ΑΡΙΘΜΟΣ ΤΑΥΤΟΤΗΤΑΣ ΤΗΛΕΦΩΝΟ

Μάρκος Ελευθερίου ΧΥ23456 1234567

Νίκος Μάρκου ΧΩ12345 2345677

Ελευθέριος Μάρκου ΓΗ56789 9876543

Με παρόµοιο τρόπο ορίζεται και ο πίνακας ΛΟΓΑΡΙΑΣΜΟΣ µε ιδιώµατα

ΑΡΙΘΜΟΣ και ΠΟΣΟ. Τα πεδία ορισµού των ιδιωµάτων είναι char(20) και int(10)

αντίστοιχα. Η σχέση ΛΟΓΑΡΙΑΣΜΟΣ έχει ως εξής:

[2] Όπου char(ν) είναι συµβολοσειρά το πολύ ν χαρακτήρων και int(ν) είναι ακέραιος το πολύ ν ψηφίων.



¶›Ó·Î·˜ 2.5

Σχέση ΛΟΓΑΡΙΑΣΜΟΣ ως πίνακας σε σχεσιακή βάση δεδοµένων.

ΑΡΙΘΜΟΣ ΠΟΣΟ

0987 – 7653543 500.000

0765 – 1234569 200.000

0911 – 9876543 20.000

Κλειδί µιας σχέσης στο σχεσιακό µοντέλο δεδοµένων καλείται ένα σύνολο ιδιωµά-

των που καθορίζει µονοσήµαντα την κάθε ν–άδα της σχέσης (δηλαδή, δεν υπάρχουν

δύο ν–άδες µε τις ίδιες τιµές στα ιδιώµατα αυτά). Για παράδειγµα, στη σχέση

ΠΕΛΑΤΗΣ του παραδείγµατος 2.21, το ιδίωµα ΑΡΙΘΜΟΣ_ΤΑΥΤΟΤΗΤΑΣ µπορεί

να θεωρηθεί ως κλειδί της εν λόγω σχέσης, εφόσον δεν µπορούν να υπάρξουν δύο

πελάτες µε την ίδια τιµή στο πεδίο αυτό. Με ανάλογο τρόπο, κλειδί της σχέσης

ΛΟΓΑΡΙΑΣΜΟΣ του ίδιου παραδείγµατος µπορεί να θεωρηθεί το ιδίωµα

ΑΡΙΘΜΟΣ.

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 2.22

Η σχέση ΚΑΤΑΘΕΤΗΣ είναι µια διµελής σχέση µε ιδιώµατα ΑΡΙΘΜΟΣ_ΤΑΥΤΟ-

ΤΗΤΑΣ και ΑΡΙΘΜΟΣ. Tα πεδία ορισµού των ιδιωµάτων αυτών είναι τα ίδια µε τα

αντίστοιχα ιδιώµατα των σχέσεων ΠΕΛΑΤΗΣ και ΛΟΓΑΡΙΑΣΜΟΣ. Εποµένως, 

ΚΑΤΑΘΕΤΗΣ Õ char(10) ¥  char(20)

Κλειδί για τη σχέση ΚΑΤΑΘΕΤΗΣ ορίζεται το σύνολο των ιδιωµάτων της σχέσης.

¶›Ó·Î·˜ 2.6

Σχέση ΚΑΤΑΘΕΤΗΣ.

ΑΡΙΘΜΟΣ ΤΑΥΤΟΤΗΤΑΣ ΑΡΙΘΜΟΣ

ΧΥ23456 0987 – 7653543

ΧΩ12345 0765 – 1234569

ΓΗ56789 0911 – 9876543

2.2.2 ∆ÂÏÂÛÙ¤˜ ÃÂÈÚÈÛÌÔ‡ ¢Â‰ÔÌ¤ÓˆÓ

Ένα σύστηµα διαχείρισης βάσεων δεδοµένων, µεταξύ άλλων, χειρίζεται τα δεδοµέ-

να µιας βάσης και απαντά σε ερωτήσεις. Μια τέτοια ερώτηση είναι, για παράδειγµα,

η εξής: «Να βρεθούν όλοι οι πελάτες που έχουν λογαριασµό µε ποσό µεγαλύτερο από
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100.000». Για το χειρισµό των πινάκων και την απάντηση ερωτήσεων στο σχεσιακό

µοντέλο δεδοµένων χρησιµοποιούνται τελεστές χειρισµού σχέσεων. Σκοπός της υπο

– ενότητας αυτής, δεν είναι η λεπτοµερής παρουσίαση των τελεστών για το χειρισµό

των δεδοµένων. Ως παραδείγµατα, θα αναφέρουµε τους τελεστές επιλογής, προβο-

λής και σύνθεσης, δίχως να δοθεί ιδιαίτερη έµφαση στην αυστηρή διατύπωση αυτών

και στους περιορισµούς που πρέπει να ισχύουν για την εφαρµογή τους.

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 2.23

Ο τελεστής επιλογής συµβολίζεται σ, εφαρµόζεται σε µια σχέση Σ για την επιλογή

ν–άδων που πληρούν ένα κριτήριο επιλογής κ.

Συµβολίζεται µε σκ(Σ). 

Για παράδειγµα, για την επιλογή των λογαριασµών µε ποσό µεγαλύτερο των

100.000, θα πρέπει να εφαρµοστεί στη σχέση ΛΟΓΑΡΙΑΣΜΟΣ η επιλογή

σ(ΠΟΣΟ>100.000)(ΛΟΓΑΡΙΑΣΜΟΣ)

Το αποτέλεσµα θα είναι µια νέα σχέση (πίνακας), έστω Τ, υποσύνολο της σχέσης

ΛΟΓΑΡΙΑΣΜΟΣ . Η νέα αυτή σχέση καθορίζεται στον πίνακα 2.7:

¶›Ó·Î·˜ 2.7

Σχέση Τ = σ(ΠΟΣΟ>100.000)(ΛΟΓΑΡΙΑΣΜΟΣ).

ΑΡΙΘΜΟΣ ΠΟΣΟ

0987 – 7653543 500.000

0765 – 1234569 200.000

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 2.24

τελεστής προβολής συµβολίζεται π, εφαρµόζεται σε µια σχέση Σ, για την επιλογή

ιδιωµάτων της σχέσης αυτής.

Συµβολίζεται µε πΑι1, Αι2, .., Αικ(Σ), όπου {Αι1, Αι2…, Αικ} υποσύνολο των ιδιωµάτων

της σχέσης Σ. 

Για παράδειγµα, για την προβολή του ονοµατεπώνυµου και του τηλεφώνου των

πελατών, θα πρέπει να εφαρµοστεί στη σχέση ΠΕΛΑΤΗΣ η προβολή

π(ΟΝΟΜΑ, ΕΠΩΝΥΜΟ, ΤΗΛΕΦΩΝΟ)(ΠΕΛΑΤΗΣ)

το αποτέλεσµα της προβολής θα είναι η σχέση (πίνακας) που φαίνεται στον πίνακα

2.8, µε ιδιώµατα ΟΝΟΜΑ, ΕΠΩΝΥΜΟ, ΤΗΛΕΦΩΝΟ:



¶›Ó·Î·˜ 2.8

Σχέση Ρ = π(ΟΝΟΜΑ, ΕΠΩΝΥΜΟ, ΤΗΛΕΦΩΝΟ)(ΠΕΛΑΤΗΣ).

ΟΝΟΜΑ ΕΠΩΝΥΜΟ ΤΗΛΕΦΩΝΟ

Μάρκος Ελευθερίου 1234567

Νίκος Μάρκου 2345677

Ελευθέριος Μάρκου 9876543

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 2.25

Ο τελεστής σύνθεσης συµβολίζεται τ, σε αντίθεση µε τους τελεστές επιλογής και

προβολής, συνδυάζει τα δεδοµένα από δύο σχέσεις, Σ1 και Σ2. Ο συνδυασµός γίνε-

ται βάσει µιας συνθήκης κ, µεταξύ ενός ιδιώµατος της Σ1 και ενός ιδιώµατος της Σ2. 

τκ(Σ1◊◊Σ2)

Ουσιαστικά ελέγχονται όλα τα δυνατά ζεύγη ν – άδων των δύο σχέσεων. Τα ζεύγη

τα οποία ικανοποιούν τη συνθήκη συνδυάζονται και δηµιουργούν µια νέα ν – άδα

στο αποτέλεσµα της σύνθεσης.Για παράδειγµα, για την εύρεση των αριθµών λογα-

ριασµών του κάθε πελάτη, θα πρέπει να γίνει σύνθεση των σχέσεων ΠΕΛΑΤΗΣ και

ΚΑΤΑΘΕΤΗΣ µε συνθήκη ΠΕΛΑΤΗΣ.ΑΡΙΘΜΟΣ_ΤΑΥΤΟΤΗΤΑΣ = ΚΑΤΑΘΕ-

ΤΗΣ.ΑΡΙΘΜΟΣ_ΤΑΥΤΟΤΗΤΑΣ ως εξής:
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¶›Ó·Î·˜ 2.9

Αποτέλεσµα σύνθεσης των σχέσεων ΚΑΤΑΘΕΤΗΣ και ΠΕΛΑΤΗΣ ως προς το κοινό τους ιδίωµα.

τ ΠΕΛΑΤΗΣ.ΑΡΙΘΜΟΣ_ΤΑΥΤΟΤΗΤΑΣ=ΚΑΤΑΘΕΤΗΣ.ΑΡΙΘΜΟΣ_ΤΑΥΤΟΤΗΤΑΣ (ΠΕΛΑΤΗΣ◊◊ΚΑΤΑΘΕΤΗΣ)

ΟΝΟΜΑ ΕΠΩΝΥΜΟ ΑΡΙΘΜΟΣ ΤΗΛΕΦΩΝΟ ΑΡΙΘΜΟΣ ΑΡΙΘΜΟΣ

ΤΑΥΤΟΤΗΤΑΣ ΤΑΥΤΟΤΗΤΑΣ

Μάρκος Ελευθερίου ΧΥ23456 1234567 ΧΥ23456 0987 – 7653543

Νίκος Μάρκου ΧΩ12345 2345677 ΧΩ12345 0765 – 1234569

Ελευθέριος Μάρκου ΓΗ56789 9876543 ΓΗ56789 0911 – 9876543

Οι παραπάνω τελεστές, όπως και όλοι οι τελεστές για το χειρισµό δεδοµένων σε µια σχε-

σιακή βάση, µπορούν να συνδυαστούν σε σύνθετες εκφράσεις, όπως ακριβώς και οι αριθ-

µητικοί τελεστές ή τα λογικά συνδετικά/τελεστές που αναφέρθηκαν στο κεφάλαιο 1.

Για παράδειγµα, για την εύρεση των ονοµατεπώνυµων των πελατών και των αριθ-

µών λογαριασµών τους, θα πρέπει να εφαρµόσουµε τον τελεστή προβολής στη σχέση
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του πίνακα 2.9. Κατ’ αυτόν τον τρόπο, η έκφραση η οποία ουσιαστικά προκύπτει

είναι η εξής:

ΠΟΝΟΜΑ, ΕΠΩΝΥΜΟ, ΑΡΙΘΜΟΣ (

τ ΠΕΛΑΤΗΣ.ΑΡΙΘΜΟΣ_ΤΑΥΤΟΤΗΤΑΣ=ΚΑΤΑΘΕΤΗΣ.ΑΡΙΘΜΟΣ_ΤΑΥΤΟΤΗΤΑΣ (ΠΕΛΑΤΗΣ◊◊ΚΑΤΑΘΕΤΗΣ)

)

Το αποτέλεσµα εφαρµογής της παραπάνω έκφρασης στους πίνακες των σχέσεων

ΠΕΛΑΤΗΣ και ΚΑΤΑΘΕΤΗΣ θα είναι η σχέση του πίνακα 2.10:

¶›Ó·Î·˜ 2.10

Το αποτέλεσµα προβολής του πίνακα 2.9.

ΟΝΟΜΑ ΕΠΩΝΥΜΟ ΑΡΙΘΜΟΣ

Μάρκος Ελευθερίου 0987 – 7653543

Νίκος Μάρκου 0765 – 1234569

Ελευθέριος Μάρκου 0911 – 9876543

ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 2.4

Θεωρείστε τη σχέση ΠΕΛΑΤΗΣ όπως ορίζεται παραπάνω και ορίστε τη σχέση

∆ΑΝΕΙΟ µε ιδιώµατα ΑΡΙΘΜΟΣ και ΠΟΣΟ. Χρησιµοποιείστε 4 – 5 παραδειγµα-

τικές τιµές των ιδιωµάτων για τη σχέση αυτή. Ως κλειδί της σχέσης µπορείτε να

θεωρήσετε το ιδίωµα ΑΡΙΘΜΟΣ. Ανάλογα επίσης µε τη σχέση ΚΑΤΑΘΕΤΗΣ παρα-

πάνω, ορίστε τη σχέση ∆ΑΝΕΙΟΠΛΗΠΤΗΣ που συσχετίζει πελάτες µε δάνεια.

Ιδιώµατα της σχέσης αυτής θα είναι τα κλειδιά των ΠΕΛΑΤΗΣ και ∆ΑΝΕΙΟ.

Εφόσον οι διµελείς σχέσεις ΚΑΤΑΘΕΤΗΣ και ∆ΑΝΕΙΟΛΗΠΤΗΣ είναι σύνολα

ζευγών, οι έννοιες της διαφοράς, τοµής και ένωσης συνόλων µπορούν να εφαρµο-

στούν στις σχέσεις αυτές. Να δώσετε τη φυσική ερµηνεία των σχέσεων (ΚΑΤΑ-

ΘΕΤΗΣ – ∆ΑΝΕΙΟΛΗΠΤΗΣ), (ΚΑΤΑΘΕΤΗΣ »  ∆ΑΝΕΙΟΛΗΠΤΗΣ), (ΚΑΤΑ-

ΘΕΤΗΣ «  ∆ΑΝΕΙΟΛΗΠΤΗΣ).



™‡ÓÔ„Ë ∂ÓfiÙËÙ·˜

Όπως αναφέρθηκε και στους στόχους της ενότητας, η παρούσα ενότητα αναφέρεται

σε ν–µελείς σχέσεις, παρουσιάζει το σχεσιακό µοντέλο δεδοµένων και παραδείγµα-

τα τελεστών για το χειρισµό των δεδοµένων σε µια σχεσιακή βάση δεδοµένων. 

Συγκεκριµένα, γίνεται κατ’αρχάς µια εισαγωγή στο σχεσιακό µοντέλο δεδοµένων και

ορίζονται τελεστές χειρισµού δεδοµένων: τελεστής επιλογής, τελεστής προβολής και

τελεστής σύνθεσης.

6 3™ Y N O æ H  E N O T H TA ™

ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 2.5

∆εδοµένων των σχέσεων ΚΑΤΑΘΕΤΗΣ και ∆ΑΝΕΙΟΛΗΠΤΗΣ της άσκησης αυτο-

αξιολόγησης 2.4και µε τη χρήση των τελεστών χειρισµού δεδοµένων που ορίσθη-

καν παραπάνω, να δοθεί η έκφραση της ερώτησης

«Ποιοι πελάτες έχουν δάνειο µεγαλύτερο των 50.000 και κατάθεση µικρότερη των

10.000».

(Υπόδειξη: Σταδιακά ξεκινήστε από τον υπολογισµό των δανείων και των λογα-

ριασµών που µας ενδιαφέρουν, συνδυάστε αυτά µε τους αντίστοιχους πελάτες και

βρείτε τους αριθµούς λογαριασµών των πελατών που µας ενδιαφέρουν)

¢Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙ· 2.6

Έστω η σχέση ΦΟΙΤΗΤΕΣ µε ιδιώµατα ΟΝΟΜΑ, ΑΡΙΘΜΟΣ ΜΗΤΡΩΟΥ, ∆ΙΕΥ-

ΘΥΝΣΗ και κλειδί ΑΡΙΘΜΟΣ ΜΗΤΡΩΟΥ, η σχέση ΜΑΘΗΜΑΤΑ µε ιδιώµατα

ΤΙΤΛΟΣ, ΒΑΘΜΟΣ µε κλειδί ΤΙΤΛΟΣ και η µεταξύ τους σχέση ΕΞΕΤΑΣΗ. Με

παραδειγµατικές τιµές να δηµιουργηθούν οι πίνακες των παραπάνω σχέσεων και να

διατυπώσετε ερωτήσεις επί των δεδοµένων, χρησιµοποιώντας όλους τους τελεστές

χειρισµού δεδοµένων (και συνδυασµούς αυτών) που αναφέρθηκαν παραπάνω.

Υπόδειξη

∆ιατυπώστε ερωτήσεις που εµπλέκουν έναν ή περισσότερους τελεστές από αυτούς

που αναφέρθηκαν, σε φυσικό λόγο, π.χ. «Να βρεθούν τα µητρώα των φοιτητών

που κατά την εξέταση ενός µαθήµατος πήραν βαθµό µεγαλύτερο του 8» και «να

βρεθούν τα ονόµατα των παραπάνω φοιτητών».
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2.3 ™¯¤ÛÂÈ˜ ÌÂÚÈÎ‹˜ ‰È·Ù·ÍË˜, ÔÏÈÎ‹˜ ‰È¿Ù·ÍË˜ Î·È ÈÛÔ‰˘Ó·Ì›·˜

™ÎÔfi˜

Η ενότητα 2.3 αναφέρεται σε σχέσεις µερικής και ολικής διάταξης επί ενός συνόλου

Χ και στις σχέσεις ισοδυναµίας.

¶ÚÔÛ‰ÔÎÒÌÂÓ· ·ÔÙÂÏ¤ÛÌ·Ù·

Η τρέχουσα ενότητα θα σας βοηθήσει να χειρίζεστε έννοιες όπως: 

• σχέση µερικής διάταξης επί συνόλου, 

• σχέση ολικής διάταξης επί συνόλου, 

• σχέση ισοδυναµίας. 

ŒÓÓÔÈÂ˜ ÎÏÂÈ‰È¿

• διαµέριση συνόλου

• σχέση µερικής διάταξης

• σχέση ολικής διάταξης

• σχέση ισοδυναµίας

• κλάσεις ισοδυναµίας

2.3.1 ™¯¤ÛÂÈ˜ ÌÂÚÈÎ‹˜ Î·È ÔÏÈÎ‹˜ ‰È¿Ù·ÍË˜

Μια σχέση επί ενός συνόλου Χ µπορεί να χρησιµοποιηθεί για την ταξινόµηση των

στοιχείων του Χ. 

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 2.26

Θεωρείστε τη σχέση Σ = «Õ  » επί του συνόλου ρ των υποσυνόλων του {1, 2, 3, 4}:

(χ, ψ) �  Σ αν χÕψ

Η Σ είναι µια σχέση ταξινόµησης στο Ρ. Για παράδειγµα, το {1, 2} θεωρείται «µικρό-

τερο» του {1, 2, 4}, εφόσον {1, 2}Õ{1, 2, 4}. Παρατηρήστε ότι σε µια τέτοια σχέση

υπάρχουν στοιχεία που δεν σχετίζονται µεταξύ τους, επειδή αυτά δεν µπορούν να

συγκριθούν. Τέτοια στοιχεία είναι για παράδειγµα τα {1, 2} και {3, 4}, εφόσον δεν

ισχύει ότι {1, 2}Õ{3.4} ούτε και ότι {3, 4}Õ{1, 2}. Μια τέτοια σχέση καλείται σχέση

µερικής διάταξης.



Συχνά τέτοιες σχέσεις διάταξης τις συµβολίζουµε ως « £  », δηλαδή συµβολίζουµε

µε χ £  ψ την περίπτωση όπου (χ, ψ) �  Σ. Στην περίπτωση αυτή, το µερικώς διατε-

ταγµένο σύνολο Χ συµβολίζεται ως (Χ, £).

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 2.27

Η σχέση Σ επί του συνόλου των θετικών ακεραίων

(χ, ψ) �  Σ, αν το χ διαιρεί το ψ, 

είναι σχέση µερικής διάταξης, εφόσον είναι ανακλαστική, αντισυµµετρική και µετα-

βατική. Για παράδειγµα, αν ο χ διαιρεί τον ψ, τότε ο ψ δεν διαιρεί τον χ, παρά µόνο

αν χ = ψ. Συνεπώς, η σχέση Σ είναι αντισυµµετρική. Επίσης, υπάρχουν θετικοί ακέ-

ραιοι που δεν σχετίζονται, όπως για παράδειγµα το 5 και το 6.

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 2.28

Η σχέση Σ επί του συνόλου των θετικών ακεραίων 

(χ, ψ) �  Σ, αν το χ £  ψ, 

είναι σχέση µερικής διάταξης, για την οποία ισχύει το εξής: Για κάθε ζεύγος θετι-

κών ακεραίων χ, ψ, οι αριθµοί αυτοί είναι συγκρίσιµοι. Μια τέτοια σχέση καλείται

σχέση ολικής διάταξης και το ζεύγος (Χ, Σ) καλείται ολικώς διατεταγµένο ζεύγος.
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Ορισµός 2.9: Μια σχέση Σ επί συνόλου Χ καλείται σχέση µερικής διάταξης

(partial order relation), αν αυτή είναι ανακλαστική, αντισυµµε-

τρική και µεταβατική. Το σύνολο Χ µε τη σχέση µερικής διάταξης

Σ καλείται µερικώς διατεταγµένο σύνολο και συµβολίζεται (Χ, Σ).

Ορισµός 2.10: Μια σχέση Σ επί συνόλου Χ καλείται σχέση ολικής διάταξης

(total order relation), αν αυτή είναι ανακλαστική, αντισυµµε-

τρική και µεταβατική, και κάθε δύο στοιχεία του Χ συγκρίνονται

µέσω της Σ. Το σύνολο Χ µε τη διάταξη Σ, (Χ, Σ) καλείται ολικώς

διατεταγµένο σύνολο, αν η Σ είναι σχέση ολικής διάταξης στο Χ.

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 2.29

Θεωρείστε το σύνολο Ε των ενεργειών που µπορείτε να κάνετε για την αγορά φρού-

των και γάλατος από ένα σούπερ – µάρκετ. 



6 6 K E º A § A I O  2 :  ™ Ã ∂ ™ ∂ π ™  ∫ ∞ π  ™ À ¡ ∞ ƒ ∆ ∏ ™ ∂ π ™

1. Εισέρχεστε στο κατάστηµα

2. Παίρνετε τα φρούτα

3. Παίρνετε το γάλα

4. Πληρώνετε στο ταµείο 

5. Εξέρχεστε από το κατάστηµα.

Επί του συνόλου Ε ορίζεται η σχέση Σ ως εξής:

χΣψ, αν η ενέργεια χ πρέπει να εκτελεστεί πριν την ενέργεια ψ.

Προφανώς το σύνολο Ε είναι µερικώς διατεταγµένο σύνολο, αν στη σχέση Σ προ-

σθέσουµε τα ζεύγη (χ, χ), όπου χ �  Ε.

Παρατηρήστε ότι, ενώ στο σύνολο Ε υπάρχουν ενέργειες που πρέπει να γίνουν πριν

από άλλες, υπάρχουν και ενέργειες, όπως οι 2 και 3, που µπορούν να γίνουν µε οποι-

αδήποτε σειρά. Το πρόβληµα του χρονοπρογραµµατισµού ενεργειών απαιτεί την

εύρεση µιας ολικής διάταξης στο σύνολο Ε, µε σεβασµό στη µερική διάταξη Σ. 

∆ηλαδή, ζητούµε µια ολική διάταξη ε1, ε2, ε3, ε4, ε5, τέτοια ώστε αν εκΣελ, τότε το εκ

βρίσκεται πριν το ελ στη διάταξη αυτή.

ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 2.6

Να εξεταστεί αν οι παρακάτω σχέσεις 

1. Ο χ είναι αδερφός του ψ επί του συνόλου π των προσώπων

2. Ο χ και ο ψ έχουν τους ίδιους γονείς επί του συνόλου π των προσώπων

3. Ο χ συµπαθεί τον ψ επί του συνόλου π των προσώπων

4. Ο µέγιστος κοινός διαιρέτης των χ και ψ είναι ο 1 επί του συνόλου των θετικών

ακεραίων. 

είναι σχέσεις µερικής διάταξης ή όχι. Αν όχι, αιτιολογήστε τον ισχυρισµό σας µε

αντιπαραδείγµατα. Αν ναι, εξηγήστε µε λεπτοµέρεια. 

ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 2.7

Έστω ότι η σχέση Σi είναι σχέση µερικής διάταξης στο Χi, i = 1, 2. Να δειχτεί ότι η

σχέση Σ στο X1 ¥  X2, όπως αυτή ορίζεται παρακάτω, είναι σχέση µερικής διάταξης.

((x1, x2)Σ(x¢1, x¢2)) αν (x1Σ1x¢1) και (x2Σ2x¢2)



2.3.2 ™¯¤ÛÂÈ˜ ÈÛÔ‰˘Ó·Ì›·˜

Έστω Χ το σύνολο των φοιτητών ενός πανεπιστηµιακού τµήµατος. Κάθε φοιτητής

βρίσκεται στο 1ο, 2ο, 3ο, στο 4ο ή στο 5ο έτος σπουδών. Αν διαµερίσουµε το σύνο-

λο των φοιτητών σε πέντε σύνολα Α, Β, Γ, ∆, Ε σε αντιστοιχία µε τα έτη σπουδών

τους, τότε η συλλογή συνόλων φοιτητών {Α, Β, Γ, ∆, Ε} είναι µια διαµέριση του Χ. 
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¢Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙ· 2.7

Έστω Σ διµελής σχέση επί του συνόλου των θετικών ακεραίων τέτοια ώστε xΣy,

αν το (x – y) είναι περιττός θετικός ακέραιος . Είναι σχέση µερικής διάταξης;

Κάνετε το ίδιο και για τις σχέσεις (α) «3 διαιρεί το x – y», (β) x = y2, (γ) x = y (επί

του συνόλου των θετικών ακεραίων).

Υπόδειξη.

Ελέγξτε αν η κάθε σχέση από τις παραπάνω πληροί τον ορισµό της µερικής διά-

ταξης επί του συνόλου των θετικών ακεραίων.

Ορισµός 2.11: ∆ιαµέριση (partition): ενός συνόλου Χ καλείται µια συλλογή L

µη κενών υποσυνόλων του Χ, τέτοια ώστε από την ένωση των

συνόλων του L προκύπτει το Χ και ανά δύο τα σύνολα στο L είναι

ξένα µεταξύ τους.

Ορισµός 2.12: Σχέση επί συνόλου Χ καλείται σχέση ισοδυναµίας (equivalence

relation), αν είναι ανακλαστική, συµµετρική και µεταβατική.

∆εδοµένης µιας διαµέρισης L του Χ, κάθε στοιχείο του Χ ανήκει ακριβώς σε ένα

σύνολο της L.

∆εδοµένης µιας διαµέρισης L ενός συνόλου Χ, µπορούµε να ορίσουµε µια σχέση Σ

επί του συνόλου Χ ως εξής:

χΣψ αν υπάρχει σύνολο A στην L τέτοιο ώστε και τα δύο στοιχεία χ, ψ να ανήκουν

στο Α.

Για παράδειγµα, µε βάση την παραπάνω διαµέριση {Α, Β, Γ, ∆, Ε}, δύο φοιτητές

σχετίζονται µε µια τέτοια σχέση Σ, αν αυτοί βρίσκονται στο ίδιο έτος σπουδών. Υπό

το πρίσµα λοιπόν της σχέσης Σ, δύο φοιτητές θεωρούνται «ισοδύναµοι», αν βρί-

σκονται στο ίδιο έτος σπουδών. 
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Θεώρηµα 2.1

Έστω L διαµέριση ενός συνόλου Χ. Ορίζουµε σχέση Σ επί του Χ ως εξής: χΣψ, αν

υπάρχει σύνολο A στην L που να περιέχει και τα δύο στοιχεία χ και ψ. Η σχέση Σ

είναι σχέση ισοδυναµίας στο Χ.

Απόδειξη

Για να δείξετε ότι η Σ είναι σχέση ισοδυναµίας, θα πρέπει να δείξετε ότι είναι ανα-

κλαστική, συµµετρική και µεταβατική σχέση. 

Έστω χ στο Χ. Από τον ορισµό της διαµέρισης, υπάρχει ένα και µοναδικό A στην L

που περιέχει το χ. Συνεπώς χΣχ, για κάθε χ στο Χ. Άρα η Σ είναι ανακλαστική σχέση.

Αν χΣψ, τότε από τον ορισµό της Σ, υπάρχει A στην L που να περιέχει τα στοιχεία

χ και ψ. Συνεπώς, ψΣχ. ∆ηλαδή, η Σ είναι σχέση συµµετρική.

Έστω χΣψ και ψΣφ. Τότε, από τον ορισµό της Σ, υπάρχουν Α1 και Α2 στην L που

περιέχουν τα χ, ψ και ψ, φ αντιστοίχως. Από τον ορισµό της διαµέρισης, το ψ θα πρέ-

πει να ανήκει ακριβώς σε ένα στοιχείο της L. Εποµένως, A1 = Α2. ∆ηλαδή τα στοι-

χεία χ, ψ, φ ανήκουν στο ίδιο σύνολο Α = Α1 = Α2. Συνεπώς, χΣφ. Άρα, η σχέση Σ

είναι µεταβατική.

Από τα παραπάνω, µπορείτε να συνάγετε ότι η σχέση Σ, όπως αυτή ορίστηκε παρα-

πάνω, είναι σχέση ισοδυναµίας.

Αντίθετα, δεδοµένης µιας σχέσης ισοδυναµίας στο Χ, µπορούµε να ορίσουµε µια

διαµέριση του Χ οµαδοποιώντας τα στοιχεία που σχετίζονται µεταξύ τους. Αυτό απο-

δεικνύεται από το παρακάτω θεώρηµα.

Θεώρηµα 2.2

Εστω Σ σχέση ισοδυναµίας επί του Χ. Για κάθε χ στο Χ ορίσατε το σύνολο [χ] = {φ

�  Χ | χΣφ}. Να δειχθεί ότι η συλλογή L = {[χ] | χ �  Χ} αποτελεί διαµέριση του συνό-

λου Χ. 

Απόδειξη

Για την απόδειξη του παραπάνω θα πρέπει να δείξετε ότι (α) για κάθε α στο Χ υπάρ-

χει [χ] τέτοιο ώστε α �  [χ] και (β) αν [χ] «  [φ] π  ∆  τότε [χ] = [φ]. 

Όσον αφορά στο (α), εφόσον η Σ είναι σχέση ισοδυναµίας, για κάθε α στο Χ ισχύει

ότι αΣα. Συνεπώς, α �  [α].

Αν χ, φ στοιχεία του Χ µε [χ] «  [φ] π  ∆  και α �  [χ] «  [φ], τότε χΣα και αΣφ. Εφό-



σον η Σ είναι σχέση ισοδυναµίας, είναι µεταβατική σχέση. Συνεπώς, µε βάση τα

παραπάνω, ισχύει ότι χΣφ. ∆ηλαδή, χ �  [φ], και συνεπώς (ως δραστηριότητα, να

αποδείξετε τη συνεπαγωγή αυτή), [χ]Õ [φ]. Με παρόµοιο τρόπο µπορείτε να δείξε-

τε ότι [φ]Õ [χ]. Συνεπώς, [χ] = [φ].
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Ορισµός 2.13: Κάθε σύνολο [χ] καλείται κλάση ισοδυναµίας (ecquivalence class

containing x) της Σ, και το στοιχείο χ καλείται αντιπρόσωπος της

κλάσης [χ].

¢Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙ· 2.8

Εστω Σ σχέση ισοδυναµίας επί του Χ. Για κάθε χ στο Χ ορίσατε το σύνολο [χ] =

{φ �  Χ | χΣφ}. Να δειχθεί ότι αν χ �  [φ], τότε [χ]Õ [φ].

Υπόδειξη

Χρησιµοποιείστε τις ιδιότητες που έχει µια σχέση ισοδυναµίας για να δείξετε ότι

κάθε στοιχείο του [χ] (εποµένως το φ και το χ) ανήκουν στο [φ].

ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 2.8

Έστω ένας οδικός χάρτης. Ορίζουµε επί ενός συνόλου σηµείων Σ του χάρτη τη

σχέση Ρ = «υπάρχει δρόµος που τις ενώνει». Να δειχθεί ότι αυτή είναι σχέση ισο-

δυναµίας επί του συνόλου Σ. 

Υπόδειξη

Θεωρείστε ότι κάθε σηµείο ενώνεται µε τον εαυτό του.

ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 2.9

Έστω Σ1 και Σ2 σχέσεις ισοδυναµίας επί συνόλου Χ. 

1. Να δειχθεί ότι η σχέση Σ = Σ1 «  Σ2 είναι σχέση ισοδυναµίας επί του Χ

2. Να περιγραφούν οι κλάσεις ισοδυναµίας της Σ1 «  Σ2 σε σχέση µε τις σχέσεις

ισοδυναµίας των Σ1 και Σ2.



7 0 K E º A § A I O  2 :  ™ Ã ∂ ™ ∂ π ™  ∫ ∞ π  ™ À ¡ ∞ ƒ ∆ ∏ ™ ∂ π ™

¢Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙ· 2.9

Έστω π το σύνολο των πόλεων της Ελλάδας. ∆ύο πόλεις x και y σχετίζονται µέσω

σχέσης Σ, αν και οι δύο ανήκουν στον ίδιο νοµό. Να δειχθεί ότι η σχέση Σ είναι

σχέση ισοδυναµίας. Να δείξετε ποιες είναι οι κλάσεις ισοδυναµίας σε αυτήν την

περίπτωση.

Υπόδειξη

∆είξτε ότι η σχέση « η πόλη x βρίσκεται στον ίδιο νοµό µε την πόλη y» ικανοποι-

εί τις συνθήκες του ορισµού της σχέσης ισοδυναµίας.

¢Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙ· 2.10

Έστω Χ = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}.Ορίζουµε τη σχέση Σ επί του Χ ¥  Χ τέτοια

ώστε (α, β) Σ (γ, δ) αν (α ◊  δ) = (β ◊  γ).

(α) Να δειχθεί ότι η Σ είναι σχέση ισοδυναµίας επί του Χ ¥  Χ

(β) Να δοθεί ένα µέλος από κάθε κλάση ισοδυναµίας της Σ

Υπόδειξη

Χρησιµοποιείστε τη σχέση (α/β) = (γ/δ).

™‡ÓÔ„Ë ∂ÓfiÙËÙ·˜

Η ενότητα αυτή παρουσίασε σχέσεις ειδικού ενδιαφέροντος, όπως είναι οι σχέσεις

µερικής διάταξης, οι σχέσεις ολικής διάταξης και σχέσεις ισοδυναµίας επί συνόλου Χ. 

Η ενότητα δείχνει τη σχέση µεταξύ διαµέρισης συνόλου Χ και σχέσης ισοδυναµίας

επί του Χ.



2.4 ™˘Ó·ÚÙ‹ÛÂÈ˜

™ÎÔfi˜

Στην τρέχουσα ενότητα ορίζεται η έννοια της συνάρτησης. Ορίζονται ιδιότητες των

συναρτήσεων, η αντίστροφη συνάρτησης και η σύνθεση συναρτήσεων.

¶ÚÔÛ‰ÔÎÒÌÂÓ· ·ÔÙÂÏ¤ÛÌ·Ù·

Η τρέχουσα ενότητα σας βοηθά να 

• χειρίζεστε την έννοια της συνάρτησης, 

• έχετε τη δυνατότητα χαρακτηρισµού συναρτήσεων µε βάση τις ιδιότητές τους.

ŒÓÓÔÈÂ˜ ÎÏÂÈ‰È¿

• συνάρτηση

• συνάρτηση ένα – προς – ένα

• συνάρτηση «επί» συνόλου

• αντίστροφη συνάρτησης

• σύνθεση συναρτήσεων

Μια συνάρτηση είναι µια ιδιαίτερου τύπου σχέση από σύνολο Χ σε σύνολο Υ:
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Ορισµός 2.14: Συνάρτηση (function) f από σύνολο Χ σε σύνολο Υ, συµβολίζε-

ται και ως f:XÆY, είναι µια σχέση από το Χ στο Υ µε τις ακόλου-

θες ιδιότητες:

1. Το πεδίο ορισµού της f είναι το σύνολο Χ

2. Aν (χ, ψ) �  f και (χ, ψ¢) �  f, τότε ψ = ψ¢.

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 2.30

Η σχέση f = {(1, α), (2, β), (3, α) } από το Χ = {1, 2, 3} στο Υ = {α, β, γ} είναι µια

συνάρτηση από το Χ στο Υ, εφόσον το πεδίο ορισµού της f είναι το Χ και για κάθε χ

στο Χ υπάρχει ένα και µοναδικό ψ µε (χ, ψ) �  f . Το πεδίων τιµών της f είναι το {α, β}.

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 2.31

Η σχέση f = {(1, α), (2, β), (3, α) } από το Χ = {1, 2, 3, 4} στο Υ = {α, β, γ} δεν είναι
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συνάρτηση από το Χ στο Υ, αφού το πεδίο ορισµού της είναι το {1, 2, 3}, που είναι

υποσύνολο του Χ. 

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 2.32

Επίσης, η σχέση f = {(1, α), (2, β), (3, α), (1, γ)}, από το Χ = {1, 2, 3} στο Υ = {α, β,

γ} δεν είναι συνάρτηση, διότι (1, α) και (1, γ) είναι στοιχεία της f, µε α π  γ.

∆εδοµένης µιας συνάρτησης f από το Χ στο Υ, για κάθε στοιχείο χ του Χ υπάρχει

ακριβώς ένα ψ στο Υ µε (χ, ψ) �  f. Το συγκεκριµένο ψ συµβολίζεται και ως f(χ),

δηλαδή ψ = f(χ).

Ορισµός 2.15: Μια συνάρτηση f από το Χ στο Υ καλείται ένα–πρός–ένα (one –

to – one) (συµβολίζεται και ως 1 – 1), αν για κάθε ψ στο Υ υπάρ-

χει το πολύ ένα χ στο Χ τέτοιο ώστε f(χ) = ψ.

Ορισµός 2.16: Μια συνάρτηση f από το Χ στο Υ καλείται επί (onto) του Υ, αν το

πεδίο τιµών της είναι το Υ.

Ορισµός 2.17: Αν µια συνάρτηση f:XÆY είναι 1 – 1 και επί, τότε η αντίστροφη

σχέση f –1 είναι επίσης συνάρτηση. Η συνάρτηση αυτή καλείται

αντίστροφη συνάρτηση (inverse) της f και συµβολίζεται µε f –1.

Η συνθήκη του παραπάνω ορισµού είναι ισοδύναµη µε την πρόταση: Αν f(χ) = f(χ¢),
τότε χ = χ¢.

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 2.33

Η συνάρτηση f = {(1, α), (2, β), (3, α) } από το Χ = {1, 2, 3} στο Υ = {α, β, γ} είναι

1 – 1.

Αντίθετα, η συνάρτηση f = {(2, β), (3, α), (1, β)} από το Χ = {1, 2, 3} στο Υ = {α, β,

γ} δεν είναι 1 – 1, διότι f(1) = f(2) = β, αλλά 1 π  2.

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 2.34

Η συνάρτηση f = {(1, α), (2, β), (3, α) } από το Χ = {1, 2, 3} στο Υ = {α, β, γ} δεν

είναι επί του Υ, εφόσον το πεδίο τιµών της είναι το {α, β}.

Αντίθετα, η συνάρτηση f = {(1, α), (2, β), (3, γ) } από το Χ = {1, 2, 3} στο Υ = {α, β,

γ}, είναι επί του Υ. Παρατηρήστε ότι είναι και 1 – 1.

Æ



Θεωρώντας τις συναρτήσεις ως σχέσεις, µπορούµε να συνθέσουµε δύο συναρτήσεις

f, g. Συγκεκριµένα, αν f είναι συνάρτηση από το Υ στο Ζ και g είναι συνάρτηση από

το Χ στο Υ, τότε η σύνθεσή τους f È g είναι συνάρτηση από το Χ στο Ζ. Πράγµατι,

αν χ στοιχείο του Χ, τότε το µοναδικό στοιχείο ψ = g(χ) ανήκει στο σύνολο Υ. Εφαρ-

µόζοντας τη συνάρτηση f στο ψ, το αποτέλεσµα είναι το µοναδικό στοιχείο φ = f(ψ)

= f(g(x)) του συνόλου Ζ. 

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 2.35

Ορίζουµε τη συνάρτηση g:XÆY, όπου Χ = {1, 2, 3} και Υ το σύνολο των θετικών

ακεραίων ως εξής: g(χ) = χ2, και τη συνάρτηση f από το Υ στο Ζ, όπου Ζ υποσύνολο

του συνόλου των ακεραίων ως εξής: f(ψ) = ψ – 4.

Από τη σύνθεση των δύο συναρτήσεων f και g, προκύπτει η συνάρτηση (f È g): ΧÆΖ,

όπου (f È g)(χ) = χ2 – 4.

™‡ÓÔ„Ë ∂ÓfiÙËÙ·˜

Η παρούσα ενότητα αναφέρεται στην έννοια της συνάρτησης ως ειδικού τύπου διµε-

λούς σχέσης. Ορίζονται συνθήκες που ικανοποιούν συναρτήσεις ειδικού τύπου, όπως

οι συναρτήσεις ένα–προς–ένα και οι συναρτήσεις «επί» συνόλου, ενώ ορίζεται η

έννοια της αντίστροφης συνάρτησης και της σύνθεσης συναρτήσεων.
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ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 2.10

Έστω ότι η f συνάρτηση από το σύνολο Χ = {0, 1, 2, 3, 4} στο Χ ορίζεται ως εξής:

f(x) = ((4 ◊  x) mod 5)

Να καθοριστεί η f ως σύνολο διατεταγµένων ζευγών. Είναι η f 1 – 1 και επί;

ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 2.11

Έστω f συνάρτηση από το Χ στο Υ και Σ σχέση επί του Χ που ορίζεται ως εξής:

xΣy αν f(x) = f(y)

Να δειχθεί ότι η σχέση Σ είναι σχέση ισοδυναµίας επί του Χ.
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ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 2.12

Έστω f συνάρτηση από το Χ στο Υ. Να δειχθεί ότι η συνάρτηση f είναι 1 – 1, αν

και µόνο αν για οποιαδήποτε συνάρτηση g 1 – 1 από σύνολο A στο Χ η σύνθεσή

τους f È g είναι 1 – 1.

¢Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙ· 2.11

Αν f συνάρτηση 1 – 1 και επί από σύνολο Χ σε σύνολο Υ, τότε να δείξετε ότι και η

συνάρτηση {(y, x) | (x, y) �  f} είναι 1 – 1 και επί από το Υ στο Χ

Υπόδειξη:

Αρχικά δείξτε ότι και η νέα σχέση (έστω g) είναι συνάρτηση. 

Για να δείξετε ότι είναι 1 – 1, θεωρείστε y1 και y2 τέτοια ώστε g(y1) = g(y2) = x. Τότε

(y1, x) και (y2, x) ανήκουν στην g. Χρησιµοποιώντας το γεγονός ότι η f είναι συνάρ-

τηση, µπορείτε να δείξετε ότι η g είναι 1 – 1.

Για να δείξετε ότι η g είναι επί, θεωρείστε ένα στοιχείο x του Χ. Χρησιµοποιώντας

το γεγονός ότι η f είναι συνάρτηση, δείξτε ότι υπάρχει y στο Υ, τέτοιο ώστε g(y) = x.



™‡ÓÔ„Ë ÎÂÊ·Ï·›Ô˘

Το κεφάλαιο αυτό πραγµατεύεται τη θεµελιώδη µαθηµατική έννοια της σχέσης. Στην

ενότητα 2.1 ορίστηκε η έννοια της ν–µελούς σχέσης µε ιδιαίτερη έµφαση στην έννοια

της διµελούς σχέσης από σύνολο Χ σε σύνολο Υ. Για διµελή σχέση Σ ορίσθηκε το

πεδίο ορισµού και το πεδίο τιµών της σχέσης. Καθορίστηκαν οι συνθήκες που θα πρέ-

πει να ισχύουν για να είναι µια σχέση ανακλαστική, συµµετρική, αντισυµµετρική ή

µεταβατική, ενώ ορίσθηκε η έννοια της αντίστροφης σχέσης και η σύνθεση σχέσεων.

Τέλος, δόθηκε έµφαση στους τρόπους περιγραφής των σχέσεων µε τη χρήση των

κατευθυνόµενων γραφηµάτων και πινάκων.

Η ενότητα 2.2 αναφέρεται σε ν–µελείς σχέσεις, παρουσιάζει το σχεσιακό µοντέλο

δεδοµένων και παραδείγµατα τελεστών για το χειρισµό των δεδοµένων σε µια σχε-

σιακή βάση δεδοµένων. Η ενότητα αυτή παρουσιάζει το σχεσιακό µοντέλο ως «δείγ-

µα» εφαρµογής της έννοιας της ν–µελούς σχέσης σε ευρέως διαδεδοµένο µοντέλο

διαχείρισης δεδοµένων. Στην ενότητα 2.2 γίνεται µια κατ΄αρχάς εισαγωγή στο σχε-

σιακό µοντέλο δεδοµένων και ορίζονται τελεστές χειρισµού δεδοµένων: τελεστής επι-

λογής, τελεστής προβολής και τελεστής σύνθεσης.

Στην ενότητα 2.3 ορίζονται οι σχέσεις µερικής διάταξης, οι σχέσεις ολικής διάταξης

και σχέσεις ισοδυναµίας επί συνόλου Χ. Η ενότητα δείχνει τη σχέση µεταξύ της δια-

µέρισης συνόλου Χ και σχέσης ισοδυναµίας επί του Χ.

Τέλος, το κεφάλαιο ολοκληρώνεται µε την ενότητα 2.4 που πραγµατεύεται την έννοια

της συνάρτησης. Ορίζονται συνθήκες που ικανοποιούν συναρτήσεις ειδικού τύπου,

όπως οι συναρτήσεις ένα–προς–ένα και οι συναρτήσεις «επί» συνόλου, ενώ ορίζεται

η έννοια της αντίστροφης συνάρτησης και της σύνθεσης συναρτήσεων.

7 5™ À ¡ √ æ ∏  ∫ ∂ º ∞ § ∞ π √ À
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AÏÁfiÚÈıÌÔÈ

™ÎÔfi˜

Ένας αλγόριθµος περιγράφει µε ακρίβεια τα βήµατα µιας µεθόδου για την επίλυση

µιας κλάσης προβληµάτων και τον υπολογισµό δεδοµένων. Οι αλγόριθµοι παίζουν ιδι-

αίτερα σπουδαίο ρόλο τόσο στην επιστήµη των υπολογιστών, όσο και στα µαθηµατι-

κά. Όλοι µας γνωρίζουµε τον Ευκλείδιο αλγόριθµο για τον υπολογισµό του µέγιστου

κοινού διαιρέτη δύο µη αρνητικών ακεραίων που και οι δύο δεν είναι ίσοι µε µηδέν.

Ο όρος «αλγόριθµος» προέρχεται από το όνοµα του Άραβα µαθηµατικού Al –

Khowarizmi, που έζησε τον 9ο αιώνα.

Το κεφάλαιο αυτό, στην πρώτη ενότητα περιγράφει την έννοια του αλγορίθµου και

τους συµβολισµούς που χρησιµοποιούµε στο τρέχον, αλλά κυρίως στα επόµενα κεφά-

λαια του βιβλίου για τη διατύπωση αλγορίθµων. Τέλος, στη δεύτερη ενότητα περι-

γράφεται η έννοια του αναδροµικού αλγόριθµου.

¶ÚÔÛ‰ÔÎÒÌÂÓ· ·ÔÙÂÏ¤ÛÌ·Ù·

Έχοντας µελετήσει το κεφάλαιο αυτό, θα έχετε: 

• Εξοικειωθεί µε την έννοια του αλγορίθµου, σε αντιπαράθεση µε την απλή παρά-

θεση βηµάτων µε στόχο την παραγωγή κάποιου αποτελέσµατος, 

• Γνωρίσει την έννοια και τον τρόπο λειτουργίας αναδροµικών αλγορίθµων, 

• Αποκτήσει την ικανότητα να διατυπώνετε αλγόριθµους, χρησιµοποιώντας το συµ-

βολισµό που θα εισάγουµε.

ŒÓÓÔÈÂ˜ ÎÏÂÈ‰È¿

3∫ ∂ º ∞ § ∞ π √

• αλγόριθµος

• ψευδοκώδικας

• Ευκλείδιος αλγόριθµος

• αναδροµικός αλγόριθµος

∂ÈÛ·ÁˆÁÈÎ¤˜ ·Ú·ÙËÚ‹ÛÂÈ˜

Η µελέτη και η κατανόηση των εννοιών του παρόντος κεφαλαίου θα σας βοηθήσει

αφενός µεν να «παρακολουθήσετε» αλγόριθµους που διατυπώνονται σε επόµενα

κεφάλαια του βιβλίου, αλλά κυρίως να διατυπώσετε αλγόριθµους για την επίλυση

προβληµάτων. Τέτοιοι αλγόριθµοι θα σας ζητηθούν σε δραστηριότητες και ασκήσεις

αυτοαξιολόγησης των επόµενων κεφαλαίων.
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3.1 ∂ÈÛ·ÁˆÁÈÎ¿ ÛÙÔÈ¯Â›·, ÔÚÈÛÌfi˜ Î·È ™˘Ì‚ÔÏÈÛÌÔ› ÁÈ· ÙË ‰È·Ù‡ˆÛË
·ÏÁÔÚ›ıÌˆÓ

™ÎÔfi˜

Στην ενότητα αυτή περιγράφεται η έννοια του αλγορίθµου σε αντιπαράθεση µε την

απλή παράθεση βηµάτων εκτέλεσης µιας εργασίας. Επειδή η σαφήνεια διατύπωσης

των αλγορίθµων είναι κρίσιµη, η παρούσα ενότητα εισάγει συµβολισµούς και εντο-

λές για τη συγγραφή ψευδοκώδικα. Οι συµβολισµοί αυτοί χρησιµοποιούνται στις επό-

µενες ενότητες του κεφαλαίου για τη διατύπωση αλγορίθµων.

¶ÚÔÛ‰ÔÎÒÌÂÓ· ·ÔÙÂÏ¤ÛÌ·Ù·

Η ενότητα αυτή σας παρέχει τα βασικά στοιχεία που θα σας επιτρέψουν να:

• εξοικειωθείτε µε την έννοια του αλγορίθµου, σε αντιπαράθεση µε την απλή παρά-

θεση βηµάτων µε στόχο την παραγωγή κάποιου αποτελέσµατος, 

• αποκτήσετε την ικανότητα να διατυπώνετε αλγορίθµους σε φυσικό λόγο, 

• διατυπώνετε αλγορίθµους µε χρήση του συµβολισµού που εισάγουµε.

ŒÓÓÔÈÂ˜ ÎÏÂÈ‰È¿

• αλγόριθµος

• ψευδοκώδικας

• Ευκλείδιος αλγόριθµος

Ένας αλγόριθµος είναι ένα πεπερασµένο σύνολο βηµάτων (εντολών) µε τα ακόλουθα

χαρακτηριστικά:

• Ακρίβεια: Τα βήµατα πρέπει να περιγράφονται µε ακρίβεια ώστε να µην υπάρχει

ασάφεια κατά την εκτέλεσή τους

• Μοναδικότητα: Τα ενδιάµεσα αποτελέσµατα κάθε βήµατος πρέπει να καθορίζο-

νται µε µοναδικό τρόπο και εξαρτώνται µόνο από τα δεδοµένα εισόδου και τα απο-

τελέσµατα των προηγούµενων (ήδη εκτελεσµένων) βηµάτων.

• Πεπερασµένος αριθµός βηµάτων: Ο αλγόριθµος πρέπει να τερµατίζεται µετά από

την εκτέλεση πεπερασµένων βηµάτων.

• Είσοδος: Ο αλγόριθµος δέχεται δεδοµένα εισόδου (χαρακτηρίζονται ως είσοδος

του αλγορίθµου).



• Γενικότητα: Ένας αλγόριθµος λειτουργεί δεχόµενος συγκεκριµένη κλάση δεδο-

µένων εισόδου µε συγκεκριµένες προδιαγραφές και όχι για συγκεκριµένα δεδο-

µένα εισόδου. 

• Έξοδος: Ο αλγόριθµος κατά την έξοδό του παράγει δεδοµένα που χαρακτηρίζο-

νται ως έξοδος του αλγορίθµου.

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 3.1

Αν θεωρήσουµε τον ακόλουθο αλγόριθµο, ο οποίος βρίσκει το µικρότερο αριθµό σε

µια τριάδα αριθµών α, β, γ:

Αλγόριθµος 3.1: Εύρεση µικρότερου αριθµού σε τριάδα αριθµών

Είσοδος: Τρεις αριθµοί α, β, γ

Έξοδος: Ο µικρότερος αριθµός x από τους α, β, γ

1. x:=·

2. if x>‚ then x:=‚

3. if x>Á then x:=Á

4. return(x)

Αρχικά, στο βήµα 1, χρησιµοποιώντας τη µεταβλητή «x», ο αλγόριθµος αναθέτει

στη «x» την τιµή της µεταβλητής εισόδου «α». Στο βήµα 2, συγκρίνει την τρέχουσα

τιµή της µεταβλητής «x» µε την τιµή της µεταβλητής εισόδου «β» και, αν η τιµή της

«β» είναι µικρότερη από την τρέχουσα τιµή της «x», αναθέτει την τιµή της «β» στην

«x». Σε αντίθετη περίπτωση, η τιµή της «x» παραµένει ως έχει. Και στις δύο περι-

πτώσεις, ο αλγόριθµος προχωράει στο βήµα 3, όπου επαναλαµβάνει τον παραπάνω

έλεγχο µεταξύ της «x» και της µεταβλητής εισόδου γ. Στο βήµα 4, ο αλγόριθµος επι-

στρέφει το αποτέλεσµα ως τιµή της µεταβλητής «x».

∆εδοµένης συγκεκριµένης τριάδας α = 5, β = 4, γ = 2, τα βήµατα εκτέλεσης του

αλγόριθµου θα είναι ως εξής: Στο βήµα (1) x = 5. Η συνθήκη του βήµατος (2) ισχύ-

ει (5 > 4) και εποµένως η τιµή της «x» αλλάζει σε 4. Με παρόµοιο τρόπο, η συνθή-

κη του βήµατος (3) ισχύει και η µεταβλητή «x» παίρνει την τιµή 2. Τελικά, ο αλγό-

ριθµος επιστρέφει στη µεταβλητή εξόδου την τιµή 2.

Εύκολα µπορείτε να διαπιστώσετε ότι η παραπάνω µέθοδος πληροί τα χαρακτηρι-

στικά ενός αλγόριθµου. Για παράδειγµα, κάθε βήµα είναι σαφώς διατυπωµένο. Ο

αλγόριθµος τερµατίζει πάντοτε, µετά από τρία ακριβώς βήµατα και για οποιαδήπο-

τε τριάδα αριθµών.
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Για τη σαφή διατύπωση των αλγορίθµων, αν και ο φυσικός λόγος µπορεί να χρησι-

µοποιηθεί µε σαφήνεια, χρησιµοποιούµε ψευδοκώδικα. Με την έννοια «ψευδοκώ-

δικα» εννοούµε µια γλώσσα που είναι παρόµοια µε τις γνωστές µας γλώσσες προ-

γραµµατισµού όπως PASCAL ή C, δίχως όµως το εκτεταµένο λεξικό και τη λεπτο-

µερή σύνταξη µιας γλώσσας προγραµµατισµού και µε αρκετή ελευθερία για τη µη

αυστηρή διατύπωση ορισµένων πολύπλοκων διεργασιών, που η λεπτοµέρειά τους

δεν έχει ιδιαίτερη σηµασία για έναν αλγόριθµο (π.χ. «ταξινόµησε τη λίστα στοιχεί-

ων x1, x2, … σε αύξουσα σειρά»). Επίσης, η διατύπωση αλγορίθµων µε ψευδοκώδι-

κα δεν απαιτεί το σαφή και αυστηρό ορισµό των δοµών που απαιτούνται για την

παράσταση των δεδοµένων τα οποία επεξεργάζεται/παράγει ο αλγόριθµος.

Οι εντολές που πρόκειται να χρησιµοποιηθούν για τη συγγραφή αλγορίθµων σε ψευ-

δοκώδικα είναι οι εξής (µε έντονα γράµµατα επισηµαίνονται οι δεσµευµένες λέξεις,

δηλαδή οι λέξεις που έχουν ιδιαίτερη σηµασία για την ερµηνεία του αλγορίθµου και

δεν µπορούν να χρησιµοποιούνται από τον προγραµµατιστή ελεύθερα):

ñ Procedure fiÓÔÌ·–‰È·‰ÈÎ·Û›·˜ (Ï›ÛÙ· ÔÚÈÛÌ¿ÙˆÓ ÙË˜ ‰È·‰ÈÎ·Û›·˜)

Η λίστα ορισµάτων περιγράφει τις µεταβλητές και σταθερές που αποτελούν τα δεδο-

µένα εισόδου. Αυτή ακολουθεί το όνοµα της διαδικασίας. Οι µεταβλητές και στα-

θερές εξόδου και εισόδου περιγράφονται µε λεπτοµέρεια στην αντίστοιχη περιγρα-

φή (Είσοδος/ Έξοδος) στην αρχή του αλγορίθµου. Η κάθε διαδικασία τελειώνει µε 

ñ end fiÓÔÌ·–‰È·‰ÈÎ·Û›·˜

Μεταξύ της procedure και του end βρίσκεται το σύνολο των εντολών της διαδι-

κασίας. Οι δοµές ελέγχου που χρησιµοποιούνται είναι οι ακόλουθες:

1. if  then ÂÓ¤ÚÁÂÈ·

2. if  then ÂÓ¤ÚÁÂÈ·1 else ÂÓ¤ÚÁÂÈ·2

Στην 1η έκφραση, αν η πρόταση (συνθήκη) π αληθεύει, τότε εκτελείται η αντί-

στοιχη ενέργεια. Η συνθήκη π µπορεί να είναι µια απλή ή µια σύνθετη πρόταση,

όπως αυτές που περιγράφθηκαν στο κεφάλαιο 1.

Κατά την εκτέλεση της δεύτερης εντολής, αν η συνθήκη π αληθεύει, εκτελείται η

ενέργεια1, στην αντίθετη περίπτωση εκτελείται η ενέργεια2. 

3. while  do ÂÓ¤ÚÁÂÈ·

Κατά την εκτέλεση της εντολής αυτής ελέγχεται η συνθήκη π και, εφόσον αυτή

είναι αληθής, εκτελείται η ενέργεια που ακολουθεί το «do».

4. repeat ÂÓ¤ÚÁÂÈ· until 



Κατά την εκτέλεση της εντολής αυτής, η ενέργεια εκτελείται έως ότου η συνθήκη

π γίνει αληθής. Η διαφορά µε την (3) παραπάνω είναι ότι η ενέργεια εκτελείται του-

λάχιστον µια φορά και συνεχίζει να εκτελείται εφόσον η π παραµένει ψευδής.

5. for ÌÂÙ·‚ÏËÙ‹:= ·Ú¯ÈÎ‹–ÙÈÌ‹ to ÙÂÏÈÎ‹–ÙÈÌ‹ do ÂÓ¤ÚÁÂÈ· 

Κατά την εκτέλεση της εντολής αυτής, η ενέργεια εκτελείται για κάθε τιµή της

µεταβλητής από την αρχική τιµή έως και την τελική τιµή. 

Στις παραπάνω δοµές ελέγχου, µια ενέργεια µπορεί να είναι απλή ή σύνθετη ενέρ-

γεια. Μια απλή ενέργεια µπορεί να είναι είτε µια από τις προαναφερθείσες δοµές

ελέγχου, µια εντολή ανάθεσης (συµβολίζεται µε « : = »), ή η κλήση µιας άλλης δια-

δικασίας. Μια σύνθετη ενέργεια αποτελείται από ένα σύνολο βηµάτων που βρίσκε-

ται µεταξύ των λέξεων begin … end.

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 3.2

Ο ακόλουθος αλγόριθµος γενικεύει τον αλγόριθµο του παραδείγµατος 1 και βρίσκει

το µικρότερο αριθµό σε µια ν–άδα αριθµών α1, α2, …, αν, ν > 1:

Αλγόριθµος 3.2: Εύρεση Μικρότερου Αριθµού σε Ακολουθία

Είσοδος: Μια ακολουθία ν αριθµών α1, α2, …, αν, ν > 1.

Έξοδος: Ο µικρότερος αριθµός µ από τους α1, α2, …, αν

1. procedure min(Ó, ·1, ·2, ..., ·Ó)

2. Ì:=·1

3. Î:=1

4. repeat

begin

a. Î:= Î+1

b. if Ì>·Î then Ì:=·Î 

end

5. until Î=Ó

6. return(Ì)

7. end min

Αρχικά, στο βήµα 1 ο αλγόριθµος θέτει στη µεταβλητή µ, όπου αποθηκεύεται ο

µικρότερος γνωστός αριθµός της ακολουθίας, τον πρώτο αριθµό της ακολουθίας. 

Ο µετρητής κ χρησιµεύει για τη µέτρηση και τον προσδιορισµό των στοιχείων της
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ακολουθίας. Η σύνθετη ενέργεια, της οποίας η επανάληψη ελέγχεται από την εντολή

repeat … until των εντολών 4 – 5, εκτελείται έως ότου ο µετρητής κ γίνει ίσως µε ν. 

Η σύνθετη ενέργεια 4, στο βήµα 4.α, αυξάνει το µετρητή κ ώστε να προσδιορίσει το

επόµενο στοιχείο της ακολουθίας, και στην εντολή 4.β συγκρίνει το νέο στοιχείο µε τον

τρέχοντα γνωστό µικρότερο αριθµό της ακολουθίας. Αν προκύψει µικρότερο στοιχείο,

τότε η τιµή της µεταβλητής µ µεταβάλλεται. Τέλος, µε το πέρας της ανακύκλωσης, στην

εντολή 6 η διαδικασία επιστρέφει την τιµή της µεταβλητής µ και τερµατίζει.

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 3.3 (∂˘ÎÏÂ›‰ÈÔ˜ ∞ÏÁfiÚÈıÌÔ˜)

Ο Ευκλείδιος αλγόριθµος, δεδοµένων δυο µη αρνητικών ακεραίων κ, λ, όπου και οι

δύο δεν είναι ίσοι µε µηδέν, βρίσκει το µέγιστο κοινό διαιρέτη τους, ο οποίος συµ-

βολίζεται µε µκδ(κ, λ).

Η βασική λογική του αλγόριθµου είναι η αναγωγή του προβλήµατος εύρεσης του

µκδ µεταξύ ενός µη αρνητικού ακέραιου κ και ενός θετικού ακέραιου λ στο πρό-

βληµα εύρεσης του µκδ µικρότερων αριθµών. Τελικά, το πρόβληµα ανάγεται στην

εύρεση του µκδ µεταξύ ενός αριθµού ν και του µηδενός (0). Εφόσον µκδ(ν, 0) = ν,

το αρχικό πρόβληµα έχει λυθεί. 

Μετά τη διατύπωση του αλγορίθµου, ακολουθεί αυστηρή απόδειξη της ορθότητάς

του. Με άλλα λόγια, αποδεικνύουµε ότι ο αλγόριθµος βρίσκει πάντοτε το σωστό

αποτέλεσµα.

Αλγόριθµος 3.3: Ευκλείδιος Αλγόριθµος

Είσοδος: κ και λ µη αρνητικοί ακέραιοι που δεν είναι και οι δύο µηδέν.

Έξοδος: Ο µκδ των κ, λ.

1. Procedure ÌÎ‰(Î, Ï)

2. if Ï<Î then

a. while Ï>0 do

b. begin

c. ˘ÔÏfiÁÈÛÂ ÙÔ ËÏ›ÎÔ  Î·È ÙÔ ˘fiÏÔÈÔ ˘ ÙË˜ ‰È·›ÚÂÛË˜ Î/Ï. ¢ËÏ·‰‹, 

Î= Ï* +˘, ÌÂ 0 £  ˘ < Ï

d. Î:= Ï, Ï :=˘

e. end

3. return(Î)

4. end ÌÎ‰



Για να καταλάβετε τη λειτουργία του αλγόριθµου 3.3, θα δείξω τη σειρά των βηµά-

των του για κ = 776 και λ = 384. 

Βήµα 2: Εφόσον κ < λ, ο αλγόριθµος προχωρά στο βήµα 2(α), όπου µεταξύ των 2(α)

και 2(e) πραγµατοποιούνται τα εξής, ενόσω το λ παραµένει διάφορο του µηδενός:

Βήµα 2(c): ∆ιαιρώντας το κ µε το λ, προκύπτει ότι 776 = 384 ◊  2 + 8. 

Bήµα 2(d): Το κ παίρνει την τιµή 384 και το λ την τιµή 8.

Βήµα 2(a): Εφόσον το λ > 0, α αλγόριθµος συνεχίζει στο βήµα 2(c)

Βήµα 2(c): ∆ιαιρεί το κ = 384 µε το λ = 8. Τότε προκύπτει ότι 384 = 48 ◊  8 + 0. 

Βήµα 2(d): Το κ παίρνει την τιµή 8 και το λ την τιµή 0. 

Βήµα 2(a): Εφόσον λ = 0, η εντολή 2 τερµατίζει

Βήµα 3: Επιστρέφεται ως αποτέλεσµα του αλγορίθµου η τιµή της κ, δηλαδή το 8.

Συνεπώς, µκδ(776, 384) = 8.

Ο παραπάνω αλγόριθµος, δοθέντων δύο µη αρνητικών ακεραίων κ, λ που δεν είναι και

οι δύο ίσοι µε µηδέν, υπολογίζει πάντοτε το µκδ τους: Για την απόδειξη της πρότασης

αυτής, θα πρέπει να δείξουµε ότι, αν ο κ είναι µη αρνητικός ακέραιος και ο λ είναι

θετικός ακέραιος, για τους οποίους ισχύει η σχέση κ = λ ◊  π + υ, 0 £  υ < λ, τότε µκδ(κ,

λ) = µκδ(λ, υ). Αυτή είναι και η «βασική» ιδέα πίσω από τον αλγόριθµο και υλοποι-

είται στα βήµατα 2(c) και 2(d) του αλγορίθµου που περιγράφθηκε παραπάνω.

Πράγµατι, αν µ κοινός διαιρέτης των κ και λ, τότε εύκολα µπορείτε να δείξετε ότι ο

µ διαιρεί το (π ◊  λ), για οποιοδήποτε ακέραιο π, και το υ = (κ – (π ◊  λ)), για π ίσο µε

το πηλίκο της διαίρεσης του κ µε το λ. Άρα, ο µ είναι κοινός διαιρέτης των λ και υ.

Συνεπώς, το σύνολο των κοινών διαιρετών των κ και λ είναι υποσύνολο των κοινών

διαιρετών των λ και υ. Από την άλλη πλευρά, αν µ κοινός διαιρέτης των λ και υ = (κ

– (π ◊  λ)), τότε εύκολα µπορείτε να δείξετε ότι θα είναι και διαιρέτης του (π ◊  λ + υ),

δηλαδή του κ. Εποµένως, το σύνολο των κοινών διαιρετών των υ και λ είναι υποσύ-

νολο των κοινών διαιρετών των λ και κ. Άρα, τα δύο σύνολα διαιρετών είναι ίσα, και

εποµένως µκδ(κ, λ) = µκδ(λ, υ).

™‡ÓÔ„Ë ÂÓfiÙËÙ·˜

Η παρούσα ενότητα περιγράφει τα χαρακτηριστικά ενός αλγορίθµου, ενώ καθορίζει

µια «γλώσσα» για την περιγραφή αλγορίθµων σε µορφή ψευδοκώδικα. Ως παράδειγ-

µα αλγορίθµου δίνεται ο «διάσηµος» Ευκλείδιος αλγόριθµος. Η ενότητα είναι ιδιαί-

τερα σηµαντική για την ανάγνωση και κατανόηση των αλγορίθµων του κεφαλαίου 4.

8 3™ Y N O æ H  E N O T H TA ™
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3.2 ∞Ó·‰ÚÔÌÈÎÔ› ·ÏÁfiÚÈıÌÔÈ

™ÎÔfi˜

Η ενότητα αυτή περιγράφει και δίνει παραδείγµατα από µια ιδιαίτερη κατηγορία αλγο-

ρίθµων: Αυτή των αναδροµικών αλγορίθµων.

¶ÚÔÛ‰ÔÎÒÌÂÓ· ·ÔÙÂÏ¤ÛÌ·Ù·

Η παρούσα ενότητα σας επιτρέπει να έχετε την ικανότητα να :

• «ακολουθείτε» την εκτέλεση αναδροµικών αλγορίθµων, 

• διατυπώνετε αναδροµικούς αλγορίθµους 

ŒÓÓÔÈÂ˜ ÎÏÂÈ‰È¿

• αναδροµικός αλγόριθµος

Μια αναδροµική διαδικασία είναι µια διαδικασία που κατά την εκτέλεσή της καλεί

τον εαυτό της.

Παρατηρήστε ότι ο Ευκλείδιος αλγόριθµος του παραδείγµατος 3.2 ακολουθεί την

τακτική του «διαίρει και βασίλευε»: Ανάγει το αρχικό πρόβληµα σε ένα απλούστε-

ρο πρόβληµα του ίδιου τύπου µε το αρχικό, το οποίο µε τη σειρά του ανάγεται σε

απλούστερο κ.ο.κ.

Γενικά, αναδροµικοί αλγόριθµοι µπορούν να εφαρµοστούν σε προβλήµατα τα οποία

µπορούν να «σπάσουν» σε ένα σύνολο υπο – προβληµάτων του ίδιου τύπου µε το

αρχικό και κάθε τέτοιο υπο – πρόβληµα, µε την ίδια µέθοδο, µε τη σειρά του µπο-

ρεί να σπάσει σε απλούστερα υπο – προβλήµατα, κοκ, έως ότου προκύψουν µια

σειρά από προβλήµατα, τα οποία επιλύονται άµεσα.

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 3.4 (∂˘ÎÏÂ›‰ÈÔ˜ ∞ÏÁfiÚÈıÌÔ˜)

Παρατηρήστε ότι ο Ευκλείδιος αλγόριθµος, όπως αυτός διατυπώθηκε στο παρά-

δειγµα 3.3, εφαρµόζεται σε δυάδα µη αρνητικών ακεραίων κ, λ και µόνο στην

περίπτωση όπου λ < κ. Μια γενικότερη αναδροµική διατύπωση του ίδιου αλγορίθ-

µου µπορεί να είναι η εξής:

Αλγόριθµος 3.4: Ευκλείδιος Αλγόριθµος 



Είσοδος: κ και λ µη αρνητικοί ακέραιοι που δεν είναι και οι δύο µηδέν.

Έξοδος: Ο µκδ των κ, λ.

1. Procedure ÌÎ‰(Î, Ï)

2. if Ï=0 then return(Î)

3. if Ï<Î then

a. begin

b. υπολόγισε το πηλίκο π και το υπόλοιπο υ της διαίρεσης κ/λ. ∆ηλαδή, 

Î= Ï* +˘, ÌÂ 0 £  ˘ < Ï

c. Ì=ÌÎ‰(Ï, ˘), retutn(Ì)

d. end

4. else Ì=ÌÎ‰(Ï, Î), return(Ì)

5. end ÌÎ‰

Παρατηρήστε ότι η παραπάνω διαδικασία µκδ είναι αναδροµική, εφόσον αυτή καλεί

τον εαυτό της στα βήµατα 3(c) και 4. Συγκεκριµένα, στο βήµα 3(c) η διαδικασία επι-

στρέφει ως µκδ των κ και λ τον µκδ των λ και υ, όπου υ το υπόλοιπο της διαίρεσης

του κ µε τον λ. Ο µκδ(λ, υ) υπολογίζεται µε την ίδια ακριβώς διαδικασία, αναδροµι-

κά. Το βήµα 4 εφαρµόζεται στην περίπτωση όπου το κ £  λ, και επιστρέφει ως µκδ

των κ και λ τον µκδ(λ, κ), καλώντας αναδροµικά τον εαυτό της.

Παρατηρήστε ότι η όλη διαδικασία τελικά τερµατίζει στο βήµα 2, όπου λ = 0, και το

πρόβληµα επιλύεται άµεσα. Το βήµα 2 καλείται βασικό βήµα. Ένα βασικό βήµα

απαιτείται για τον τερµατισµό κάθε αναδροµικής διαδικασίας.

Για την καλύτερη κατανόηση του παραπάνω αλγόριθµου, ας τον εφαρµόσουµε στην

περίπτωση όπου κ = 776 και λ = 384:

Βήµα 2: Εφόσον λ > 0, ο αλγόριθµος προχωρά στο βήµα 3. 

Βήµα 3: Εφόσον λ < κ, εκτελείται η σύνθετη ενέργεια 3(a) – 3(d). 

Βήµα 3(b): ∆ιαιρώντας το κ µε το λ, προκύπτει ότι 776 = 384 ◊  2 + 8. 

Βήµα 3(c): Καλείται η διαδικασία µκδ(384, 8).

Μια νέα διαδικασία µκδ ξεκινά µε κ = 384 και λ = 8. Παρατηρήστε

ότι στη νέα εκτέλεση της µκδ ο χώρος εργασίας της διαδικασίας είναι τελείως δια-

φορετικός από το χώρο εργασίας της διαδικασίας που την κάλεσε, και εποµένως οι

8 53 . 2  ∞ ¡ ∞ ¢ ƒ √ ª π ∫ √ π  ∞ § ° √ ƒ π £ ª √ π
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µεταβλητές κ και λ είναι διαφορετικές από τις προηγούµενες. 

Βήµα 2: Εφόσον λ > 0, ο αλγόριθµος προχωρά στο βήµα 3. 

Βήµα 3: Εφόσον λ < κ, εκτελείται η σύνθετη ενέργεια 3(a) – 3(d). 

Βήµα 3(b): ∆ιαιρώντας το κ µε το λ, προκύπτει ότι 384 = 48 ◊  8 + 0. 

Βήµα 3(c): Καλείται η διαδικασία µκδ(8, 0). 

Μια νέα διαδικασία µκδ ξεκινά µε κ = 8 και λ = 0. 

Βήµα 2: Η νέα µκδ τερµατίζει στην εντολή 2 για λ = 0 και

επιστρέφει τη µεταβλητή κ = 8 στη  διαδικασία που την κάλεσε (δηλαδή στην προη-

γούµενη κλήση της µκδ).

Βήµα 3(c): (συνέχεια) Επιστρέφει την τιµή της µεταβλητής µ, δηλα-

δή 8, στη διαδικασία που την κάλεσε (δηλαδή στην

πρώτη κλήση της µκδ). 

Βήµα 3(c): (συνέχεια) Η αρχική διαδικασία επιστρέφει επίσης την τιµή 8 και

ο αλγόριθµος τερµατίζει.

ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 3.1

Να «τρέξετε» τον Ευκλείδιο Αλγόριθµο, όπως αυτός έχει διατυπωθεί παραπάνω,

για το ακόλουθο ζεύγος ακεραίων: (60, 90). Να δείξετε µε ακρίβεια τη σειρά των

βηµάτων και πώς αυτά εκτελούνται.

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 3.5

Ένα κλασικό παράδειγµα αναδροµικής διαδικασίας είναι η διαδικασία υπολογισµού

των αριθµών της ακολουθίας Fibonacci. Ο Leonardo Fibonacci (1170 – 1250) ήταν

Ιταλός έµπορος και µαθηµατικός και στο πλέον διαδεδοµένο έργο του Liber Abaci

περιέγραφε την ακολουθία Fibonacci, όπου και χρησιµοποίησε τα Ινδο – Αραβικά

ψηφία για την παράσταση των αριθµών.

Η ακολουθία Fibonacci ορίζεται ως εξής:

f1 = 1

f2 = 2 

fn = fn–1 + f n–2, n ≥  3.



O υπολογισµός του n–οστού όρου της ακολουθίας αυτής µπορεί να υπολογιστεί µε

την ακόλουθη αναδροµική διαδικασία, που ανάγει το πρόβληµα εύρεσης του n–οστού

όρου στα υπό – προβλήµατα εύρεσης του (n–1) – οστού και (n–2) – οστού όρου:

Αλγόριθµος 3.5: Υπολογισµός n–οστού όρου της ακολουθίας Fibonacci

Είσοδος: Θετικός ακέραιος n ≥  1.

Έξοδος: fn

1. Procedure fibonacci(n)

2. if (n=1 or n=2) then return(n)

3. Î= fibonacci(n–1)+fibonacci(n–2)

4. return(Î)

5. end fibonacci.

Η εκτέλεση του αλγορίθµου για n = 5 µπορεί να περιγραφθεί ως εξής:

∆ιαδικασία Βήµατα Βήµα/ Κλήση Σχόλιο

1 fibonacci(5) 1, 2, 3 fibonacci(4), fibonacci(3)

2 fibonacci(4) 1, 2, 3 fibonacci(3), fibonacci(2)

3 fibonacci(3) 1, 2, 3 fibonacci(2), fibonacci(1)

4 fibonacci(2) 1, 2 return(2)

5 fibonacci(1) 1, 2 return(1)

6 fibonacci(3) 3, 4 κ = 2 + 1 = 3, return(3) Συνέχεια της (3)

7 fibonacci(4) 3, 4 κ = 3 + 2 = 5, return(5) Συνέχεια της (2)

8 fibonacci(5) 3, 4 κ = 5 + 3 = 8, return(8) Συνέχεια της (1)
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ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 3.2

Να διατυπώσετε αλγόριθµο για τον υπολογισµό του ν–οστού όρου της ακολουθίας

αν, ν = 1, 2, 3…, όπου α1 = 1, και αν+1 = αν + (2 ◊  αν)
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™‡ÓÔ„Ë ÂÓfiÙËÙ·˜

Η ενότητα 3.2 παρουσιάζει την έννοια του αναδροµικού αλγόριθµου.

™‡ÓÔ„Ë ÎÂÊ·Ï·›Ô˘

Το κεφάλαιο αυτό δεν αποσκοπεί στη σε βάθος παρουσίαση της έννοιας του αλγο-

ρίθµου, αλλά ουσιαστικά αποτελεί εισαγωγικό κεφάλαιο για το κεφάλαιο 4. Μέσα σε

αυτό το πλαίσιο, στην ενότητα 3.1 καθορίζεται η έννοια του αλγορίθµου, ενώ περι-

γράφεται µια «γλώσσα» για την περιγραφή αλγορίθµων σε µορφή ψευδοκώδικα. Ως

παράδειγµα αλγορίθµου δίνεται ο «διάσηµος» Ευκλείδιος αλγόριθµος. Στην ενότητα

3.2 παρουσιάζεται η έννοια του αναδροµικού αλγόριθµου.

¢Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙ· 3.1

Να «τρέξετε» τον Ευκλείδιο Αλγόριθµο, όπως αυτός έχει διατυπωθεί παραπάνω,

για τα ακόλουθα ζεύγη ακεραίων: (993, 331), (5, 25). Να δείξετε µε ακρίβεια τη

σειρά των βηµάτων και πώς αυτά εκτελούνται.

Υπόδειξη

Ακολουθείστε τον τρόπο του παραδείγµατος 3.4 και την άσκηση αυτοαξιολόγη-

σης 3.1

¢Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙ· 3.2

Να διατυπώσετε τον αλγόριθµο για τον υπολογισµό του ν!, ν ≥  0. Να δείξετε µε

ακρίβεια και λεπτοµέρεια πώς εκτελείται ο αλγόριθµος για δύο τιµές του ν.

Υπόδειξη

Ακολουθείστε τον τρόπο του παραδείγµατος 3.4 και την άσκηση αυτοαξιολόγη-

σης 3.2
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Αν και η πρώτη επιστηµονική δηµοσίευση που αναφέρεται στη θεωρία γραφηµάτων

χρονολογείται το 1736 και πολλά σηµαντικά αποτελέσµατα αποδείχθηκαν το δέκατο

ένατο αιώνα, µέχρι το 1920 το γενικό ενδιαφέρον για τη θεωρία γραφηµάτων, ως ιδι-

αίτερο αντικείµενο µελέτης, ήταν περιορισµένο. Πράγµατι, το πρώτο κείµενο µε ανα-

φορά στη θεωρία γραφηµάτων εµφανίσθηκε το 1736 από τον L. Euler στον οποίο θα

αναφερθούµε στις ενότητες του κεφαλαίου αυτού. 

Αναµφίβολα, ένας από τους λόγους για το πρόσφατο αυξηµένο ενδιαφέρον για τη

θεωρία γραφηµάτων είναι oι δυνατότητες εφαρµογής της σε πολλά γνωστικά πεδία,

όπως στην επιστήµη των υπολογιστών, στη χηµεία, στην επιχειρησιακή έρευνα, στη

γλωσσολογία και στα οικονοµικά.

Στο κεφάλαιο αυτό θα δοθεί η βασική ορολογία της θεωρίας γραφηµάτων και παρα-

δείγµατα από τη χρήση των γραφηµάτων για τη µοντελοποίηση και επίλυση διαφό-

ρων προβληµάτων. Το κεφάλαιο αυτό έχει ως στόχο να σας εξοικειώσει κατ΄αρχήν

µε µια ιδιαίτερα χρήσιµη κατασκευή, µε τους τρόπους χρήσης της σε διάφορα πλαί-

σια και µε διάφορες µεθόδους, καθώς επίσης και να σας δώσει τη δυνατότητα από-

δειξης υπολογιστικών και άλλων τυπικών ιδιοτήτων των γραφηµάτων, τη δυνατότη-

τα διατύπωσης γενικευµένων αλγορίθµων που εφαρµόζονται σε αυτά και απόδειξης

της ορθότητας των αλγορίθµων αυτών.

Η ενότητα 1 του κεφαλαίου αυτού αναφέρεται σε βασική ορολογία των γραφηµάτων

και καθορίζει ιδιότητες και τύπους γραφηµάτων. Στην ενότητα 2 καθορίζεται η έννοια

του κύκλου Euler σε γράφηµα και δίνονται οι ικανές και αναγκαίες συνθήκες για την

ύπαρξη τέτοιου κύκλου. Η ενότητα 3 καθορίζει την έννοια του κύκλου Hamilton σε

γράφηµα και δείχνει τη σχέση µεταξύ των προβληµάτων ύπαρξης κύκλων Euler και

Hamilton σε γράφηµα µέσω της παρουσίασης της έννοιας του γραφήµατος ακµών.

Η ίδια ενότητα, τέλος, παρουσιάζει το πρόβληµα του περιοδεύοντος πωλητή και τον

αλγόριθµο του πλησιέστερου γείτονα για την εύρεση προσεγγιστικής λύσης στο πρό-

βληµα αυτό. Στην ενότητα 4 παρουσιάζονται δύο βασικοί τρόποι παράστασης γρα-

φηµάτων για το χειρισµό και αξιοποίηση των γραφηµάτων από υπολογιστικές µεθό-

δους: Τα µητρώα σύνδεσης και τα µητρώα εφαπτόµενων ακµών. Εξετάζονται οι ιδιό-

τητες των αναπαραστάσεων και ελέγχεται για ποιες κατηγορίες γραφηµάτων οι ανα-

παραστάσεις αυτές είναι «πιστές». Η ενότητα 5 παρουσιάζει την έννοια της ισοµορ-

φίας γραφηµάτων και αποδεικνύει ότι η χρήση µητρώων σύνδεσης για την αναπα-
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ράσταση των γραφηµάτων βοηθά στον έλεγχο της ισοµορφίας γραφηµάτων. Η έννοια

όµως της ισοµορφίας γραφηµάτων είναι ιδιαίτερα χρήσιµη για τον έλεγχο του κατά

πόσο ένα γράφηµα µπορεί να αποτυπωθεί στο επίπεδο µε τρόπο τέτοιο που οι ακµές

του να µη διασταυρώνονται. Γραφήµατα µε αυτή την ιδιότητα καλούνται επίπεδα γρα-

φήµατα, και η τελευταία ενότητα του κεφαλαίου παρουσιάζει τις ικανές και αναγκαίες

συνθήκες για να είναι ένα γράφηµα επίπεδο.

¶ÚÔÛ‰ÔÎÒÌÂÓ· ·ÔÙÂÏ¤ÛÌ·Ù·

Η µελέτη του παρόντος κεφαλαίου θα σας:

• εξοικειώσει µε τις βασικές έννοιες των γραφηµάτων και µε βασικές ιδιότητές τους, 

• βοηθήσει να χειρίζεστε τα γραφήµατα ως µαθηµατικά κατασκευάσµατα,

• επιτρέψει να χρησιµοποιείτε γραφήµατα για τη µοντελοποίηση καταστάσεων του

πραγµατικού κόσµου και να εξετάζετε τη δυνατότητα επίλυσης συγκεκριµένων προ-

βληµάτων,

• βοηθήσει στην εφαρµογή βασικών αλγορίθµων επίλυσης προβληµάτων µε γραφήµατα,

• καταστήσει ικανούς/ες να εφαρµόζετε αποδεικτικές διαδικασίες, και κύρια αυτή

της µαθηµατικής επαγωγής, για την απόδειξη της ορθότητας αλγορίθµων,

• βοηθήσει να προσεγγίσετε την έννοια του προσεγγιστικού αλγόριθµου, µέσω της

παρουσίασης του προβλήµατος του περιοδεύοντος πωλητή.

ŒÓÓÔÈÂ˜ ÎÏÂÈ‰È¿

• γράφηµα, κορυφή (ή κόµβος)

• ακµή

• µονοπάτι

• κατευθυνόµενο γράφηµα

• γειτονικές κορυφές

• µεµονωµένη κορυφή

• απλό γράφηµα

• παράλληλες ακµές

• ανακύκλωση

• γράφηµα µε βάρη

• πλήρες γράφηµα

• διχοτοµίσιµο γράφηµα

• πλήρες διχοτοµίσιµο γράφηµα

• συνδεόµενο γράφηµα

• υπό – γράφηµα

• τµήµα γραφήµατος

• µονοπάτι, απλό µονοπάτι

• κύκλος

• απλός κύκλος

• κύκλος Euler
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• βαθµός κορυφής

• κύκλος Hamilton

• γράφηµα ακµών

• περιοδεύων πωλητής

• αλγόριθµος πλησιέστερου γείτονα

• αλγόριθµος Dijkstra

• προσεγγιστικός αλγόριθµος

• µητρώο σύνδεσης

• µητρώο εφαπτόµενων ακµών

• ισοµορφισµός γραφηµάτων

• ισόµορφα γραφήµατα

• αναλλοίωτη ιδιότητα

• επίπεδο γράφηµα

• αποτύπωση γραφήµατος

• όψη επιπέδου

• βαθµός όψεως

• τύπος Euler

• θεώρηµα Kuratowski

• οµοιοµορφικά γραφήµατα απλοποίη-

ση σειράς

∂ÈÛ·ÁˆÁÈÎ¤˜ ·Ú·ÙËÚ‹ÛÂÈ˜

Η θεωρία γραφηµάτων εισάγει έννοιες που είναι βασικές για την κατανόηση πολύ-

πλοκων δοµών δεδοµένων, την ανάλυση και την απόδειξη της ύπαρξης ιδιοτήτων

αυτών των δοµών και τη χρήση αυτών των ιδιοτήτων για την απόδειξη της ορθότη-

τας αλγορίθµων που εφαρµόζονται σε αυτές.



∂ÈÛ·ÁˆÁÈÎ¤˜ ·Ú·ÙËÚ‹ÛÂÈ˜

Η ορολογία που καθορίζεται στην παρούσα ενότητα είναι βασική για τον ορισµό και

την κατανόηση συνθετότερων εννοιών που εισάγονται σε παρακάτω ενότητες, καθώς

επίσης και για την κατανόηση και την ορθή εφαρµογή αλγορίθµων που διατυπώνονται.
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4.1 µ·ÛÈÎ‹ ÔÚÔÏÔÁ›·: ªÔÓÔ¿ÙÈ· Î·È Î‡ÎÏÔÈ

™ÎÔfi˜

Η ενότητα αυτή περιέχει τη βασική ορολογία της θεωρίας γραφηµάτων και παρα-

δείγµατα από τη χρήση των γραφηµάτων για τη µοντελοποίηση και επίλυση προβλη-

µάτων σε διάφορα πλαίσια. 

¶ÚÔÛ‰ÔÎÒÌÂÓ· ·ÔÙÂÏ¤ÛÌ·Ù·

Η µελέτη της παρούσας ενότητας θα σας:

• εξοικειώσει µε τις βασικές έννοιες των γραφηµάτων και µε βασικές ιδιότητές τους, 

• βοηθήσει να χειρίζεστε τα γραφήµατα ως µαθηµατικά κατασκευάσµατα, 

• βοηθήσει να αναγνωρίζετε και κατασκευάζετε γραφήµατα ειδικών κατηγοριών,

όπως τα διχοτοµίσιµα, τα πλήρη και τα συνδεόµενα.

ŒÓÓÔÈÂ˜ ÎÏÂÈ‰È¿

• γράφηµα

• κορυφή (ή κόµβος)

• ακµή

• µονοπάτι

• κατευθυνόµενο γράφηµα

• γειτονικές κορυφές

• µεµονωµένη κορυφή

• απλό γράφηµα

• παράλληλες ακµές

• ανακύκλωση

• γράφηµα µε βάρη

• πλήρες γράφηµα

• διχοτοµίσιµο γράφηµα

• πλήρες διχοτοµίσιµο γράφηµα

• συνδεόµενο γράφηµα

• υπό – γράφηµα

• τµήµα γραφήµατος

• µονοπάτι

• απλό µονοπάτι

• κύκλος

• απλός κύκλος
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4.1.1 ∂ÈÛ·ÁˆÁ‹

Ένα σύστηµα δρόµων σε ένα χάρτη µπορεί να µοντελοποιηθεί µε ένα γράφηµα. Στο

σχήµα 4.1 φαίνεται ένα τέτοιο γράφηµα. Οι τελείες του σχήµατος 4.1 αντιστοιχούν

σε κοµβικά σηµεία του χάρτη που το γράφηµα µοντελοποιεί και καλούνται κορυ-

φές. Οι γραµµές αντιστοιχούν σε τµήµατα των δρόµων µεταξύ των κοµβικών σηµεί-

ων και καλούνται ακµές. Κάθε κορυφή έχει µια ετικέτα που είναι ακριβώς το όνοµα

της πόλης στην οποία αντιστοιχεί.

Εάν ξεκινήσουµε από τη κορυφή Α, διασχίσουµε µια ακµή προς τη κορυφή Β και εν

συνεχεία κινηθούµε προς την κορυφή K µέσω της κορυφής Ζ, τη διαδροµή που δια-

νύσαµε την καλούµε ένα µονοπάτι από την A στη Κ.

Ορισµός 4.1: Ένα (µη κατευθυνόµενο) γράφηµα (non–directed graph) Γ είναι

µία δυάδα από σύνολα Ε και V και συµβολίζεται µε Γ = (Ε, V). Το

σύνολο V είναι το σύνολο κορυφών του γραφήµατος και Ε το σύνο-

λο των ακµών του γραφήµατος. Κάθε ακµή ε του γραφήµατος (ε �
Ε) συνδέει δύο κορυφές v1 και v2 του συνόλου V. Μία τέτοια ακµή

συµβολίζεται ε = (v1, v2) ή ε = (v2, v1).

Ορισµός 4.2: Ένα κατευθυνόµενο γράφηµα (directed graph) Γ αποτελείται από

δύο σύνολα, Ε και V και συµβολίζεται µε Γ = (Ε, V). Το σύνολο V

είναι το σύνολο κορυφών του γραφήµατος και Ε το σύνολο των

ακµών του γραφήµατος. Κάθε ακµή ε στο Ε σχετίζεται µε ένα διατε-

ταγµένο σύνολο κορυφών v1, v2. Μία τέτοια ακµή συµβολίζεται ε =

(v1, v2) και συµβολίζει µία ακµή από την κορυφή v1 στην κορυφή v2.

A E

B
Z

H

Θ
K

Γ

∆ I

™¯‹Ì· 4.1

Γράφηµα

Στην περίπτωση όπου τα τµήµατα των δρόµων έχουν συγκεκριµένη κατεύθυνση,

τότε ο παραπάνω ορισµός του γραφήµατος δεν παριστά το σύστηµα δρόµων µε ακρί-

βεια. Σε µια τέτοια περίπτωση οι ακµές του γραφήµατος πρέπει να χαρακτηρίζονται

και από την κατεύθυνσή τους. 
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Εκτός αν αναφέρεται το αντίθετο, σε ένα γράφηµα Γ = (V, E) τα σύνολα Ε και V θεω-

ρούνται πεπερασµένα και το σύνολο V διάφορο του κενού συνόλου. 

Παράδειγµα κατευθυνόµενου γραφήµατος φαίνεται στο σχήµα 4.2. Η κατεύθυνση

των ακµών φαίνεται στο σχήµα µε βέλος.

Ορισµός 4.3: Μία ακµή ε = (v1, v2) σε κατευθυνόµενο ή µη γράφηµα λέγεται ότι

εφάπτεται (incident on) των κορυφών v1 και v2. Οι κορυφές v1 και

v2 λέγονται γειτονικές ή διαδοχικές (adjacent).

Ορισµός 4.4: Εάν σε ένα µη κατευθυνόµενο γράφηµα Γ υπάρχουν περισσότερες

από µια ακµές που συνδέουν δύο κορυφές v1 και v2, τότε οι ακµές

αυτές καλούνται παράλληλες (parallel edges).

Ορισµός 4.5: Μία ακµή που εφάπτεται σε µια και µοναδική κορυφή, δηλαδή ε =

(v, v), καλείται ανακύκλωση (loop).

Ο ορισµός του γραφήµατος επιτρέπει την ύπαρξη διαφορετικών ακµών που συνδέ-

ουν το ίδιο ζεύγος κορυφών. 

v2

v1

v5

v4

v3

v6

™¯‹Ì· 4.2

Κατευθυνόµενο

γράφηµα

Οι ακµές ε1 και ε2 στο σχήµα 4.1 είναι παράλληλες.

Η ακµή ε3 στο σχήµα 4.3 είναι µία ανακύκλωση.

e3

e1 e2 e5

e4

v2

v3

v1

™¯‹Ì· 4.3

Μη απλό γράφηµα

µε παράλληλες

ακµές και 

ανακύκλωση



Μία κορυφή στην οποία δεν εφάπτεται καµία ακµή καλείται µεµονωµένη κορυφή

(isolated vertex).

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 4.1

Κατά την παραγωγή ενός προϊόντος, είναι αναγκαίο να δηµιουργηθούν τρύπες σε

συγκεκριµένα σηµεία µιας µεταλλικής πλάκας. Οι τρύπες αυτές δηµιουργούνται από

ροµποτικό βραχίονα που ελέγχεται από υπολογιστή. Για την αύξηση της παραγω-

γής, ο βραχίονας θα πρέπει να µετακινείται και να ολοκληρώνει την εργασία του στο

µικρότερο δυνατό χρόνο. 

Την υπάρχουσα κατάσταση τη µοντελοποιούµε µε ένα γράφηµα, του οποίου οι κορυ-

φές αντιστοιχούν στις θέσεις που πρέπει να γίνουν οι τρύπες:
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Ορισµός 4.6: Ένα γράφηµα Γ δίχως ανακυκλώσεις και παράλληλες ακµές καλεί-

ται απλό γράφηµα (simple graph).

(α) (β)

v1

v4

v2

v3

v5

6 8

6
9

12

53
2

4

4 ™¯‹Ì· 4.4

Παράδειγµα
γραφήµατος µε
βάρη

Κάθε ζεύγος κορυφών συνδέεται µε µία ακµή. Σε κάθε ακµή αντιστοιχούµε έναν

αριθµό που είναι ο χρόνος που απαιτεί ο βραχίονας για να µετακινηθεί από τη µια

θέση στην άλλη. Ένα γράφηµα καλείται γράφηµα µε βάρη, εάν κάθε ακµή του έχει

συσχετιστεί µε έναν αριθµό. Ο αριθµός αυτός καλείται βάρος της ακµής. Το γράφη-

µα µε βάρη λοιπόν που προκύπτει για τη µοντελοποίηση της συγκεκριµένης κατά-

στασης είναι αυτό του σχήµατος 4.4(β). Σε ένα γράφηµα µε βάρη, το µήκος µιας δια-

δροµής (ενός µονοπατιού) είναι ίσο µε το άθροισµα των βαρών των ακµών που σχη-

µατίζουν τη διαδροµή. Για παράδειγµα, το µήκος της διαδροµής που ξεκινάει από

την v1, επισκέπτεται τη v3 και σταµατάει στη v2 είναι 8. 

Στο εν λόγω πρόβληµα, το µήκος µιας διαδροµής από µια κορυφή vi σε µια κορυφή

vj παριστά το χρόνο που απαιτείται από το βραχίονα για να µετακινηθεί από τη θέση

vi, να δηµιουργήσει τρύπες σε όλες τις θέσεις που αντιστοιχούν σε κορυφές στη δια-
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δροµή και να σταµατήσει στην vj. Η διαδροµή που πρέπει να ακολουθήσει ο βρα-

χίονας είναι αυτή που επισκέπτεται κάθε κορυφή του γραφήµατος και έχει το µικρό-

τερο δυνατό µήκος. Ας υποθέσουµε ότι ο βραχίονας θα πρέπει να ξεκινάει από την

τρύπα v1 και να σταµατάει στη τρύπα v1. Μπορείτε να βρείτε τη διαδροµή από την

v1 στην v5 µε το µικρότερο µήκος, αν βρείτε όλες τις διαδροµές και επιλέξετε αυτή

µε το µικρότερο µήκος. 

Η µέθοδος αυτή για την εύρεση του µονοπατιού (διαδροµής) µε το µικρότερο µήκος

είναι υπολογιστικά δαπανηρή. Το παραπάνω πρόβληµα αναφέρεται και ως πρόβλη-

µα του περιοδεύοντος πωλητή και θα συζητηθεί σε παρακάτω ενότητα.

4.1.2 ∂È‰ÈÎ¤˜ Î·ÙËÁÔÚ›Â˜ ÁÚ·ÊËÌ¿ÙˆÓ

Ορισµός 4.7: Ένα γράφηµα Γ καλείται πλήρες µε ν κορυφές (complete with ν

vertices) και συµβολίζεται Κν, εάν είναι απλό µε ν κορυφές και για

κάθε ζευγάρι διαφορετικών κορυφών v1, v2 �  V υπάρχει µία ακµή

στο Ε µε e = (v1, v2).

Ορισµός 4.8: Ένα γράφηµα Γ = (V, E) καλείται διχοτοµίσιµο (bipartite graph),

εάν το σύνολο των κορυφών του µπορεί να διαµεριστεί σε δύο

σύνολα V1 και V2 τέτοια ώστε κάθε ακµή e στο Ε να εφάπτεται σε

µία κορυφή του V1 και σε µια του V2.

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 4.2

Στο σχήµα 4.5 φαίνονται τα πλήρη γραφήµατα 3 και 5 κορυφών, Κ3, K5 αντίστοιχα.

K3 K5

™¯‹Ì· 4.5

Παραδείγµατα
πλήρων 

γραφηµάτων ν
κορυφών: Κ3, K5

Σηµειώστε ότι ο παραπάνω ορισµός δεν απαιτεί ότι για κάθε ζεύγος κορυφών (v1,

v2), v1 του V1 και v2 του V2 να υπάρχει µια ακµή e στο Ε ώστε e = (v1, v2).



¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 4.3

(α) Παράδειγµα διχοτοµίσιµου γραφήµατος µε V1 = (v1, v2, v3) και V2 = (v4, v5) είναι

αυτό του σχήµατος 4.6(α). Σηµειώστε ότι η ακµή (v1, v5) δεν υπάρχει.

9 94 . 1  µ ∞ ™ π ∫ ∏  √ ƒ √ § √ ° π ∞ :  ª √ ¡ √ ¶ ∞∆ π ∞  ∫ ∞ π  ∫ À ∫ § √ π

Ορισµός 4.9: Πλήρες και διχοτοµίσιµο γράφηµα µε ν και µ κορυφές (complete

and bipartite with ν and µ vertices), συµβολίζεται ως Κν, µ, είναι

ένα διχοτοµίσιµο γράφηµα, το σύνολο κορυφών του οποίου διαµε-

ρίζεται σε δύο σύνολα κορυφών: V1 µε ν κορυφές και V2 µε µ κορυ-

φές, τέτοια ώστε για κάθε ζεύγος κορυφών (v1, v2), µε v1 �  V1 και

v2 �  V2, υπάρχει µία ακµή που εφάπτεται σε αυτές.

v1

v2

v3

v1

v2

v3

v4

v5

v4

v5

(α) (β)

™¯‹Ì· 4.6

Παραδείγµατα
διχοτοµίσιµων
γραφηµάτων

(β) Να δειχθεί αν το γράφηµα του σχήµατος 4.6(β) είναι διχοτοµίσιµο ή όχι.

Για να βρείτε διαµέριση του συνόλου των κορυφών ενός γραφήµατος, ώστε να δεί-

ξετε ότι αυτό είναι διχοτοµίσιµο ή για να δείξετε ότι ένα γράφηµα δεν είναι διχοτο-

µίσιµο, µπορείτε, ξεκινώντας από µια κορυφή, να θεωρήσετε ότι αυτή ανήκει σε ένα

από τα δύο σύνολα της διαµέρισης, να υποθέσετε ότι οι γειτονικές της βρίσκονται

στο άλλο σύνολο κοκ. Αν τελικά φτάσετε σε άτοπο (δηλ. στο συµπέρασµα ότι µια

κορυφή ανήκει και στα δύο σύνολα), το γράφηµα δεν είναι διχοτοµίσιµο. Στην αντί-

θετη περίπτωση, θα έχετε βρει µια διαµέριση του συνόλου των κορυφών του. 

Κατ΄ αυτόν τον τρόπο, στο παραπάνω γράφηµα, µπορούµε να θεωρήσουµε ότι η v1

ανήκει στο V1, και εποµένως η v4 ανήκει στο V2. Κατά συνέπεια, οι v2 και v5 θα πρέ-

πει να ανήκουν στο V1 και τέλος η v3 ανήκει στο V2. Συνεπώς, το γράφηµα είναι διχο-

τοµίσιµο.

Προσέξτε ότι σε ένα διχοτοµίσιµο γράφηµα δεν απαιτείται να υπάρχει µια ακµή για

κάθε ζεύγος κορυφών (v1, v2), µε v1 στο V1 και v2 στο V2. Η απαίτηση αυτή µας οδη-

γεί στην έννοια του πλήρους και διχοτοµίσιµου γραφήµατος.
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¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 4.4

Παράδειγµα πλήρους και διχοτοµίσιµου γραφήµατος Κ2, 4 µε δύο και τέσσερις κορυ-

φές φαίνεται στο σχήµα 4.7:

v1

v2

v3

v4

v5

v6

™¯‹Ì· 4.7

Παράδειγµα
πλήρους και

διχοτοµίσιµου
γραφήµατος 2

και 4 κορυφών

v1

v2

v2

v3

v4
v12

v11

v13
v10v5

v1

v6 v7

v8

v9

v5

v3

v4

Γ1 Γ2

™¯‹Ì· 4.8

Γραφήµατα

ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 4.1 

Να βρεθεί ο γενικός τύπος για τον αριθµό των ακµών του Κν.

ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 4.2 

Να βρεθεί ο γενικός τύπος για τον αριθµό των ακµών του Κν, µ.

ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 4.3 

Να καθοριστεί ποια από τα γραφήµατα του σχήµατος 4.8 είναι διχοτοµίσιµα. Σε περί-

πτωση που είναι διχοτοµίσιµα, να ορίσετε τη διαµέριση του συνόλου των κορυφών.

ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 4.4 

Έστω το γράφηµα του σχήµατος 4.9 που παριστά ένα οδικό δίκτυο. Να δειχθεί ότι,

ακόµη και αν παραληφθούν κάποιες ακµές, τα κοµβικά σηµεία που παριστά το γρά-
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™¯‹Ì· 4.9

Οδικό δίκτυο

φηµα θα επικοινωνούν µεταξύ τους. Να καθοριστεί ο µέγιστος αριθµός των δρό-

µων που µπορεί να παραληφθεί.

Υπόδειξη

Ακµές που συµµετέχουν στο σχηµατισµό κύκλων µπορούν να παραληφθούν (αιτιο-

λογήστε). 

v2 v3

v4
v12

v11

v10 v13v5

v8v1

v6 v7 v9

™¯‹Ì· 4.10

Γράφηµα

v1

e1

e2 e3

e4

e6e5

e7

e8

v2

v3

v4

v7

v6

v5

Ορισµός 4.10 Μονοπάτι (path): Ρ µήκους ν από µία κορυφή v0 σε µια κορυφή

vn σε γράφηµα Γ = (V, E), v0, vn �  V, καλείται µία ακολουθία από

ν + 1 κορυφές και ν ακµές, όπου οι ακµές εναλλάσσονται των κορυ-

φών, ξεκινώντας από την κορυφή v0 και καταλήγοντας στην κορυ-

φή vn. ∆ηλαδή, Ρ = (v0, e1, v1, e2, v2, …, en, vn), όπου κάθε ακµή ei

εφάπτεται των κορυφών vi–1, vi, µε 1 £  i £  n.

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 4.5

Το µονοπάτι (v1, e1, v2, e2, v3, e3, v4, e4, v2) στο Σχήµα 4.10 είναι ένα µονοπάτι µήκους

4 από την κορυφή v1 στην κορυφή v2.
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¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 4.6

To γράφηµα του σχήµατος 4.10 είναι συνδεόµενο, ενώ τo γράφηµα του σχήµατος 4.11

είναι µη – συνδεόµενο, διότι δεν υπάρχει µονοπάτι από την κορυφή v2 στη κορυφή v5.

Ορισµός 4.11: Ένα γράφηµα Γ = (V, E) καλείται συνδεόµενο (connected graph),

εάν για κάθε ζευγάρι κορυφών v1, v2 στο V υπάρχει ένα µονοπάτι

από τη v1 στη v2.

Ορισµός 4.12: Έστω Γ = (V, E) ένα γράφηµα. Το γράφηµα Γ¢ = (V¢, E¢) καλείται

υπό–γράφηµα (sub–graph) του Γ, εάν 

• V¢ÕV, 

• E¢ÕE και

• για κάθε e �  Ε¢, η e εφάπτεται σε δύο κορυφές που ανήκουν στο V¢.

™¯‹Ì· 4.11

Μη συνδεόµενο
γράφηµα

v2

v1 v3

v4

v6

v5

™¯‹Ì· 4.12

Υπογραφήµατα
του γραφήµατος

του σχήµατος
4.11.

v2

v1 v3

v4 v6

v5

v6

v5

Γ1 Γ2 Γ3 Γ4

Όπως φαίνεται και από το σχήµα 4.11, κάθε µη συνδεόµενο γράφηµα αποτελείται

από «ασύνδετα τµήµατα», το καθένα από τα οποία αποτελεί µέρος του όλου γρα-

φήµατος. Για το χαρακτηρισµό των τµηµάτων αυτών παρακάτω εισάγω την έννοια

του υπογραφήµατος.

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 4.7

Τα γραφήµατα που απεικονίζονται στο σχήµα 4.12 είναι υπογραφήµατα του γραφή-

µατος στο σχήµα 4.11.



¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 4.8

Έστω το γράφηµα του σχήµατος 4.11. Το τµήµα του γραφήµατος που περιέχει τη v3

είναι το υπογράφηµα Γ1 = (V1, E1) του σχήµατος 4.12 µε V1 = {v1, v2, v3} και E1 =

{e1, e2, e3}. To τµήµα του Γ που περιέχει τη v4 είναι το υπογράφηµα Γ2 = (V2, E2) του

σχήµατος 4.12 µε V2 = {v4}, E2 = {}.

Η έννοια του µονοπατιού, όπως αυτή παρουσιάζεται στον ορισµό 4.9, είναι ιδιαίτε-

ρα γενική και δεν θέτει περιορισµούς στην εµφάνιση των κορυφών ή/και των ακµών

που συµµετέχουν στο σχηµατισµό του. Παρακάτω αναφέρονται ειδικές κατηγορίες

µονοπατιών που θα µας βοηθήσουν αργότερα στην εισαγωγή συνθετότερων εννοιών
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Ορισµός 4.13: Έστω Γ = (V, E) ένα γράφηµα, και v µία κορυφή του Γ. Το υπο

γράφηµα του Γ που αποτελείται από όλες τις ακµές και κορυφές

που ανήκουν σε οποιοδήποτε µονοπάτι που ξεκινάει από την v

καλείται τµήµα του γραφήµατος (part of the graph) Γ που

περιέχει τη v.

Ορισµός 4.14 Απλό µονοπάτι (simple path) σε γράφηµα Γ καλείται µονοπάτι

δίχως επαναλαµβανόµενες κορυφές.

Ορισµός 4.15 Κύκλος (cycle) σε γράφηµα Γ είναι µονοπάτι δίχως επαναλαµβα-

νόµενες ακµές, όπου η αρχική και η τελική κορυφές συµπίπτουν.

Ορισµός 4.16 Απλός κύκλος (simple cycle) σε γράφηµα Γ είναι κύκλος δίχως

επαναλαµβανόµενες κορυφές (εκτός βέβαια της αρχικής και τελι-

κής κορυφής).

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 4.9

Το µονοπάτι (v1, e1, v2, e2, v3, e3, v4, e4, v2) του γραφήµατος του σχήµατος 4.10 δεν

είναι απλό, εφόσον σε αυτό επαναλαµβάνεται η κορυφή v2. Αντίθετα, το µονοπάτι

(v1, e1, v2, e2, v3, e3, v4) είναι απλό.

Επίσης, το µονοπάτι (v1, e1, v2, e2, v3, e3, v4, e4, v2, e1, v1) δεν είναι κύκλος στο ίδιο

γράφηµα, εφόσον η ακµή e1 επαναλαµβάνεται σε αυτό. Αντίθετα το (v2, e2, v3, e3, v4,

e4, v2) είναι κύκλος και µάλιστα απλός.

Αντίθετα, ο κύκλος (v2, e2, v3, e3, v4, e4, v2, e5, v5, e7, v6, e7, v2) δεν είναι απλός κύκλος. 
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ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 4.5

Εάν ένα γράφηµα Γ περιέχει έναν κύκλο από την κορυφή v στη v, τότε το γράφη-

µα αυτό περιέχει έναν απλό κύκλο από την v στη v.

Υπόδειξη

Ένας κύκλος µπορεί να περιέχει µια κορυφή περισσότερες από µια φορά. Περιο-

ρίστε τον κύκλο µεταξύ δύο επαναλήψεων της ίδιας κορυφής, έως ότου προκύψει

απλός κύκλος.

ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 4.6

(α)Έστω συνδεόµενο γράφηµα Γ = (V, E). Να δειχθεί ότι, αν e ακµή του Γ που περιέ-

χεται σε κύκλο, τότε η διαγραφή της e δεν καθιστά το γράφηµα µη συνδεόµενο.

(β)Να δοθεί γράφηµα που η αφαίρεση µιας ακµής δεν καθιστά το γράφηµα µη συν-

δεόµενο.

¢Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙ· 4.1

Έστω γράφηµα Γ = (V, E). Επί του συνόλου V των κορυφών του Γ ορίζουµε τη

σχέση Σ τέτοια ώστε vΣw, αν υπάρχει τουλάχιστον ένα µονοπάτι από τη v στη w.

Να δειχθεί ότι η Σ είναι σχέση ισοδυναµίας και να χαρακτηρίσετε τις κλάσεις ισο-

δυναµίας που προκύπτουν µε βάση τη Σ. 

Υπόδειξη

∆είξτε ότι η Σ πληροί τις συνθήκες του ορισµού σχέσης ισοδυναµίας.

Οι κλάσεις ισοδυναµίας είναι τα σύνολα κορυφών των τµηµάτων του γραφήµατος.

¢Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙ· 4.2

Να δειχθεί ότι ο µέγιστος αριθµός ακµών σε ένα απλό, µη συνδεόµενο γράφηµα

µε ν κορυφές είναι (ν–1)(ν–2)/2.

Υπόδειξη

Ένα µη συνδεόµενο γράφηµα, για να έχει το µέγιστο αριθµό ακµών, δεν µπορεί να

έχει περισσότερα των δύο τµηµάτων. Αν κ ο αριθµός ακµών του ενός τµήµατος και
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¢Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙ· 4.3

Η ακολουθία Fibonacci, όπως έχει αναφερθεί και στο παράδειγµα 3.5 ορίζεται ως

εξής:

f1 = 1

f2 = 2 

fn = fn–1 + f n–2, n ≥  3. 

Να δειχθεί ότι ο αριθµός των µονοπατιών από τη v1 στη v1 µήκους ν στο γράφηµα

του σχήµατος 4.13 είναι ίσος µε τον ν–οστό αριθµό Fibonacci fν.

Υπόδειξη

∆είξτε ότι για ν = 1, 2 ο αριθµός των µονοπατιών από τη v1 στη v1 µήκους ν είναι

ίσος µε 1 και 2 αντίστοιχα. Κατόπιν δείξτε επαγωγικά ότι για ν ≥  3 ο ζητούµενος

αριθµός ακολουθεί τον αναδροµικό τύπο fν = fν–1 + f ν–2 (για τη συµπλήρωση του

µονοπατιού υπολείπεται είτε η ανακύκλωση – µήκους 1 – ή το µονοπάτι (v1, v2, v1)

– µήκους 2) .

µ ο αριθµός του άλλου, τότε ο αριθµός των ακµών που απουσιάζουν είναι τουλά-

χιστον (κµ). Για την ελαχιστοποίηση του αριθµού αυτού σε µη συνδεόµενο γρά-

φηµα θα πρέπει µ = 1. 

™¯‹Ì· 4.13

Γράφηµαv1

v2

™‡ÓÔ„Ë ÂÓfiÙËÙ·˜

Στην παρούσα ενότητα ορίζονται βασικές έννοιες της θεωρίας γραφηµάτων: Ορίζε-

ται η έννοια του (κατευθυνόµενου και µη κατευθυνόµενου) γραφήµατος και η έννοια

του µονοπατιού σε γράφηµα. Ως ειδικεύσεις της έννοιας του γραφήµατος ορίζονται

οι έννοιες του απλού γραφήµατος, του γραφήµατος µε βάρη, του πλήρους γραφήµα-

τος, του διχοτοµίσιµου γραφήµατος, του πλήρους και διχοτοµίσιµου γραφήµατος και

του συνδεόµενου γραφήµατος. Ως ειδικεύσεις της έννοιας του µονοπατιού ορίζονται

οι έννοιες του απλού µονοπατιού, του κύκλου και του απλού κύκλου. 
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4.2 ∫‡ÎÏÔÈ Euler

™ÎÔfi˜

Στην παρούσα ενότητα καθορίζεται η έννοια του κύκλου Euler σε γράφηµα και δίνο-

νται οι ικανές και αναγκαίες συνθήκες για την ύπαρξη τέτοιου κύκλου.

¶ÚÔÛ‰ÔÎÒÌÂÓ· AÔÙÂÏ¤ÛÌ·Ù·

Η µελέτη της παρούσας ενότητας θα σας βοηθήσει να:

• εξοικειωθείτε µε τις βασικές έννοιες που αναφέρθηκαν στην παραπάνω ενότητα,

• δείτε πώς έννοιες, όπως «κύκλος», «συνδεόµενο γράφηµα» και «βαθµός κορυφής»,

µπορούν να χρησιµοποιηθούν για την εισαγωγή ικανών και αναγκαίων συνθηκών

για την ύπαρξη κύκλων ειδικής κατηγορίας (δηλαδή, κύκλων Euler) σε γράφηµα,

• χρησιµοποιείτε την έννοια «κύκλος Euler» και να εξετάζετε την ύπαρξή τέτοιων

κύκλων σε γραφήµατα.

ŒÓÓÔÈÂ˜ ÎÏÂÈ‰È¿

• κύκλος Euler

• βαθµός κορυφής

∂ÈÛ·ÁˆÁÈÎ¤˜ ·Ú·ÙËÚ‹ÛÂÈ˜

Στην ενότητα αυτή γίνεται η πρώτη σηµαντική απόδειξη που αφορά στις ικανές και

αναγκαίες συνθήκες για την ύπαρξη κύκλων Euler σε γράφηµα. Αν και η απόδειξη

φαίνεται δύσκολη, η εξοικείωση µε τις βασικές έννοιες της πρώτης ενότητας του

παρόντος κεφαλαίου θα σας επιτρέψει να την κατακτήσετε ευκολότερα.

Στο σχήµα 4.14(α) απεικονίζονται οι γέφυρες του ποταµού Pregel στο Konigsberg

(σηµερινό Kaliningrand στη Ρωσία). Τα δύο νησιά του ποταµού συνδέονται τόσο

µεταξύ τους, όσο και µε τις όχθες του ποταµού µε γέφυρες. Το πρόβληµα είναι να ξεκι-

νήσει κάποιος από µια συγκεκριµένη τοποθεσία Α, Β, Γ, ∆, να διασχίσει την κάθε

γέφυρα ακριβώς µια φορά και να φτάσει στη θέση που ξεκίνησε. Στο σχήµα 4.14(β)

φαίνεται το γράφηµα που µοντελοποιεί την κατάσταση του σχήµατος 4.14(α). Το πρό-

βληµα, λοιπόν, µε όρους θεωρίας γραφηµάτων είναι να βρεθεί ένας κύκλος στο γρά-



φηµα του σχήµατος 4.14(β) που να περιέχει όλες τις κορυφές του γραφήµατος και

όλες τις ακµές αυτού, την καθεµία ακριβώς µια φορά. 
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™¯‹Ì· 4.14

Οι γέφυρες του
ποταµού Pregel
στο Konigsberg
και η αποτύπωσή
τους σε γράφηµα.

Παρατηρήστε ότι δεν απαιτείται ο κύκλος να είναι απλός. Εποµένως, σε αυτόν µπο-

ρεί να υπάρχει µια κορυφή η οποία επαναλαµβάνεται. Όµως, εφόσον πρόκειται για

κύκλο, δεν πρέπει να επαναλαµβάνονται ακµές. Θα πρέπει όµως να περιέχονται όλες

οι ακµές του γραφήµατος στον εν λόγω κύκλο. Τέλος, εφόσον στο ζητούµενο κύκλο

θα περιέχονται όλες οι ακµές του γραφήµατος, θα πρέπει να παρατηρήσουµε ότι, για

να περιέχονται και όλες οι κορυφές αυτού, ο γράφος θα πρέπει να είναι συνδεόµε-

νος. Τέτοιος κύκλος σε γράφηµα καλείται κύκλος Euler. Παρακάτω δίνεται ο ορι-

σµός του.

Μπορείτε να αποφανθείτε αν υπάρχει τέτοιος κύκλος στο γράφηµα του σχήµατος

4.14(β);

Ορισµός 4.17 Κύκλος του Euler (Euler cycle): είναι κύκλος σε γράφηµα Γ που

περιέχει κάθε κορυφή του γραφήµατος, και κάθε ακµή αυτού ακρι-

βώς µία φορά.

Για γράφηµα Γ = ({v}, ∆) υποθέτουµε ότι υπάρχει κύκλος Euler µηδενικού µήκους.

Στην περίπτωση αυτή ο κύκλος C είναι ο (v).

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 4.9

Το γράφηµα του σχήµατος 4.15 έχει κύκλο Euler. Ένας τέτοιος κύκλος είναι ο εξής:

Κ = (A, e1, B, e3, Γ, e7, ∆, e6, Β, e2, Α, e9, Γ, e4, B, e5, ∆, e8, Α)
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Το γράφηµα αυτό έρχεται σε αντιπαράθεση µε το γράφηµα του σχήµατος 4.14, για

το οποίο δεν υπάρχει κύκλος Euler. 

Η λύση στην ύπαρξη κύκλων Euler σε ένα γράφηµα µπορεί να δοθεί µε όµορφο

τρόπο, εάν χρησιµοποιήσουµε την έννοια του βαθµού κορυφής.

™¯‹Ì· 4.15

Γράφηµα µε
κύκλο Euler

A

∆

Γ

B

e1

e3

e8

e7

e6

e5

e2

e4

e9

Ορισµός 4.18 Βαθµός (degree) κορυφής v ενός γραφήµατος Γ = (V, Ε) καλείται

ο αριθµός των ακµών του γραφήµατος που εφάπτονται στην v. Θεω-

ρούµε ότι µια ανακύκλωση µετράει «2» στο βαθµό της κορυφής

στην οποία εφάπτεται. Ο βαθµός της v συµβολίζεται δ(v).

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 4.10

Για το γράφηµα του σχήµατος 4.14 ισχύει ότι

δ(Α) = 3, δ(Β) = 5, δ(Γ) = 3, δ(∆) = 3

Για το γράφηµα του σχήµατος 4.15 ισχύει ότι

δ(Α) = 4, δ(Β) = 6, δ(Γ) = 4, δ(∆) = 4

Τελικά, όπως ίσως και εσείς θα έχετε διαπιστώσει, για το γράφηµα του σχήµατος

4.14 δεν υπάρχει κύκλος Euler, διότι υπάρχει (τουλάχιστον) µια κορυφή µε βαθµό

ίσο µε περιττό αριθµό. Η αιτιολόγηση είναι απλή και είναι ως εξής: Αν v κορυφή του

γραφήµατος, τότε για κάθε ακµή που χρησιµοποιείται για να φτάσουµε στη v κατά

την κατασκευή του ζητούµενου κύκλου απαιτείται και µια άλλη ακµή για να φύγου-

µε από τη v. Συνεπώς, απαιτείται να υπάρχει άρτιο το πλήθος ακµών που εφάπτεται

στη v. Όµως, στο γράφηµα του σχήµατος 4.14 υπάρχει τουλάχιστον µια κορυφή µε

περιττό βαθµό. 

Το παρακάτω θεώρηµα διατυπώνει την παραπάνω διαπίστωση ως αναγκαία και ικανή

συνθήκη για την ύπαρξη κύκλου Euler σε γράφηµα.



Θεώρηµα 4.1

Γράφηµα Γ έχει κύκλο του Euler εάν και µόνο εάν το γράφηµα είναι συνδεόµενο και

κάθε κορυφή του έχει άρτιο βαθµό.

Απόδειξη

(Æ) Έστω γράφηµα Γ µε κύκλο Euler. Αφού το γράφηµα Γ έχει κύκλο Euler, τότε

κάθε κορυφή v του γραφήµατος θα εµφανίζεται στον κύκλο αυτό. Επιπλέον, εφόσον

κάθε ακµή του γραφήµατος που εφάπτεται στη v, όπως και κάθε άλλη ακµή, περιέ-

χεται στον κύκλο Euler ακριβώς µια φορά, η v θα έχει άρτιο βαθµό, διότι για κάθε

ακµή προς τη κορυφή θα πρέπει να υπάρχει και µία ακµή από την κορυφή, δηλαδή

οι ακµές που εφάπτονται στη v θα πρέπει να υπάρχουν σε ζεύγη. 

Το γράφηµα είναι συνδεόµενο, διότι για κάθε ζευγάρι κορυφών v1, v2 του γραφήµα-

τος, εάν περιορίσουµε τον κύκλο του Εuler στη διαδροµή µεταξύ των v1 και v2, αυτό

αποτελεί ένα µονοπάτι από την v1 στην v2. Εποµένως, για κάθε ζεύγος κορυφών του

γραφήµατος υπάρχει µονοπάτι που τις συνδέει.

(¨)Το αντίστροφο αποδεικνύεται µε επαγωγή ως προς τον αριθµό των ακµών ν του

γραφήµατος. 

Βασικό βήµα: Εάν ν = 0, τότε το γράφηµα αποτελείται από µια κορυφή. Όπως έχω

ήδη δεχτεί, ο κύκλος του Euler για αυτό το γράφηµα αποτελείται από αυτή και µόνο

την κορυφή.

Επαγωγικό βήµα: Έστω ότι για γράφηµα µε κ ακµές, όπου κ < ν, ισχύει ότι, αν το

γράφηµα είναι συνδεόµενο και κάθε κορυφή του έχει άρτιο βαθµό, τότε υπάρχει ένας

κύκλος του Euler σε αυτό.

Θα δείξουµε ότι αυτό ισχύει για ν ακµές. Είναι εύκολο να δούµε ότι για γραφήµατα

των δύο και τριών κορυφών το θεώρηµα ισχύει. (Θεωρήστε την απόδειξη της παρα-

πάνω πρότασης ως δραστηριότητα). Εποµένως, µπορούµε να υποθέσουµε ότι το γρά-

φηµα Γ έχει τουλάχιστον τρεις κορυφές. Έστω v1, v2, v3 οι κορυφές αυτές και έστω

e1 = (v1, v2), e2 = (v2, v3) ακµές που τις συνδέουν (φυσικά µπορούν να υπάρχουν και

άλλες ακµές στο γράφηµα εκτός από αυτές), όπως φαίνεται στο σχήµα 4.16(α). Ας

υποθέσουµε ότι αντικαθιστούµε τις ακµές e1 και e2 στο γράφηµα µε την ακµή e =

(v1, v3), όπως το σχήµα 4.16(β) δείχνει. Εύκολα µπορείτε να δείτε ότι όλες οι ακµές

του νέου γραφήµατος Γ¢ έχουν άρτιο βαθµό. Το Γ¢ έχει ν–1 ακµές. Θα δείξουµε ότι

το Γ¢ αποτελείται είτε από ένα ή από δύο το πολύ τµήµατα.
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Έστω µία κορυφή v του Γ¢ (και του Γ). Θα δείξουµε ότι αυτή ανήκει είτε στο τµήµα

της κορυφής v2 στον Γ¢ είτε στο τµήµα των κορυφών v1, v3 του Γ¢. 

Πράγµατι, εάν στο συνδεόµενο γράφηµα Γ υπάρχει µονοπάτι από την κορυφή v στην

κορυφή v1, το οποίο φτάνει στη v1 µέσω µονοπατιού που δεν περιέχει την ακµή e1 =

(v1, v2) τότε το µονοπάτι αυτό υφίσταται στον Γ¢ και µάλιστα επεκτείνεται µέσω της

ακµής e προς την κορυφή v3. Σε αυτή την περίπτωση, η v ανήκει στο τµήµα του γρα-

φήµατος στο οποίο ανήκουν οι v1 και v3. Στην αντίθετη περίπτωση, όπου το µονο-

πάτι στον Γ από την v στην v1 περνάει αναγκαστικά στην κορυφή v1 µέσω της ακµής

e1 = (v1, v2) τότε το µονοπάτι αυτό δεν υφίσταται στον Γ¢, και µάλιστα σταµατάει

στην κορυφή v2. Σε αυτή την περίπτωση, η v ανήκει στο τµήµα του γραφήµατος στο

οποίο ανήκει η v2. 

Άρα το γράφηµα Γ΄ αποτελείται το πολύ από δύο τµήµατα.

Στην περίπτωση όπου το Γ¢ αποτελείται από ένα τµήµα, τότε είναι συνδεόµενο και

κάθε ακµή αυτού έχει άρτιο βαθµό. Εφόσον το πλήθος των ακµών του Γ¢ είναι ν–1,

από την υπόθεση του επαγωγικού βήµατος, το γράφηµα Γ¢ περιέχει κύκλο Εuler.

Στον κύκλο αυτό αντικαθιστούµε την ακµή e µε τις ακµές e1 και e2, οπότε προκύπτει

ένας κύκλος Euler για το αρχικό γράφηµα Γ.

Στην περίπτωση όπου το Γ¢ αποτελείται από δύο τµήµατα, το καθένα από τα τµή-

µατα αποτελεί ένα συνδεόµενο γράφηµα, του οποίου οι κορυφές έχουν άρτιο βαθµό.

Με δεδοµένο ότι κάθε τµήµα έχει αριθµό ακµών µικρότερου του ν, έπεται από την

υπόθεση του επαγωγικού βήµατος ότι το κάθε τµήµα έχει κύκλο Euler. Έστω ότι οι

κύκλοι αυτοί είναι οι Κ¢ και Κ¢¢. Χωρίς βλάβη της γενικότητας θεωρούµε ότι ο Κ¢
είναι κύκλος από την κορυφή v1, στη v1. Τότε ένας κύκλος Euler στον Γ µπορεί να

κατασκευαστεί, εάν στον κύκλο Κ¢ αντικαταστήσουµε την ακµή e = (v1, v3) µε την

e1 = (v1, v2), και τοποθετήσουµε στη συνέχεια τον κύκλο Κ¢¢ από τη v2 στη v2, ακο-

λουθούµενο από την ακµή e1 = (v2, v3). Άρα το συνδεόµενο γράφηµα Γ µε ν ακµές

έχει κύκλο Euler. Το επαγωγικό βήµα, και συνεπώς το αντίστροφο του θεωρήµατος

αποδείχθηκε.

™¯‹Ì· 4.16

Υπογράφηµα του
αρχικού γραφή-
µατος (α) και ο

µετασχηµατι-
σµός του (β)

v2

v1
v3

v2

v1

v3

(α) (β)

Γ Γ'
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ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 4.7

Εάν Γ είναι ένα γράφηµα µε µ ακµές και ν κορυφές, τότε ισχύει η εξής σχέση:

∆ηλαδή, το άθροισµα των βαθµών των κορυφών ενός γραφήµατος είναι άρτιος

αριθµός.

d v ni
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ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 4.8

Σε ένα γράφηµα το πλήθος των κορυφών µε περιττό βαθµό είναι άρτιο.

ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 4.9

Γράφηµα έχει µονοπάτι µε µη επαναλαµβανόµενες ακµές από µία κορυφή v σε µία

κορυφή w (v π  w), στο οποίο περιέχονται όλες οι ακµές και όλες οι κορυφές του

γραφήµατος, εάν και µόνο εάν το γράφηµα είναι συνδεόµενο και οι κορυφές v και

w είναι οι µοναδικές κορυφές µε περιττό βαθµό.

Υπόδειξη

Χρησιµοποιείστε το θεώρηµα 4.1

ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 4.10

(α) Πότε το πλήρες γράφηµα ν κορυφών Kν περιέχει κύκλο Euler;

(β) Πότε το πλήρες και διχοτοµίσιµο γράφηµα ν και µ κορυφών Κν, µ περιέχει κύκλο

Euler;

(γ) Για ποιες τιµές των µ και ν το γράφηµα του σχήµατος 4.17 περιέχει κύκλο Euler;

™¯‹Ì· 4.17

Γράφηµα

µ

v
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™‡ÓÔ„Ë ÂÓfiÙËÙ·˜

Στην παρούσα ενότητα παρουσιάζεται η έννοια του κύκλου του Euler. Χρησιµοποι-

είται δε η έννοια του βαθµού της κορυφής για να οριστούν οι ικανές και αναγκαίες

συνθήκες ύπαρξης κύκλου Euler σε γράφηµα. 



4.3 ∫˘ÎÏÔÈ Hamilton, Î·È ÙÔ Úfi‚ÏËÌ· ÙÔ˘ ÂÚÈÔ‰Â‡ÔÓÙÔ˜ ˆÏËÙ‹

™ÎÔfi˜

Η παρούσα ενότητα καθορίζει την έννοια του κύκλου Hamilton σε γράφηµα και δεί-

χνει τη σχέση µεταξύ των προβληµάτων ύπαρξης κύκλων Euler και Hamilton σε γρά-

φηµα µέσω της παρουσίασης του γραφήµατος ακµών. Στην ίδια ενότητα παρουσιά-

ζεται το πρόβληµα του περιοδεύοντος πωλητή και ο αλγόριθµος του πλησιέστερου

γείτονα για την εύρεση προσεγγιστικής λύσης στο πρόβληµα αυτό. 

¶ÚÔÛ‰ÔÎÒÌÂÓ· ·ÔÙÂÏ¤ÛÌ·Ù·

Η µελέτη της ενότητας αυτής πρόκειται να σας:

• εισαγάγει στο πρόβληµα του περιοδεύοντος πωλητή και στη σχέση του µε το πρό-

βληµα ύπαρξης κύκλου Hamilton σε γράφηµα, 

• βοηθήσει να προσεγγίσετε την έννοια του προσεγγιστικού αλγόριθµου, µέσω της

παρουσίασης του προβλήµατος του περιοδεύοντος πωλητή

ŒÓÓÔÈÂ˜ ÎÏÂÈ‰È¿

• κύκλος Hamilton

• περιοδεύων πωλητής

• αλγόριθµος πλησιέστερου γείτονα

∂ÈÛ·ÁˆÁÈÎ¤˜ ·Ú·ÙËÚ‹ÛÂÈ˜

Το πρόβληµα ύπαρξης κύκλου Hamilton σε γράφηµα ίσως από µόνο του να µην είναι

ιδιαίτερα σηµαντικό. Σίγουρα όµως η σχέση του µε το πρόβληµα του περιοδεύοντος

πωλητή και η σύνδεση µε το πρόβληµα ύπαρξης κύκλου Euler σε γράφηµα οδηγούν

σε ενδιαφέροντα αποτελέσµατα.

4.3.1 ∫‡ÎÏÔÈ Hamilton

Το πρόβληµα του δωδεκάεδρου όπως το παρουσίασε ο Sir William Rowan Hamilton

στα µέσα του 17ου αιώνα έχει ως εξής:∆εδοµένου ενός δωδεκάεδρου (σχήµα

4.18(α)), εάν φανταστούµε ότι η κάθε κορυφή αυτού αντιστοιχεί σε µια πόλη και
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κάθε ακµή του σε ένα δρόµο, να βρεθεί µια κυκλική διαδροµή που να αρχίζει από

οποιαδήποτε πόλη, να επισκέπτεται την κάθε πόλη ακριβώς µία φορά και να επι-

στρέφει στην αρχική.Στο σχήµα 4.18(β) απεικονίζεται το γράφηµα που αντιστοιχεί

στο δωδεκάεδρο. Μπορούµε να λύσουµε το πρόβληµα του Hamilton, αν βρούµε έναν

κύκλο στο γράφηµα του σχήµατος 4.18(β) που να περιέχει κάθε κορυφή αυτού ακρι-

βώς µια φορά (µε εξαίρεση βέβαια την αρχική και την τελική που συµπίπτουν). 

Στο σχήµα 4.18(γ) φαίνεται ένα µονοπάτι που δίνει τη λύση στο πρόβληµα.

Ορισµός 4.19: Προς τιµή του Hamilton, κύκλος σε γράφηµα Γ καλείται κύκλος

του Hamilton (Hamilton cycle), εάν περιέχει κάθε κορυφή του

γραφήµατος ακριβώς µια φορά (µε εξαίρεση βέβαια την αρχική

και την τελική που συµπίπτουν).

Παρατηρήστε ότι κύκλος Hamilton ενός γραφήµατος δεν περιέχει όλες τις ακµές του

γραφήµατος αυτού. Σύµφωνα και µε τον ορισµό του κύκλου, κάθε ακµή που περιέ-

χεται στον κύκλο Hamilton θα πρέπει να περιέχεται σε αυτόν ακριβώς µια φορά. 

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 4.11

Ο κύκλος K = (v1, v2, v6, v4, v5, v7, v3, v1) στο γράφηµα του σχήµατος 4.19 είναι ένας

κύκλος του Hamilton.

Παρατηρήστε ότι το γράφηµα του σχήµατος 4.19 δεν περιέχει κύκλο Euler, αφού

υπάρχει (τουλάχιστον µια) κορυφή µε περιττό βαθµό.
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Το δωδεκάεδρο
(α), το αντίστοι-
χο γράφηµα (β)

και κύκλος
Hamilton (γ) 



Παρατηρήστε τη διαφορά µεταξύ ενός κύκλου Euler και ενός κύκλου Hamilton. Ο

µεν πρώτος περιέχει την κάθε κορυφή και την κάθε ακµή του γραφήµατος ακριβώς

µία φορά, ενώ ο δεύτερος περιέχει την κάθε κορυφή του γραφήµατος ακριβώς µια

φορά. 

∆υστυχώς δεν είναι γνωστές οι ικανές και αναγκαίες συνθήκες ύπαρξης κύκλου

Hamilton σε ένα γράφηµα. Θα πρέπει όµως να παρατηρήσουµε ότι, εάν ένα γράφη-

µα περιέχει κύκλο του Hamilton, τότε στον κύκλο αυτό, που αποτελεί υπό – γρά-

φηµα του αρχικού γραφήµατος, κάθε κορυφή του αρχικού γραφήµατος έχει βαθµό 2.

Με βάση αυτή την παρατήρηση, µπορούµε να ακολουθήσουµε την ακόλουθη µέθο-

δο εύρεσης κύκλου του Hamilton σε ένα γράφηµα µε ν κορυφές: 

Αφαιρούµε τις ακµές που εφάπτονται στις κορυφές µε βαθµό µεγαλύτερο του 2.

Αυτό γίνεται έως ότου (α) όλες οι κορυφές έχουν βαθµό 2 και σχηµατιστεί κύκλος

του Hamilton µε ν ακµές είτε (β) δειχτεί ότι σε κάθε περίπτωση θα υπάρχει τουλά-

χιστον µια κορυφή µε βαθµό µικρότερο του 2, δίχως φυσικά τη δυνατότητα δηµι-

ουργίας κύκλου Hamilton.

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 4.12

Για παράδειγµα, το γράφηµα του σχήµατος 4.20 δεν περιέχει κύκλο Hamilton, διότι

µπορούµε να αφαιρέσουµε ακµές µόνο από τις κορυφές v2 και v4, οι οποίες έχουν

βαθµό µεγαλύτερο του 2. Όµως, αφαιρώντας ακµές από τις κορυφές αυτές, ελαττώ-

νουµε το βαθµό των κορυφών µε βαθµό 2. 

Επίσης, µπορούµε να παρατηρήσουµε ότι για τη δηµιουργία κύκλου Hamilton στο

γράφηµα αυτό απαιτούνται 5 ακµές. Η αφαίρεση όµως των «µη αναγκαίων» ακµών

από το γράφηµα έχει ως αποτέλεσµα να µείνουν σε αυτό 4 ακµές. Εποµένως, για το

γράφηµα αυτό δεν µπορεί να υπάρχει κύκλος Hamilton.
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Γράφηµα δίχως
κύκλο Euler
αλλά µε κύκλο
Hamilton.
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Αντίθετα, το γράφηµα του σχήµατος 4.21 έχει κύκλο Hamilton, αφού µπορούµε να

αφαιρέσουµε ακµές από αυτόν έως ότου προκύψει υπό – γράφηµα του αρχικού γρα-

φήµατος, όπου όλες οι κορυφές έχουν βαθµό 2. Τέτοιες ακµές για παράδειγµα µπο-

ρεί να είναι οι (v1, v5), (v5, v2), (v3, v4). Κατ΄αυτό τον τρόπο στο υπό – γράφηµα παρα-

µένουν 5 ακµές, όσες δηλαδή απαιτούνται για τη δηµιουργία κύκλου Hamilton σε

γράφηµα 5 κορυφών.

v1

v3

v5
v2v4™¯‹Ì· 4.20

Γράφηµα δίχως
κύκλο Hamilton.

v1

v4 v3

v5

v2

™¯‹Ì· 4.21

Γράφηµα µε
κύκλο Hamilton.

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 4.13

Υπερ–κύβος ν–κύβος (Hypercube)Ένας ν–κύβος αναπαρίσταται µε γράφηµα 2ν κορυ-

φών, που αριθµούνται από 0 έως (2ν–1), όπου ν ≥  1. Εάν θεωρήσουµε ότι οι κορυ-

φές αριθµούνται µε το δυαδικό σύστηµα αρίθµησης, τότε µία ακµή συνδέει δύο

κορυφές, εάν οι δυαδικοί αριθµοί µε τους οποίους αριθµούνται διαφέρουν σε ένα

δυαδικό ψηφίο. Για παράδειγµα, ο 1–κύβος φαίνεται στο σχήµα 4.22(α) και ο

2–κύβος στο σχήµα 4.22(β). 

Για την κατασκευή ενός ν–κύβου, ν > 1, µπορείτε να ακολουθήσετε την εξής µέθοδο:

1. Κατασκευάστε δύο (ν–1) – κύβους.

2. Ενώστε µε ακµές τις κορυφές µε την ίδια αρίθµηση.

3. Στην αρίθµηση των κορυφών του ενός (ν–1) – κύβου προσθέστε το ψηφίο 0 στην

αρχή κάθε δυαδικού αριθµού.

4. Στην αρίθµηση των κορυφών του άλλου (ν–1) – κύβου προσθέστε το ψηφίο 1

στην αρχή κάθε δυαδικού αριθµού.



Το γράφηµα που έχει προκύψει είναι ένας ν–κύβος.
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1 – κύβος (α) και
2 – κύβος (β)

™¯‹Ì· 4.23

Γράφηµα

Τίθεται το εξής ερώτηµα: Υπάρχει κύκλος του Hamilton σε ένα ν–κύβο; Αρχικά θα

πρέπει να παρατηρήσουµε ότι για να υπάρχει κύκλος σε ένα ν–κύβο θα πρέπει ν ≥  2
αφού ο 1–κύβος έχει µόνο µία ακµή και εποµένως δεν περιέχει κύκλους. Εποµένως,

ένας ν–κύβος περιέχει κύκλο Hamilton, εάν και µόνο εάν ν ≥  2 και υπάρχει µία ακο-

λουθία σ1, σ2, σ3, …, σ2ν, όπου κάθε σi είναι ένας δυαδικός αριθµός µε ν δυαδικά

ψηφία, και ικανοποιούνται τα εξής:

• κάθε δυαδικός αριθµός ν δυαδικών ψηφίων εµφανίζεται µόνο µία φορά στην ακο-

λουθία

• δύο διαδοχικοί δυαδικοί αριθµοί διαφέρουν σε ένα δυαδικό ψηφίο.

• ο σ2ν και ο σ1 διαφέρουν σε ένα δυαδικό ψηφίο.

Μία τέτοια ακολουθία, όπως αναφέρθηκε και στην άσκηση αυτοαξιολόγησης 1.17

καλείται κώδικας Gray. Οταν ν ≥  2, τότε η ακολουθία σ1, σ2, σ3, …, σ2ν, σ1 αντιστοιχεί

σε έναν κύκλο Hamilton του ν–κύβου. Για να δείξουµε ότι κάθε ν–κύβος έχει έναν

κύκλο του Hamilton, θα πρέπει να δείξουµε ότι για κάθε ν, άρα και για ν ≥  2, µπο-

ρούµε να κατασκευάσουµε έναν κώδικα Gray. Αυτό έχει ήδη δειχθεί στην άσκηση

αυτοαξιολόγησης 1.17 Εποµένως, κάθε ν–κύβος έχει έναν κύκλο Ηamilton, για ν≥≥2.

¢Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙ· 4.4

Να δείξετε αν το γράφηµα του σχήµατος 4.23 έχει κύκλο Hamilton. Να αιτιολο-

γήσετε τον ισχυρισµό σας.

Υπόδειξη: Προσπαθήστε να εξαλείψετε ακµές από κορυφές µε βαθµό µεγαλύτε-

ρο του 2.
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4.3.2 ¶Úfi‚ÏËÌ· ÙÔ˘ ÂÚÈÔ‰Â‡ÔÓÙÔ˜ ˆÏËÙ‹

Το πρόβληµα του περιοδεύοντος πωλητή σχετίζεται µε την εύρεση κύκλου

Hamilton σε γράφηµα µε βάρη. Θεωρήστε ότι το γράφηµα του σχήµατος 4.18(β)

αποτυπώνει ένα χάρτη δρόµων µεταξύ πόλεων. Ο πωλητής ξεκινάει από την πόλη

α, θέλει να επισκεφθεί κάθε πόλη του χάρτη µε τον οικονοµικότερο τρόπο και να επι-

στρέψει στην πόλη α. Όπως είναι προφανές, το καλύτερο που θα µπορούσε να επι-

τύχει ο πωλητής είναι να επισκεφθεί την κάθε πόλη ακριβώς µια φορά, επιλέγοντας

στο γράφηµα που παριστά το χάρτη το µονοπάτι µε το µικρότερο µήκος που περιέ-

χει κάθε κορυφή του γραφήµατος. Συνεπώς, ο πωλητής ζητά το µικρότερο κύκλο

Hamilton στο υπάρχον γράφηµα.

Γενικά, το πρόβληµα του περιοδεύοντος πωλητή µπορεί να διατυπωθεί ως εξής:

∆οθέντος ενός γραφήµατος µε βάρη Γ, να βρεθεί κύκλος του Hamilton στο Γ που να

είναι ελαχίστου µήκους (ο µικρότερος κύκλος Hamilton). Κυκλικό µονοπάτι σε γρά-

φηµα Γ = (V, E) καλείται κάθε µονοπάτι (v1, …, vn) µε v1 = vn. 

Φυσικά, µπορεί να υπάρχει κυκλικό µονοπάτι στο Γ που περιέχει όλες τις κορυφές

του γραφήµατος µε µήκος µικρότερο του µικρότερου κύκλου Hamilton. Αργότερα

θα δείξουµε ότι τα δύο αυτά προβλήµατα (εύρεσης µικρότερου κύκλου Hamilton και

εύρεσης µικρότερου κυκλικού µονοπατιού που περιέχει όλες τις κορυφές του γρα-

φήµατος) συµπίπτουν για ειδική κατηγορία γραφηµάτων.

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 4.14

Ο κύκλος Κ = (v1, v2, v3, v4, v1) στο γράφηµα του σχήµατος 4.24 είναι ο µικρότερος

κύκλος Ηamilton για τον εν λόγω γράφηµα.

™¯‹Ì· 4.24

Γράφηµα µε
βάρη: Να βρεθεί

ο µικρότερος
κύκλος

Hamilton.

v1

v4 v3

v22

3

32
11 11



Θεώρηµα 4.2

Εάν το Γ είναι Ευκλείδειο γράφηµα και K κυκλικό µονοπάτι στο Γ µε το µικρότερο

δυνατό µήκος το οποίο περιέχει την κάθε κορυφή του γραφήµατος, τότε υπάρχει

κύκλος του Hamilton στο Γ µε µήκος ίσο µε αυτό του Κ.

Απόδειξη

Η ιδέα είναι απλή. Εάν το K έχει µία κορυφή u περισσότερες από µια φορές, τότε

για να προκύψει κύκλος Hamilton θα πρέπει να αφαιρέσουµε από το Κ τις επανα-

λήψεις της κορυφής αυτής. 

Μπορούµε, χωρίς βλάβη της γενικότητας, να υποθέσουµε ότι η u είναι η πρώτη κορυ-

φή στην κυκλική διαδροµή Κ. Εποµένως, η διαδροµή K θα έχει την εξής µορφή Κ =

(u, v1, v2, …, vk, u, v¢1, v¢2, …, u). Αφού το γράφηµα είναι Ευκλείδειο, θα υπάρχει

ακµή (vk, v¢1) σε αυτό (ώστε να εξαλείψουµε την ―όποια― ενδιάµεση εµφάνιση της

u) και ισχύει ότι u(vk, u) + u(u, v¢1) ≥  u(vk, v¢1). Εποµένως, το κυκλικό µονοπάτι Κ¢ =

(u, v1, v2, …, vk, v¢1, v¢2, …, u), που προκύπτει από το K µε την αντικατάσταση των

(vk, u) και (u, v¢1) από την ακµή (vk, v¢1), έχει µήκος ίσο ή µικρότερο της Κ. Από την

υπόθεση όµως, το µονοπάτι K έχει το µικρότερο δυνατό µήκος. Συνεπώς, το µήκος

της Κ¢ θα πρέπει να είναι αναγκαστικά ίσο µε το µήκος της Κ. Επαναλαµβάνοντας

τη διαδικασία αυτή για κάθε επαναλαµβανόµενη κορυφή στο Κ¢, τελικά καταλήγουµε

σε έναν κύκλο του Hamilton για τον Γ.

Σύµφωνα µε την παραπάνω πρόταση, το πρόβληµα του περιοδεύοντος πωλητή και το

πρόβληµα εύρεσης της µικρότερης κυκλικής διαδροµής σε ένα πλήρες γράφηµα µε

βάρη είναι το αυτό πρόβληµα, εάν το γράφηµα είναι Ευκλείδειο. Στη γενική περί-

πτωση δεν είναι το ίδιο πρόβληµα.

Όπως προαναφέρθηκε, για την επίλυση του προβλήµατος του περιοδεύοντος πωλη-

τή σε ένα οποιαδήποτε γράφηµα, θα πρέπει να εφαρµοστεί ένας αλγόριθµος που απα-
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Ορισµός 4.20: Έστω Γ = (Ε, V) απλό γράφηµα για το οποίο ισχύει η εξής συνθήκη:

Για κάθε τριάδα διαφορετικών κορυφών v1, v2, v3 του γραφήµατος ισχύει ότι:

w(v1, v2) + w(v2, v3) ≥  w(v1, v3). 

Όπου w(vi, vj) το βάρος της ακµής (vi, vj). 

Το γράφηµα Γ καλείται Ευκλείδειο γράφηµα (Euclidian graph). Παρατηρήστε

ότι ένα Ευκλείδειο γράφηµα πρέπει να είναι πλήρες.
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ριθµεί τις δυνατές λύσεις και µεταξύ αυτών επιλέγει τη βέλτιστη. 

Για την επίλυση του παραπάνω προβλήµατος µε αποδοτικότερο τρόπο, το καλύτε-

ρο που µπορούµε να κάνουµε είναι να εφαρµόσουµε ένα προσεγγιστικό αλγόριθµο.

∆ηλαδή, έναν αλγόριθµο που θα θυσιάζει την καλύτερη δυνατή λύση µε µια καλή

λύση για χάρη της αποδοτικότητας. 

Ένας τέτοιος αλγόριθµος είναι ο αλγόριθµος του πλησιέστερου γείτονα (nearest

neighbor), που κατασκευάζει έναν κύκλο Hamilton σε γράφηµα, «ταξιδεύοντας»

κάθε φορά στην πλησιέστερη γειτονική κορυφή της τρέχουσας κορυφής στην οποία

ευρίσκεται, εφόσον σε αυτή δεν έχει γίνει ακόµη επίσκεψη.

Αλγόριθµος 4.1.: Αλγόριθµος του πλησιέστερου γείτονα.

Είσοδος: Γράφηµα Γ = (V, Ε), w συνάρτηση βάρους (σε κάθε ακµή προσδίδει ένα

θετικό πραγµατικό αριθµό που είναι το βάρος της ακµής), αρχική κορυφή v.

Έξοδος: Προσέγγιση του µικρότερου κύκλου Hamilton.

Procedure nearest–neighbor (°=(V, E), w, v)

Begin

1. For (x ÛÙÔ V) do L(x):=0

/*L(x) είναι ο αριθµός εµφάνισης της κορυφής x στο µονοπάτι που αποτελεί την προ-

σέγγιση. L(x) = 0 σηµαίνει ότι στη x δεν έχει γίνει ακόµη επίσκεψη.*/

1. L(v):=1

2. last_visited:=v

3. While (˘¿Ú¯ÂÈ ÎÔÚ˘Ê‹ x ÌÂ L(x)=0) do

a. Begin

b. °È· ÙÈ˜ ÎÔÚ˘Ê¤˜ ÌÂ L(y)=0, Â¤ÏÂÍÂ ÙËÓ ÎÔÚ˘Ê‹ ÌÂ ÙÔ ÌÈÎÚfiÙÂÚÔ

w(last_visited, y).

c. last_visited:=y

d. L(y):=L(last_visited)+1

e. End

4. For i=1 to L(last_visited) do Ù‡ˆÛÂ ÙËÓ ÎÔÚ˘Ê‹ x ÌÂ L(x)=i.

End nearest–neighbor



Μια εναλλακτική διατύπωση του αλγορίθµου του πλησιέστερου γείτονα είναι η

παρακάτω:

Αλγόριθµος 4.2.: Αλγόριθµος του πλησιέστερου γείτονα.

1. Άρχισε µε την κορυφή v. Ρ1: = (v).

2. Επανάλαβε το βήµα 3 έως ότου η προσέγγιση του πλησιέστερου γείτονα έχει προ-

κύψει.

3. ∆εδοµένου ενός µονοπατιού Ρκ = (v, v1, v2, …, vκ), εξέτασε το γράφηµα για τυχόν

κορυφές στις οποίες δεν έχει γίνει ακόµα επίσκεψη. 

Εάν δεν υπάρχουν, τότε το µονοπάτι (v, v1, v2, …, vκ, v) είναι η προσέγγιση του

πλησιέστερου γείτονα. 

Εάν υπάρχουν, επέλεξε την πλησιέστερη κορυφή vκ+1 στη vκ και θέσε Ρκ+1: =

(v, v1, v2, …, vκ, vκ+1).

Σηµειώστε ότι η προσέγγιση µπορεί να εξαρτάται από την αρχική κορυφή v. 

Η προσέγγιση µπορεί τελικά να είναι ο µικρότερος κύκλος του Hamilton, αλλά αυτό

δεν συµβαίνει κατ΄ ανάγκη. 

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 4.15 

Θα δείξω την εφαρµογή του αλγορίθµου του πλησιέστερου γείτονα στο γράφηµα

του σχήµατος 4.25.
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v2

v3v4
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1 1
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3
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™¯‹Ì· 4.2

Γράφηµα µε
βάρη: Προσεγγί-
στε το µικρότερο
κύκλο Hamilton.

Ως αρχική κορυφή δίνεται η κορυφή v.

Κατά το πρώτο βήµα του αλγορίθµου, 

P1 = (v). Οι πλησιέστερες κορυφές στη v είναι οι v1 και v2 µε απόσταση από τη v ίση

µε 1. Επιλέγουµε µια από τις δύο, έστω τη v2.

P2 = (v, v2). H πλησιέστερη κορυφή στη v2 στην οποία δεν έχει γίνει ακόµη επίσκε-
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ψη είναι η v1. Εδώ ακριβώς φαίνεται και ο τρόπος που λειτουργεί ο προσεγγιστικός

αλγόριθµος: Ενώ σε εµάς φαίνεται ξεκάθαρα ότι ο µικρότερος κύκλος Hamilton στο

εν λόγω γράφηµα είναι ο (v, v2, v3, v4, v1, v) µε συνολικό µήκος ίσο µε 23, ο αλγό-

ριθµος δεν έχει µια συνολική άποψη της κατάστασης ώστε να κρίνει ποιο είναι το

καλύτερο δυνατό βήµα, αλλά κρίνει µε βάση την τρέχουσα κατάστασή του (δηλαδή

ανάλογα µε την κορυφή στην οποία βρίσκεται). Κατ’ αυτό τον τρόπο επιλέγει ως

επόµενη κορυφή τη v1, η οποία θα οδηγήσει τελικά σε µια µη βέλτιστη λύση. 

P3 = (v, v2, v1). Η επόµενη κορυφή που επιλέγεται είναι η v4 και η µεθεπόµενη η v3.

Το µονοπάτι διαµορφώνεται ως εξής:

P3 = (v, v2, v1, v4, v3). Στο σηµείο αυτό ο αλγόριθµος έχει επισκεφθεί όλες τις κορυφές

του γραφήµατος και «αναγκάζεται» να χρησιµοποιήσει µια ακµή πολύ µεγάλου κόστους

για να επιστρέψει στη v. Τελικά το µονοπάτι που κατασκευάζεται ως προσέγγιση του

πλησιέστερου γείτονα είναι το P3 = (v, v2, v1, v4, v3, v) µε µήκος ίσο µε 115!

Παρατηρήστε επίσης ότι η προσέγγιση που προκύπτει εξαρτάται από την αρχική

κορυφή. Τρέξτε τον αλγόριθµο µε αρχική κορυφή τη v3 και συγκρίνετε το αποτέλε-

σµα µε το µικρότερο κύκλο Hamilton στο εν λόγω γράφηµα. 

¢Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙ· 4.5

Εφαρµόστε τον αλγόριθµο του πλησιέστερου γείτονα στο γράφηµα του σχήµατος

4.25, ξεκινώντας από την κορυφή v1. ∆είξτε τη σειρά εκτέλεσης των βηµάτων και

τον ακριβή τρόπο εκτέλεσής τους.

Υπόδειξη: (v1, v, v2, v3, v4, v1).

™‡ÓÔ„Ë ÂÓfiÙËÙ·˜

Στην ενότητα αυτή ορίζεται η έννοια του κύκλου Hamilton. Παρουσιάζεται µεθοδο-

λογία ανίχνευσης ύπαρξης κύκλων Hamilton σε γραφήµατα και συγκρίνεται το πρό-

βληµα ύπαρξης κύκλων Hamilton µε το πρόβληµα ύπαρξης κύκλων Euler. Τέλος,

παρουσιάζεται το πρόβληµα του περιοδεύοντος πωλητή και επιχειρείται σύνδεση του

προβλήµατος αυτού µε το πρόβληµα της εύρεσης του µικρότερου κύκλου Hamilton

σε γράφηµα µε βάρη. Παρουσιάζεται ο αλγόριθµος του πλησιέστερου γείτονα που

προσεγγίζει το µικρότερο κύκλο Hamilton.



4.4 ∂‡ÚÂÛË Ì‹ÎÔ˘˜ ÙÔ˘ ÌÈÎÚfiÙÂÚÔ˘ ÌÔÓÔ·ÙÈÔ‡ ÌÂÙ·Í˘ ÎÔÚ˘ÊˆÓ ÛÂ
ÁÚ¿ÊËÌ· ÌÂ ‚¿ÚË

™ÎÔfi˜

Στόχος αυτής της ενότητας είναι η παρουσίαση ενός ακριβούς αλγορίθµου για την

εύρεση του µήκους του µικρότερου µονοπατιού που συνδέει δύο κορυφές σε ένα γρά-

φηµα. Η ενότητα όχι µόνο παρουσιάζει τον αλγόριθµο, αλλά αποδεικνύει και την

ορθότητά του. 

¶ÚÔÛ‰ÔÎÒÌÂÓ· ·ÔÙÂÏ¤ÛÌ·Ù·

Η µελέτη της παρούσας ενότητας θα :

• Σας βοηθήσει να αποκτήσετε την εµπειρία ενός από τους πλέον βασικούς αλγο-

ρίθµους σε γραφήµατα,

• Σας εισαγάγει στη χρήση αποδεικτικών διαδικασιών, και κυρίως της µαθηµατικής

επαγωγής, για την απόδειξη της ορθότητας αλγορίθµων.

ŒÓÓÔÈÂ˜ ÎÏÂÈ‰È¿

• µικρότερο µήκος µονοπατιού µεταξύ κορυφών

• αλγόριθµος Dijkstra

∂ÈÛ·ÁˆÁÈÎ¤˜ ·Ú·ÙËÚ‹ÛÂÈ˜

Σε γραφήµατα µε βάρη, συχνά ζητείται να βρεθεί το µονοπάτι µε το µικρότερο µήκος

που ενώνει δύο κορυφές. Η παρούσα ενότητα αποτελεί µάλλον ένα εκτεταµένο παρά-

δειγµα ενός διάσηµου αλγόριθµου, που µπορεί να επιλύσει το πρόβληµα της εύρεσης

του µήκους του µικρότερου µονοπατιού µεταξύ δεδοµένων κορυφών ενός γραφήµα-

τος, και αποδεικνύει την ορθότητά του.

Ως γνωστό, το µήκος ενός µονοπατιού σε ένα γράφηµα µε βάρη είναι ίσο µε το

άθροισµα των βαρών των ακµών που αποτελούν το µονοπάτι.

Η ενότητα αυτή παρουσιάζει τον αλγόριθµο του Dijkstra που λύνει το πρόβληµα

εύρεσης του µήκους του µικρότερου µονοπατιού µεταξύ δύο κορυφών σε γράφηµα

µε βάρη. 
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Στη συνέχεια θεωρώ ότι τα γραφήµατα στα οποία αναφέροµαι είναι συνδεόµενα γρά-

φηµατα µε βάρη. Θεωρώ επίσης ότι τα βάρη είναι θετικοί αριθµοί και ότι θέλουµε

να βρούµε το µικρότερο µονοπάτι από µια αρχική κορυφή που συµβολίζεται α σε

µια τελική κορυφή που συµβολίζεται z.

Ο αλγόριθµος του Dijkstra λύνει το πρόβληµα εύρεσης του µήκους του µικρότερου

µονοπατιού µεταξύ δύο κορυφών α και z ενός συνδεόµενου γραφήµατος Γ µε βάρη,

µε την αποτίµηση κάποιων ετικετών για τις κορυφές του Γ. Έστω L(v) η ετικέτα της

κορυφής v του Γ. Η τιµή της ετικέτας είναι το µήκος του µικρότερου µονοπατιού από

την αρχική κορυφή α στην κορυφή v, που είναι γνωστό από τον αλγόριθµο τη συγκε-

κριµένη χρονική στιγµή. Κατά τη διάρκεια του αλγορίθµου οι ετικέτες κάποιων κορυ-

φών αλλάζουν (εφόσον ο αλγόριθµος βρίσκει µονοπάτια που έχουν µήκος µικρότε-

ρο του υποτιθέµενου µέχρι εκείνη τη στιγµή µικρότερου µήκους), ενώ κάποιες από

τις κορυφές αποκτούν µόνιµες ετικέτες (εφόσον είναι βέβαιο ότι δεν υπάρχει µονο-

πάτι µε µήκος µικρότερο από το γνωστό). Το σύνολο των προσωρινών ετικετών θα

το συµβολίσουµε µε Τ[1]. Στο τέλος του αλγόριθµου, η ετικέτα L(v) κάθε κορυφής

είναι ίση µε το µήκος του µικρότερου µονοπατιού από την α στην v.

Ο αλγόριθµος έχει ως εξής:

Αλγόριθµος 4.3.: Αλγόριθµος Dijkstra.

Είσοδος –Ενα συνδεόµενο γράφηµα µε θετικά βάρη.

Οι κορυφές α και z.

Εξοδος – L(z) το µήκος του µικρότερου µονοπατιού από την α στη z.

1. procedure dijkstra(a, z)

2. L(a) :=0

3. for all vertices x in V, do

4. L(x) :=�

5. T:= set of vertices

6. while z�T do

7. begin

8. Â¤ÏÂÍÂ ÎÔÚ˘Ê‹ v�T ÌÂ ÙÔ ÌÈÎÚfiÙÂÚÔ L(v)

9. T:=T–{v}

10. for Î¿ıÂ ÎÔÚ˘Ê‹ x�T ÁÂÈÙÔÓÈÎ‹ ÙË˜ v do

[1]Παρατηρήστε ότι Τ=V – Σ, όπου V το σύνολο κορυφών του γραφήµατος και Σ το σύνολο των κορυ-

φών µε µόνιµες ετικέτες. 



11. L(x):=min{L(x), L(v)+w(v, x)}

12. end

13.end dijkstra.

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 4.16 

Η εφαρµογή του αλγορίθµου Dijkstra στο γράφηµα του παρακάτω σχήµατος 4.26,

µε αρχική κορυφή την α και τελική τη z, φαίνεται στο σχήµα 4.27.
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™¯‹Ì· 4.26

Γράφηµα µε
βάρη: Να βρεθεί
το µήκος του
µικρότερου
µονοπατιού από
την α στη z.

™¯‹Ì· 4.27

Βήµατα εφαρµογής
του αλγόριθµου
Dijkstra στο γράφηµα
του σχήµατος 4.26.

Κατά την πρώτη εκτέλεση των εντολών 7 – 11 επιλέγεται η αρχική κορυφή α, όπως φαί-

νεται στο σχήµα 4.27(Α). Η ετικέτα της α γίνεται µόνιµη (η α αφαιρείται από το σύνο-

λο τ στην εντολή 9 – αυτό φαίνεται µε το σκούρο τετράγωνο του σχήµατος 4.27(Β)) και

ενηµερώνονται οι ετικέτες των γειτονικών κορυφών της που ανήκουν στο Τ, δηλαδή

των v1 και v3, σύµφωνα µε τον τύπο της εντολής 11. Κατόπιν επιλέγεται η κορυφή µε τη

µικρότερη ετικέτα, δηλαδή η v3, και µε παρόµοιο τρόπο, όπως και προηγουµένως, ενη-

µερώνεται η ετικέτα της γειτονικής της κορυφής που ανήκει στο Τ, δηλαδή της v4. Η v3

αφαιρείται από το T και επιλέγεται η κορυφή v1 – όπως φαίνεται και στο σχήµα 4.27(Γ).

Κατά την ενηµέρωση των γειτονικών κορυφών της v1, που είναι οι v2 και v4, αξίζει να

παρατηρήσουµε ότι αλλάζει µόνο η ετικέτα της v2 σύµφωνα µε τον τύπο της εντολής

11. Για την κορυφή v4 ισχύει ότι L(v4) = min(L(v4), L(v1) + w(v1, v4)) = min(7, 13) = 7.
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Εποµένως η ετικέτα της v4 δεν αλλάζει, εφόσον το µονοπάτι µέσω της v1 είναι µακρύ-

τερο από ότι το µονοπάτι που έδωσε την ετικέτα «7» στην κορυφή αυτή (ο αλγόριθ-

µος δεν «θυµάται» µονοπάτια, µόνο το µήκος του µικρότερου γνωστού µονοπατιού).

Στο σχήµα 4.27(∆) η κορυφή στο σύνολο T µε το µικρότερο L είναι η v2. H επιλογή

της οδηγεί τον αλγόριθµο στην αφαίρεσή της από το T και την ενηµέρωση των γει-

τονικών της κορυφών, δηλαδή των v4 και z. Και εδώ αξίζει να παρατηρήσουµε πως

αλλάζει η ετικέτα της v4

L(v4) = min(L(v4), L(v2) + w(v2, v4)) = min(7, 6) = 6

ακριβώς επειδή το µονοπάτι από την α προς την v4 µέσω της v2 έχει µικρότερο µήκος

από οποιοδήποτε άλλο µονοπάτι από την α στη v4. Με παρόµοιο τρόπο υπολογίζε-

ται ότι L(z) = 6.

Στην τελευταία εκτέλεση της ανακύκλωσης 7 – 11 επιλέγεται η v4 ή η z µε L ίσο µε

6. Η επιλογή της z τερµατίζει τον αλγόριθµο µε L(z) = 6, που είναι το µήκος του

µικρότερου µονοπατιού από την α στη z.

Θεώρηµα 4.3

Ο αλγόριθµος του Dijkstra βρίσκει πάντοτε το µήκος του µικρότερου µονοπατιού

που συνδέει τις κορυφές α και z.

Απόδειξη

Η απόδειξη γίνεται επαγωγικά ως προς τον αριθµό εκτέλεσης της γραµµής 8 του

αλγόριθµου. ∆ηλαδή, αποδεικνύουµε ότι την ν–οστή φορά που ο αλγόριθµος περ-

νάει από τη γραµµή 8 και επιλέγει κορυφή v η τιµή της ετικέτας L(v) είναι το µήκος

του µικρότερου µονοπατιού από το α στο v. Εποµένως, όταν επιλεγεί η κορυφή z, το

L(z) θα είναι το µήκος του µικρότερου µονοπατιού από το α στη z.

Βασικό βήµα (ν = 1). Την πρώτη φορά όπου ο αλγόριθµος φθάνει στη γραµµή 8,

λόγω των εντολών 2, 3, 4, L(α) = 0, ενώ οι ετικέτες L των υπόλοιπων κορυφών είναι

�. Άρα, σωστά επιλέγεται η α, εφόσον για αυτή την κορυφή το µήκος του µικρότε-

ρου µονοπατιού από την α είναι 0.

Επαγωγικό βήµα. Έστω ότι την κ – οστη φορά που ο αλγόριθµος φθάνει στη γραµ-

µή 8, κ < ν, επιλέγεται η κορυφή v, όπου L(v) είναι το µήκος του µικρότερου µονο-

πατιού από την α στην v. 

Αν τη ν–οστή φορά που ο αλγόριθµος φθάνει στη γραµµή 8 επιλέγεται η κορυφή w,

µε w �  T και µε το µικρότερο L(w), θα δείξω ότι, εάν υπάρχει ένα µονοπάτι από την

α σε µια κορυφή x της οποίας το µήκος είναι µικρότερο του L(w), η x δεν ανήκει στο

T (µε άλλα λόγια η x θα έχει επιλεγεί σε προηγούµενη εκτέλεση της εντολής 8).



Έστω ότι η κορυφή x βρίσκεται στο T και p το µικρότερο µονοπάτι από την α στη x,

όπως αυτό φαίνεται στο σχήµα 4.28. Έστω ψ η κορυφή του p που βρίσκεται πιο

κοντά στην α, τέτοια ώστε ψ �  Τ (η ψ µπορεί να είναι και η x). Έστω φ η προηγού-

µενη κορυφή της ψ στο p. Εποµένως, η φ δεν ανήκει στο T και έχει επιλεγεί σε προη-

γούµενη εκτέλεση της 8. Από την υπόθεση του επαγωγικού βήµατος, το L(φ) είναι

το µήκος του µικρότερου µονοπατιού από την α στην φ. Ισχύει όµως ότι

L(ψ) £  L(φ) + w(φ, ψ) £  µήκος του p < L(w)

που συνεπάγεται ότι στο T η w δεν είναι η κορυφή µε το µικρότερο L, αλλά η ψ.

Αυτή η πρόταση έρχεται σε αντίθεση µε την υπόθεση, και εποµένως η x δεν µπορεί

να ανήκει στο Τ. 

Η απόδειξη λοιπόν έδειξε ότι, εάν υπήρχε ένα µονοπάτι από την α στη w µε µήκος

µικρότερο του L(w), τότε η w θα είχε επιλέγει νωρίτερα (δηλαδή σε προηγούµενη

εκτέλεση της εντολής 8). Εποµένως, κάθε µονοπάτι από την α στην w έχει µήκος

τουλάχιστον L(w). 
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p ™¯‹Ì· 4.28

Μονοπάτι από
την α στη w και
ενδιάµεσες
κορυφές.

™¯‹Ì· 4.29

Συνδεόµενο 
γράφηµα µε
βάρη

ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 4.11

Εφαρµόσετε τον αλγόριθµο Dijkstra στο γράφηµα του σχήµατος 4.29 µε αρχική

κορυφή την α και τελική τη z:

ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 4.12

Να τροποποιήσετε τον αλγόριθµο του Dijkstra που διατυπώθηκε παραπάνω, ώστε

να βρίσκει όχι µόνο το µήκος του µικρότερου µονοπατιού µεταξύ δύο κορυφών

ενός γραφήµατος, αλλά και το µικρότερο µονοπάτι µεταξύ αυτών.
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8
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α z
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™‡ÓÔ„Ë ÂÓfiÙËÙ·˜

Στην ενότητα αυτή παρουσιάστηκε ο αλγόριθµος Dijkstra για την εύρεση του µήκους

του µικρότερου µονοπατιού µεταξύ δύο κορυφών συνδεόµενου γραφήµατος. Η ενότη-

τα επέδειξε την εφαρµογή του αλγόριθµου σε γράφηµα και απέδειξε την ορθότητά του.

ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 4.13

∆εδοµένου ενός γραφήµατος Γ, δύο κορυφών αυτού v1, vn και του µικρότερου µονο-

πατιού p = (v1, v2, v3, …, vk, …, vn) που συνδέει τις κορυφές αυτές, να δειχτεί ότι για

κάθε κ, 1 £  κ £  n, το µονοπάτι p¢ = (v1, v2, v3, …, vk) από την κορυφή v1στη vk, που

προκύπτει από το µονοπάτι p, είναι το µικρότερο µονοπάτι από την v1 στη vk.



4.5 ¶·Ú¿ÛÙ·ÛË ÁÚ·ÊËÌ¿ÙˆÓ

™ÎÔfi˜

Στην ενότητα αυτή παρουσιάζονται δύο βασικοί τρόποι παράστασης γραφηµάτων για

το χειρισµό και την αξιοποίηση των γραφηµάτων από υπολογιστικές µεθόδους: τα

µητρώα σύνδεσης και τα µητρώα εφαπτόµενων ακµών. Εξετάζονται οι ιδιότητες των

αναπαραστάσεων και ελέγχεται για ποιες κατηγορίες γραφηµάτων οι αναπαραστά-

σεις αυτές είναι «πιστές». 

¶ÚÔÛ‰ÔÎÒÌÂÓ· ·ÔÙÂÏ¤ÛÌ·Ù·

Με την παρούσα ενότητα θα έχετε τη δυνατότητα:

• Παράστασης γραφηµάτων µε συγκεκριµένες δοµές και αξιοποίηση αυτών από τυπι-

κές υπολογιστικές µεθόδους, 

• Επιλογής µεταξύ διαφορετικών παραστάσεων γραφηµάτων µε βάση τις αδυναµίες

και τις δυνατότητες εναλλακτικών αναπαραστάσεων, 

• Αξιοποίησης των βασικών µεθόδων παράστασης για την εξαγωγή συµπερασµά-

των όσο αφορά στη δοµή και πολυπλοκότητα των γραφηµάτων (π.χ. βαθµοί κορυ-

φών, αριθµοί µονοπατιών συγκεκριµένου µήκους κοκ). 

ŒÓÓÔÈÂ˜ ÎÏÂÈ‰È¿

• µητρώο σύνδεσης

• µητρώο εφαπτόµενων ακµών

∂ÈÛ·ÁˆÁÈÎ¤˜ ·Ú·ÙËÚ‹ÛÂÈ˜

Για την εφαρµογή αλγορίθµων σε γραφήµατα, απαιτείται µια τυπική αναπαράσταση

των γραφηµάτων, πέρα από τη σχεδίασή τους. Τέτοιες µέθοδοι, όχι οι µοναδικές,

είναι τα µητρώα σύνδεσης και τα µητρώα εφαπτόµενων ακµών. 
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4.5.1 ªËÙÚÒ· Û‡Ó‰ÂÛË˜

Ορισµός 4.21: Έστω γράφηµα Γ = (V, E), και µία διάταξη των κορυφών του γρα-

φήµατος αυτού, (v0, v1, v2, …, vν). Μητρώο σύνδεσης (Adjacency

matrix) του γραφήµατος Γ µε ν κορυφές είναι ένας πίνακας A δια-

στάσεων νxν, του οποίου η γραµµή (στήλη) i, 1 £  i £  ν, αντιστοι-

χεί στην κορυφή vi. Το στοιχείο Α[i, j] του πίνακα είναι ίσο µε 1,

εάν και µόνο εάν υπάρχει ακµή στον Γ που συνδέει τις κορυφές vi

και vj. Στην αντίθετη περίπτωση, η τιµή του Α[i, j] είναι 0.

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 4.17 

Το µητρώο σύνδεσης του γραφήµατος Γ στο σχήµα 4.30 είναι το A στον πίνακα 4.1.

v1

v2

v3 v4

v5

™¯‹Ì· 4.30

Μη απλό 
γράφηµα

¶›Ó·Î·˜ 4.1

Μητρώο σύνδεσης του γραφήµατος στο σχήµα 4.30.

v1 v2 v3 v4 v5

v1 1 1 1 0 0

v2 1 0 1 0 1

Α = v3 1 1 0 1 1

v4 0 0 1 0 0

v5 0 1 1 0 0

Για τη δηµιουργία του µητρώου σύνδεσης A θεώρησα την εξής διάταξη των κορυφών: 

v1 v2 v3 v4 v5

Η µοναδική περίπτωση για να είναι ένα στοιχείο (i, i) της διαγωνίου ίσο µε τη µονά-

δα είναι να υπάρχει ανακύκλωση στην αντίστοιχη κορυφή του γραφήµατος. Για



παράδειγµα το στοιχείο Α[1, 1] του παραπάνω µητρώου σύνδεσης είναι ίσο µε τη

µονάδα, διότι υπάρχει ανακύκλωση στην κορυφή v1 του γραφήµατος στο σχήµα 4.30.

Παρατηρήστε ότι οι παράλληλες ακµές δεν αναπαρίστανται από ένα µητρώο σύν-

δεσης, εφόσον εξ ορισµού το κάθε στοιχείο του παριστά αν υπάρχει ή όχι σύνδεση

µεταξύ δύο κορυφών. Μια πιθανή επέκταση του ορισµού του µητρώου σύνδεσης θα

ήταν το κάθε στοιχείο του να παίρνει θετική ακέραια τιµή, ανάλογα µε τον αριθµό

των παράλληλων ακµών που συνδέουν το αντίστοιχο ζεύγος κορυφών του.

Ο βαθµός µιας κορυφής σε απλό γράφηµα είναι ίσος µε το άθροισµα των στοιχείων

της στήλης ή της γραµµής του µητρώου σύνδεσης που αντιστοιχεί στην κορυφή

αυτή. Αυτό συµβαίνει µόνο για απλά γραφήµατα, διότι οι ανακυκλώσεις σε ένα

µητρώο σύνδεσης δεν υπολογίζονται σωστά στο βαθµό µιας κορυφής (θυµηθείτε ότι

µια ανακύκλωση µετράει «2» στο βαθµό της κορυφής στην οποία εφάπτεται), ενώ

οι παράλληλες ακµές δεν παρίστανται καν.

Εποµένως, µπορούµε να πούµε ότι τα µητρώα σύνδεσης αποτελούν πιστές παρα-

στάσεις µόνο απλών γραφηµάτων.

Αν θεωρήσουµε ότι το κάθε στοιχείο Α[i, j] ενός µητρώου σύνδεσης δείχνει τον αριθ-

µό µονοπατιών µήκους 1 από τη κορυφή vi στη κορυφή vj (δηλαδή 0 ή 1), τότε το

παρακάτω θεώρηµα γενικεύει αυτήν την παρατήρηση για το µητρώο Αν, ν > 0.

Θεώρηµα 4.4

Εάν A είναι το µητρώο σύνδεσης ενός απλού γραφήµατος Γ, τότε το στοιχείο i, j του

πίνακα Αν είναι ίσο µε τον αριθµό των µονοπατιών µήκους ν, ν > 0, από την κορυφή

vi στη κορυφή vj του γραφήµατος Γ.

Απόδειξη

Το θεώρηµα θα αποδειχτεί επαγωγικά, ως προς το ν, ν > 0.

Βασικό βήµα. Για ν = 1 κάθε στοιχείο i, j του πίνακα Α, εξ ορισµού, δείχνει την ύπαρ-

ξη µιας ακµής από την κορυφή vi στη κορυφή vj του γραφήµατος. Κάθε ακµή είναι

ένα µονοπάτι µήκους 1. Εποµένως, δεδοµένου ότι το γράφηµα είναι απλό, κάθε στοι-

χείο του πίνακα A είναι ίσο µε τον αριθµό των µονοπατιών µήκους 1 από την κορυ-

φή vi στη κορυφή vj του γραφήµατος Γ.

Επαγωγικό βήµα. Έστω ότι το θεώρηµα ισχύει για ν, ν > 0. Θα δειχτεί ότι το θεώ-

ρηµα ισχύει για ν + 1.

Γνωρίζουµε ότι Αν+1 = ΑνΑ . Έστω η γραµµή j του πίνακα Αν και η στήλη k του πίνα-

κα Α. Τότε το στοιχείο (j, k) του πίνακα Αν+1 προκύπτει από το άθροισµα των γινο-
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µένων των αντίστοιχων στοιχείων της γραµµής j του Αν και της στήλης k του Α:

k στήλη του Α

j γραµµή του Av .

Από την υπόθεση του επαγωγικού βήµατος ισχύει ότι κάθε στοιχείο si, 1 £  i £  ν, του

πίνακα Αν είναι ίσο µε τον αριθµό των µονοπατιών µήκους ν µεταξύ των κορυφών

vi, vj του γραφήµατος. Το αντίστοιχο στοιχείο ti, 1 £  i £  ν, του πίνακα A είναι 1, εάν

υπάρχει ακµή στο Γ που συνδέει τις κορυφές vi, vk του γραφήµατος Γ, και 0 στην

αντίθετη περίπτωση. Στην περίπτωση όπου ti = 1, (si ◊  ti) = si, είναι ο αριθµός µονο-

πατιών από την κορυφή vj στην κορυφή vk µέσω της vI, διότι από την vj στη vi υπάρ-

χουν si µονοπάτια µήκους ν και από την vi στη vk υπάρχει µια ακµή. Προσθέτοντας

την ακµή αυτή στο τέλος κάθε µονοπατιού από τη vj στη vi, παίρνουµε si µονοπάτια

µήκους ν + 1 από την vj στη vk µέσω της vi.

Στην περίπτωση που το στοιχείο ti, 1 £  i £  ν, του πίνακα A είναι 0, δεν υπάρχει ακµή

στο Γ που συνδέει τις κορυφές vi, vk του γραφήµατος Γ. Εποµένως, δεν υπάρχει

µονοπάτι από την vj στη vk µέσω της vi. Αθροίζοντας όλα τα γινόµενα, έχουµε σαν

αποτέλεσµα τον αριθµό των µονοπατιών από την vj στη vk µέσω οποιασδήποτε κορυ-

φής του γραφήµατος. 

Εποµένως, το στοιχείο i, j του πίνακα Αν+1 είναι ίσο µε τον αριθµό των µονοπατιών

µήκους ν + 1, ν > 0, από την κορυφή vj στη κορυφή vk του γραφήµατος Γ. Η επαγω-

γική απόδειξη συµπληρώθηκε.

Έστω A το µητρώο σύνδεσης ενός απλού γραφήµατος Γ. Παρατηρήστε ότι τα στοι-

χεία της κύριας διαγώνιου του πίνακα Α2 δείχνουν το βαθµό της κάθε κορυφής του

γραφήµατος. Για να αιτιολογήσετε το γεγονός αυτό, σκεφτείτε ότι κάθε ακµή που

εφάπτεται σε µια κορυφή v σχηµατίζει µονοπάτι µήκους 2 από τη v στη v.

4.5.2 ¶›Ó·Î·˜ ÂÊ·ÙfiÌÂÓˆÓ ·ÎÌÒÓ 

Ένας εναλλακτικός τρόπος για την αναπαράσταση γραφηµάτων είναι οι πίνακες εφα-

πτόµενων ακµών. 
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¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 4.18 

Ο πίνακας εφαπτόµενων ακµών του γραφήµατος Γ στο σχήµα 4.31 είναι ο πίνακας 4.2.
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Ορισµός 4.22: Έστω γράφηµα Γ = (V, E), µια διάταξη των κορυφών του γραφή-

µατος αυτού, (v0, v1, v2, …, vν), και µια διάταξη των ακµών του

γραφήµατος αυτού, (e0, e1, e2, …, eµ). Πίνακας εφαπτόµενων

ακµών (incidence matrix) του γραφήµατος Γ µε ν κορυφές και µ

ακµές είναι ένας πίνακας A διαστάσεων νxµ, του οποίου η γραµ-

µή i, 1 £  i £  ν, αντιστοιχεί στην κορυφή vi και η στήλη j, 1 £  j £  µ
αντιστοιχεί στην ακµή ej. Το στοιχείο Α[i, j] του πίνακα είναι ίσο

µε 1, εάν και µόνο εάν η ακµή ej εφάπτεται στην κορυφή vi. Στην

αντίθετη περίπτωση, η τιµή του Α[i, j] είναι 0.

v1

e1 e4

e3

e2

e5

e8

e7

e6

v2

v3 v4

v5

™¯‹Ì· 4.31

Μη απλό 
γράφηµα.

¶›Ó·Î·˜ 4.2

Πίνακας εφαπτόµενων ακµών του γραφήµατος στο σχήµα 4.31.

e1 e2 e3 e4 e5 e6 e7 e8

v1 1 1 1 0 0 0 0 0

v2 0 1 0 1 1 0 0 0

Α = v3 0 0 1 1 0 1 1 1

v4 0 0 0 0 0 0 0 1

v5 0 0 0 0 1 1 1 0

Η µοναδική περίπτωση για να έχει µια στήλη του πίνακα εφαπτόµενων ακµών µόνο

µια µονάδα είναι η στήλη αυτή να αντιστοιχεί σε ανακύκλωση. Παράδειγµα αυτής

της περίπτωσης είναι η στήλη που αντιστοιχεί στην ακµή e1 του πίνακα 4.2. Παρα-

τηρήστε ότι οι παράλληλες ακµές παρίστανται στο µητρώο εφαπτόµενων ακµών, εφό-

σον κάθε ακµή (όπως οι e6 και e7 παραπάνω) αντιστοιχεί και σε διαφορετική στήλη.
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Ο βαθµός µιας κορυφής σε απλό γράφηµα είναι ίσος µε το άθροισµα των στοιχείων

της γραµµής του πίνακα εφαπτόµενων ακµών που αντιστοιχεί στην κορυφή αυτή.

Αυτό συµβαίνει µόνο για απλά γραφήµατα, διότι οι ανακυκλώσεις, όπως και σε ένα

µητρώο σύνδεσης, δεν υπολογίζονται σωστά στο βαθµό µιας κορυφής.

¢Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙ· 4.6

Έστω A είναι το µητρώο σύνδεσης γραφήµατος Γ µε ν κορυφές και Υ = Α + Α2 +

…, + Αν–1. Αν κάποιο µη διαγώνιο στοιχείο του Υ είναι 0, τότε τι µπορείτε να πείτε

για το γράφηµα Γ;

Υπόδειξη

Τα µη – διαγώνια στοιχεία του Ακ δείχνουν τον αριθµό µονοπατιών µήκους κ µετα-

ξύ των αντίστοιχων κορυφών του γραφήµατος. Το µήκος απλού µονοπατιού που

συνδέει δύο κορυφές ενός γραφήµατος µε ν κορυφές µπορεί να είναι ίσο µε 1, 2,

3, …, ή (ν–1).

¢Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙ· 4.7

Έστω A το µητρώο σύνδεσης του Κ5, δν η κοινή τιµή των στοιχείων της διαγωνίου

του Αν και αν η κοινή τιµή των µη διαγώνιων στοιχείων του Αν. Να δειχθούν τα ακό-

λουθα: (α) δν+1 = 4αν, (β) αν+1 = δν + 3αν, (γ) αν+1 = 4αν–1 + 3αν

Υπόδειξη

Σχηµατίστε το µητρώο σύνδεσης A του Κ5. Επαγωγικά δείξτε τα (α) και (β) παρα-

πάνω, υπολογίζοντας στο επαγωγικό βήµα τα στοιχεία του Αν+1 πολλαπλασιάζο-

ντας το A µε το Αν. Το (γ) αποτελεί απλό συνδυασµό των (α) και (β).

™‡ÓÔ„Ë ÂÓfiÙËÙ·˜

Στην παρούσα ενότητα παρουσιάστηκαν δύο τρόποι παράστασης γραφηµάτων: το

µητρώο σύνδεσης και το µητρώο εφαπτόµενων ακµών. Φυσικά, οι τρόποι αυτοί δεν

είναι οι µοναδικοί για την παράσταση γραφηµάτων. Ωστόσο, όπως φάνηκε, οι παρα-

στάσεις αυτές διευκολύνουν τον υπολογισµό παραµέτρων που δείχνουν την πολυ-

πλοκότητα απλών γραφηµάτων.



4.6 πÛÔÌÔÚÊÈÛÌÔ› ÁÚ·ÊËÌ¿ÙˆÓ

™ÎÔfi˜

Η παρούσα ενότητα παρουσιάζει την έννοια τη ισοµορφίας γραφηµάτων και αποδει-

κνύει ότι η χρήση µητρώων σύνδεσης για την αναπαράσταση γραφηµάτων βοηθά στον

έλεγχο της ισοµορφίας αυτών. Η ενότητα παρουσιάζει την έννοια της αναλλοίωτης

ιδιότητας και δείχνει πώς µπορείτε να χρησιµοποιήσετε την έννοια αυτή για να δεί-

ξετε ότι δύο γραφήµατα δεν είναι ισοδύναµα.

¶ÚÔÛ‰ÔÎÒÌÂÓ· ·ÔÙÂÏ¤ÛÌ·Ù·

Η µελέτη της παρούσας ενότητας θα σας καταστήσει ικανούς να:

• ∆ιακρίνετε αν δύο γραφήµατα είναι «όµοια»

• Αποδεικνύετε ότι δύο γραφήµατα δεν είναι ισόµορφα

ŒÓÓÔÈÂ˜ ÎÏÂÈ‰È¿

• ισοµορφισµός γραφηµάτων

• ισόµορφα γραφήµατα

• αναλλοίωτη ιδιότητα

Φανταστείτε ότι ζητείται από δύο άτοµα να σχεδιάσουν το εξής γράφηµα:

Γ = ({α, β, γ, δ}, {(α, β), (β, γ), (γ, δ), (δ, α), (β, δ), (α, γ)})

Τα γραφήµατα που τα άτοµα αυτά σχεδιάζουν φαίνονται στο σχήµα 4.32.
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™¯‹Ì· 4.32

Ισόµορφα 
γραφήµατα

α
α

δ
δ

γ
γ

β

β

Προφανώς πρόκειται για το ίδιο γράφηµα, που όµως έχει σχεδιαστεί µε διαφορετικό

τρόπο. Για να αποδώσουµε την έννοια του «ίδιου γραφήµατος», λέµε ότι τα γραφήµα-

τα είναι ισόµορφα. ∆ηλαδή υπάρχει αντιστοιχία µεταξύ των κορυφών τους και µεταξύ

των ακµών τους τέτοια, ώστε υπάρχει ακµή µεταξύ δύο κορυφών στο ένα γράφηµα, αν

και µόνο αν η αντίστοιχη ακµή της συνδέει τις αντίστοιχες κορυφές στο άλλο γράφηµα.
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Τα παραπάνω διατυπώνονται µαθηµατικά στον παρακάτω ορισµό:

Ορισµός 4.23: ∆ύο γραφήµατα Γ1 = (V1, E1) και Γ2 = (V2, E2) καλούνται ισόµορ-

φα γραφήµατα (isomorphic graphs), εάν:

(α) υπάρχει µία συνάρτηση f:V1ÆV2, 1 – 1 και επί, 

(β) υπάρχει συνάρτηση g:Ε1ÆΕ2, 1 – 1 και επί, 

(γ) " v1, v2 �  V1 ισχύει ότι, αν e = (v1, v2) ανήκει στο Ε1 τότε g(e) = (f(v1), f(v2))

ανήκει στο Ε2, και αντιστρόφως.

Το ζεύγος των συναρτήσεων f, g καλείται ισοµορφισµός του Γ1 επί του Γ2.

Έστω δύο ισόµορφα γραφήµατα Γ1 και Γ2. Τότε από τον παραπάνω ορισµό προκύ-

πτει ότι δύο κορυφές στον Γ1 είναι διαδοχικές τότε και µόνο τότε, όταν οι εικόνες

τους στον Γ2, µέσω της f, είναι και αυτές διαδοχικές. Το αντίστροφο ισχύει µόνο στην

περίπτωση που τα γραφήµατα είναι απλά. Αυτό σας δίνεται ως άσκηση αυτοαξιο-

λόγησης παρακάτω.

ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 4.14

Έστω Γ1 = (V1, E1) και Γ2 = (V2, E2) δύο απλά γραφήµατα. Τότε οι ακόλουθες προ-

τάσεις είναι ισοδύναµες.

(α) Τα γραφήµατα Γ1 και Γ2 είναι ισόµορφα, 

(β) Υπάρχει µία συνάρτηση f:V1ÆV2, 1 – 1 και επί τέτοια, ώστε δυο κορυφές στο

Γ1 είναι διαδοχικές, εάν και µόνο εάν οι εικόνες τους στο Γ2, µέσω της f, είναι

διαδοχικές.

ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 4.15

Έστω Γ1 = (V1, E1) και Γ2 = (V2, E2) δύο απλά γραφήµατα. Aυτά είναι ισόµορφα,

αν και µόνο αν µε κάποια διάταξη των κορυφών τους τα µητρώα σύνδεσης τους

είναι ίσα.

Υπόδειξη: Για την απόδειξη του αντίστροφου χρησιµοποιήστε το αποτέλεσµα της

άσκησης αυτοαξιολόγησης 4.14



Οι αναλλοίωτες ιδιότητες δεν µπορούν να χρησιµοποιηθούν για να αποδειχθεί ότι

δύο γραφήµατα είναι ισόµορφα, και αυτό διότι δυστυχώς δεν γνωρίζουµε ένα σύνο-

λο αναλλοίωτων ιδιοτήτων που να αποτελούν ικανές και αναγκαίες συνθήκες ισο-

µορφίας µεταξύ γραφηµάτων. Εποµένως, οι αναλλοίωτες ιδιότητες χρησιµοποιού-

νται κυρίως για να δείξουµε ότι δύο γραφήµατα δεν είναι ισόµορφα. 

Για να δείξουµε ότι δύο γραφήµατα Γ1 και Γ2 δεν είναι ισόµορφα, αρκεί να βρούµε

µια αναλλοίωτη ιδιότητα του Γ1 που ο Γ2 δεν έχει, αλλά που θα έπρεπε να την είχε,

αν ήταν ισόµορφο του Γ1.

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 4.19 

Προφανώς οι ιδιότητες «έχει ν κορυφές» και «έχει ν ακµές» είναι αναλλοίωτες: Η

ύπαρξη ισοµορφισµού (f, g) µεταξύ δύο ισόµορφων γραφηµάτων Γ1 και Γ2 συνεπά-

γεται ότι, αν το ένα γράφηµα έχει µια από αυτές τις ιδιότητες, η ιδιότητα αυτή θα

πρέπει να αληθεύει και για το άλλο.

Για παράδειγµα, τα γραφήµατα του σχήµατος 4.32 είναι ισόµορφα και εποµένως οι

παραπάνω αναλλοίωτες ιδιότητες ισχύουν για αυτά. Αντιθέτως, το γράφηµα Γ1 του

σχήµατος 4.33(α) έχει την ιδιότητα «έχει 4 κορυφές», η οποία δεν ισχύει στο γρά-

φηµα Γ2 του σχήµατος 4.33(β). Εφόσον η ιδιότητα «έχει 4 κορυφές» είναι αναλλοί-

ωτη, τα γραφήµατα Γ1 και Γ2 δεν είναι ισόµορφα:
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Ορισµός 4.24: Ιδιότητα γραφήµατος Γ1 καλείται αναλλοίωτη ιδιότητα

(invariant property), εάν κάθε γράφηµα Γ2 ισόµορφο του Γ1 έχει

επίσης αυτή την ιδιότητα. 

α
α

δ
δ

δ

γ
γ

β

β

(α) (β)

™¯‹Ì· 4.33

Μη ισόµορφα
γραφήµατα: 
Η αναλλοίωτη
ιδιότητα «έχει 4
κορυφές» δεν
ικανοποιείται
και στα δύο.

Παρατηρήστε ότι για τα γραφήµατα του σχήµατος 4.34 ισχύει η αναλλοίωτη ιδιό-

τητα «έχει 4 κορυφές». Αυτά όµως δεν είναι ισόµορφα. Για να δειχθεί αυτό µε βάση

τις αναλλοίωτες ιδιότητες, αρκεί να βρεθεί µια ιδιότητα που έχει το ένα γράφηµα,

αλλά δεν ισχύει στο άλλο. Μια τέτοια ιδιότητα είναι η «έχει 4 ακµές»:
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Μια άλλη ιδιότητα που έχει το ένα γράφηµα, αλλά δεν έχει το άλλο είναι η «έχει

κορυφή βαθµού 3». Για παράδειγµα, στο ένα γράφηµα υπάρχει κορυφή βαθµού 3,

ενώ στο άλλο δεν υπάρχει αντίστοιχη κορυφή. Για να δούµε ότι πράγµατι µπορού-

µε να χρησιµοποιήσουµε την ιδιότητα αυτή για να δείξουµε ότι τα δύο γραφήµατα

δεν είναι ισόµορφα, θα πρέπει να δείξουµε ότι η ιδιότητα «έχει κορυφή βαθµού κ»

είναι αναλλοίωτη. 

Για να δείξουµε ότι µια ιδιότητα είναι αναλλοίωτη, θεωρούµε δύο ισόµορφα γρα-

φήµατα Γ1 και Γ2 και θεωρούµε ότι ένα από τα δύο, έστω το Γ1, έχει την ιδιότητα

αυτή. Θα δείξουµε ότι και το Γ2 έχει αυτήν την ιδιότητα.

Έστω κορυφή v βαθµού κ στο Γ1, δηλαδή δ(v) = κ, και (f, g) ισοµορφισµός των Γ1,

Γ2. Θα δείξω ότι και η w = f(v) έχει βαθµό κ.

Αν {e1, e2…, eκ} οι ακµές που εφάπτονται στην κορυφή v, τότε από τον ορισµό της

ισοµορφίας οι ακµές {g(e1), g(e2), …, g(eκ)} εφάπτονται στην w. Εποµένως, δ(v) £
δ(w). Αν e¢i ακµή του γραφήµατος Γ2 που εφάπτεται στην w, τότε, εφόσον η συνάρ-

τηση g του ισοµορφισµού είναι επί των ακµών του Γ2, θα υπάρχει ακµή ei του Γ1,

τέτοια ώστε g(ei) = e¢i. Τότε όµως η ei θα πρέπει να εφάπτεται στην κορυφή v, και

εποµένως θα πρέπει να είναι µια από τις {e1, e2…, eκ}. Εποµένως, δ(w) £  δ(v). Από

τα παραπάνω συνάγεται ότι δ(w) = κ = δ(v). ∆ηλαδή, και το γράφηµα Γ2 έχει κορυ-

φή βαθµού κ. Εποµένως, η ιδιότητα «έχει κορυφή βαθµού κ» είναι αναλλοίωτη.

α

δ γ δ γ

β α β™¯‹Ì· 4.34

Μη ισόµορφα
γραφήµατα: 

Η αναλλοίωτη
ιδιότητα «έχει 4
ακµές» δεν ικα-

νοποιείται και
στα δύο.

ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 4.16

Να δείξετε ότι η ιδιότητα «έχει απλό κύκλο µήκους κ» είναι αναλλοίωτη.

¢Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙ· 4.8

Να δειχθεί ότι οι ακόλουθες ιδιότητες είναι αναλλοίωτες:

(α) Το γράφηµα έχει κύκλο Euler

(β) Το γράφηµα είναι συνδεόµενο



™‡ÓÔ„Ë ÂÓfiÙËÙ·˜

Η παρούσα ενότητα παρουσίασε την έννοια του ισοµορφισµού γραφηµάτων. Χρησι-

µοποίησα την έννοια της αναλλοίωτης ιδιότητας γα τον έλεγχο της µη–ισοµορφίας γρα-

φηµάτων. Επίσης, παρουσιάστηκε µεθοδολογία για τον έλεγχο του αναλλοίωτου µιας

ιδιότητας. Κατ¢ αυτόν τον τρόπο, µπορείτε να δείξετε ότι µια ιδιότητα είναι αναλλοί-

ωτη και να τη χρησιµοποιήσετε για να δείξετε ότι δύο γραφήµατα δεν είναι ισόµορφα.

1 3 9™ Y N O æ H  E N O T H TA ™

¢Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙ· 4.9

Το συµπληρωµατικό απλού γραφήµατος Γ είναι το απλό γράφηµα Σ(Γ) µε τις ίδιες

κορυφές, όπως και το Γ, τέτοιο ώστε µια ακµή υπάρχει στον Σ(Γ), αν και µόνο αν

δεν υπάρχει στον Γ.

Αν Γ1 και Γ2 είναι απλοί γράφοι, να δείξετε ότι οι Γ1 και Γ2 είναι ισόµορφοι, αν και

µόνο αν οι Σ(Γ1) και οι Σ(Γ2) είναι ισόµορφοι.

Υπόδειξη

Χρησιµοποιήστε το αποτέλεσµα της άσκησης αυτοαξιολόγησης 4.14

Υπόδειξη

Ακολουθείστε τη µεθοδολογία που περιγράφθηκε παραπάνω: Θεωρείστε δύο ισό-

µορφα γραφήµατα και υποθέστε ότι η ιδιότητα (α) ή (β) ισχύει για ένα από αυτά.

Αποδείξτε ότι θα πρέπει να ισχύει και για το δεύτερο γράφηµα.
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4.7 ∂›Â‰· ÁÚ·Ê‹Ì·Ù·

™ÎÔfi˜

Γραφήµατα που µπορούν να αποτυπωθούν στο επίπεδο έτσι ώστε οι ακµές τους να

µη διασταυρώνονται καλούνται επίπεδα γραφήµατα και η τελευταία αυτή ενότητα του

κεφαλαίου 4 παρουσιάζει τις ικανές και αναγκαίες συνθήκες για να είναι ένα γρά-

φηµα επίπεδο.

¶ÚÔÛ‰ÔÎÒÌÂÓ· ·ÔÙÂÏ¤ÛÌ·Ù·

Η παρούσα ενότητα θα σας καταστήσει ικανούς να ελέγχετε αν ένα γράφηµα είναι

επίπεδο. 

ŒÓÓÔÈÂ˜ ÎÏÂÈ‰È¿

• επίπεδο γράφηµα

• αποτύπωση γραφήµατος

• όψη επιπέδου

• βαθµός όψεως

• τύπος Euler

• θεώρηµα Kuratowski

• οµοιοµορφικά γραφήµατα

• απλοποίηση σειράς

Ορισµός 4.25: Ένα γράφηµα καλείται επίπεδο (planar graph), εάν µπορεί να

αποτυπωθεί στο επίπεδο έτσι ώστε οι ακµές του να µη διασταυ-

ρώνονται.

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 4.20 

Το πλήρες και διχοτοµίσιµο γράφηµα σε 3 και 3 κορυφές, Κ3, 3, όπως θα δείξουµε και

αργότερα, δεν είναι επίπεδο: ∆εν υπάρχει τρόπος σχηµατισµού του στο επίπεδο,

τέτοιος ώστε να µην υπάρχει ένα ζεύγος ακµών του που να διασταυρώνονται.

Αντίθετα, το γράφηµα του σχήµατος 4.35(β) είναι επίπεδο, εφόσον στο σχήµα

4.35(α) φαίνεται ένα ισόµορφο γράφηµα του που δεν έχει ζεύγος ακµών που να δια-

σταυρώνονται.



¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 4.21 

Το γράφηµα του σχήµατος 4.35(α) είναι µια αποτύπωση του γραφήµατος 4.35(β).

Η αποτύπωση του γραφήµατος καθορίζει 6 όψεις στο επίπεδο. Παρακάτω αναφέ-

ρονται οι κύκλοι που καθορίζουν την κάθε όψη, καθώς και ο βαθµός κάθε όψης:

Α. Σύνορο όψης: (e1, e6, e5). Βαθµός: 3.

Β. Σύνορο όψης: (e4, e3). Βαθµός: 2.

Γ. Σύνορο όψης: (e4, e5, e8). Βαθµός: 3.

∆. Σύνορο όψης: (e6, e7, e8). Βαθµός: 3.

Ε. Σύνορο όψης: (e2, e7). Βαθµός: 2.

ΣΤ. Σύνορο όψης: (e1, e3, e2). Βαθµός: 3.

Η τελευταία όψη είναι η «εξωτερική» όψη του επιπέδου σε σχέση µε την αποτύπω-

ση του γραφήµατος. 

1 4 14 . 7  ∂ ¶ π ¶ ∂ ¢ ∞  ° ƒ∞ º ∏ ª ∞∆∞

Ορισµός 4.26 Αποτύπωση καλείται κάθε σχηµατισµός του γραφήµατος στο επί-

πεδο µε µη διασταυρωµένες ακµές.

Ορισµός 4.27 Όψη (view) του επιπέδου καλείται κάθε τµήµα του επιπέδου το

οποίο ορίζεται από έναν κύκλο µιας αποτύπωσης του επίπεδου γρα-

φήµατος.

Ορισµός 4.28 Βαθµός όψεως (view degree) καλείται ο αριθµός των ακµών του

γραφήµατος που καθορίζουν την όψη. Στο βαθµό δεν προστίθενται

οι ακµές που εφάπτονται στην όψη δίχως να την καθορίζουν.

α β

γδ

e2

e1
e6 e8 e4 e3

e5

e7α β

δ γ

(α) (β)

™¯‹Ì· 4.35

Το γράφηµα (α)
αποτελεί 
αποτύπωση της
γραφήµατος (β)
στο επίπεδο.
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Παρατηρήστε ότι για την αποτύπωση του γραφήµατος του σχήµατος 4.35 ισχύουν

τα εξής: (α) αριθµός όψεων (συµβολίζεται µε ο) = 6, (β) αριθµός κορυφών (συµβο-

λίζεται µε κ) = 4, (γ) αριθµός ακµών (συµβολίζεται µε ε) = 8 (δ) ισχύει ότι :

6 = ο = ε–κ + 2 = 8 – 4 + 2.

Ο τύπος στη διαπίστωση (δ) παραπάνω καλείται τύπος του Euler και αποδεικνύεται

ότι ισχύει γενικά στο παρακάτω θεώρηµα. 

Θεώρηµα 4.5. (Τύπος του Εuler)

Εάν Γ είναι ένα συνδεόµενο επίπεδο γράφηµα µε

ε: αριθµό ακµών, κ: αριθµό κορυφών και ο: αριθµό όψεων του επιπέδου σε µια απο-

τύπωση του Γ, τότε ισχύει ότι:

ο = ε – κ + 2

Απόδειξη

Η απόδειξη θα γίνει επαγωγικά ως προς τον αριθµό των ακµών του γραφήµατος.

Βασικό Βήµα: Αν ε = 1, τότε το γράφηµα µπορεί να είναι το Γ1 ή το Γ2 του σχήµατος 4.36.

v1

v1

v2

Γ1 Γ2

™¯‹Ì· 4.36

Γραφήµατα 1
κορυφής.

Και στις δύο περιπτώσεις ισχύει ότι ο = ε – κ + 2. Για το Γ1, ο=1, ε=1, κ=2 και για

το Γ2, ο=2, ε=1, κ=1

Επαγωγικό βήµα: Έστω ότι ο τύπος ισχύει για συνδεόµενο και επίπεδο γράφηµα µε

αριθµό ακµών ε = ν, δηλ. ο = ν – κ + 2, θα δείξω ότι η αριθµητική σχέση µεταξύ

κορυφών, ακµών και όψεων ενός επίπεδου και συνδεόµενου γραφήµατος ισχύει για

ε = ν + 1 ακµές. 

Έστω γράφηµα Γ µε ν + 1 ακµές και δίχως κύκλους (το Γ είναι ακυκλικό). Τότε, ξεκι-

νώντας από µια κορυφή α, κάθε φορά που διασχίζουµε µια ακµή, επισκεπτόµαστε µια

νέα κορυφή. Αυτό συνεχίζεται έως ότου φθάσουµε σε µια κορυφή w µε βαθµό 1.

∆ιαγράφοντας την κορυφή w και την ακµή που εφάπτεται σε αυτή, παίρνουµε ένα

συνδεόµενο και επίπεδο γράφηµα Γ¢, µε ε¢ = ν ακµές και κ'=κ–1 κορυφές, για το

οποίο από την υπόθεση του επαγωγικού βήµατος ισχύει ο τύπος του Euler. Το αρχι-

κό γράφηµα Γ έχει µία κορυφή και µια ακµή παραπάνω από το Γ¢, ενώ ο αριθµός



των όψεων είναι ο ίδιος και για τα δύο γραφήµατα (η κορυφή και η ακµή που αφαι-

ρέθηκε δεν συµµετείχε σε κύκλο, και εποµένως δεν συµµετείχε στον καθορισµό

όψης). Άρα, 

ο = ε¢ – κ¢ + 2 = ε–1 – (κ – 1) + 2 = ε–κ + 2

∆ηλαδή, ο τύπος του Εuler ισχύει και για τον Γ.

Έστω ότι το Γ περιέχει τουλάχιστον ένα κύκλο. Τότε, η διαγραφή µιας ακµής που

συµµετέχει σε κύκλο στον Γ έχει σαν αποτέλεσµα τη µείωση του αριθµού των ακµών

του γραφήµατος κατά 1 και των όψεων του επιπέδου κατά 1 επίσης. Το νέο γράφη-

µα Γ¢ που προκύπτει κατά αυτό τον τρόπο από τον Γ έχει ν ακµές, είναι συνδεόµενο

και επίπεδο. Συνεπώς, ο τύπος του Euler ισχύει για το Γ¢. 

ο¢ = ε¢ – κ + 2, δηλαδή ο – 1 = ε – 1 – κ + 2, εποµένως, για τον Γ ισχύει ότι ο = ε – κ + 2.

Θεώρηµα 4.6

Το γράφηµα Κ3, 3 (το πλήρες και διχοτοµίσιµο γράφηµα 3 και 3 κορυφών) δεν είναι

επίπεδο.

Απόδειξη

Έστω ότι το Κ3, 3 είναι επίπεδο. Τότε θα υπάρχει αποτύπωσή του στο επίπεδο και

κάθε όψη του επιπέδου θα πρέπει να έχει βαθµό τουλάχιστον 4, αφού κάθε κύκλος

στο Κ3, 3 έχει µήκος τουλάχιστον 4. Εποµένως, εάν ε ο αριθµός των ακµών του γρα-

φήµατος, «ο» ο αριθµός των όψεων του επιπέδου και κ ο αριθµός των κορυφών του

γραφήµατος, ισχύει η ακόλουθη ανισότητα

4 ◊  ο £  άθροισµα των βαθµών των όψεων £  2 ◊  ε

Αυτό συµβαίνει διότι κάθε όψη στον Κ3, 3 καθορίζεται από τουλάχιστον 4 ακµές και

κάθε ακµή του γραφήµατος συµµετέχει στο βαθµό το πολύ δύο όψεων. Τότε, από

τον τύπο του Euler, αντικαθιστώντας το «ο» στην παρακάτω ισότητα, ισχύει ότι

2 ◊  ε ≥  4 ◊  (ε – κ + 2)

∆ηλαδή, για το Κ3, 3 ισχύει ότι 18 = 2 ◊  9 ≥  4 ◊  (9 – 6 + 2) = 20, το οποίο είναι άτοπο.

Εποµένως, το Κ3, 3 δεν είναι επίπεδο.
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Οι ικανές και αναγκαίες συνθήκες για να είναι ένα γράφηµα επίπεδο θα καθοριστούν

στις επόµενες παραγράφους. Για να καθορίσουµε όµως τις συνθήκες αυτές, χρεια-

ζόµαστε τους παρακάτω ορισµούς.

ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 4.17

Χρησιµοποιείστε τον τύπο του Euler για να δείξετε ότι το γράφηµα Κ5 (πλήρες γρά-

φηµα 5 κορυφών) δεν είναι επίπεδο.

Υπόδειξη: Εργαστείτε όπως και στο θεώρηµα 4.6.

f

a

b

g

e
h

c

™¯‹Ì· 4.37

Μη επίπεδο 
γράφηµα που 

δεν έχει 
υπο – γράφηµα
το Κ3, 3 ή το Κ5.

Ορισµός 4.29: Εάν ένα γράφηµα Γ έχει µια κορυφή α βαθµού 2 και ακµές (α, β)

και (α, γ) µε β π  γ, οι ακµές (α, β) και (α, γ) λέγεται ότι βρίσκονται

σε σειρά (in series).

Απλοποίηση σειράς καλείται η διαδικασία κατά την οποία διαγράφουµε την α από

τον Γ και αντικαθιστούµε τις ακµές (α, β) και (α, γ) µε την ακµή (β, γ). Το νέο γρά-

φηµα Γ¢ που προκύπτει λέγεται ότι προήλθε από τον Γ µε µια απλοποίηση σειράς.

Κάνω την παραδοχή ότι το κάθε γράφηµα Γ προέρχεται από τον εαυτό του µε απλο-

ποιήσεις σειράς.

Προφανώς, εάν ένα γράφηµα περιέχει τον Κ3, 3 ή τον Κ5 ως υπό – γράφηµα, αυτό δεν

µπορεί να είναι επίπεδο. Το αντίστροφο δεν είναι πάντοτε αληθές. Για παράδειγµα

το γράφηµα του σχήµατος 4.37 δεν είναι επίπεδο και όµως δεν περιέχει ως υπό –

γράφηµα το Κ3, 3 ή το Κ5:



¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 4.22 

Παράδειγµα, στο σχήµα 4.38, το γράφηµα Γ¢ προέρχεται από το Γ µε απλοποιήσεις

σειράς στις κορυφές v4 και v5:
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Ορισµός 4.30: ∆ύο γραφήµατα Γ1 και Γ2 καλούνται οµοιοµορφικά

(homeomorphic), εάν το Γ1 και το Γ2 µπορούν να απλοποιηθούν σε

ισόµορφα γραφήµατα (διενεργώντας σε αυτά απλοποιήσεις σειράς).

v2

v1

v3

v2

v1

v3

v4

v5

v6
v6

v7
v7

Γ Γ

™¯‹Ì· 4.38

Ο Γ¢ έχει 
προέλθει από
τον Γ µε απλο-
ποιήσεις σειράς.

Σύµφωνα µε τους ορισµούς 4.28 και 4.29, το κάθε γράφηµα είναι οµοιοµορφικό µε

τον εαυτό του. Επίσης, δύο γραφήµατα Γ1 και Γ2 είναι οµοιοµορφικά εάν το Γ1 µπο-

ρεί να απλοποιηθεί σε γράφηµα ισόµορφο του Γ2 ή και το αντίστροφο.

Το επόµενο θεώρηµα καθορίζει τις ικανές και αναγκαίες συνθήκες για να είναι ένα

γράφηµα επίπεδο.

Θεώρηµα 4.7 (Kuratowski)

Ένα γράφηµα Γ είναι επίπεδο, εάν και µόνο εάν δεν περιέχει υπογράφηµα που να

είναι οµοιοµορφικό µε τον Κ5 ή µε τον Κ3, 3.

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 4.23

(Από το βιβλίο Johnsonbaugh, P. «Essential Discrete Mathematics», Machmillan

N.Y. 1987.)

Στο σχήµα 4.39 φαίνεται πώς µπορούµε να εφαρµόσουµε το παραπάνω θεώρηµα για

να δείξουµε ότι ένα γράφηµα δεν είναι επίπεδο. 

Η µέθοδος που ακολουθήθηκε στο παράδειγµα του σχήµατος 4.39 είναι η εξής: Στο

αρχικό γράφηµα εφαρµόζουµε κάποιες απλοποιήσεις σειράς και ταυτόχρονα αφαι-

ρούµε ακµές και κορυφές. Θυµηθείτε ότι µας ενδιαφέρει να καταλήξουµε σε υπο-

γράφηµα του αρχικού γραφήµατος (εποµένως µπορούµε να αφαιρούµε ακµές και

κορυφές δίχως την εφαρµογή απλοποιήσεων σειράς), που είναι οµοιοµορφικό (εδώ

δίνεται το δικαίωµα των απλοποιήσεων σειράς στις κορυφές µε βαθµό ακριβώς 2)

µε το Κ3, 3 ή το Κ5.
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Κατά την εφαρµογή της παραπάνω µεθόδου καλείστε να κάνετε κάποιες υποθέσεις

τις οποίες µπορεί αργότερα να αναιρέσετε: Κατ’ αρχήν πρέπει να υποθέσετε αν το

γράφηµα στο οποίο θα καταλήξετε είναι ισόµορφο µε τον Κ3, 3 ή µε το Κ5. Η υπόθε-

ση αυτή σας οδηγεί να υποθέσετε και ποιες ακµές δεν χρειάζεστε ή/και κορυφές που

πρόκειται να κάνετε απλοποιήσεις σειράς.

™¯‹Ì· 4.39

Εφαρµογή του
θεωρήµατος
Kuratowski.
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ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 4.18

Εάν Γ είναι ένα επίπεδο απλό γράφηµα µε ε > 1, τότε ε £  3κ – 6.

Υπόδειξη

∆είξτε ότι ισχύει για απλά γραφήµατα µε ε = 2 (ποια είναι αυτά; – σχεδιάστε τα).

Για ε > 2, εργαστείτε όπως στο θεώρηµα 4.6, για κύκλους µε µήκος τουλάχιστον

ίσο µε 3.



™‡ÓÔ„Ë ÂÓfiÙËÙ·˜

Αντικείµενο της παρούσας ενότητας είναι η έννοια του επίπεδου γραφήµατος. ∆όθη-

κε ο ορισµός του επίπεδου γραφήµατος σε σχέση µε τις έννοιες της αποτύπωσης γρα-

φήµατος, της όψης επιπέδου και του βαθµού όψεων. ∆ιατυπώθηκε και αποδείχτηκε

ο τύπος του Euler και αναζητήθηκαν συνθήκες ελέγχου για να είναι ένα γράφηµα επί-

πεδο. Στα πλαίσια αυτά ορίστηκε η έννοια της απλοποίησης σειράς και η έννοια των

οµοιοµορφικών γραφηµάτων. Τέλος, διατυπώθηκε το θεώρηµα Kuratowski που δίνει

τις ικανές και αναγκαίες συνθήκες για να είναι ένα γράφηµα επίπεδο και παρουσιά-

στηκε παράδειγµα εφαρµογής του.

™‡ÓÔ„Ë ÎÂÊ·Ï·›Ô˘

Το παρόν κεφάλαιο παρουσίασε βασικά στοιχεία της θεωρίας γραφηµάτων. Συγκε-

κριµένα ορίσθηκαν βασικές έννοιες της θεωρίας γραφηµάτων, ελέγχθηκαν συγκε-

κριµένες ιδιότητες που µπορούν να πληρούν γραφήµατα, διατυπώθηκε και παρου-

σιάστηκε η εφαρµογή αλγορίθµων σε συγκεκριµένες κατηγορίες γραφηµάτων. 

Βασικός στόχος του κεφαλαίου είναι η εξοικείωσή σας µε µια µαθηµατική κατασκευή,

αυτή του γραφήµατος, και η απόκτηση άνεσης στο χειρισµό της κατά τη µοντελοποί-

ηση προβληµάτων, διατύπωσης αλγορίθµων και απόδειξης ιδιοτήτων της. 

Συγκεκριµένα, στην ενότητα 4.1 ορίσθηκε η έννοια του (κατευθυνόµενου και µη

κατευθυνόµενου) γραφήµατος και η έννοια του µονοπατιού σε γράφηµα. Ως ειδικεύ-

σεις της έννοιας του γραφήµατος ορίστηκαν οι έννοιες του απλού γραφήµατος, του

γραφήµατος µε βάρη, του πλήρους γραφήµατος, του διχοτοµίσιµου γραφήµατος, του

πλήρους και διχοτοµίσιµου γραφήµατος και του συνδεόµενου γραφήµατος. Ως ειδι-

κεύσεις της έννοιας του µονοπατιού ορίστηκαν οι έννοιες του απλού µονοπατιού, του

κύκλου και του απλού κύκλου. 

Η ενότητα 4.2 παρουσίασε το πρόβληµα της ύπαρξης µιας ιδιαίτερης κατηγορίας

κύκλων σε γραφήµατα: της ύπαρξης κύκλων Euler. Καθορίστηκαν και αποδείχτηκαν

οι ικανές και αναγκαίες συνθήκες ύπαρξης κύκλου Euler σε γράφηµα. 

Η ενότητα 4.3 πραγµατεύεται, σε αντιδιαστολή µε το πρόβληµα ύπαρξης κύκλων Euler,

το πρόβληµα ύπαρξης κύκλων Hamilton. Η ενότητα παρουσιάζει µεθοδολογία ανί-

χνευσης ύπαρξης κύκλων Hamilton. Τέλος, παρουσιάζεται το πρόβληµα του περιο-

δεύοντος πωλητή και επιχειρείται σύνδεση του προβλήµατος αυτού µε το πρόβληµα

της εύρεσης του µικρότερου κύκλου Hamilton σε γράφηµα µε βάρη. Παρουσιάζεται ο

αλγόριθµος του πλησιέστερου γείτονα που προσεγγίζει το µικρότερο κύκλο Hamilton. 

1 4 7™ Y N O æ H  K E º A § A I O Y
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Πέρα από την εύρεση κύκλων ιδιαίτερου ενδιαφέροντος σε γράφηµα, η εύρεση µονο-

πατιών ελαχίστου µήκους σε γράφη µε βάρη έχει ιδιαίτερο ενδιαφέρον σε πολλά προ-

βλήµατα. Η ενότητα 4.3 παρουσιάζει και αποδεικνύει την ορθότητα του αλγορίθµου

του Dijkstra για την εύρεση του µήκους του µικρότερου µονοπατιού µεταξύ δύο κορυ-

φών συνδεόµενου γραφήµατος. 

Η σχεδίαση και ανάπτυξη αλγορίθµων για την επίλυση προβληµάτων σε γραφήµατα

επιβάλλει την κατά κάποιο τρόπο παράσταση των γραφηµάτων. Η ενότητα 4.4.

παρουσιάζει δύο τρόπους παράστασης γραφηµάτων: Το µητρώο σύνδεσης και το

µητρώο εφαπτόµενων ακµών. 

Η ενότητα 4.5 ορίζει την έννοια των ισόµορφων γραφηµάτων και παρουσιάζει µια

µεθοδολογία ελέγχου της µη–ισοµορφίας γραφηµάτων. Η έννοια της ισοµορφίας είναι

ιδιαίτερη χρήσιµη για την κατανόηση των αναγκαίων και ικανών συνθηκών για να

είναι ένα γράφηµα επίπεδο.

Η έννοια του επίπεδου γραφήµατος παρουσιάζεται στην ενότητα 4.6. Στην ενότητα

αυτή διατυπώθηκε και αποδείχθηκε ο τύπος του Euler για επίπεδα γραφήµατα και

αναζητήθηκαν συνθήκες ελέγχου για να είναι ένα γράφηµα επίπεδο. Στα πλαίσια αυτά

ορίζεται η έννοια της απλοποίησης σειράς και η έννοια των οµοιοµορφικών γραφη-

µάτων. Τέλος, στην ενότητα διατυπώνεται το θεώρηµα Kuratowski που δίνει τις ικα-

νές και αναγκαίες συνθήκες για να είναι ένα γράφηµα επίπεδο. 
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Στόχος του παρόντος κεφαλαίου είναι η παρουσίαση µιας κατηγορίας γραφηµάτων

µε ιδιαίτερες εφαρµογές στην επιστήµη των υπολογιστών: τα δέντρα. 

Η εξοικείωση µε τη δοµή αυτή και τις ιδιότητές της, καθώς και η παρουσίαση αλγο-

ρίθµων αξιοποίησης της πληροφορίας που µπορεί να αποθηκεύεται στις κορυφές των

δέντρων, είναι από τους κύριους στόχους του παρόντος κεφαλαίου.

Στις ενότητες του παρόντος κεφαλαίου και ιδιαίτερα στην ενότητα 5.1 αναπτύσσονται

οι βασικές έννοιες που αφορούν τα δέντρα, δίνονται και αποδεικνύονται εναλλακτι-

κοί τρόποι χαρακτηρισµού των δέντρων ως γραφήµατα ιδιαίτερου τύπου. Στην ενό-

τητα 5.2 αναπτύσσεται η έννοια των συνδετικών δέντρων και παρουσιάζονται αλγό-

ριθµοι διάσχισης δέντρων. Η ίδια ενότητα παρουσιάζει το πρόβληµα εύρεσης ελάχι-

στων συνδετικών δέντρων σε γραφήµατα µε βάρη. Στην ενότητα 5.3 παρουσιάζεται

µια ιδιαίτερη κατηγορία δέντρων: τα δυαδικά δέντρα. Παρουσιάζονται αλγόριθµοι

διάσχισης δυαδικών δέντρων και τα δυαδικά δέντρα αναζήτησης πληροφορίας.

¶ÚÔÛ‰ÔÎÒÌÂÓ· AÔÙÂÏ¤ÛÌ·Ù·

Η µελέτη του παρόντος κεφαλαίου και η αποσαφήνιση των εννοιών που ορίζονται σε

αυτό θα σας δώσει τη δυνατότητα:

• Χαρακτηρισµού ενός γραφήµατος ως δέντρου

• Εντοπισµού και χαρακτηρισµού των «συστατικών» ενός δέντρου

• Ανάπτυξης και εφαρµογής αλγορίθµων για την αξιοποίηση πληροφορίας σε δέντρα

• Εύρεσης συνδετικών δέντρων σε γραφήµατα

• Εύρεσης ελάχιστων συνδετικών δέντρων σε γραφήµατα µε βάρη

• Οργάνωσης πληροφορίας σε δυαδικά δέντρα αναζήτησης

• Αναζήτησης πληροφορίας σε δυαδικά δέντρα αναζήτησης

• ∆ιάσχισης δυαδικών δέντρων για την ανίχνευση της πληροφορίας που αποθηκεύ-

εται στις κορυφές αυτών

5∫ ∂ º ∞ § ∞ π √
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ŒÓÓÔÈÂ˜ ÎÏÂÈ‰È¿

• δέντρο

• δέντρο µε ρίζα

• επίπεδο κορυφής

• ύψος δέντρου

• υπο δέντρο

• πατέρας κορυφής

• συγγενείς κορυφές

• παιδί κορυφής

• τερµατική κορυφή

• εσωτερική κορυφή

• κορυφή διακλάδωσης

• συνδετικό δέντρο

• ελάχιστο συνδετικό δέντρο

• διάσχιση γραφήµατος

• κατά βάθος διάσχιση

• κατά πλάτος διάσχιση

• αλγόριθµος Prim

• δυαδικό δέντρο

• πλήρες δυαδικό δέντρο

• δυαδικό δέντρο αναζήτησης

• προδιατεταγµένη διάσχιση δυαδικών

δέντρων

• ενδοδιατεταγµένη διάσχιση δυαδικών

δέντρων
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Στόχος της παρούσας ενότητας είναι η παρουσίαση των βασικών εννοιών, της ορο-

λογίας των συστατικών των δέντρων και η παρουσίαση των ιδιαίτερων χαρακτηρι-

στικών που επιτρέπουν το χαρακτηρισµό ενός γραφήµατος ως δέντρου. 

¶ÚÔÛ‰ÔÎÒÌÂÓ· AÔÙÂÏ¤ÛÌ·Ù·

Η µελέτη της παρούσας ενότητας θα σας δώσει τη δυνατότητα:

• Χαρακτηρισµού ενός γραφήµατος ως δέντρου,

• Εντοπισµού και χαρακτηρισµού των «συστατικών» ενός δέντρου,

• Χρήσης των ιδιαίτερων χαρακτηριστικών των δέντρων για την περαιτέρω από-

δειξη ιδιοτήτων που τα χαρακτηρίζουν.

ŒÓÓÔÈÂ˜ ÎÏÂÈ‰È¿

• δέντρο

• δέντρο µε ρίζα

• επίπεδο κορυφής

• ύψος δέντρου

• υπό–δέντρο

• πατέρας κορυφής

• συγγενείς κορυφής

• παιδί κορυφής

• τερµατική κορυφή

• εσωτερική κορυφή

• κορυφή διακλάδωσης
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Ορισµός 5.1 ∆έντρο (tree) τ είναι απλό γράφηµα, όπου εάν v1 και v2 δύο κορυφές

στο τ, τότε υπάρχει ένα µοναδικό απλό µονοπάτι από την v1 στη v2.
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¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 5.1

Παράδειγµα δέντρου είναι το γράφηµα τ του σχήµατος 5.1.

™¯‹Ì· 5.1

∆έντρο Τ

v1

v2

v3

v4

v5

v6

v7

v8

v9

v10

T

Τις περισσότερες φορές σε ένα δέντρο χαρακτηρίζουµε µια κορυφή ως «ρίζα» του

δέντρου. Οι υπόλοιπες κορυφές του, σε αντίθεση µε τα πραγµατικά δέντρα, «κρέ-

µονται» από τη ρίζα. 

Ορισµός 5.2 ∆έντρο µε ρίζα (rooted tree) είναι δέντρο, στο οποίο µια ιδιαίτερη

κορυφή του χαρακτηρίζεται σαν ρίζα του δέντρου.

Κατ’ αυτό τον τρόπο, η σχεδίαση ενός δέντρου µε ρίζα γίνεται από πάνω προς τα

κάτω, σε αντίθεση µε τα πραγµατικά δέντρα όπου η ρίζα βρίσκεται στο κάτω µέρος

του δέντρου και τα φύλλα επάνω.

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 5.2

Παράδειγµα δέντρου µε ρίζα είναι το δέντρο του σχήµατος 5.2. Αυτό είναι το δέντρο

του σχήµατος 5.1, µε την κορυφή v5 σαν ρίζα αυτού.

v5

v3 v4 v6 v7

v9v8v2v1

v10

™¯‹Ì· 5.2

∆έντρο τ µε 
ρίζα v5



Παρατηρήστε ότι σχηµάτισα το δέντρου του σχήµατος 5.2 ως εξής: Σχεδίασα τη ρίζα

και αµέσως κάτω από αυτή, στο ίδιο θα λέγαµε επίπεδο, τις κορυφές του γραφήµα-

τος (v3, v4, v6, v7) που απέχουν απόσταση ίση µε ένα (1) από τη ρίζα. Στη συνέχεια

τοποθέτησα τις κορυφές που είναι γειτονικές των κορυφών του 1ου επιπέδου και που

απέχουν απόσταση ίση µε δύο (2) από τη ρίζα, κοκ. Κατ’ αυτόν τον τρόπο η κάθε

κορυφή τοποθετείται σε ένα «επίπεδο» που εξαρτάται από την απόσταση της κορυ-

φής από τη ρίζα του δέντρου.

Παρατηρήστε ότι µια κορυφή v δεν µπορεί να βρίσκεται σε περισσότερα του ενός

επιπέδα, εφόσον αυτή συνδέεται µε τη ρίζα του δέντρου µε ένα µοναδικό και απλό

µονοπάτι.
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Ορισµός 5.3 Επίπεδο (level) κορυφής v σε δέντρο τ µε ρίζα καλείται το µήκος

του απλού µονοπατιού από τη ρίζα του δέντρου στην κορυφή v.

Ορισµός 5.4 Ύψος (hight) δέντρου είναι ο µεγαλύτερος αριθµός επίπεδου κορυ-

φής στο δέντρο.

Ορισµός 5.5: Έστω τ δέντρο µε ρίζα v. Έστω (v, v1, v2, …, vn) ένα απλό µονοπά-

τι στο τ και έστω x, w, z κορυφές του τ στο παραπάνω µονοπάτι.

Τότε

(α) Η κορυφή vn–1 καλείται πατέρας (father) της vn.

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 5.3

Η ρίζα του δέντρου στο σχήµα 5.2 είναι η κορυφή v5, που βρίσκεται στο επίπεδο 0

του δέντρου. Οι κορυφές v3, v4, v6, v7 είναι τοποθετηµένες στο επίπεδο 1 κοκ. Το ύψος

του δέντρου του σχήµατος 5.2 είναι ίσο µε 3.

Πριν προχωρήσω να εξετάσω ιδιαίτερα χαρακτηριστικά των δέντρων ως γραφηµά-

των και δώσω εναλλακτικούς χαρακτηρισµούς των δέντρων, θα ήταν χρήσιµο να

δοθεί κάποια βασική ορολογία των «συστατικών» των δέντρων, ώστε να αποκτή-

σουµε ένα κοινό λεξιλόγιο. 

Την ορολογία που χρησιµοποιώ στον ορισµό 5.5 την έχουµε δανειστεί από τα γνω-

στά, λίγο πολύ, σε όλους µας γενεαλογικά δέντρα.
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¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 5.4

(β) Οι κορυφές v, v1, …, vn–1 καλούνται πρόγονοι (ancestor) της vn.

(γ) Η vn καλείται παιδί (child) της vn–1.

(δ) Εάν η x είναι πρόγονος της w, τότε η w καλείται απόγονος (predecessors)

της x.

(ε) Εάν x και w είναι παιδιά της z, τότε οι x και w καλούνται συγγενείς

(relatives).

(στ) Εάν η x δεν έχει παιδιά, τότε η x καλείται τερµατική (terminal vertex) κορυ-

φή (ή φύλλο) του δέντρου.

(ζ) Εάν η x δεν είναι τερµατική, τότε η x καλείται εσωτερική (internal vertex)

κορυφή ή κορυφή διακλάδωσης (branching vertex).

(η) Ένα υπό–δέντρο (sub–tree) του τ µε ρίζα x είναι το γράφηµα µε σύνολο

κορυφών V = {w | w απόγονος της x} και σύνολο ακµών Ε = {e | e είναι ακµή

σε ένα απλό µονοπάτι από τη x σε κάποια κορυφή του V}.

Γιάννης

Nίκος Mαρία Tασία Aθηνά

ZωήAλίκη∆ηµήτρηςΓιώργος

Στέφανος

™¯‹Ì· 5.3

Γενεαλογικό
δέντρο 

Στο γενεαλογικό δέντρο του σχήµατος 5.3, το οποίο ως γράφηµα είναι ισόµορφο του

δέντρου στο σχήµα 5.2, παρατηρούµε ότι: ο Γιάννης είναι πατέρας του Νίκου, της

Μαρίας, της Τασίας, της Αθηνάς και πρόγονος του Γιώργου, του ∆ηµήτρη, της Αλί-

κης, του Στέφανου και της Ζωής. Η Αθηνά και η Μαρία είναι συγγενείς, εφόσον

έχουν τον ίδιο πατέρα, ενώ η Αλίκη και η Ζωή είναι παιδιά της Αθηνάς και απόγο-

νοι του Γιάννη. Τέλος, οι κορυφές Γιώργος, ∆ηµήτρης, Αλίκη και Στέφανος δεν έχουν

παιδιά και εποµένως αποτελούν τερµατικές κορυφές του δέντρου, ενώ οι υπόλοιπες



κορυφές είναι κορυφές διακλάδωσης (εσωτερικές κορυφές).

Το υπό – δέντρο του δέντρου στο σχήµα 5.3 µε ρίζα την κορυφή Αθηνά είναι αυτό

που πλαισιώνεται µε την γκρίζα γραµµή και έχει σύνολο κορυφών V = {Αθηνά,

Αλίκη, Ζωή, Στέφανος} και σύνολο ακµών Ε = (e | η e συµµετέχει σε ένα µονοπάτι

από τη ρίζα Αθηνά του υπο – δέντρου, σε οποιαδήποτε κορυφή του V}. 

Το θεώρηµα 5.1 παρακάτω αποδεικνύει την ισχύ διαφορετικών, ισοδύναµων χαρα-

κτηρισµών ενός δέντρου.

Θεώρηµα 5.1

Έστω τ γράφηµα µε ν κορυφές. Τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

(α) τ είναι δέντρο

(β) τ είναι συνδεόµενο και ακυκλικό γράφηµα

(γ) τ είναι συνδεόµενο γράφηµα µε (ν–1) ακµές και

(δ) τ είναι ακυκλικό γράφηµα µε (ν–1) ακµές. 

Απόδειξη

(εάν (α) τότε (β)) Έστω τ δέντρο. Τότε από τον ορισµό του δέντρου, για κάθε ζεύγος

κορυφών v και w του τ υπάρχει ένα απλό µονοπάτι που τις συνδέει. Συνεπώς, το γρά-

φηµα τ είναι συνδεόµενο. 

Έστω ότι το τ περιέχει τουλάχιστον έναν κύκλο Κ. Τότε το τ περιέχει ένα απλό κύκλο

Κ¢ = (v0, v1, …, vn), µε v0 = vn (Άσκηση Αυτοαξιολόγησης 4.5). Αφού το τ είναι απλό

γράφηµα, δεν περιέχει ανακυκλώσεις και φυσικά ούτε παράλληλες ακµές. Συνεπώς,

ο κύκλος Κ¢ περιέχει τουλάχιστον δύο διακριτές κορυφές vi, vj, i < j. Τότε, τα P1 =

(vi, vi+1, …, vj) και P2 = (vi, vi–1, …, v0, vn–1, …, vj) είναι διαφορετικά απλά µονοπά-

τια από την vi στη vj. Η ύπαρξη δύο µονοπατιών µεταξύ των δύο διακριτών κορυ-

φών και το γεγονός ότι το τ είναι δέντρο οδηγεί σε άτοπο. Άρα, το δέντρο τ είναι

ακυκλικό γράφηµα.

(εάν (β) τότε (γ)). Έστω ότι το τ είναι ένα ακυκλικό και συνδεόµενο γράφηµα µε ν

κορυφές. Θα δείξουµε επαγωγικά ως προς τον αριθµό των κορυφών του ότι έχει ν–1

ακµές. 

Βασικό βήµα. Για i = 1, το τ έχει µια κορυφή και καµία (δηλαδή i – 1) ακµή. Συνε-

πώς, ο ισχυρισµός ισχύει στην περίπτωση αυτή .

Επαγωγικό βήµα. Υποθέτουµε ότι ο παραπάνω ισχυρισµός ισχύει για i = ν.
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Θα δείξουµε ότι, αν το τ είναι συνδεόµενο και ακυκλικό γράφηµα µε ν + 1 κορυφές,

τότε το τ θα έχει ν ακµές.

Έστω ρ απλό µονοπάτι στο τ µε το µεγαλύτερο δυνατό µήκος. Εφόσον το τ είναι ακυ-

κλικό γράφηµα, το ρ δεν είναι κύκλος. Εποµένως, το ρ περιέχει κορυφή v µε βαθµό

1. Έστω Τ* το γράφηµα που προκύπτει, εάν από το τ αφαιρέσουµε τη v και την εφα-

πτοµένη σε αυτή ακµή. Τότε, το Τ* είναι συνδεόµενο και ακυκλικό γράφηµα µε ν

κορυφές. Από την υπόθεση του επαγωγικού βήµατος έπεται ότι το Τ* έχει (ν–1)

ακµές. Άρα, το γράφηµα τ έχει ν ακµές.

(εάν (γ) τότε (δ)) Έστω ότι το τ είναι συνδεόµενο γράφηµα µε ν κορυφές και ν–1

ακµές. Θα δείξουµε ότι το τ είναι ακυκλικό γράφηµα.

Έστω ότι το τ περιέχει τουλάχιστον έναν κύκλο. Αφαιρώντας µια ακµή από έναν

κύκλο, το γράφηµα δεν καθίσταται ασύνδετο. Άρα, µπορούµε να αφαιρέσουµε ακµές

δίχως να αφαιρέσουµε κορυφές, έως ότου προκύψει γράφηµα Τ* ακυκλικό και συν-

δεόµενο. Το γράφηµα που προκύπτει έχει ν κορυφές και από την απόδειξη του βήµα-

τος (αν β τότε γ) παραπάνω, θα πρέπει να έχει (ν–1) ακµές. Τότε, όµως, το τ θα πρέ-

πει να έχει περισσότερες από ν–1 ακµές. Αυτό, σύµφωνα µε την υπόθεσή µας, είναι

άτοπο. Άρα, το τ είναι ακυκλικό γράφηµα.

(εάν (δ) τότε (α)). Έστω ότι το τ είναι ακυκλικό γράφηµα µε ν–1 ακµές. Τότε θα

δείξω ότι το γράφηµα τ είναι δέντρο. ∆ηλαδή θα δείξω ότι το τ είναι ένα απλό γρά-

φηµα και ότι για κάθε ζεύγος κορυφών του υπάρχει ένα µοναδικό, απλό µονοπάτι

που τις συνδέει.

Το γράφηµα τ δεν περιέχει ανακυκλώσεις και παράλληλες ακµές, γιατί από την υπό-

θεση είναι ακυκλικό. Συνεπώς, το τ είναι ένα απλό γράφηµα.

Έστω ότι το τ δεν είναι συνδεόµενο και εποµένως έχει τουλάχιστον δύο τµήµατα.

Τ1, Τ2, …, Τκ, τα τµήµατα του Τ. Εφόσον το τ δεν είναι συνδεόµενο, τότε κ > 1. Έστω

ότι κάθε υπό – γράφηµα Τi έχει νi κορυφές. Αφού κάθε τµήµα Τi είναι ένα συνδεό-

µενο και ακυκλικό γράφηµα, τότε σύµφωνα µε το (γ) παραπάνω µπορούµε να απο-

φανθούµε ότι το Τi έχει νi–1 ακµές. 

Τότε το άθροισµα των κορυφών του τ είναι ίσο µε το άθροισµα των κορυφών των

τµηµάτων του. Το αντίστοιχο ισχύει για τις ακµές του Τ. Συνεπώς: 

Για τις ακµές ισχύει ότι: ν–1 = (ν1 – 1) + (ν2 – 1) + …, + (νκ – 1) 

Για τις κορυφές ισχύει ότι: ν = (ν1 + ν2 + …, + νκ)

Με βάση τις παραπάνω σχέσεις ισχύει ότι: 



ν–1 = (ν1 – 1) + (ν2 – 1) + …, + (νκ – 1) < (ν1 + ν2 + …, + νκ) – 1 = ν–1. 

Αυτό είναι άτοπο. Συνεπώς, το τ δεν µπορεί να έχει περισσότερα του ενός τµήµατα,

δηλαδή το τ είναι συνδεόµενο γράφηµα. 

Επιπλέον, για να δείξω ότι το τ είναι δέντρο, θα πρέπει να δείξω ότι για κάθε ζεύγος

διακριτών κορυφών v1 και v2 υπάρχει µοναδικό µονοπάτι που τις συνδέει. Έστω δύο

διακριτά µονοπάτια Ρ1 και Ρ2 από την v1 στη v2, όπως αυτά φαίνονται στο σχήµα 5.4.
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P2

P2

v1

v2

x w u
™¯‹Ì· 5.4

Μονοπάτια 
Ρ1 και Ρ2 από τη
v1 στη v2

Όπως φαίνεται στο σχήµα 5.4, έστω w η πρώτη κορυφή στο Ρ1 µετά την v1 που δεν

βρίσκεται στο Ρ2. Έστω x κορυφή πριν την w και u η πρώτη κορυφή µετά την w,

τέτοιες ώστε να βρίσκονται στο Ρ1 και στο Ρ2. Έστω (v0, v1, v2, …, vn–1, vn) το κοµ-

µάτι του Ρ1 από την x = v0 στην u = vn. Έστω δε, (w0, w1, w2, …, wm–1, wm) το κοµ-

µάτι του Ρ2 από την x = w0 στη u = wm. Τότε, όµως, το µονοπάτι (v0, v1, v2, …, vn–1,

vn = wm, wm–1, …, w1, w0) είναι ένας κύκλος στο γράφηµα Τ. Αυτό είναι άτοπο, διότι

έχουµε υποθέσει ότι τ είναι ακυκλικό γράφηµα. Άρα, για κάθε ζευγάρι κορυφών v1

και v2 υπάρχει ένα απλό και µοναδικό µονοπάτι που να τις συνδέει. 

Εποµένως, το τ είναι δέντρο. 

ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 5.1

∆είξτε ότι κάθε δέντρο είναι επίπεδο γράφηµα. 

ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 5.2

∆είξτε ότι κάθε δέντρο είναι διχοτοµίσιµο γράφηµα. 

ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 5.3

Το συνδεόµενο γράφηµα του σχήµατος 5.5 έχει ένα και µοναδικό απλό µονοπάτι µετα-

ξύ κάθε ζεύγους κορυφών του. Το γράφηµα όµως δεν είναι δέντρο. Εξηγήστε γιατί.



1 6 0 K E º A § A I O  5 :  ¢ ∂ ¡ ∆ ƒ∞

v2

v1

™¯‹Ì· 5.5

Συνδεόµενο 
γράφηµα

¢Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙ· 5.1

Βρείτε το επίπεδο κάθε κορυφής στο δέντρο του σχήµατος 5.6. Βρείτε το ύψος του

δέντρου αυτού. 

Υπόδειξη: Χρησιµοποιήστε τους ορισµούς 5.3 και 5.4 παραπάνω.

¢Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙ· 5.2

Ένα δάσος ορίζεται ως ένα απλό γράφηµα δίχως κύκλους. Εξηγείστε γιατί ένα

δάσος είναι µια ένωση δέντρων.

Υπόδειξη: Το δάσος µπορεί να είναι µη συνδεόµενο γράφηµα. Χαρακτηρίστε τα

τµήµατα του γραφήµατος αυτού.

¢Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙ· 5.3

∆είξετε ότι κάθε γράφηµα µε ν κορυφές και λιγότερες από (ν–1) ακµές δεν είναι

συνδεόµενο. 

Υπόδειξη: Πόσες ακµές έχει ένα συνδεόµενο γράφηµα, τουλάχιστον;

v1

v2

v3

v6

v7

v4

v9

v10v8

ρίζα

™¯‹Ì· 5.6

∆έντρο δίχως
ρίζα

™‡ÓÔ„Ë ∂ÓfiÙËÙ·˜

Η ενότητα αυτή παρουσίασε βασικές έννοιες, ιδιότητες και εναλλακτικούς χαρακτη-

ρισµούς µιας ιδιαίτερης κατηγορίας γραφηµάτων: των ακυκλικών και συνδεόµενων

γραφηµάτων, δηλαδή των δέντρων



5.2 ™˘Ó‰ÂÙÈÎ· ¢ÂÓÙÚ· 

™ÎÔfi˜

Στόχος της παρούσας ενότητας είναι η µελέτη του τρόπου σχηµατισµού των δέντρων

που περιέχουν το σύνολο των κορυφών ενός γραφήµατος. Τα δέντρα αυτά καλούνται

συνδετικά. Παρουσιάζονται αλγόριθµοι διάσχισης γραφηµάτων για την εύρεση συν-

δετικών δέντρων σε γραφήµατα και αλγόριθµος εύρεσης ελάχιστου συνδετικού

δέντρου σε γραφήµατα µε βάρη. 

¶ÚÔÛ‰ÔÎÒÌÂÓ· ·ÔÙÂÏ¤ÛÌ·Ù·

Η µελέτη της παρούσας ενότητας θα σας καταστήσει ικανούς για την:

• Ανίχνευση συνδετικών δέντρων σε γραφήµατα,

• Ανάπτυξη και εφαρµογή αλγορίθµων για τη διάσχιση γραφηµάτων,

• Εύρεση συνδετικών δέντρων σε γραφήµατα,

• Εύρεση ελάχιστων συνδετικών δέντρων σε γραφήµατα µε βάρη.

ŒÓÓÔÈÂ˜ ÎÏÂÈ‰È¿

• συνδετικό δέντρο

• ελάχιστο συνδετικό δέντρο

• κατά – πλάτος διάσχιση γραφήµατος

• κατά – βάθος διάσχιση γραφήµατος

• αλγόριθµος Prim

Θεωρείστε ότι θέλουµε να επισκευάσουµε το οδικό δίκτυο µιας πόλης στο συντο-

µότερο δυνατό χρόνο. Σε καµία βέβαια περίπτωση δεν πρέπει να αφήσουµε σηµεία

στην πόλη που δεν είναι προσβάσιµα. Εποµένως, θα πρέπει κάθε φορά να κλείνου-

µε για επισκευές τους περισσότερους δυνατούς δρόµους, εφόσον (αν βέβαια αυτό

είναι δυνατό) οι δρόµοι που µένουν σε λειτουργία δεν καθιστούν κάποιο σηµείο στην

πόλη µη προσβάσιµο. Αν µοντελοποιήσουµε το οδικό δίκτυο µε ένα γράφηµα, τότε,

για να προσδιορίσουµε το τµήµα του δικτύου που πρέπει να δίνεται στην κυκλοφο-

ρία, θα πρέπει να προσδιορίσουµε ένα συνδεόµενο υπο–γράφηµα του αρχικού γρα-

φήµατος που περιέχει την κάθε κορυφή του αρχικού γραφήµατος. Επίσης, για να

ελαχιστοποιήσουµε το χρόνο επιδιόρθωσης θα πρέπει να κάνουµε διορθώσεις στο
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µεγαλύτερο δυνατό αριθµό δρόµων κάθε φορά. Εποµένως, το ζητούµενο υπο – γρά-

φηµα θα πρέπει να µην περιέχει κύκλους (να µην υπάρχει διπλή/περιττή πρόσβαση

σε ένα σηµείο της πόλης). Συνεπώς, το ζητούµενο υπο–γράφηµα θα πρέπει να είναι

δέντρο που περιέχει όλες τις κορυφές του αρχικού γραφήµατος. Ένα τέτοιο δέντρο

καλείται συνδετικό δέντρο γραφήµατος.

Ορισµός 5.6: Υπο γράφηµα τ γραφήµατος Γ καλείται συνδετικό (ή επικαλύπτον)

δέντρο (spanning tree) του Γ, εάν αυτό είναι δέντρο και περιέχει

όλες τις κορυφές του Γ.

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 5.5

Στο σχήµα 5.7 φαίνονται δύο συνδετικά δέντρα του γραφήµατος Γ. Αν Γ είναι το

οδικό δίκτυο του παραδείγµατος που χρησιµοποίησα στην αρχή της ενότητας, τότε

τα δέντρα Τ1 και Τ2 δείχνουν τις ακµές που θα πρέπει (τουλάχιστον) να δίνουµε στην

κυκλοφορία, ώστε να επισκευάζουµε το µέγιστο αριθµό δρόµων κάθε φορά, δίχως

να έχουµε µη προσβάσιµα σηµεία στην πόλη.

v2 v4

v5v3

v1
v6

v2 v4

v5v3

v1
v6

v2 v4

v5v3

v1 v6

Γ T1 T2

™¯‹Ì· 5.7

Συνδετικά δέντρα
Τ1 και Τ2

του γραφήµατος Γ

Προφανώς, για να υπάρχει συνδετικό δέντρο σε ένα γράφηµα, θα πρέπει το γράφη-

µα αυτό να είναι συνδεόµενο. Το θεώρηµα 5.2 αποδεικνύει τον παραπάνω ισχυρι-

σµό, καθώς και τον αντίστροφο.

Θεώρηµα 5.2

Γράφηµα Γ έχει συνδετικό δέντρο, εάν και µόνο εάν αυτό είναι συνδεόµενο.

Απόδειξη

(Æ) Έστω ότι το Γ είναι συνδεόµενο γράφηµα. Εάν αυτό δεν περιέχει κύκλο, τότε

είναι δέντρο, και εποµένως το συνδετικό δέντρο του Γ είναι το ίδιο το Γ. 



Εάν το Γ περιέχει τουλάχιστον έναν κύκλο, τότε αφαιρούµε ακµές καταστρέφοντας

τους κύκλους, έως ότου προκύψει ένα ακυκλικό γράφηµα που συνεχίζει όµως να

είναι συνδεόµενο. Κατ΄αυτό τον τρόπο, το υπο–γράφηµα του Γ που προκύπτει είναι

συνδεόµενο και ακυκλικό και περιέχει όλες τις κορυφές του Γ. Άρα, είναι συνδετι-

κό δέντρο του Γ.

(¨) Έστω ότι το γράφηµα Γ έχει συνδετικό δέντρο. Τότε, το δέντρο αυτό περιέχει

όλες τις κορυφές του Γ και είναι ένα συνδεόµενο υπογράφηµα του Γ. Συνεπώς, και

το Γ είναι συνδεόµενο γράφηµα.

Για την εύρεση ενός συνδετικού δέντρου σε γράφηµα Γ µπορούµε να χρησιµοποιή-

σουµε την κατά–πλάτος (breadth first traversal) ή την κατά–βάθος (depth–first

traversal) διάσχιση του γραφήµατος. Με τον όρο «διάσχιση» (traversal) εννοούµε

τη συστηµατική επίσκεψη των κορυφών του γραφήµατος.

Η ιδέα της κατά πλάτους διάσχισης είναι να σχηµατίσουµε το συνδετικό δέντρο ανά

επίπεδο, επισκεπτόµενοι δηλαδή όλες τις κορυφές του γραφήµατος που αποτελούν

κορυφές του ίδιου επιπέδου στο συνδετικό δέντρο, προχωρώντας στο επόµενο επί-

πεδο κ.ο.κ.

Ο αλγόριθµος της κατά–πλάτους διάσχισης για την εύρεση συνδετικού δέντρου σε

συνδεόµενο γράφηµα είναι ο εξής:

Αλγόριθµος 5.1: Κατά πλάτος διάσχιση γραφήµατος

Είσοδος: Συνδεόµενο γράφηµα Γ = (V, E) και διάταξη (v1, v2, …, vn) στις κορυφές

του.

Έξοδος: Συνδετικό δέντρο Τ

procedure Î·Ù¿–Ï¿ÙÔ˜–‰È¿Û¯ÈÛË(V, E)

/* V = Û‡ÓÔÏÔ ÎÔÚ˘ÊÒÓ ÙÔ˘ °; E = Û‡ÓÔÏÔ ·ÎÌÒÓ ÙÔ˘ °*/

/* V' = Û‡ÓÔÏÔ ÎÔÚ˘ÊÒÓ ÙÔ˘ Û˘Ó‰ÂÙÈÎÔ‡ ‰¤ÓÙÚÔ˘; 

E' = Û‡ÓÔÏÔ ·ÎÌÒÓ ÙÔ˘ Û˘Ó‰ÂÙÈÎÔ‡ ‰¤ÓÙÚÔ˘*/

/* v1 Ú›˙· ÙÔ˘ Û˘Ó‰ÂÙÈÎÔ‡ ‰¤ÓÙÚÔ˘*/

/* S : ‰È·ÙÂÙ·ÁÌ¤ÓË Ï›ÛÙ· ÎÔÚ˘ÊÒÓ ÙÔ˘ ÙÂÏÂ˘Ù·›Ô˘ ÂÈ¤‰Ô˘ ÙÔ˘ Û˘Ó‰ÂÙÈÎÔ‡

‰¤ÓÙÚÔ˘. */

S:= (v1)

V':={ v1}
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E'=∆

while true do

begin

°È· Î¿ıÂ x ÛÙÔ S, Û‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙË ‰È¿Ù·ÍË, 

°È· Î¿ıÂ y ÛÙÔ (V–V'), Û‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙË ‰È¿Ù·ÍË, 

·Ó (x, y) Â›Ó·È Ì¤ÏÔ˜ ÙÔ˘ E, ÙfiÙÂ ÚfiÛıÂÛÂ ÙÔ (x, y) ÛÙÔ E' Î·È ÙÔ y ÛÙÔ

V'

∞Ó ‰ÂÓ ÚÔÛÙ¤ıËÎ·Ó Ó¤Â˜ ·ÎÌ¤˜ ÛÙÔ ∂', ÙfiÙÂ return(T)

S:= ·È‰È¿ ÙˆÓ ÛÙÔÈ¯Â›ˆÓ ÙÔ˘ S ‰È·ÙÂÙ·ÁÌ¤Ó· Û‡ÌÊˆÓ· ÌÂ ÙË ‰È¿Ù·ÍË ÙˆÓ

·Ù¤ÚˆÓ ÙÔ˘˜.

end

end Î·Ù¿–Ï¿ÙÔ˜–‰È¿Û¯ÈÛË

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 5.6

v2 v4

v5
v3

v1

v6

™¯‹Ì· 5.8

Συνδεόµενο 
γράφηµα

Στο παράδειγµα αυτό θα δείξω την εφαρµογή του αλγορίθµου της κατά – πλάτους

διάσχισης στο γράφηµα του σχήµατος 5.8. 

Για την εφαρµογή του αλγόριθµου απαιτείται µια διάταξη των κορυφών του γρα-

φήµατος, έστω αυτή (v2, v3, v1, v4, v5, v6). Ως ρίζα του συνδετικού δέντρου θα θεω-

ρήσουµε την πρώτη κορυφή στην προτεινόµενη διάταξη, δηλαδή τη v2. Συνεπώς,

αρχικά V¢ = {v2} και S = (v2).

Η 1η στήλη του πίνακα 5.1 δείχνει την τιµή της S, η 2η στήλη την τιµή της V¢, η 3η

την τιµή της µεταβλητής x, καθώς αυτή διατρέχει τη λίστα S, η 4η στήλη το σύνολο

V – V¢, η 5η στήλη την τιµή της µεταβλητής y, καθώς αυτή διατρέχει το σύνολο (V

– V¢) µε σεβασµό στην αρχική διάταξη, η 5η στήλη δείχνει τις ακµές και κορυφές

που προστίθενται στο συνδετικό δέντρο και η 6η στήλη δείχνει το συνδετικό δέντρο,

όπως αυτό σχηµατίζεται.



¶›Ó·Î·˜ 5.1

Κατά πλάτος διάσχιση του γραφήµατος στο σχήµα 5.8
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S V’ X V–V’ Y (X,Y)

(v2) {v2} v2

(v3,v1,v4,v5,

v6)
v3 (v2,v3)

(v2) {v2,v3} v2 (v1,v4,v5,v6) v1 (v2,v1)

(v2) {v2,v3,v1} v2 (v4,v5,v6) v4 (v2,v4)

(v2) {v2,v3,v1,v4} v2 (v5,v6) v5

(v2) {v2,v3,v1,v4} v2 (v5,v6) v6

{v3,v1,v4}

(τα παιδιά της

v2, διατεταγµένα

σύµφωνα µε την

αρχική διάταξη) 

{v2,v3,v1,v4} v3 (v5,v6) v5 (v3,v5)

{v3,v1,v4,v5} {v2,v3,v1,v4} v3 (v6) v6 (v3,v6)

{v3,v1,v4,v6} {v2,v3,v1,v4} ( )

Συνδετικό

∆έντρο

v3

v2

v2

v3v1

v2 v4

v3v1

v2 v4

v3v1

v2 v4

v5v3
v1

v2 v4

v5

v6

v3
v1

v2 v4

v3v1
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Εναλλακτικός τρόπος εύρεσης συνδετικού δέντρου σε συνδεόµενο γράφηµα Γ είναι

η διάσχιση κατά–βάθος.

Ο αλγόριθµος της διάσχισης κατά βάθος για την εύρεση συνδετικού δέντρου σε συν-

δεόµενο γράφηµα είναι ο εξής:

Αλγόριθµος 5.2: Κατά – βάθος διάσχιση γραφήµατος

Είσοδος: Συνδεόµενο γράφηµα Γ = (V, E) και διάταξη (v1, v2, …, vn) στις κορυφές

του.

Έξοδος: Συνδετικό δέντρο Τ

procedure Î·Ù¿–‚¿ıÔ˜ ‰È¿Û¯ÈÛË (V, E)

/* V = Û‡ÓÔÏÔ ÎÔÚ˘ÊÒÓ ÙÔ˘ °; E = Û‡ÓÔÏÔ ·ÎÌÒÓ ÙÔ˘ °*/

/* V' = Û‡ÓÔÏÔ ÎÔÚ˘ÊÒÓ ÙÔ˘ Û˘Ó‰ÂÙÈÎÔ‡ ‰¤ÓÙÚÔ˘*/ 

/* E' = Û‡ÓÔÏÔ ·ÎÌÒÓ ÙÔ˘ Û˘Ó‰ÂÙÈÎÔ‡ ‰¤ÓÙÚÔ˘*/

/* v1 Ú›˙· ÙÔ˘ Û˘Ó‰ÂÙÈÎÔ‡ ‰¤ÓÙÚÔ˘*/

w:= v1

V':={ v1}

E'=∆

while true do

begin

while ˘¿Ú¯ÂÈ ·ÎÌ‹ (w, v) ÙÔ˘ ° Ô˘ Ë ÚÔÛı‹ÎË ÙË˜ ÛÙÔ Ù ‰ÂÓ ‰ËÌÈÔ˘ÚÁÂ› Î‡ÎÏÔ, 

begin

Â¤ÏÂÍÂ ·ÎÌ‹ (w, vk) ÌÂ ÙÔ ÌÈÎÚfiÙÂÚÔ k (ÌÂ ÛÂ‚·ÛÌfi ÛÙË ‰È¿Ù·ÍË ÙˆÓ ÎÔÚ˘-

ÊÒÓ ÙÔ˘ °), Ù¤ÙÔÈ· ÒÛÙÂ Ë ÚÔÛı‹ÎË ÙË˜ ÛÙÔ Ù ‰ÂÓ ‰ËÌÈÔ˘ÚÁÂ› Î‡ÎÏÔ.

¶ÚfiÛıÂÛÂ ÙËÓ (w, vk) ÛÙÔ E' Î·È ÙË vk ÛÙÔ V'

w:= vk

end

if w = v1 then return(T)

w := ·Ù¤Ú·˜ ÙË˜ w ÛÙÔ T /* ·ÏÈÓ‰ÚfiÌÈÛË */

end

end Î·Ù¿–‚¿ıÔ˜–‰È¿Û¯ÈÛË



¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 5.7

Στο παράδειγµα αυτό θα δείξω την εφαρµογή του αλγορίθµου της κατά βάθος διά-

σχισης στο γράφηµα του σχήµατος 5.8. 

Για την εφαρµογή του αλγόριθµου απαιτείται µια διάταξη των κορυφών του γρα-

φήµατος, έστω (v2, v3, v1, v4, v5, v6). Ως ρίζα του συνδετικού δέντρου θα θεωρήσου-

µε την πρώτη κορυφή στην προτεινόµενη διάταξη, δηλαδή τη v2. Συνεπώς, αρχικά

V¢ = {v2} και w = v2.

Η 1η στήλη του πίνακα 5.2 δείχνει την τιµή της w, η 2η στήλη την τιµή της V¢, η 3η στήλη

το σύνολο V – V¢, η 4η στήλη δείχνει τις ακµές και κορυφές που προστίθενται στο συν-

δετικό δέντρο και η 5η στήλη δείχνει το συνδετικό δέντρο, όπως αυτό σχηµατίζεται.
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¶›Ó·Î·˜ 5

Κατά βάθος διάσχιση του δέντρου στο σχήµα 5.8 µε διάταξη κορυφών (v2, v3, v1, v4, v5, v6).

Συνδετικό

∆έντρο
V’ V–V’ (X,Y)

{v2} v2

v3

v1

v6

v5

(v3,v1,v4,v5,v6) (v2,v3)

{v2,v3} (v1,v4,v5,v6) (v3,v1)

{v2,v3,v1} (v4,v5,v6) (v2,v6)

{v2,v3,v1,v6} (v4,v5) (v6,v5)

{v2,v3,v1,v6,v5} (v4) (v5,v4)

w

v2

v3
v1 v6

v2

v4

v5

v6
v1

v3

v2

v5

v6

v3
v1

v3v1

v2

v3

v2
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Θεωρώντας ως διάταξη κορυφών του γραφήµατος την (v1, v2, v3, v4, v5, v6), η εκτέ-

λεση του αλγόριθµου της κατά βάθος διάσχισης φαίνεται στον πίνακα 5.3:

¶›Ó·Î·˜ 5.3

Κατά βάθος διάσχιση του δέντρου στο σχήµα 5.8 µε διάταξη κορυφών (v1, v2, v3, v4, v5, v6)

w V’ V–V’ (X,Y)

{v1} v1

v2

v3

v5

v6

v5

(v2,v3,v4,v5,v6) (v1,v2)

{v2,v1} (v3,v4,v5,v6) (v2,v3)

{v2,v1,v3} (v4,v5,v6) (v3,v5)

Συνδετικό

∆έντρο

v2

v1

v2

v3

v1

v2

v3

v5

v6

v1

v2

v4

v6

v5v1

v3

v2

v3 v6

v5v1

v2

v3

v5v1

{v2,v1,v3,v5} (v4,v6) (v5,v6)

{v2,v3,v1,v6,v5} (v4)
παλινδρό-

µηση

{v2,v3,v1,v6,v5} (v4) (v5,v4)



Θεωρείστε oτι θέλουµε να κατασκευάσουµε το φθηνότερο οδικό δίκτυο µεταξύ ενός

αριθµού γεωγραφικών σηµείων. Το οδικό δίκτυο στην περίπτωση αυτή µπορεί να

παρασταθεί ως γράφηµα µε βάρη. Οι κορυφές του γραφήµατος παριστούν τα γεω-

γραφικά σηµεία, οι ακµές τους δυνατούς δρόµους σύνδεσης των γεωγραφικών σηµεί-

ων και τα βάρη των ακµών τα κόστη κατασκευής των αντίστοιχων δρόµων.

Για την κατασκευή του φθηνότερου οδικού δικτύου θα πρέπει να κατασκευαστούν

δρόµοι µε το λιγότερο δυνατό κόστος, έτσι ώστε όλα τα γεωγραφικά σηµεία να είναι

προσβάσιµα. Συνεπώς, στο αντίστοιχο γράφηµα, πρέπει να βρούµε ένα συνδεόµενο

υπο–γράφηµα που να περιέχει όλες τις κορυφές του αρχικού γραφήµατος. Το άθροι-

σµα των βαρών των ακµών του υπό – γραφήµατος αυτού θα πρέπει να είναι το

µικρότερο δυνατό. Τέλος, στο εν λόγω υπο–γράφηµα δεν πρέπει να υπάρχουν κύκλοι,

εφόσον η ύπαρξη κύκλου αυξάνει το κόστος κατασκευής, προσθέτοντας επιπλέον

πρόσβαση σε ένα σηµείο. Συµπερασµατικά, το ζητούµενο υπο–γράφηµα πρέπει να

είναι συνδεόµενο, ακυκλικό, να περιέχει όλες τις κορυφές του αρχικού γραφήµατος

και να έχει το µικρότερο δυνατό άθροισµα βαρών. Συνεπώς, ζητούµε ένα συνδετικό

δέντρο του αρχικού γραφήµατος, µε το µικρότερο δυνατό βάρος.

1 6 95 . 2  ™ À ¡ ¢ ∂ ∆ π ∫ ∞  ¢ ∂ ¡ ∆ ƒ∞  

Ορισµός 5.7: Έστω Γ γράφηµα µε βάρη. Ένα ελάχιστο συνδετικό δέντρο

(minimum spanning tree) του Γ είναι ένα συνδετικό δέντρο του Γ

µε ελάχιστο βάρος (άθροισµα των βαρών των ακµών του).

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 5.8

Έστω ο γράφος Γ του σχήµατος 5.9(α). Το δέντρο Τ¢ στο σχήµα 5.9(β) είναι ένα συν-

δετικό δέντρο του γράφου Γ, µε βάρος 20. Το Τ¢ δεν είναι ένα ελάχιστο συνδετικό

δέντρο για τον Γ, αφού το συνδετικό δέντρο Τ, στο σχήµα 5.9(γ), έχει βάρος 12. 

v2

v1

v6

v2 v4

v2  v4  

v3 v5

v1

v6

v5v3

v1

v6

v4

v5
v3

4

1

6
6

2

3

3
2 5

Γ T' T

(α) (β) (γ)

™¯‹Ì· 5.9

Το συνδετικό
δέντρο τ είναι το
ελάχιστο συνδε-
τικό δέντρο του
γραφήµατος µε
βάρη Γ. Το συν-
δετικό δέντρο Τ¢
έχει µεγαλύτερο
βάρος από το
βάρος του Τ.
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Ο αλγόριθµος που θα παρουσιάσω για την εύρεση ενός ελάχιστου συνδετικού δέντρου

σε συνδεόµενο γράφηµα µε βάρη γράφηµα είναι γνωστός ως αλγόριθµος του Prim.

Ο αλγόριθµος του Prim δηµιουργεί δέντρο επιλέγοντας ακµές µε το ελάχιστο δυνα-

τό βάρος από το αρχικό γράφηµα, τέτοιες ώστε η προσθήκη τους στο δέντρο δε δηµι-

ουργεί κύκλο. Η διαδικασία αυτή επαναλαµβάνεται έως ότου προκύψει ένα συνδε-

τικό δέντρο. Αποδεικνύεται ότι το συνδετικό δέντρο που προκύπτει είναι ένα ελάχι-

στο συνδετικό δέντρο. 

Αλγόριθµος 5.3: Αλγόριθµος Prim για την εύρεση του ελάχιστου συνδετικού

δέντρου σε γράφηµα µε βάρη.

Είσοδος: Ένα συνδεόµενο γράφηµα µε βάρη, κορυφές 1, …, n, και αρχική κορυφή

u. Αν (i, j) ακµή, το βάρος της ακµής (i, j) συµβολίζεται ως w(i, j); αν ή (i, j) δεν είναι

ακµή, τότε το w(i, j) είναι ίσο µε �.

Έξοδος: Το σύνολο των ακµών Ε του ελάχιστου συνδετικού δέντρου (mst).

procedure prim(w, n, u)

/* v(i) = 1 ·Ó Ë ÎÔÚ˘Ê‹ i ˘¿Ú¯ÂÈ ‹‰Ë ÛÙÔ ÂÏ¿¯ÈÛÙÔ Û˘Ó‰ÂÙÈÎfi ‰¤ÓÙÚÔ*/

/* v(i)=0 ·Ó Ë ÎÔÚ˘Ê‹ i ‰ÂÓ ¤¯ÂÈ ÚÔÛÙÂıÂ› ÛÙÔ ˘fi–Î·Ù·ÛÎÂ˘‹ ÂÏ¿¯ÈÛÙÔ Û˘Ó‰Â-

ÙÈÎfi ‰¤ÓÙÚÔ */

1. for i:=1 to n do

2. v(i) := 0

3. v(u) :=1

4. E:=∆

5. For i:=1 to (n–1)

6. begin

7. min:= �

8. for j:=1 to n do

9. if v(j)=1 then

10. for k=1 to n do

11. if v(k) = 0 and w(j, k)<min then

12. begin

13. add_vertex:=k



14. e:=(j, k)

15. min:=w(j, k)

16. end

17.v(add_vertex):=1

18. E:= E»{e}

19.end

20.return(E)

21.end prim

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 5.9
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v2 v4

v5
v3

v6

4

1

3 2 5

6

2

3

™¯‹Ì· 5.10

Συνδεόµενο 
γράφηµα 
µε βάρη

Στο παράδειγµα αυτό θα παρουσιάσω την εφαρµογή του αλγόριθµου Prim στο γρά-

φηµα του σχήµατος 5.10. Ως αρχική κορυφή θεωρούµε την κορυφή v2. 

Σε κάθε βήµα ο αλγόριθµος επιλέγει µεταξύ των ακµών που έχουν µια κορυφή στο

υπό κατασκευή δέντρο και µια κορυφή εκτός του δέντρου, την ακµή µε το µικρότε-

ρο βάρος. Η επιλογή αυτή γίνεται στο διπλό βρόγχο που περιλαµβάνει τις εντολές 8

– 11. Η διαδικασία αυτή επαναλαµβάνεται (ν–1) φορές, όπου ν ο αριθµός των κορυ-

φών του γραφήµατος.
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¶›Ó·Î·˜ 5.4

Εφαρµογή του αλγορίθµου 5.3 στο γράφηµα του σχήµατος 5.10

v2

v3

v2

v3 v5

v2

v3

v1

v3 v5

v6v1

v2

v4

v5

v6v1

v2

v3

Kορυφές του 

υπό κατασκευή δέντρου
Bάρη των υποψήφιων ακµών Συνδετικό δέντρο

w(v2, v4) = 4

w(v2, v3) = 2÷
w(v2, v1) = 3

{v2}

w(v2, v4) = 4

w(v2, v1) = 3

w(v3, v1) = 3

w(v3, v5) = 1÷
w(v3, v6) = 6

w(v2, v4) = 4

w(v2, v1) = 3÷
w(v3, v1) = 3

w(v3, v6) = 6

w(v5, v4) = 4

w(v5, v6) = 3

w(v2, v4) = 4

w(v2, v6) = 6

w(v5, v4) = 4

w(v5, v6) = 3

w(v1, v6) = 2÷

w(v2, v4) = 4÷
w(v5, v4) = 4

{v2, v3}

{v2, v3, v5}

{v2, v3, v5, v1}

{v2, v3, v5, v1, v6}
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ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 5.4 

Αν στο γράφηµα του σχήµατος 5.11 οι κορυφές παριστούν πόλεις και οι αριθµοί

στις ακµές παριστούν το κόστος κατασκευής του κάθε δρόµου, να βρεθεί 

(α) ένα σύστηµα δρόµων που µπορεί να συνδέει τις πόλεις, δίχως να δηµιουργού-

νται κύκλοι στο όλο δίκτυο.

(β) Να βρεθεί το φθηνότερο σύστηµα δρόµων που µπορεί να κατασκευαστεί.

Παρατηρήστε ότι αυτό δεν µπορεί να περιλαµβάνει κύκλους. 

¢Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙ· 5.4

Στο γράφηµα του σχήµατος 5.12 εφαρµόστε τον αλγόριθµο της κατά – πλάτους

διάσχισης και τον αλγόριθµο της κατά–βάθους διάσχισης.

Υπόδειξη

Χρησιµοποιήστε τους πίνακες των παραδειγµάτων 5.6 και 5.7 αντίστοιχα.

α

β

γ ε

ζ

κ 
δ

5 10

15

14

6

9

5 7

8

12

30

10

™¯‹Ì· 5.11

∆ίκτυο πόλεων
και οι µεταξύ
αυτών 
αποστάσεις.

v1 v4

v3v2

v5

v7 v8

v6

™¯‹Ì· 5.12

Συνδεόµενο 
γράφηµα.
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™‡ÓÔ„Ë ∂ÓfiÙËÙ·˜

Η παρούσα ενότητα παρουσίασε την έννοια του συνδετικού δέντρου γραφήµατος. Η

έννοια αυτή έχει ιδιαίτερη σηµασία, όταν, δεδοµένου ενός συνδεόµενου γραφήµατος,

θέλουµε να βρούµε συνδεόµενο υπογράφηµα αυτού που περιέχει όλες τις κορυφές

του, αλλά δεν περιέχει κύκλους. Η ενότητα παρουσιάζει ευρέως χρησιµοποιούµενους

αλγόριθµους διάσχισης γραφηµάτων, που χρησιµοποιούνται και για την εύρεση συν-

δετικών δέντρων σε συνδεόµενα γραφήµατα. Στην περίπτωση γραφηµάτων µε βάρη,

µας ενδιαφέρουν τα συνδετικά δέντρα µε το µικρότερο δυνατό συνολικό βάρος. Για

τον προσδιορισµό των συνδετικών αυτών δέντρων, η ενότητα παρουσίασε τον αλγό-

ριθµο του Prim.

¢Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙ· 5.5

Εφαρµόστε τον αλγόριθµο του Prim στο γράφηµα µε βάρη του σχήµατος 5.13.

Υπόδειξη

Χρησιµοποιήστε τον τρόπο και τον πίνακα που υποδεικνύει το παράδειγµα 5.8

v1

v2 v3

v5

v4

4 3

3

3

1

1
2

™¯‹Ì· 5.13

Γράφηµα µε
βάρη



5.3 ¢˘·‰ÈÎ¿ ‰¤ÓÙÚ· 

™ÎÔfi˜

Στόχος της παρούσας ενότητας είναι η παρουσίαση µιας ιδιαίτερα σηµαντικής κατη-

γορίας δέντρων: δέντρα όπου κάθε κορυφή έχει το πολύ δύο παιδιά. Τα δυαδικά

δέντρα είναι ιδιαίτερα σηµαντικά ως δοµή δεδοµένων για την αποθήκευση και την

οργάνωση πληροφορίας. Η ενότητα παρουσιάζει βασικές ιδιότητες των δυαδικών

δέντρων και αντιπροσωπευτικούς αλγόριθµους για τη διάσχιση των δέντρων αυτών

και την αναζήτηση πληροφορίας σε αυτά.

¶ÚÔÛ‰ÔÎÒÌÂÓ· ·ÔÙÂÏ¤ÛÌ·Ù·

Η µελέτη της παρούσας ενότητας θα σας καταστήσει ικανούς για την:

• Οργάνωση πληροφορίας σε δυαδικά δέντρα αναζήτησης,

• Αναζήτηση πληροφορίας σε δυαδικά δέντρα αναζήτησης,

• Εφαρµογή αλγορίθµων διάσχισης δυαδικών δέντρων.

ŒÓÓÔÈÂ˜ ÎÏÂÈ‰È¿

• δυαδικό δέντρο

• πλήρες δυαδικό δέντρο

• δυαδικό δέντρο αναζήτησης

• ενδοδιατεταγµένη διάσχιση δυαδικών δέντρων

• προδιατεταγµένη διάσχιση δυαδικών δέντρων

• µεταδιατεταγµένη διάσχιση δυαδικών δέντρων
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Ορισµός 5.8: ∆υαδικό δέντρο (binary tree) είναι δέντρο µε ρίζα, όπου κάθε

κορυφή έχει ένα, δύο ή και κανένα παιδιά.

Εάν µια κορυφή έχει ένα παιδί, τότε αυτό χαρακτηρίζεται ως το αριστερό ή το δεξί παιδί

της κορυφής, αλλά ποτέ και τα δύο ταυτόχρονα. Εάν µια κορυφή έχει δύο παιδιά, τότε

ένα παιδί χαρακτηρίζεται ως δεξί και το άλλο ως αριστερό παιδί της κορυφής αυτής.

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 5.10

Το δέντρο του σχήµατος 5.14, είναι ένα δυαδικό δέντρο, µε ρίζα α. Η κορυφή β είναι

το αριστερό παιδί της α και η γ το δεξί. Η δ είναι το αριστερό παιδί της β, η οποία

δεν έχει δεξί παιδί, κοκ.
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Θεώρηµα 5.3

Εάν τ είναι ένα πλήρες δυαδικό δέντρο µε ν εσωτερικές κορυφές, τότε το τ έχει ν +

1 τερµατικές κορυφές και 2ν + 1 κορυφές συνολικά.

Απόδειξη

Οι κορυφές του τ διακρίνονται σε αυτές που είναι παιδιά κάποιας κορυφής (έχουν

πατέρα) και κορυφές που δεν είναι παιδιά καµιάς κορυφής (δεν έχουν πατέρα). Στις

τελευταίες περιέχεται µόνο µία κορυφή, η ρίζα του δέντρου. Αφού υπάρχουν ν εσω-

τερικές κορυφές, η καθεµία από τις οποίες έχει δύο παιδιά, υπάρχουν 2ν παιδιά στο

δέντρο. Άρα, ο συνολικός αριθµός κορυφών στο δέντρο είναι 2ν + 1, από τις οποίες

ν είναι εσωτερικές. Εποµένως, οι (2ν + 1) – ν = ν + 1 είναι οι τερµατικές.

Θεώρηµα 5.4

Για ένα δυαδικό δέντρο ύψους Η µε t τερµατικές κορυφές ισχύει το εξής:

log2 t £  Η

Απόδειξη

Θα αποδείξουµε την ανισότητα t £  2Η επαγωγικά ως προς το Η. Τότε η σχέση log2t

£  Η προκύπτει παίρνοντας το λογάριθµο µε βάση το 2 και των δύο µελών της παρα-

πάνω ανισότητας.

Βασικό βήµα. Για Η = 0, το δυαδικό δέντρο αποτελείται από µια κορυφή, τη ρίζα του.

Άρα, t = 1 και η ανισότητα 1 £  20 ισχύει.

Επαγωγικό βήµα. Έστω ότι η σχέση του θεωρήµατος ισχύει για οποιοδήποτε δυαδι-

κό δέντρο µε ύψος µικρότερο του Η, και έστω δυαδικό δέντρο τ ύψους Η. 

Ας υποθέσουµε ότι η ρίζα του τ έχει µόνο ένα παιδί. Τότε, αφαιρώντας τη ρίζα και

την ακµή που εφάπτεται σε αυτή, το δέντρο που προκύπτει έχει ύψος (Η – 1) και τον

ίδιο αριθµό t τερµατικών κορυφών, όπως και το Τ. Από την υπόθεση του επαγωγι-

α

β

δ

ε

η

γ

ζ™¯‹Ì· 5.14

∆υαδικό δέντρο
µε ρίζα α

Ορισµός 5.9: Ένα πλήρες δυαδικό δέντρο (full binary tree) είναι δυαδικό

δέντρο στο οποίο κάθε κορυφή έχει είτε δύο ή κανένα παιδιά. 



κού βήµατος ισχύει ότι t £  2Η–1. Εποµένως, t £  2Η–1 £  2Η, δηλαδή t £  2Η.

Έστω ότι η ρίζα του τ έχει δύο παιδιά v1 και v2. Έστω Τi, i = 1, 2, το υπό – δέντρο

του τ µε ρίζα την κορυφή vi. Έστω ότι το Ti έχει ύψος Hi, µε Hi £  (Η – 1), και ti τερ-

µατικές κορυφές, i = 1, 2. Τότε, από την υπόθεση του επαγωγικού βήµατος ισχύει

ότι ti £  2Η, i = 1, 2.

Οι τερµατικές κορυφές του τ είναι οι τερµατικές κορυφές των δέντρων Τ1 και Τ2.

∆ηλαδή, t1 + t2 = t. Εποµένως, t = t1 + t2 £  2Η1 + 2Η2 £  2Η–1 + 2Η–1 £  2Η

Συνεπώς, η ανισότητα t £  2Η ισχύει. Αυτό ολοκληρώνει και την απόδειξη.
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Ορισµός 5.10: ∆έντρο αναζήτησης (search tree) είναι δυαδικό δέντρο Τ, σε κάθε

κορυφή του οποίου αποθηκεύεται ένα δεδοµένο. Τα δεδοµένα απο-

θηκεύονται µε τέτοιο τρόπο, ώστε για κάθε κορυφή v στο Τ, κάθε

δεδοµένο στο αριστερό υπό–δέντρο της v είναι µικρότερο από το

δεδοµένο στη v, και κάθε δεδοµένο στο δεξί υπό–δέντρο της v

είναι µεγαλύτερo από το δεδοµένο της v.

Για παράδειγµα, οι λέξεις (Ολόκληρος, Πατώ, Νωρίς, ∆όρυ, Τηρώ, Θαρρώ, Λάκκος,

Τραίνο, Μνήµη) µπορούν να τοποθετηθούν σε ένα δυαδικό δέντρο αναζήτησης σαν

και αυτό του σχήµατος 5.15 µε ρίζα τη λέξη «Ολόκληρος» ή σε ένα δυαδικό δέντρο

αναζήτησης σαν και αυτό του σχήµατος 5.16 µε ρίζα τη λέξη «Νωρίς».

Oλόκληρος

Nωρίς

Θαρρώ

Λάκκος

Mνήµη

∆όρυ
Tηρώ

Tραίνο

Πατώ

™¯‹Ì· 5.15

∆έντρο 
Αναζήτησης
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∆εδοµένου µιας ακολουθίας δεδοµένων, ο αλγόριθµος κατασκευής ενός δυαδικού

δέντρου αναζήτησης τ είναι ο ακόλουθος:

Αλγόριθµος 5.4: Αλγόριθµος κατασκευής δυαδικού δέντρου αναζήτησης.

Είσοδος. Μια ακολουθία δ1, δ2, …, δν διακριτών δεδοµένων. Το µήκος ν της ακο-

λουθίας αυτής.

Έξοδος. Ένα δυαδικό δέντρο αναζήτησης Τ.

1. ¢ËÌÈÔ‡ÚÁËÛÂ ÙË Ú›˙· ÙÔ˘ ‰¤ÓÙÚÔ˘. ∞Ôı‹ÎÂ˘ÛÂ ÛÂ ·˘Ùfi ÙÔ ‰Â‰ÔÌ¤ÓÔ ‰1. 

2. Œˆ˜ fiÙÔ˘ ÙÂÏÂÈÒÛÔ˘Ó Ù· ‰Â‰ÔÌ¤Ó·, ¿ÚÂ ÙÔ ÂfiÌÂÓÔ ‰i, i=2, 3, …Ó, ·fi ÙËÓ

·ÎÔÏÔ˘ı›· ‰2, ...., ‰Ó.

3. ∆Ú¤¯Ô˘Û· ÎÔÚ˘Ê‹ = Ú›˙· ÙÔ˘ ‰¤ÓÙÚÔ˘.

4. ∂¿Ó ‰i Â›Ó·È ÌÈÎÚfiÙÂÚÔ ·fi ÙÔ ‰Â‰ÔÌ¤ÓÔ ÙË˜ ÙÚ¤¯Ô˘Û·˜ ÎÔÚ˘Ê‹˜, ÙfiÙÂ 

4.1. ∂¿Ó Ë ÙÚ¤¯Ô˘Û· ÎÔÚ˘Ê‹ ‰ÂÓ ¤¯ÂÈ ·ÚÈÛÙÂÚfi ·È‰›, ÙfiÙÂ ‰ËÌÈÔ‡ÚÁËÛÂ 

·ÚÈÛÙÂÚfi ·È‰› Î·È ·Ôı‹ÎÂ˘ÛÂ ÛÂ ·˘Ùfi ÙÔ ‰i.

4.2 ∞ÏÏÈÒ˜, ÙÚ¤¯Ô˘Û· ÎÔÚ˘Ê‹ = ·ÚÈÛÙÂÚfi ·È‰› ÙË˜ ÙÚ¤¯Ô˘Û·˜ ÎÔÚ˘Ê‹˜,

¶‹Á·ÈÓÂ ÛÙÔ 4.

5. ∂¿Ó ‰i Â›Ó·È ÌÂÁ·Ï‡ÙÂÚo ·fi Ùo ‰Â‰ÔÌ¤ÓÔ ÙË˜ ÙÚ¤¯Ô˘Û·˜ ÎÔÚ˘Ê‹˜, ÙfiÙÂ 
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∆έντρο 
Αναζήτησης

Nωρίς

Θαρρώ Πατώ

∆όρυ Λάκκος Oλόκληρος Tηρώ

Tραίνο
Mνήµη

Παρατηρήστε ότι κάθε δεδοµένο (λέξη) µιας κορυφής είναι µεγαλύτερο (µικρότε-

ρο) από κάθε πληροφορία στο αριστερό (αντίστοιχα δεξί) υπό δέντρο της κορυφής

αυτής, µε τη λεξικογραφική έννοια του «µεγαλύτερος» και «µικρότερος»[1]. 

[1] Σύµφωνα µε τη λεξικογραφική διάταξη, η συµβολοσειρά (Χ1Χ2...Χν) θεωρείται µικρότερη της (Υ1Υ2...Υµ),

αν (α) ν = µ και υπάρχει 0 < κ < ν, τέτοιο ώστε Χι=Υi 1 £ i £ κ, και Χκ < Υκ ή (β) ν < µ και Χι = Υi 1 £ i £
ν. Αν Χ και Υ είναι αριθµοί, τότε οι τελεστές σύγκρισης είναι οι γνωστοί µας τελεστές, ενώ, αν είναι

γράµµατα, τότε το Χ θεωρείται µικρότερο του Υ, αν η θέση του στο αλφάβητο είναι πριν τη θέση του Υ. 



5.1 ∂¿Ó Ë ÙÚ¤¯Ô˘Û· ÎÔÚ˘Ê‹ ‰ÂÓ ¤¯ÂÈ ‰ÂÍ› ·È‰›, ÙfiÙÂ ‰ËÌÈÔ‡ÚÁËÛÂ 

‰ÂÍ› ·È‰› Î·È ·Ôı‹ÎÂ˘ÛÂ ÛÂ ·˘Ùfi ÙÔ ‰i.

5.2 ∞ÏÏÈÒ˜, ÙÚ¤¯Ô˘Û· ÎÔÚ˘Ê‹ = ‰ÂÍ› ·È‰› ÙË˜ ÙÚ¤¯Ô˘Û·˜ ÎÔÚ˘Ê‹˜, 

¶‹Á·ÈÓÂ ÛÙÔ 4.

6. ¶‹Á·ÈÓÂ ÛÙÔ 2.

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 5.11

∆εδοµένης της ακολουθίας (Ολόκληρος, Πατώ, Νωρίς, ∆όρυ, Τηρώ, Θαρρώ, Λάκ-

κος, Τραίνο, Μνήµη), αν θεωρήσουµε ότι ρίζα του δέντρου αναζήτησης είναι κορυ-

φή µε τη λέξη «Ολόκληρος», τότε ο παρακάτω πίνακας δείχνει τα βήµατα εκτέλε-

σης του αλγόριθµου κατασκευής δυαδικού δέντρου. 

Η πρώτη στήλη δείχνει το δεδοµένο της τρέχουσας κορυφής, η δεύτερη στήλη δεί-

χνει το αποτέλεσµα της λεξικογραφικής σύγκρισης της τρέχουσας λέξης και της

λέξης της τρέχουσας κορυφής, ενώ η τρίτη στήλη δείχνει το σχηµατισµό του δέντρου

αναζήτησης. 

Για συντοµία, χρησιµοποιούµε την παρακάτω αντιστοιχία µεταξύ των λέξεων της

ακολουθίας και συµβόλων:
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∆1 ∆2 ∆3 ∆4 ∆5 ∆6 ∆7 ∆8 ∆9

Ολόκληρος Πατώ Νωρίς ∆όρυ Τηρώ Θαρρώ Λάκκος Τραίνο Μνήµη

Η κατεύθυνση των βελών στην τρίτη στήλη του πίνακα δείχνει την κατεύθυνση στο

δυαδικό δέντρο όπου «οδηγείται» ο αλγόριθµος µε βάση το αποτέλεσµα της σύγκρι-

σης στη δεύτερη στήλη του ίδιου πίνακα.

¶›Ó·Î·˜ 5.5

∆ιαδικασία κατασκευής δυαδικού δέντρου αναζήτησης

∆1

∆2

∆1

∆2

∆3

Tρέχουσα κορυφή Aποτέλεσµα σύγκρισης ∆έντρο αναζήτησης

∆1<∆2∆1

∆3<∆1∆3
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∆1

∆2∆3

∆1

∆2

∆3

∆4

∆4<∆1∆4

∆4<∆3∆4

∆1

∆2

∆3

∆4

∆1<∆5∆5

∆1

∆2

∆5

∆3

∆4

∆2<∆5∆5

∆1

∆5

∆2

∆3

∆4

∆6<∆1∆6

∆1

∆2

∆5

∆3

∆4

∆6<∆3∆6

∆1

∆2

∆5∆6

∆3

∆4

∆4<∆6∆6

∆1

∆2

∆5∆6

∆3

∆4

∆7<∆1∆7

∆1

∆2

∆5∆6

∆3

∆4

∆7<∆3∆7
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∆1

∆2

∆5∆6

∆3

∆4

∆4<∆7∆7

∆1

∆2

∆5∆6

∆7

∆3

∆4

∆6<∆7∆7

∆1

∆2

∆5∆6

∆7

∆3

∆4

∆1<∆8∆8

∆1

∆2

∆5∆6

∆7

∆3

∆4

∆2<∆8∆8

∆1

∆2

∆5∆6

∆7
∆8

∆3

∆4

∆5<∆8∆8

∆1

∆2

∆5∆6

∆7
∆8

∆3

∆4

∆9<∆1∆9

∆1

∆2

∆5∆6

∆7
∆8

∆3

∆4

∆9<∆1∆9
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∆1

∆2

∆5∆6

∆7
∆8

∆3

∆4
∆9<∆3∆9

∆1

∆2

∆5∆6

∆7
∆8

∆3

∆4

∆4<∆9∆9

∆1

∆2

∆5∆6

∆7

∆9

∆8

∆3

∆4∆6<∆9∆9

∆1

∆2

∆5∆6

∆7

∆9

∆8

∆3

∆4∆7<∆9∆9

Τα δυαδικά δέντρα αναζήτησης, όπως ακριβώς δηλώνει το όνοµά τους, είναι χρήσι-

µα για την εύρεση και τον εντοπισµό δεδοµένων. ∆ηλαδή, δεδοµένου ενός στοιχείου

∆ µπορούµε να αποφασίσουµε αν το ∆ βρίσκεται στο δυαδικό δέντρο αναζήτησης και,

αν βρίσκεται, να βρούµε τη θέση του. Για να αποφασίσουµε αν το ∆ βρίσκεται στο

δέντρο, ξεκινάµε από τη ρίζα. Σε αντιστοιχία και µε τον αλγόριθµο κατασκευής που

διατύπωσα παραπάνω, χρησιµοποιώ τον όρο «τρέχουσα κορυφή» για να δηλώσω την

κορυφή όπου έχει φτάσει η αναζήτηση. Συγκρίνουµε το ∆ µε το δεδοµένο που είναι

αποθηκευµένο στην τρέχουσα κορυφή. Αν το ∆ είναι ίσο µε το δεδοµένο αυτό, τότε

η αναζήτηση σταµατάει επιτυχώς. Αν είναι µικρότερο, τότε η αναζήτηση συνεχίζει

στο αριστερό υπό–δέντρο της τρέχουσας κορυφής µε τον ίδιο ακριβώς τρόπο. Στην

αντίθετη περίπτωση, η αναζήτηση συνεχίζει στο δεξί υπό–δέντρο της τρέχουσας κορυ-

φής. Στη δραστηριότητα 5.6 σας ζητείται να διατυπώσετε τον αλγόριθµο αναζήτησης.



Για να δείτε τη χρησιµότητα των δέντρων αναζήτησης ως δοµή δεδοµένων για την

αναζήτηση πληροφορίας, φανταστείτε ότι έχουµε µια ακολουθία 2.000.000 δεδοµέ-

νων, µεταξύ των οποίων αναζητούµε ένα δεδοµένο ∆. Στην περίπτωση της σειρια-

κής αναζήτησης, στην καλύτερη περίπτωση το δεδοµένο αυτό θα βρίσκεται στην

αρχή της ακολουθίας, ενώ στη χειρότερη δεν θα βρίσκεται στην ακολουθία. Στην

τελευταία περίπτωση, θα έχουν πραγµατοποιηθεί 2.000.000 συγκρίσεις. Εποµένως,

κατά µέσο όρο, ο αριθµός των συγκρίσεων για την εύρεση δεδοµένου ∆ θα είναι

(2.000.000 + 1) /2, δηλαδή περίπου 1.000.000 συγκρίσεις. Στην περίπτωση όπου

χρησιµοποιούµε δυαδικό δέντρο αναζήτησης, αν ελαχιστοποιήσουµε το ύψος του

δέντρου, τότε θα δείξω ότι ο αριθµός συγκρίσεων που απαιτείται είναι

Èlog2(2.000.000 + 1)ù = 21.

Έστω τ δυαδικό δέντρο αναζήτησης µε ν κορυφές και έστω Τ* το πλήρες δυαδικό

δέντρο που προκύπτει αν στο τ προσθέσουµε «εικονικά» αριστερά και δεξιά παιδιά

στις κορυφές, όπου αυτό είναι δυνατόν. Αν για παράδειγµα πάρουµε το τελικό δυα-

δικό δέντρο αναζήτησης που σχηµατίστηκε στο παράδειγµα 5.11 τότε το πλήρες δυα-

δικό δέντρο που σχηµατίζεται µε την παραπάνω µέθοδο είναι αυτό του σχήµατος

5.17, όπου οι εικονικοί κόµβοι σχηµατίζονται µε τετράγωνα. 
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∆3

∆4

∆1

∆2

∆5

∆8∆6

∆7

∆9

™¯‹Ì· 5.17

∆έντρο 
αναζήτησης µε
εικονικούς 
κόµβους

Αν αναζητείται δεδοµένο που δεν υπάρχει στο δέντρο αναζήτησης, τότε η αναζήτη-

ση καταλήγει σε κάποια από τις εικονικές κορυφές. Αν ορίσουµε ότι στη χειρότερη

περίπτωση ο αριθµός συγκρίσεων που απαιτείται για να βρούµε ένα δεδοµένο είναι

ίσος µε το ύψος h του δέντρου Τ*, από το θεώρηµα 5.4 γνωρίζουµε ότι log2t £  h, όπου

t ο αριθµός των τερµατικών κορυφών στο Τ*. Το πλήρες δυαδικό δέντρο Τ* έχει ν

εσωτερικές κορυφές (δηλαδή όσα και τα δεδοµένα που αποθηκεύονται στο δέντρο),

και εποµένως ο αριθµός των τερµατικών του κορυφών θα είναι t = (ν + 1). Συνεπώς,

στη χειρότερη περίπτωση, ο αριθµός συγκρίσεων που απαιτείται για την αναζήτηση

ενός δεδοµένου θα είναι τουλάχιστον ίσος µε log2t = log2(ν + 1).
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Παρακάτω θα περιγράψουµε τρεις τρόπους διάσχισης (traversal) δυαδικών δέντρων.

Και οι τρεις τρόποι περιγράφονται µε αναδροµικούς αλγόριθµους:

Αλγόριθµος 5.5: Προδιατεταγµένη διάσχιση (preorder traversal).

Είσοδος. R, η ρίζα του δυαδικού δέντρου.

Έξοδος. Εξαρτάται τι σηµαίνει «επίσκεψη» στην κορυφή.

procedure preorder(R)

1. if R Â›Ó·È ÎÂÓ‹ then return

2. Â›ÛÎÂ„Ë(R)

3. l:= ·ÚÈÛÙÂÚfi ·È‰› ÙË˜ R

ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 5.5 

Να διατυπωθεί ο αλγόριθµος κατασκευής δυαδικού δέντρου αναζήτησης που δια-

τυπώθηκε παραπάνω σε ψευδοκώδικα.

¢Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙ· 5.6

Να διατυπωθεί αλγόριθµος για την αναζήτηση δεδοµένων σε ένα δυαδικό δέντρο

αναζήτησης.

Υπόδειξη:

∆ιατυπώστε αναδροµικό αλγόριθµο, χρησιµοποιώντας ως πρότυπο τον αλγόριθµο

της άσκησης αυτοαξιολόγησης 5.5 Η τερµατική συνθήκη του αλγορίθµου θα πρέ-

πει να ισχύει όταν το δεδοµένο έχει βρεθεί στο δέντρο ή, όταν ο αλγόριθµος καλεί-

ται να κάνει αναζήτηση σε δέντρο/υπό δέντρο µε ρίζα κενή.

¢Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙ· 5.7

∆εδοµένης της ακολουθίας (Ολόκληρος, Πατώ, Νωρίς, ∆όρυ, Τηρώ, Θαρρώ, Λάκ-

κος, Τραίνο, Μνήµη), αν θεωρήσουµε ότι η ρίζα του δέντρου αναζήτησης περιέχει

τη λέξη «Νωρίς», να περιγραφεί ο σχηµατισµός του δυαδικού δέντρου αναζήτη-

σης για τα παραπάνω δεδοµένα. Χρησιµοποιήστε τον αλγόριθµο που διατυπώσα-

τε στην άσκηση αυτοαξιολόγησης 5.5



4. preorder(l)

5. r:=‰ÂÍ› ·È‰› ÙË˜ R

6. preorder(r)

7. end

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 5.12

Εφαρµόζοντας την προδιατεταγµένη διάσχιση στο δέντρο του σχήµατος 5.18, οι επι-

σκέψεις στις κορυφές θα πραγµατοποιηθούν µε την ακόλουθη σειρά: ΑΒΓ∆ΕΖΗΘΙΚ. 
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™¯‹Ì· 5.18

∆έντρο 
µε δεδοµένα στις
κορυφές.

Η εκτέλεση του αλγορίθµου της προδιατεταγµένης διάσχισης στην περίπτωση του

δέντρου του σχήµατος 5.18 εκτελείται ως εξής:

procedure preorder Ú

µ‹Ì· 1: Ë Ú ‰ÂÓ Â›Ó·È ÎÂÓ‹, Û˘ÓÂÒ˜ Ô ·ÏÁfiÚÈıÌÔ˜ Û˘ÓÂ¯›˙ÂÈ ÛÙÔ ‚‹Ì· 2.

µ‹Ì· 2: ∂›ÛÎÂ„Ë ÛÙËÓ ÎÔÚ˘Ê‹ Ú (∞)

µ‹Ì· 3: l= ·ÚÈÛÙÂÚfi ·È‰› ÙË˜ Ú

µ‹Ì· 4: preorder l (¡¤· ÎÏ‹ÛË ÙË˜ ‰È·‰ÈÎ·Û›·˜ preorder ÌÂ Ú=v1)

µ‹Ì· 1: Ë Ú ‰ÂÓ Â›Ó·È ÎÂÓ‹, Û˘ÓÂÒ˜ Ô ·ÏÁfiÚÈıÌÔ˜ Û˘ÓÂ¯›˙ÂÈ ÛÙÔ ‚‹Ì· 2.

µ‹Ì· 2: ∂›ÛÎÂ„Ë ÛÙËÓ ÎÔÚ˘Ê‹ Ú (B)

µ‹Ì· 3: l= ·ÚÈÛÙÂÚfi ·È‰› ÙË˜ Ú

µ‹Ì· 4: preorder l (¡¤· ÎÏ‹ÛË ÙË˜ ‰È·‰ÈÎ·Û›·˜ preorder ÌÂ Ú=v2)

µ‹Ì· 1: Ë Ú ‰ÂÓ Â›Ó·È ÎÂÓ‹, Û˘ÓÂÒ˜ Ô ·ÏÁfiÚÈıÌÔ˜ Û˘ÓÂ¯›˙ÂÈ ÛÙÔ ‚‹Ì· 2.

µ‹Ì· 2: ∂›ÛÎÂ„Ë ÛÙËÓ ÎÔÚ˘Ê‹ Ú (°)

µ‹Ì· 3: l= ·ÚÈÛÙÂÚfi ·È‰› ÙË˜ Ú

µ‹Ì· 4: preorder l (¡¤· ÎÏ‹ÛË ÙË˜ ‰È·‰ÈÎ·Û›·˜ preorder ÌÂ Ú=ÎÂÓfi)
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µ‹Ì· 1: Ë Ú Â›Ó·È ÎÂÓ‹, Û˘ÓÂÒ˜ Ë ÙÚ¤¯Ô˘Û· ÂÎÙ¤ÏÂÛË ÙË˜ preorder 

ÙÂÚÌ·Ù›˙ÂÈ.

µ‹Ì· 5: r= ‰ÂÍ› ·È‰› ÙË˜ Ú

µ‹Ì· 6: preorder r (¡¤· ÎÏ‹ÛË ÙË˜ ‰È·‰ÈÎ·Û›·˜ preorder ÌÂ Ú=ÎÂÓfi)

µ‹Ì· 1: Ë Ú Â›Ó·È ÎÂÓ‹, Û˘ÓÂÒ˜ Ë ÙÚ¤¯Ô˘Û· ÂÎÙ¤ÏÂÛË ÙË˜ preorder 

ÙÂÚÌ·Ù›˙ÂÈ.

µ‹Ì· 7: end

(Παρατηρήστε ότι στην περίπτωση τερµατικής κορυφής απλά γίνεται επίσκεψη στην

κορυφή αυτή. Στη συνέχεια, για τις τερµατικές κορυφές θα δείχνω µόνο την επίσκεψη

στην κορυφή και όχι όλα τα βήµατα του αλγορίθµου)

µ‹Ì· 5: r= ‰ÂÍ› ·È‰› ÙË˜ Ú

µ‹Ì· 6: preorder r (¡¤· ÎÏ‹ÛË ÙË˜ ‰È·‰ÈÎ·Û›·˜ preorder ÌÂ Ú=v3)

µ‹Ì· 1: Ë Ú ‰ÂÓ Â›Ó·È ÎÂÓ‹, Û˘ÓÂÒ˜ Ô ·ÏÁfiÚÈıÌÔ˜ Û˘ÓÂ¯›˙ÂÈ ÛÙÔ ‚‹Ì· 2.

µ‹Ì· 2: ∂›ÛÎÂ„Ë ÛÙËÓ ÎÔÚ˘Ê‹ Ú (¢)

µ‹Ì· 3: l= ·ÚÈÛÙÂÚfi ·È‰› ÙË˜ Ú

µ‹Ì· 4: preorder l (¡¤· ÎÏ‹ÛË ÙË˜ ‰È·‰ÈÎ·Û›·˜ preorder ÌÂ Ú=ÎÂÓfi)

µ‹Ì· 1: Ë Ú Â›Ó·È ÎÂÓ‹, Û˘ÓÂÒ˜ Ë ÙÚ¤¯Ô˘Û· ÂÎÙ¤ÏÂÛË ÙË˜ preorder

ÙÂÚÌ·Ù›˙ÂÈ.

µ‹Ì· 5: r= ‰ÂÍ› ·È‰› ÙË˜ Ú

µ‹Ì· 6: preorder r (¡¤· ÎÏ‹ÛË ÙË˜ ‰È·‰ÈÎ·Û›·˜ preorder ÌÂ Ú=v6)

∂›ÛÎÂ„Ë ÛÙËÓ ÎÔÚ˘Ê‹ Ú (∂)

µ‹Ì· 7: end

µ‹Ì· 7: end

Η διάσχιση συνεχίζει µε τον ίδιο τρόπο και στο δεξί υποδέντρο της ρίζας του

δέντρου(σας ζητείται στη δραστηριότητα 5.7.

Αλγόριθµος 5.6: Ενδοδιατεταγµένη διάσχιση (inorder traversal).

Είσοδος. R, η ρίζα ενός δυαδικού δέντρου.

Έξοδος. Εξαρτάται τι σηµαίνει «επίσκεψη» στην κορυφή.

procedure inorder(R)



1. if R Â›Ó·È ÎÂÓ‹ then

2. return

3. l:= ·ÚÈÛÙÂÚfi ·È‰› ÙË˜ R

4. inorder(l)

5. Â›ÛÎÂ„Ë(R)

6. r:=‰ÂÍ› ·È‰› ÙË˜ R

7. inorder(r)

end

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 5.13

Εφαρµόζοντας την ενδοδιατεταγµένη διάσχιση στο δέντρο του σχήµατος 5.18, οι

επισκέψεις στις κορυφές θα πραγµατοποιηθούν µε την ακόλουθη σειρά:

ΓΒ∆ΕΑΖΙΘΚΗ

Η εκτέλεση του αλγορίθµου της ενδοδιατεταγµένης διάσχισης στην περίπτωση του

δέντρου του σχήµατος 5.18 εκτελείται ως εξής:

procedure inorder Ú

µ‹Ì· 1: Ë Ú ‰ÂÓ Â›Ó·È ÎÂÓ‹, Û˘ÓÂÒ˜ Ô ·ÏÁfiÚÈıÌÔ˜ Û˘ÓÂ¯›˙ÂÈ ÛÙÔ ‚‹Ì· 2.

µ‹Ì· 2: l= ·ÚÈÛÙÂÚfi ·È‰› ÙË˜ Ú

µ‹Ì· 3: inorder l (¡¤· ÎÏ‹ÛË ÙË˜ ‰È·‰ÈÎ·Û›·˜ inorder ÌÂ Ú=v1)

µ‹Ì· 1: Ë Ú ‰ÂÓ Â›Ó·È ÎÂÓ‹, Û˘ÓÂÒ˜ Ô ·ÏÁfiÚÈıÌÔ˜ Û˘ÓÂ¯›˙ÂÈ ÛÙÔ ‚‹Ì· 2.

µ‹Ì· 2: l= ·ÚÈÛÙÂÚfi ·È‰› ÙË˜ Ú

µ‹Ì· 3: inorder l (¡¤· ÎÏ‹ÛË ÙË˜ ‰È·‰ÈÎ·Û›·˜ inorder ÌÂ Ú=v2)

µ‹Ì· 1: Ë Ú ‰ÂÓ Â›Ó·È ÎÂÓ‹, Û˘ÓÂÒ˜ Ô ·ÏÁfiÚÈıÌÔ˜ Û˘ÓÂ¯›˙ÂÈ ÛÙÔ ‚‹Ì· 2.

µ‹Ì· 2: l= ·ÚÈÛÙÂÚfi ·È‰› ÙË˜ Ú

µ‹Ì· 3: inorder l (¡¤· ÎÏ‹ÛË ÙË˜ ‰È·‰ÈÎ·Û›·˜ inorder ÌÂ Ú=ÎÂÓfi)

µ‹Ì· 1: Ë Ú Â›Ó·È ÎÂÓ‹, Û˘ÓÂÒ˜ Ë inorder ÙÂÚÌ·Ù›˙ÂÈ.

µ‹Ì· 4: ∂›ÛÎÂ„Ë ÛÙËÓ ÎÔÚ˘Ê‹ Ú (°)

µ‹Ì· 5: r= ‰ÂÍ› ·È‰› ÙË˜ Ú

µ‹Ì· 6: inorder r (¡¤· ÎÏ‹ÛË ÙË˜ ‰È·‰ÈÎ·Û›·˜ inorder ÌÂ Ú=ÎÂÓfi)
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µ‹Ì· 1: Ë Ú Â›Ó·È ÎÂÓ‹, Û˘ÓÂÒ˜ Ë inorder ÙÂÚÌ·Ù›˙ÂÈ.

µ‹Ì· 7: end

(Παρατηρήστε ότι στην περίπτωση τερµατικής κορυφής απλά γίνεται επίσκεψη στην

κορυφή αυτή. Στη συνέχεια, για τις τερµατικές κορυφές απλά θα δείχνω την επίσκεψη

στην κορυφή και όχι όλα τα βήµατα του αλγορίθµου)

µ‹Ì· 4: ∂›ÛÎÂ„Ë ÛÙËÓ ÎÔÚ˘Ê‹ Ú (B)

µ‹Ì· 5: r= ‰ÂÍ› ·È‰› ÙË˜ Ú

µ‹Ì· 6: inorder r (¡¤· ÎÏ‹ÛË ÙË˜ ‰È·‰ÈÎ·Û›·˜ inorder ÌÂ Ú=v3)

µ‹Ì· 1: Ë Ú ‰ÂÓ Â›Ó·È ÎÂÓ‹, Û˘ÓÂÒ˜ Ô ·ÏÁfiÚÈıÌÔ˜ Û˘ÓÂ¯›˙ÂÈ ÛÙÔ ‚‹Ì· 2.

µ‹Ì· 2: l= ·ÚÈÛÙÂÚfi ·È‰› ÙË˜ Ú

µ‹Ì· 3: preorder l (¡¤· ÎÏ‹ÛË ÙË˜ ‰È·‰ÈÎ·Û›·˜ preorder ÌÂ Ú=ÎÂÓfi)

µ‹Ì· 1: Ë Ú Â›Ó·È ÎÂÓ‹, Û˘ÓÂÒ˜ Ë ÙÚ¤¯Ô˘Û· ÂÎÙ¤ÏÂÛË ÙË˜ preorder 

ÙÂÚÌ·Ù›˙ÂÈ.

µ‹Ì· 4: ∂›ÛÎÂ„Ë ÛÙËÓ ÎÔÚ˘Ê‹ Ú (¢)

µ‹Ì· 5: r= ‰ÂÍ› ·È‰› ÙË˜ Ú

µ‹Ì· 6: inorder r (¡¤· ÎÏ‹ÛË ÙË˜ ‰È·‰ÈÎ·Û›·˜ inorder ÌÂ Ú=v6)

∂›ÛÎÂ„Ë ÛÙËÓ ÎÔÚ˘Ê‹ Ú (∂)

µ‹Ì· 7: end

µ‹Ì· 7: end

Η διάσχιση συνεχίζει µε τον ίδιο τρόπο και στο δεξί υποδέντρο της ρίζας του δέντρου

(σας ζητείται στη δραστηριότητα 5.7.

Αλγόριθµος 5.7: Μεταδιατεταγµένη διάσχιση (postorder traversal).

Είσοδος. R, η ρίζα ενός δυαδικού δέντρου.

Έξοδος. Εξαρτάται τι σηµαίνει «επίσκεψη» στην κορυφή.

procedure postorder(R)

1. if R is empty then

2. return

3. l:= ·ÚÈÛÙÂÚfi ·È‰› ÙË˜ R



4. postorder(l)

5. r:=‰ÂÍ› ·È‰› ÙË˜ R

6. postorder(r)

7. Â›ÛÎÂ„Ë(R)

end

¶·Ú¿‰ÂÈÁÌ· 5.14

Εφαρµόζοντας τη µετα διατεταγµένη διάσχιση στο δέντρο του σχήµατος 5.18, οι επι-

σκέψεις στις κορυφές θα πραγµατοποιηθούν µε την ακόλουθη σειρά: ΓΕ∆ΒΙΚΘΗΖΑ.

Η εκτέλεση του αλγορίθµου της µεταδιατεταγµένης διάσχισης στην περίπτωση του

δέντρου του σχήµατος 5.18 εκτελείται ως εξής:

procedure postorder Ú

µ‹Ì· 1: Ë Ú ‰ÂÓ Â›Ó·È ÎÂÓ‹, Û˘ÓÂÒ˜ Ô ·ÏÁfiÚÈıÌÔ˜ Û˘ÓÂ¯›˙ÂÈ ÛÙÔ ‚‹Ì· 2.

µ‹Ì· 2: l= ·ÚÈÛÙÂÚfi ·È‰› ÙË˜ Ú

µ‹Ì· 3: postorder l (¡¤· ÎÏ‹ÛË ÙË˜ ‰È·‰ÈÎ·Û›·˜ postorder ÌÂ Ú=v1)

µ‹Ì· 1: Ë Ú ‰ÂÓ Â›Ó·È ÎÂÓ‹, Û˘ÓÂÒ˜ Ô ·ÏÁfiÚÈıÌÔ˜ Û˘ÓÂ¯›˙ÂÈ ÛÙÔ ‚‹Ì· 2.

µ‹Ì· 2: l= ·ÚÈÛÙÂÚfi ·È‰› ÙË˜ Ú

µ‹Ì· 3: postorder l (¡¤· ÎÏ‹ÛË ÙË˜ ‰È·‰ÈÎ·Û›·˜ postorder ÌÂ Ú=v2)

µ‹Ì· 1: Ë Ú ‰ÂÓ Â›Ó·È ÎÂÓ‹, Û˘ÓÂÒ˜ Ô ·ÏÁfiÚÈıÌÔ˜ Û˘ÓÂ¯›˙ÂÈ ÛÙÔ ‚‹Ì· 2.

µ‹Ì· 2: l= ·ÚÈÛÙÂÚfi ·È‰› ÙË˜ Ú

µ‹Ì· 3: postorder l (¡¤· ÎÏ‹ÛË ÙË˜ ‰È·‰ÈÎ·Û›·˜ postorder ÌÂ Ú=ÎÂÓfi)

µ‹Ì· 1: Ë Ú Â›Ó·È ÎÂÓ‹, Û˘ÓÂÒ˜ Ë ÙÚ¤¯Ô˘Û· ÂÎÙ¤ÏÂÛË ÙË˜ postorder 

ÙÂÚÌ·Ù›˙ÂÈ.

µ‹Ì· 4: r= ‰ÂÍ› ·È‰› ÙË˜ Ú

µ‹Ì· 5: postorder r (¡¤· ÎÏ‹ÛË ÙË˜ ‰È·‰ÈÎ·Û›·˜ postorder ÌÂ Ú=ÎÂÓfi)

µ‹Ì· 1: Ë Ú Â›Ó·È ÎÂÓ‹, Û˘ÓÂÒ˜ Ë ÙÚ¤¯Ô˘Û· ÂÎÙ¤ÏÂÛË ÙË˜ preorder 

ÙÂÚÌ·Ù›˙ÂÈ.

µ‹Ì· 6: ∂›ÛÎÂ„Ë ÛÙËÓ ÎÔÚ˘Ê‹ Ú (°)

µ‹Ì· 7: end
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(Παρατηρήστε ότι στην περίπτωση τερµατικής κορυφής απλά γίνεται επίσκεψη στην

κορυφή αυτή. Στη συνέχεια, για τις τερµατικές κορυφές απλά θα δείχνω την επίσκεψη

στην κορυφή και όχι όλα τα βήµατα του αλγορίθµου)

µ‹Ì· 4: r= ‰ÂÍ› ·È‰› ÙË˜ Ú

µ‹Ì· 5: postorder r (¡¤· ÎÏ‹ÛË ÙË˜ ‰È·‰ÈÎ·Û›·˜ postorder ÌÂ Ú=v3)

µ‹Ì· 1: Ë Ú ‰ÂÓ Â›Ó·È ÎÂÓ‹, Û˘ÓÂÒ˜ Ô ·ÏÁfiÚÈıÌÔ˜ Û˘ÓÂ¯›˙ÂÈ ÛÙÔ ‚‹Ì· 2.

µ‹Ì· 2: l= ·ÚÈÛÙÂÚfi ·È‰› ÙË˜ Ú

µ‹Ì· 3: preorder l (¡¤· ÎÏ‹ÛË ÙË˜ ‰È·‰ÈÎ·Û›·˜ preorder ÌÂ Ú=ÎÂÓfi)

µ‹Ì· 1: Ë Ú Â›Ó·È ÎÂÓ‹, Û˘ÓÂÒ˜ Ë ÙÚ¤¯Ô˘Û· ÂÎÙ¤ÏÂÛË ÙË˜ preorder

ÙÂÚÌ·Ù›˙ÂÈ.

µ‹Ì· 4: r= ‰ÂÍ› ·È‰› ÙË˜ Ú

µ‹Ì· 5: postorder r (¡¤· ÎÏ‹ÛË ÙË˜ ‰È·‰ÈÎ·Û›·˜ postorder ÌÂ Ú=v6)

∂›ÛÎÂ„Ë ÛÙËÓ ÎÔÚ˘Ê‹ Ú (∂)

µ‹Ì· 6: ∂›ÛÎÂ„Ë ÛÙËÓ ÎÔÚ˘Ê‹ Ú (¢)

µ‹Ì· 7: end

µ‹Ì· 6: ∂›ÛÎÂ„Ë ÛÙËÓ ÎÔÚ˘Ê‹ Ú (µ)

µ‹Ì· 7: end

Η διάσχιση συνεχίζει µε τον ίδιο τρόπο και στο δεξί υποδέντρο της ρίζας του δέντρου

(σας ζητείται στη δραστηριότητα 5.7.

ÕÛÎËÛË ∞˘ÙÔ·ÍÈÔÏfiÁËÛË˜ 5.6 

Η παρούσα άσκηση αυτοαξιολόγησης αφορά στους τρόπους παράστασης αριθµη-

τικών παραστάσεων κάνοντας χρήση δυαδικών δέντρων. Θα θεωρήσουµε παρα-

στάσεις που αφορούν σε οποιοδήποτε αριθµό µεταβλητών ή σταθερών (αριθµών)

και τους τέσσερις τελεστές +, –, /, *. Ένα παράδειγµα µιας τέτοιας (πλήρους παρεν-

θέσεων) παράστασης είναι η ακόλουθη:

(((Α + Β)*Γ) – (∆/Ε)). (Ι)

Η συνηθισµένη µορφή γραφής αριθµητικών παραστάσεων λέγεται ενθεµατική
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(infix) µορφή και χαρακτηρίζεται από το ότι ένας τελεστής βρίσκεται ανάµεσα

στους αριθµούς στους οποίους εφαρµόζεται Η παράσταση (Ι) βρίσκεται σε ενθε-

µατική µορφή.

Μια αριθµητική παράσταση σαν την (Ι) µπορεί να παρασταθεί από ένα δυαδικό

δέντρο. Οι τερµατικές κορυφές του δέντρου αντιστοιχούν στους αριθµούς και οι

εσωτερικές κορυφές αντιστοιχούν στους τελεστές. Για παράδειγµα, η παράσταση

(Ι) µπορεί να παρασταθεί από το δυαδικό δέντρο του σχήµατος 5.19. Η ρίζα κάθε

υποδέντρου ενός δυαδικού δέντρου που παριστά µια αριθµητική παράσταση είναι

ένας τελεστής, ο οποίος εφαρµόζεται στο αριστερό και το δεξί υποδέντρο του. Η

σειρά έχει σηµασία, διότι το αριστερό παιδί µιας κορυφής αντιστοιχεί στο αριστε-

ρό µέλος της αριθµητικής παράστασης, ενώ το δεξιό παιδί στο δεξί µέλος αυτής. 

Εάν διασχίσουµε το δυαδικό δέντρο του σχήµατος 5.19, χρησιµοποιώντας ενδο-

διατεταγµένη διάσχιση, και προσθέσουµε παρενθέσεις, τότε µπορούµε να πάρου-

µε την πλήρη σε παρενθέσεις ενθεµατική µορφή της αριθµητικής παράστασης.

Σε αυτή τη µορφή δεν είναι απαραίτητο να καθορίσουµε ποιες πράξεις θα τελεστούν,

µε ποια προτεραιότητα, διότι αυτό καθορίζεται σαφέστατα από τις παρενθέσεις.

Εάν διασχίσουµε το δυαδικό δέντρο του σχήµατος 5.19 µε µεταδιατεταγµένη διά-

σχιση, το αποτέλεσµα είναι η µεταθεµατική µορφή της αριθµητικής παράστασης (Ι).

Τέλος, διασχίζοντας το δυαδικό δέντρο του σχήµατος 5.19 µε προδιατεταγµένη διά-

σχιση, το αποτέλεσµα είναι µια προθεµατική µορφή της αριθµητικής παράστασης (Ι). 

Να δοθεί αλγόριθµος για την παραγωγή της ενθεµατικής µορφής πλήρους παρεν-

θέσεων από την παράσταση µιας αριθµητικής παράστασης σε δυαδικό δέντρο και

να δοθεί η ενθεµατική πλήρους παρενθέσεων, η µεταθεµατική και η προθεµατική

µορφή της αριθµητικής παράστασης (Ι).

–

/

E
∆Γ

BA

+

*

™¯‹Ì· 5.19

∆υαδικό δέντρο
για την αναπα-
ράσταση της
αριθµητικής
παράστασης (Ι)
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™‡ÓÔ„Ë ∂ÓfiÙËÙ·˜

Η ενότητα αυτή παρουσιάζει µια ιδιαίτερη κατηγορία δέντρων και εφαρµογές αυτών:

τα δυαδικά δέντρα. Συγκεκριµένα παρουσιάζονται τα δυαδικά δέντρα αναζήτησης και

αναλύεται η χρησιµότητά τους ως δοµή δεδοµένων αποθήκευσης και αναζήτησης δεδο-

µένων. Τέλος, παρουσιάζονται ιδιαίτεροι αλγόριθµοι για τη διάσχιση δυαδικών δέντρων. 

™‡ÓÔ„Ë ÎÂÊ·Ï·›Ô˘

Στο κεφάλαιο αυτό παρουσιάστηκε µια ιδιαίτερη κατηγορία γραφηµάτων µε ιδιαίτε-

ρες εφαρµογές στην επιστήµη των υπολογιστών: τα δέντρα. 

Το κεφάλαιο παρουσιάζει τις ιδιότητες των δέντρων, εναλλακτικούς χαρακτηρισµούς

αυτών, καθώς και αλγορίθµους αξιοποίησης της πληροφορίας που αποθηκεύονται

στις κορυφές των δέντρων.

Συγκεκριµένα η πρώτη ενότητα του κεφαλαίου παρουσιάζει βασικές έννοιες, ιδιότη-

τες και εναλλακτικούς χαρακτηρισµούς των δέντρων, ενώ η δεύτερη ενότητα, δεί-

χνοντας τη διαφορά µεταξύ ενός οποιοδήποτε γραφήµατος και ενός δέντρου, παρου-

σιάζει την έννοια του συνδετικού δέντρου ενός γραφήµατος. Όπως ειπώθηκε και στην

αντίστοιχη ενότητα, η έννοια του συνδετικού δέντρου έχει ιδιαίτερη σηµασία όταν,

δεδοµένου ενός συνδεόµενου γραφήµατος, θέλουµε να βρούµε συνδεόµενο υπο–γρά-

φηµα αυτού που περιέχει όλες τις κορυφές του γραφήµατος, αλλά δεν περιέχει

κύκλους. Η ενότητα παρουσιάζει ευρέως χρησιµοποιούµενους αλγόριθµους διάσχι-

σης γραφηµάτων που χρησιµοποιούνται και για την εύρεση συνδετικών δέντρων σε

συνδεόµενα γραφήµατα. Στην περίπτωση γραφηµάτων µε βάρη, µας ενδιαφέρουν τα

συνδετικά δέντρα µε το µικρότερο δυνατό συνολικό βάρος. Για τον προσδιορισµό των

συνδετικών αυτών δέντρων, η ενότητα παρουσίασε τον αλγόριθµο του Prim. 

Η τρίτη ενότητα του κεφαλαίου παρουσιάζει µια ιδιαίτερη κατηγορία δέντρων και

¢Ú·ÛÙËÚÈfiÙËÙ· 5.7

∆είξτε µε λεπτοµέρεια την εκτέλεση των αλγορίθµων προδιατεταγµένης, ενδοδια-

τεταγµένης και µεταδιατεταγµένης διάσχισης στο δεξί υποδέντρο της ρίζας του

δέντρου στο σχήµα 5.18.

Υπόδειξη: 

Χρησιµοποιείστε τον τρόπο που σας υποδεικνύουν τα παραδείγµατα 5.12, 5.13, 5.14.



µερικές από τις εφαρµογές αυτών: τα δυαδικά δέντρα. Παρουσιάζονται τα δυαδικά

δέντρα αναζήτησης και αναλύεται η χρησιµότητά τους ως δοµή δεδοµένων αποθή-

κευσης και αναζήτησης δεδοµένων. Τέλος, παρουσιάζονται ιδιαίτεροι αλγόριθµοι για

τη διάσχιση δυαδικών δέντρων. 
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1.1

1. Η σωστή απάντηση είναι «Ναι, είναι πρόταση». Προφανώς είναι µια ψευδής πρό-

ταση. ∆εν θα πρέπει κάποιος να συγχέει το γεγονός ότι κάτι που είναι ρητώς ψευ-

δές ή ρητώς αληθές δεν είναι πρόταση. 

Αν δεν απαντήσατε σωστά, θα πρέπει να διαβάσετε προσεκτικότερα τον ορισµό της

πρότασης.

2. Η σωστή απάντηση είναι «Ναι, είναι πρόταση». Προσοχή, δεν µας ενδιαφέρει

ποιο είναι το κ και αν πράγµατι υπάρχει. Η παραπάνω έκφραση ικανοποιεί τον

ορισµό της πρότασης. Αν αναζητήσατε το κ, θα πρέπει να το κάνατε µόνο για να

βρείτε την τιµή αληθείας της πρότασης, και όχι για να χαρακτηρίσετε την έκφρα-

ση ως πρόταση.

Αν δεν απαντήσατε σωστά ή αν νοµίζατε ότι θα πρέπει να βρείτε το κ για να απα-

ντήσετε, θα πρέπει να διαβάσετε προσεκτικότερα τον ορισµό της πρότασης.

3. Η σωστή απάντηση είναι «Όχι, δεν είναι πρόταση». Είναι ένα από τα κλασικά

παραδείγµατα εκφράσεων που είναι εντολές, αλλά όχι προτάσεις. Μια εντολή

εκτελείται, αλλά δεν µπορεί να χαρακτηριστεί ως αληθής ή ψευδής. 

Αν δεν απαντήσατε σωστά, θα πρέπει να διαβάσετε προσεκτικότερα τον ορισµό της

πρότασης και να µελετήσετε τα αναφερόµενα παραδείγµατα.

4. Η σωστή απάντηση είναι «Όχι, δεν είναι πρόταση». Η πρόταση δεν µπορεί να

χαρακτηριστεί ως αληθής ή ψευδής. 

Θα µπορούσατε να µπερδευτείτε αν σκεφτείτε ότι η πρόταση προσδιορίζει ένα

συγκεκριµένο αριθµό που µπορεί να υπάρχει ή όχι, και αντίστοιχα να προσδιορίσε-

τε την τιµή αληθείας της πρότασης. Όµως, η διαφορά είναι ακριβώς αυτή: Η έκφρα-

ση αυτή θα µπορούσε να έχει ως «τιµή» το ζητούµενο πηλίκο (δεδοµένων δύο αριθ-

µών) και όχι T ή F. Αντίθετα, η έκφραση «Το πηλίκο δύο µη µηδενικών ακεραίων

υπάρχει πάντοτε» είναι πρόταση.

Για να γίνει η διαφορά περισσότερο κατανοητή θα µπορούσαµε να θεωρήσουµε την

«τιµή» της έκφρασης ως µια συνάρτηση V που εφαρµόζεται στην αντίστοιχη έκφρα-

ση και δίνει τα κατάλληλα αποτελέσµατα. Έτσι, το αποτέλεσµα της V(Το πηλίκο δύο

ακεραίων Χ και Υ) είναι ένας αριθµός, δεδοµένων των Χ και Υ, σε αντίθεση µε το

αποτέλεσµα της V(Το πηλίκο δύο ακεραίων υπάρχει πάντοτε) που είναι T ή F.

5. Η σωστή απάντηση είναι «Όχι, δεν είναι πρόταση». Η έκφραση αυτή, όπως και
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µια εντολή, δεν µπορεί να χαρακτηριστεί ως αληθής ή ψευδής. Εκφράζει ένα αίτη-

µα που µπορεί να ικανοποιηθεί ή όχι. Η ικανοποίηση όµως του αιτήµατος αυτού

δεν σηµαίνει ότι το αίτηµα αυτό καθ’ αυτό είναι αληθές ή ψευδές.

6. Ανεξάρτητα από το αν γνωρίζετε αν ήταν ώριµα ή όχι τα συγκεκριµένα σταφύλια,

και ανεξάρτητα αν πιστεύετε ή όχι αυτόν που το λέει, η έκφραση είναι πρόταση.

Αν δεν απαντήσατε σωστά, θα πρέπει να διαβάσετε προσεκτικότερα τον ορισµό της

πρότασης.

7. Η σωστή απάντηση είναι «Ναι, είναι πρόταση». ∆εν απαιτείται φυσικά να απο-

δείξετε την ορθότητά της, εφόσον δεν µας ενδιαφέρει η τιµή αληθείας της. Αφού

µπορεί όµως να χαρακτηριστεί ως αληθής ή ψευδής, είναι πρόταση.

Αν δώσατε εσφαλµένη απάντηση ή αν, για να απαντήσετε, προσπαθήσατε να δείξε-

τε την ορθότητα της πρότασης, θα πρέπει να διαβάσετε προσεκτικότερα τον ορισµό

της πρότασης.

1.2

(α) Η ορθή απάντηση είναι (π � ρ). Η άσκηση είναι απλή. Το συνδετικό «και» κάνει

σαφή τη χρήση του σωστού συνδετικού.

(β) Η συµβολική µορφή της πρότασης αυτής είναι (pπ � pρ � pτ). Η άσκηση είναι

εύκολη. Όπως έχει ειπωθεί παραπάνω, η χρήση του «δεν» στο φυσικό λόγο σηµα-

τοδοτεί τη χρήση της άρνησης, ενώ η χρήση του συνδέσµου «και» τη χρήση της

σύζευξης. 

Στην παραπάνω απάντηση, η θέση των παρενθέσεων µπορεί να αλλάξει. Για παρά-

δειγµα, θα µπορούσε να είναι (pπ � pρ) � pτ ή pπ � (pρ � pτ)

(γ) Η χρήση του «αν … τότε… » στο φυσικό λόγο σηµατοδοτεί τη χρήση υποθετι-

κής πρότασης. Η ορθή απάντηση εδώ είναι η (pπ � pρ) Æ pτ. Ο κίνδυνος εδώ είναι

η λανθασµένη χρήση ή η παράλειψη των παρενθέσεων. Για παράδειγµα, η πρότασηpπ � pρ Æ pτ δεν είναι καθόλου σαφές ότι είναι η ίδια µε την ορθή απάντηση που

δόθηκε παραπάνω. Επίσης, η απάντηση pπ � (pρ Æ pτ) είναι λανθασµένη. Μπορεί-

τε να το δείτε αν φτιάξετε τους πίνακες αληθείας των ((pπ � pρ) Æ pτ) και (pπ � (pρ

Æ pτ)).

(δ) Η πρόταση αυτή (δίχως την αντιστροφή) είναι της εξής µορφής: «Το ότι (ισχύει)

A σηµαίνει ότι Β». Με άλλα λόγια, αυτό σηµαίνει ότι «αν γνωρίζουµε ότι ισχύει το

Α, τότε θα ισχύει και το Β». Άρα, δίχως να λάβουµε υπόψη την αντίστροφη ισχύ,

πρόκειται για µια υποθετική πρόταση της µορφής (π Æ ρ). Η αντίστροφη επίσης



ισχύς της πρότασης µας οδηγεί στο τελικό συµπέρασµα (π ´ ρ). 

Βέβαια, το συµπέρασµα αυτό µπορεί να εκφραστεί µε την ισοδυναµία των δύο προ-

τάσεων (π ∫ ρ), αν ληφθεί υπόψη ότι η έκφραση «π σηµαίνει ρ, και αντίστροφα»,

σηµαίνει ακριβώς αυτό, δηλαδή ότι σε κάθε περίπτωση οι τιµές αληθείας των π και

ρ είναι ίδιες.

(ε) Αυτή η άσκηση έχει µια δυσκολία, διότι απαιτεί το συνδυασµό λογικών τελεστών

για να εκφράσουµε την, κατά κάποιο τρόπο, αποκλειστική διάζευξη δύο προτάσεων. 

Η ορθή απάντηση είναι (τ Ú ρ) �  p (τ � ρ). 

Η παραπάνω σύνθετη πρόταση είναι ρητή παράσταση αυτού που εκφράζεται µε το

φυσικό λόγο, δηλαδή «είτε τ είτε ρ, αλλά όχι και τα δύο». Προσοχή και πάλι στις

παρενθέσεις, ώστε να αποδίδεται το νόηµα της έκφρασης µε σαφήνεια και ακρίβεια.

Άλλος τρόπος που θα µπορούσατε να ξεκινήσετε είναι να φτιάξετε τον πίνακα αλη-

θείας της ζητούµενης, άγνωστης πρότασης: 

τ ρ ?

Τ T F

T F T

F T T

F F F

Σύµφωνα µε τον πίνακα, η ζητούµενη πρόταση θα πρέπει να είναι αληθής, µόνο όταν

µία από τις δύο προτάσεις είναι αληθής. Εποµένως, αν λάβουµε υπόψη τις γραµµές

του πίνακα, όπου η τελική, ζητούµενη πρόταση παίρνει την τιµή Τ, τότε µπορούµε

να πούµε ότι µε βάση αυτές η ζητούµενη πρόταση είναι (τ Ú ρ). Αυτό όµως, όπως

γνωρίζετε, δεν αποκλείει την περίπτωση να είναι και οι δύο προτάσεις τ και ρ αλη-

θείς. Για να αποκλείσουµε αυτήν την περίπτωση, σύµφωνα µε την πρώτη γραµµή

του παραπάνω πίνακα, θα πρέπει p (τ � ρ) να είναι επίσης αληθής. Συνθέτοντας τα

επιµέρους συµπεράσµατα µε σύζευξη, έχετε το τελικό αποτέλεσµα.

1.3

(α) Η σωστή απάντηση είναι:

(Η οδήγηση είναι ασφαλής) Æ (Φοράς ζώνη ασφαλείας)

Σε περίπτωση που έχετε αντιστρέψει τη συνεπαγωγή, δεν έχετε κατανοήσει τη σηµα-

σία της αναγκαίας συνθήκης σε σχέση µε την υποθετική πρόταση. Είναι ένα λάθος
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που κάνουν πολλοί και θέλει λίγη προσοχή. 

Οι πλήρεις εξηγήσεις θα δοθούν µετά την απάντηση και της (β).

(β) Η σωστή απάντηση είναι 

(Έχεις ρίξει λίπασµα) Æ (Η τριανταφυλλιά ανθίζει)

Σε περίπτωση που έχετε αντιστρέψει τη συνεπαγωγή, δεν έχετε κατανοήσει τη σηµα-

σία της ικανής συνθήκης σε σχέση µε την υποθετική πρόταση. Είναι ένα λάθος που

κάνουν πολλοί και θέλει λίγη προσοχή. 

Σε µια υποθετική πρόταση (π Æ ρ), η υπόθεση π αποτελεί την ικανή συνθήκη και

το συµπέρασµα ρ την αναγκαία. Για να το καταλάβετε αρκεί να σκεφτείτε την τιµή

αληθείας της υποθετικής πρότασης, όταν η ρ είναι αληθής: Είναι πάντοτε αληθής,

ανεξάρτητα από την τιµή αληθείας της π! Άρα, πράγµατι, το συµπέρασµα ρ µιας υπο-

θετικής πρότασης είναι αναγκαία συνθήκη για την αλήθεια της πρότασης. 

Με τον ίδιο τρόπο µπορείτε να εξηγήσετε την «ικανότητα» της π για να κάνει την

υποθετική πρόταση αληθή. Παρατηρήστε ότι πράγµατι, αν η π είναι αληθής, τότε

µπορεί (έχει την ικανότητα) να κάνει την (π Æ ρ) αληθή. Το τελικό όµως συµπέρα-

σµα εξαρτάται και από την τιµή αληθείας της ρ. Από την άλλη πλευρά, η αλήθεια

της π δεν είναι αναγκαία, εφόσον η υποθετική πρόταση µπορεί να είναι αληθής

ακόµη και όταν η π είναι ψευδής.

Αν µπερδευτήκατε λίγο, µην απογοητεύεστε. Μελετήστε προσεκτικά τον πίνακα αλη-

θείας της (π Æ ρ). Είναι εύκολο κάποιος να µπερδευτεί στις υποθετικές προτάσεις

αν δεν τις έχει κατανοήσει πλήρως.

Παρατηρήστε επίσης ότι σε µια πρόταση «αν και µόνο αν» (π ´ ρ), η πρόταση π

αποτελεί και ικανή (λόγω της π Æ ρ) και αναγκαία συνθήκη (λόγω της π ¨ ρ) για

την πρόταση ρ.

1.4 

Όσο αφορά το πρώτο µέρος του πίνακα ισχύει ότι:

π Σήµερα είναι ∆ευτέρα

ρ Είναι ζέστη

τ Βρέχει



Για το δεύτερο µέρος του πίνακα ισχύει ότι:

Κάθε ∆ευτέρα βρέχει p ρ Æ (τ�π)

Έχω παρατηρήσει ότι αν δεν βρέχει πÆρ

τότε ή είναι ζέστη ή είναι ∆ευτέρα.

Ικανή συνθήκη για να βρέχει ή να είναι p(ρ Ú  π) Æ τ

ζέστη είναι να µην είναι ∆ευτέρα. 

Αναγκαία συνθήκη για να µην είναι p π Æ (ρ Ú  τ)
∆ευτέρα ή να µη βρέχει είναι 

να είναι ζέστη.

Όταν τη ∆ευτέρα βρέχει ή είναι ζέστη, (π Ú (p π � p (ρ Ú τ)) Æ (π Ú p (ρ Ú τ))

τότε είναι είτε ζέστη είτε είναι ∆ευτέρα 

ή βρέχει.

Για να είναι ∆ευτέρα ή να ισχύει ότι δεν (π � (ρ Ú τ)) Æ (τ Ú (π Ú ρ))

είναι ζέστη ή βρέχει, πρέπει ή να είναι 

∆ευτέρα ή σε περίπτωση που δεν είναι 

∆ευτέρα να µην είναι ζέστη ή βρέχει
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Παρατηρήστε ότι σε ορισµένες διαζεύξεις και συζεύξεις έχει αλλάξει η σειρά εµφά-

νισης των επιµέρους προτάσεων. Ίσως αυτό να σας δυσκόλεψε παραπάνω. Αν δεν

µπορέσατε να βρείτε τις σωστές αντιστοιχίες, θεωρήστε ως δεδοµένο το πρώτο µέρος

του πίνακα (συµβολισµός απλών προτάσεων) και από την έκφραση των σύνθετων

προτάσεων σε φυσικό λόγο δηµιουργήστε τη συµβολική παράσταση των προτάσε-

ων αυτών. Μπορείτε επίσης να εργαστείτε και αντίστροφα. Σε περίπτωση δυσκο-

λίας, ζητήστε τη βοήθεια του διδάσκοντα (θεωρήστε το ως δραστηριότητα).

1.5 

Η σωστή απάντηση είναι «αληθής». Η υπόθεση της υποθετικής πρότασης είναι αλη-

θής, και το ίδιο ισχύει και µε το συµπέρασµα. 

Ακολουθήστε την εξής µέθοδο, αντικαθιστώντας κάθε πρόταση µε την τιµή αληθεί-

ας της:

(π � (ρ Ú τ)) Æ (τ Ú (p π Ú ρ)) = (Τ � (Τ Ú F)) Æ (F Ú (p T Ú T)) = 

(Τ � (Τ)) Æ (F Ú (F Ú T)) = (Τ � (Τ)) Æ (F Ú (T)) = (Τ) Æ (T) = T
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1.6

Η σωστή απάντηση είναι «ψευδής». Η υπόθεση της υποθετικής πρότασης είναι αλη-

θής και το συµπέρασµα είναι ψευδές. 

Ακολουθήστε την παραπάνω µέθοδο, αντικαθιστώντας κάθε πρόταση µε την τιµή

αληθείας της:

(π Ú ρ) Æ τ = (ΤÚ F) Æ F = (Τ) Æ F = F.

1.7

Τέτοιες ασκήσεις απαιτούν µεθοδικότητα και αρκετή προσοχή:

π ρ τ p π (p π � ρ) (τ Ú p π) (p π � ρ) Ú (τ Ú p π)

Τ T T F F T T

T T F F F F F

T F T F F T T

T F F F F F F

F T T T T T T

F T F T T T T

F F T T F T T

F F F T F T T

1.8

Παρακάτω θα δείξω το (α) και αφήνω το (β) άσκηση για εσάς. ∆εν θα πρέπει να σας

δυσκολέψει.

π ρ p (π Ú ρ) (p π) � (p ρ)

Τ T F F

T F F F

F T F F

F F T T

Από τον παραπάνω πίνακα βλέπουµε ότι οι προτάσεις (p (π Ú ρ)) και ((p π) � (p ρ))

είναι λογικά ισοδύναµες.



1.9

(α) Η έκφραση αυτή είναι προτασιακή συνάρτηση. Ίσως να τη θεωρήσατε πρόταση,

διότι η τιµή αλήθειάς της µπορεί να εκτιµηθεί και δίχως να γνωρίζουµε την τιµή της

x. Όµως, η έκφραση αυτή εξαρτάται από την τιµή του x και µπορεί για παράδειγµα

να επαναδιατυπωθεί ως «Για κάθε x, ο (2x + 1)2 είναι άρτιος ακέραιος», ασχέτως του

αν είναι ψευδής ή αληθής. 

Ποιο είναι όµως το πεδίο αναφοράς της x; 

Αν είναι το σύνολο των ακεραίων, τότε η καθολικά προσδιορισµένη πρόταση «Για

κάθε x, ο (2x + 1)2 είναι άρτιος ακέραιος» είναι ψευδής. 

Αν είναι το σύνολο των πραγµατικών, τότε η παραπάνω καθολικά προσδιορισµένη

πρόταση είναι ψευδής, εφόσον υπάρχει τουλάχιστον ένας πραγµατικός αριθµός x για

τον οποίο η (2x + 1)2 δεν είναι ακέραιος.

(β) Η έκφραση αυτή δεν είναι προτασιακή συνάρτηση. Για οποιαδήποτε ακέραιο

αριθµό από το 1 έως το 10 η παραπάνω έκφραση δεν αποτελεί πρόταση.

(γ) Η έκφραση (x = 1/x + 16) αυτή είναι προτασιακή συνάρτηση. ∆εν είναι δύσκο-

λο να το καταλάβετε, αν θέσετε µια συγκεκριµένη ακέραια τιµή στο x και εκτιµή-

σετε τις αριθµητικές παραστάσεις. Τότε, για συγκεκριµένες τιµές του x, η έκφραση

x = 1/x + 16 είναι πρόταση.

Φυσικά, όπως άλλωστε αναφέρεται, το πεδίο αναφοράς είναι το σύνολο των ακεραίων.

(δ) Η έκφραση αυτή είναι πρόταση, αλλά δεν είναι προτασιακή συνάρτηση, εφόσον

δεν αναφέρεται σε κάποια µεταβλητή.

(ε) Η παραπάνω έκφραση είναι προτασιακή συνάρτηση µιας µεταβλητής x που «τρέ-

χει» στο σύνολο των πόλεων της Ελλάδας. Εποµένως, το πεδίο αναφοράς είναι το σύνο-

λο των πόλεων της Ελλάδας. Η έκφραση µπορεί να διατυπωθεί καθαρότερα µε τον εξής

τρόπο: «Υπάρχει x πόλη της Ελλάδας, όπου η x είναι πρωτεύουσα της Ελλάδας». 

Φυσικά, κάποιος θα µπορούσε να πει ότι το πεδίο αναφοράς είναι το σύνολο των

πόλεων. Τότε και πάλι, παρατηρήστε ότι, σύµφωνα µε τον ορισµό του υπαρξιακού

ποσοδείκτη, η τιµή αληθείας της υπαρξιακά προσδιορισµένης πρότασης «Υπάρχει

x πόλη, όπου η x είναι πρωτεύουσα της Ελλάδας» δεν αλλάζει.

1.10

Οι παραπάνω εκφράσεις αναφέρονται σε περισσότερες από µια µεταβλητές από το ίδιο

σύνολο. Οι µεταβλητές αυτές προσδιορίζονται µε ποσοδείκτες. Η σειρά µε την οποία
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αναφέρονται οι προσδιορισµοί των µεταβλητών στις εκφράσεις αυτές έχει ιδιαίτερη

σηµασία στην εξής περίπτωση: Η µεταβλητή, η οποία προσδιορίζεται µε υπαρξιακό

ποσοδείκτη δεύτερη, βρίσκεται στην «εµβέλεια» της µεταβλητής που προσδιορίζεται

πρώτη, διότι για την επαλήθευση της πρότασης, θα πρέπει να βρεθεί τιµή της δεύτερης

µεταβλητής που αποτελεί συνάρτηση της τιµής της πρώτης µεταβλητής. Αυτό όµως δεν

συµβαίνει στην άσκηση (στ), όπου και οι δύο µεταβλητές προσδιορίζονται «ταυτόχρο-

να» ως ζεύγος. 

Οι απαντήσεις στις παραπάνω ασκήσεις θα κάνουν τα όσα είπα παραπάνω σαφέστερα.

(α) Η ορθή απάντηση είναι «Για κάθε εργαζόµενο Χ υπάρχει εργαζόµενος Υ, τέτοι-

ος ώστε ο Χ να είναι διευθυντής του Υ» ή «Για κάθε εργαζόµενο Χ, ο Χ είναι

διευθυντής κάποιου Υ». Παρατηρήστε ότι η τιµή αληθείας της παραπάνω πρό-

τασης εξαρτάται (φυσικά) από την τιµή του Υ, που όµως στη συγκεκριµένη περί-

πτωση αποτελεί συνάρτηση της τιµής του Χ. Εποµένως, η επιλογή της Χ είναι

σηµαντική και για την επιλογή της Υ.

(β) Η ορθή απάντηση είναι «Για κάθε εργαζόµενο Υ υπάρχει εργαζόµενος Χ, τέτοι-

ος ώστε ο Χ να είναι διευθυντής του Υ» ή «Για κάθε εργαζόµενο Υ ισχύει ότι

αυτός έχει ένα διευθυντή Χ». Εδώ, οι προσδιορισµοί έχουν αντιστραφεί. Κατ’

αντιστοιχία και σε αντιπαραβολή µε την (α) παραπάνω, παρατηρήστε ότι η τιµή

αληθείας της παραπάνω πρότασης εξαρτάται (φυσικά) από την τιµή του Χ, που

όµως στη συγκεκριµένη περίπτωση αποτελεί συνάρτηση της τιµής του Υ. Επο-

µένως, η επιλογή της Υ είναι σηµαντική και για την επιλογή της Χ.

(γ) Η ορθή απάντηση είναι «Υπάρχει εργαζόµενος Χ που είναι διευθυντής κάθε

εργαζόµενου Υ». Παρατηρήστε ότι, σε αντίθεση µε τις περιπτώσεις παραπάνω,

η υπαρξιακά προσδιοριζόµενη µεταβλητή Χ είναι πρώτη στη σειρά. Εποµένως,

η τιµή της δεν είναι συνάρτηση άλλων µεταβλητών. Σύµφωνα µε την πρόταση

αυτή, κάποιος εργαζόµενος είναι διευθυντής όλων των εργαζοµένων.

(δ) Η ορθή απάντηση είναι «Για κάθε εργαζόµενο Χ, ισχύει ότι αυτός είναι διευθυ-

ντής κάθε εργαζόµενου Υ» ή «κάθε εργαζόµενος είναι διευθυντής όλων των

εργαζοµένων». Παρατηρήστε ότι η τιµή της Υ, αν και η Υ προσδιορίζεται δεύ-

τερη, δεν αποτελεί συνάρτηση της τιµής της Χ, διότι η Υ είναι καθολικά προσ-

διοριζόµενη.

(ε) Η ορθή απάντηση είναι «Υπάρχει εργαζόµενος Υ για τον οποίο υπάρχει διευ-

θυντής Χ» ή «κάποιος εργαζόµενος έχει ένα διευθυντή».

(στ) Εδώ οι Χ και Υ προσδιορίζονται ως ζεύγος: «Υπάρχουν δύο εργαζόµενοι Χ και



Υ, που ο ένας (Χ) είναι διευθυντής του άλλου (Υ)». Προσέξτε ότι η τιµή καµίας

µεταβλητής δεν εξαρτάται από την τιµή της άλλης.

1.11

Υπάρχουν δύο δυνατές ερµηνείες:

(α) Οτιδήποτε που έχει την ιδιότητα να λάµπει δεν είναι χρυσός ή αλλιώς, αν κάτι

λάµπει, τότε αυτό δεν είναι χρυσός.

(β) Υπάρχουν πράγµατα που λάµπουν και τα οποία δεν είναι χρυσός.

Φυσικά, αυτό που εννοούσε ο Shakespeare αποδίδεται από τη δεύτερη ερµηνεία.

Ας δούµε όµως το συµβολισµό και των δύο ερµηνειών.

Αν Π(Χ) η προτασιακή συνάρτηση «Το Χ λάµπει» και Ρ(Χ) η προτασιακή συνάρτη-

ση «Το Χ είναι χρυσός», τότε:

(α)

"Χ, (Π(Χ) Æ p Ρ(Χ)).

Στην περίπτωση αυτή θα µπορούσε κάποιος πολύ εύκολα να κάνει λάθος και να µη

θεωρήσει την πρόταση ως υποθετική. Αυτό θα µπορούσε να οδηγήσει στην εξής

παράσταση:

"Χ, Π(Χ) � p Ρ(Χ)

Η έκφραση αυτή σηµαίνει ότι για κάθε Χ ισχύει ότι αυτό λάµπει και δεν είναι χρυ-

σός. Η έκφραση όµως (α) παραπάνω δεν επιχειρηµατολογεί για όλα τα αντικείµενα,

αλλά µόνο για τα αντικείµενα που λάµπουν (υπόθεση).

(β) 

$Χ, Π(Χ) � p Ρ(Χ)

Στην περίπτωση αυτή θα µπορούσε κάποιος πολύ εύκολα να κάνει λάθος και να θεω-

ρήσει ότι η πρόταση αυτή είναι υποθετική.

$Χ, (Π(Χ) Æ p Ρ(Χ)).

Η υποθετική αυτή έκφραση επιχειρηµατολογεί για τα αντικείµενα που λάµπουν (τα

οποία µπορεί και να µην υπάρχουν). Η πρόταση αληθεύει και για τα αντικείµενα που

δεν λάµπουν.
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1.12

Ένα αξίωµα εκφράζει ένα γεγονός το οποίο είναι πάντοτε αληθές. Ένα θεώρηµα είναι

µια υποθετική πρόταση που αποδεικνύεται αληθής µε βάση άλλα θεωρήµατα, αξιώ-

µατα και ορισµούς. 

Όσο αφορά στην απάντηση, πρέπει να δώσετε βαρύτητα τόσο στους προσδιορισµούς

«πάντοτε αληθές» και «αποδεικνύεται», αλλά και στη φύση των εκφράσεων «γεγο-

νός» και «υποθετική πρόταση», αντίστοιχα.

1.13 

Ένας ορισµός εκφράζει ικανές και αναγκαίες συνθήκες για να είναι µια έννοια αλη-

θής. Ενας ορισµός ορίζει µια νέα έννοια µε βάση απλούστερες έννοιες. 

Από την άλλη πλευρά, ένα αξίωµα εκφράζει ένα γεγονός το οποίο είναι πάντοτε αλη-

θές. Το γεγονός αυτό εκφράζει µια ιδιότητα της έννοιας ή µια σχέση µεταξύ εννοιών.

Ένα αξίωµα δεν ορίζει µια νέα έννοια, αλλά προσδιορίζει κάτι που είναι αληθές για

µια πρωταρχική έννοια. ∆ηλαδή, για µια έννοια που δεν ορίζεται από απλούστερες

έννοιες.

1.14

Η παραπάνω έκφραση µπορεί να αποδειχθεί µε ευθεία απόδειξη ή µε απαγωγή σε

άτοπο.

Η ευθεία απόδειξη είναι απλή και θα πρέπει να έχετε τη δυνατότητα να την αναπτύ-

ξετε µε ευκολία. Παρακάτω θα αποδείξω την αλήθεια της πρότασης µε απαγωγή σε

άτοπο για να δώσω έµφαση σε κάποιες τεχνικές λεπτοµέρειες στις οποίες ίσως να

δυσκολευτείτε.

Έστω ότι 100 µπάλες τοποθετούνται σε 9 κουτιά και έστω ότι δεν ισχύει το συµπέ-

ρασµα. Υποθέτουµε δηλαδή ότι το εξής είναι αληθές:p (κάποια κουτιά περιέχουν 12 ή περισσότερες µπάλες)

ήp (υπάρχει κουτί που περιέχει 12 µπάλες ή

υπάρχει κουτί που περιέχει περισσότερες από 12 µπάλες)

Εφαρµόζοντας το νόµο του De Morgan, προκύπτει ότι:

για κάθε κουτί ισχύει ότι



p (περιέχει 12 µπάλες) καιp (περιέχει περισσότερες από 12 µπάλες)

δηλαδή, 

για κάθε κουτί ισχύει ότι περιέχει λιγότερες από 12 µπάλες

Αν κάθε κουτί περιέχει ακριβώς 11 µπάλες, τότε τα 9 κουτιά περιέχουν 99 µπάλες.

Αυτό είναι σε αντίφαση µε το γεγονός ότι και οι 100 µπάλες έχουν τοποθετηθεί σε

9 κουτιά και εποµένως η αποδεικτική διαδικασία έχει φτάσει σε άτοπο. Άρα η

υποθετική πρόταση 

Αν 100 µπάλες τοποθετούνται σε 9 κουτιά, τότε

κάποια κουτιά περιέχουν 12 ή περισσότερες µπάλες

είναι αληθής.

1.15

Η απόδειξη γίνεται µε απαγωγή σε άτοπο. Έστω ότι αβ = 0 και υποθέτουµε ότι: p (α = 0 ή β = 0)

δηλαδή, 

α ≠ 0 και β ≠ 0.

Τότε όµως, εφόσον αβ = 0 = α0 και α ≠ 0, µε βάση την υποθετική πρόταση που υπο-

θέσαµε ότι ισχύει θα πρέπει β = 0. Αυτό έρχεται σε αντίφαση µε τις υποθέσεις µας.

Με παρόµοιο τρόπο θα µπορούσαµε να φτάσουµε σε άτοπο, αν θεωρούσαµε ότι αβ

= 0 = 0β.

Εποµένως, η υποθετική πρόταση «αν αβ = 0 τότε α = 0 ή β = 0» είναι αληθής.

1.16

Βασικό βήµα: Για n = 0, ισχύει ότι a = ar0 = = = a

Επαγωγικό βήµα: Θα δειχθεί ότι αν ισχύει η 

a + ar1 + ar2 + …, + ark = 

κ = 1, 2, …, n, τότε ισχύει και η 
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a + ar1 + ar2 + …, + arn+1 = (1) 

Πράγµατι, 

(a + ar1 + ar2 + …, + arn) + arn+1 = + arn+1 = 

= .

Εποµένως, ισχύει η (1).

1.17

Βασικό βήµα: Για n = 1, ισχύει ότι G1 είναι ακολουθία Gray, εφόσον (α) κάθε δυα-

δικός αριθµός ενός ψηφίου εµφανίζεται στην ακολουθία, (β) διαδοχικοί αριθµοί στην

ακολουθία διαφέρουν σε ένα ακριβώς δυαδικό ψηφίο, και (γ) ο τελευταίος και ο πρώ-

τος αριθµός της ακολουθίας διαφέρουν σε ένα ακριβώς δυαδικό ψηφίο.

Επαγωγικό βήµα: Θα δείξουµε ότι αν οι ακολουθίες Gκ, κ = 1, 2, …, ν είναι κώδικες

Gray, τότε αν µε τον παραπάνω τρόπο κατασκευάσουµε την Gν+1, αυτή θα είναι κώδι-

κας Gray επίσης.

Πράγµατι, 

(α) από τον τρόπο κατασκευής (οι ακολουθίες G¢ν και G¢¢ν έχουν από 2ν στοιχεία) η

νέα ακολουθία έχει (2ν + 2ν) = 2ν+1 δυαδικούς αριθµούς, διαφορετικούς µεταξύ τους.

Εποµένως, κάθε δυαδικός αριθµός (ν + 1) ψηφίων εµφανίζεται στην ακολουθία. 

(β) Από τον τρόπο κατασκευής, διαδοχικοί αριθµοί στην ακολουθία G¢ν ή στην ακο-

λουθία G¢¢ν προκύπτουν από διαδοχικούς αριθµούς της Gν τοποθετώντας το ψηφίο

0 ή 1 αντίστοιχα, στην αρχή κάθε αριθµού. Εποµένως, όποια διαφορά υπάρχει µετα-

ξύ διαδοχικών αριθµών στην G¢ν ή στην G¢¢ν είναι η διαφορά που υπάρχει µεταξύ

τους στην ακολουθία Gν. Εφόσον η Gν+1 προκύπτει από την συνένωση των G¢ν και

G¢¢ν, πρέπει να δείξουµε ότι ο τελευταίος αριθµός της ακολουθίας G¢ν και ο πρώτος

αριθµός της G¢¢ν διαφέρουν ακριβώς σε ένα δυαδικό ψηφίο. Πράγµατι, από τον τρόπο

κατασκευής των ακολουθιών αυτών, αν αφαιρέσουµε το πρώτο ψηφίο (0 και 1, αντί-

στοιχα) των αριθµών αυτών, τότε προκύπτει και στις δύο ακολουθίες ο ίδιος αριθ-

µός. Εποµένως, ο τελευταίος αριθµός της ακολουθίας G¢ν και ο πρώτος αριθµός της

G¢¢ν διαφέρουν µόνο στο πρώτο δυαδικό ψηφίο.
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(γ) Εφόσον η Gν+1 προκύπτει από την συνένωση των G¢ν και G¢¢ν, πρέπει επίσης να

δείξουµε ότι ο πρώτος αριθµός της ακολουθίας G¢ν και ο τελευταίος αριθµός της G¢¢ν

διαφέρουν ακριβώς σε ένα δυαδικό ψηφίο. Αυτό προκύπτει ακριβώς µε τον ίδιο

τρόπο όπως στο (β) παραπάνω.

2.1

Προφανώς, το σύνολο Χ των περιοχών που ορίζονται από το χάρτη είναι το Χ = {Α,

Β, Γ, ∆, Ε, ΣΤ}.

Η σχέση «συνορεύουν» επί του Χ, µπορείτε να τη συµβολίσετε ως Σ, ορίζεται ως εξής:

χΣψ αν και µόνο αν χ έχει κοινό σύνορο µε την ψ.

Η σχέση Σ είναι υποσύνολο του καρτεσιανού γινοµένου Χ ¥  Χ και σύµφωνα µε τον

ορισµό της είναι Σ = {(Α, Β), (Β, Α), (Α, ΣΤ), (ΣΤ, Α), (Β, ΣΤ), (ΣΤ, Β), (Β, Γ), (Γ, Β),

(Γ, ΣΤ), (ΣΤ, Γ), (∆, Γ), (Γ, ∆), (∆, Β), (Β, ∆), (∆, ΣΤ), (ΣΤ, ∆), (Ε, ∆), (∆, Ε)}.

Προσέξτε ότι για κάθε ζεύγος (χ, ψ) στην Σ, το ζεύγος (ψ, χ) πρέπει να ανήκει στη

Σ επίσης. 

Το κατευθυνόµενο γράφηµα που αντιστοιχεί στη σχέση Σ είναι το εξής:
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Κατευθυνόµενο

γράφηµα 

της σχέσης Σ.

Φυσικά, εσείς ίσως να το έχετε σχεδιάσει µε διαφορετική «µορφή» από την παρα-

πάνω. Θα πρέπει να προσέξετε να υπάρχουν όλες οι ακµές µε τις σωστές κατευθύν-

σεις. Επίσης, προσέξετε ότι για κάθε ακµή από το στοιχείο χ στο στοιχείο ψ υπάρ-

χει και η αντίστροφη ακµή.

Οι πίνακες που παριστούν το παρακάτω γράφηµα είναι οι πίνακες 2.11 και 2.12:

¶›Ó·Î·˜ 2.11

A Β Γ ∆ Ε ΣΤ

Α 0 1 0 0 0 1

Β 1 0 1 1 0 1

Γ 0 1 0 1 0 1

∆ 0 1 1 0 1 1

Ε 0 0 0 1 0 0

ΣΤ 1 1 1 1 0 0



2 0 8 ¢ π ∞ ∫ ƒ π ∆∞  M ∞ £ ∏ ª ∞∆ π ∫ ∞

¶›Ó·Î·˜ 2.12

Περιοχή Περιοχή 

(1) (2)

Α Β

Β Α

Α ΣΤ

ΣΤ Α

Β Γ

Γ Β

Β ∆

∆ Β

Β ΣΤ

ΣΤ Β

Γ ∆

∆ Γ

Γ ΣΤ

ΣΤ Γ

∆ Ε

Ε ∆

∆ ΣΤ

ΣΤ ∆

Εσείς, ως απάντηση στο ερώτηµα, µπορείτε να έχετε σχηµατίσει οποιονδήποτε από

τους πίνακες αυτούς.

2.2

Ο ορθός τρόπος συµπλήρωσης του πίνακα είναι ο εξής:

Ιδιότητα ΝΑΙ ΟΧΙ

Συµµετρική ❏� ❏

Αντισυµµετρική ❏ ❏�

Μεταβατική ❏ ❏�

Ανακλαστική ❏ ❏�



Ως αντιπαράδειγµα, για να αιτιολογήσετε ότι η αντισυµµετρικότητα δεν ισχύει, µπο-

ρείτε να χρησιµοποιήσετε οποιοδήποτε ζεύγος (χ, ψ) µε χ π  ψ και (χ, ψ) �  Σ, τέτοιο

ώστε (ψ, χ) �  Σ. Αυτό ισχύει για οποιοδήποτε ζεύγος στοιχείων του Χ που ανήκει

στη Σ. Για παράδειγµα, για το ζεύγος (Α, Β) µε Α π  Β, ισχύουν ότι (Α, Β) και (Β, Α)

ανήκουν στο Σ.

Ως αντιπαράδειγµα, για να αιτιολογήσετε ότι η µεταβατικότητα δεν ισχύει στην Σ,

θα πρέπει να βρεθούν ζεύγη τέτοια ώστε αν (χ, ψ) και (ψ, φ) είναι στο Σ, τότε το (χ,

φ) δεν είναι στο Σ. Πράγµατι, όπως είναι φυσικό, για τη σχέση Σ = «συνορεύουν»

υπάρχουν τέτοια ζεύγη. Παράδειγµα τέτοιων ζευγών είναι τα (Α, Β) και (Β, ΣΤ): Το

(Α, ΣΤ) δεν ανήκει στο Σ.

Τέλος, όσο αφορά στην ανακλαστική ιδιότητα, για κανένα στοιχείο χ του Χ δεν ισχύ-

ει ότι το (χ, χ) ανήκει στη Σ. Π.χ. (Α, Α) �  Σ.

2.3

Α) Η σχέση Σ–1 µπορεί να οριστεί µε τους εξής τρόπους

Σ–1 = {(χ, ψ) | (ψ, χ) �  Σ}

Σ–1 = {(Α, Β), (Β, Α), (Α, ΣΤ), (ΣΤ, Α), (Β, ΣΤ), (ΣΤ, Β), (Β, Γ), (Γ, Β), (Γ,

ΣΤ), (ΣΤ, Γ), (∆, Γ), (Γ, ∆), (∆, Β), (Β, ∆), (∆, ΣΤ), (ΣΤ, ∆), (Ε, ∆), (∆, Ε)}.

Παρατηρήστε ότι η σχέση Σ–1 είναι ίση µε τη σχέση Σ (ισότητα µεταξύ συνόλων).

Αυτό άλλωστε φαίνεται από τη «φύση» του κατευθυνόµενου γραφήµατος που παρι-

στά τη Σ (και τη Σ–1), όπου µεταξύ δυο οποιωνδήποτε κορυφών υπάρχει µια δι –

κατευθυνόµενη ακµή. Αυτό οφείλεται στο γεγονός ότι η σχέση είναι συµµετρική.

Β)Υπάρχουν οι εξής τρόποι για να ορίσετε τη σύνθεση των Σ και Σ¢

Σ È Σ¢ = {(χ, φ) | υπάρχει ψ στο Χ τέτοιο ώστε: (χ, ψ) �  Σ και (ψ, φ) �  Σ¢ }

Σύµφωνα µε την υπόδειξη, µπορείτε να ορίσετε τη Σ¢ ως υποσύνολο του καρτε-

σιανού γινοµένου µεταξύ του Χ και του συνόλου των θετικών ακεραίων, παρα-

θέτοντας τα ζεύγη που µπορούν να ανήκουν σε αυτή. Θεωρείστε για παράδειγµα

τη σχέση Σ¢ που ορίζεται ως εξής:

Σ¢ = {(Α, 1200), (Β, 1000), (Γ, 2000), (∆, 1500), (Ε, 2500), (ΣΤ, 4000)}

Η σύνθεση των Σ και Σ¢ θα είναι η εξής:

Σ È Σ¢ = {(Α, 1000), (Β, 1200), (Α, 4000), (ΣΤ, 1200), (Β, 4000), (ΣΤ, 1000), (Β,

2000), (Γ, 1000), (Γ, 4000), (ΣΤ, 2000), (∆, 2000), (Γ, 1500), (∆, 1000), (Β, 1500),

(∆, 4000), (ΣΤ, 1500), (Ε, 1500), (∆, 2500)}.
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Η σύνθεση των δύο σχέσεων συνδέει µια περιοχή µε τον πληθυσµό µιας γει-

τονικής περιοχής της. 

2.4

Εφόσον τα ιδιώµατα της σχέσης ∆ΑΝΕΙΟ είναι ΑΡΙΘΜΟΣ και ΠΟΣΟ, για να καθο-

ριστεί η σχέση πλήρως θα πρέπει να οριστούν τα πεδία ορισµού των ιδιωµάτων

αυτών. Τα πεδία ορισµού των ιδιωµάτων είναι char(20) και int(10) αντίστοιχα. Η

σχέση ∆ΑΝΕΙΟ µε παραδειγµατικές τιµές έχει όπως φαίνεται στον πίνακα 2.13:

¶›Ó·Î·˜ 2.13

ΑΡΙΘΜΟΣ ΠΟΣΟ

∆ – 7653543 230.000

∆ – 1234569 150.000

∆ – 9876543 20.000

Η σχέση ∆ΑΝΕΙΟΛΗΠΤΗΣ έχει ιδιώµατα τα κλειδιά των σχέσεων ΠΕΛΑΤΗΣ και

∆ΑΝΕΙΟ, δηλαδή τα ΑΡΙΘΜΟΣ_ΤΑΥΤΟΤΗΤΑΣ και ΑΡΙΘΜΟΣ. Tα πεδία ορισµού

των ιδιωµάτων αυτών είναι αυτά που τα ιδιώµατα αυτά έχουν και στις σχέσεις

ΠΕΛΑΤΗΣ και ∆ΑΝΕΙΟ αντίστοιχα. Εποµένως, 

∆ΑΝΕΙΟΛΗΠΤΗΣ Õ char(10) ¥  char(20)

Κλειδί για τη σχέση ∆ΑΝΕΙΟΛΗΠΤΗΣ ορίζεται το σύνολο των ιδιωµάτων της σχέσης.

¶›Ó·Î·˜ 2.14

ΑΡΙΘΜΟΣ ΤΑΥΤΟΤΗΤΑΣ ΑΡΙΘΜΟΣ

ΧΥ23456 ∆ – 7653543

ΧΩ12345 ∆ – 1234569

ΓΗ56789 ∆ – 9876543

Η φυσική ερµηνεία της σχέσης (ΚΑΤΑΘΕΤΗΣ – ∆ΑΝΕΙΟΛΗΠΤΗΣ) είναι: «Οι

πελάτες που έχουν κατάθεση και δεν έχουν δάνειο».

Η φυσική ερµηνεία της σχέσης (ΚΑΤΑΘΕΤΗΣ »  ∆ΑΝΕΙΟΛΗΠΤΗΣ) είναι: «Οι

πελάτες που έχουν κατάθεση ή δάνειο», και τέλος, για τη σχέση (ΚΑΤΑΘΕΤΗΣ «
∆ΑΝΕΙΟΛΗΠΤΗΣ) είναι «οι πελάτες που έχουν κατάθεση και δάνειο».



2.5

Αρχικά πρέπει να υπολογίσετε τις καταθέσεις µε ποσό µικρότερο των 10.000 και τα

δάνεια µε ποσό µεγαλύτερο των 50.000

Οι εκφράσεις για το σκοπό αυτό είναι

Α. σΠΟΣΟ<’10000’(ΛΟΓΑΡΙΑΣΜΟΣ)

Β. σΠΟΣΟ>’50000’(∆ΑΝΕΙΟ)

Οι νέες σχέσεις που αποτελούν αποτελέσµατα των εκφράσεων A και Β, έστω ΣΑ και

ΣΒ, θα πρέπει να συνδυαστούν µέσω του τελεστή σύνθεσης µε τις σχέσεις ΚΑΤΑ-

ΘΕΤΗΣ και ∆ΑΝΕΙΟΛΗΠΤΗΣ αντίστοιχα, ώστε να υπολογιστούν οι αριθµοί ταυ-

τότητας των πελατών µε τους λογαριασµούς και τα δάνεια που µας ενδιαφέρουν. Οι

αντίστοιχες εκφράσεις είναι:

Γ.τΚΑΤΑΘΕΤΗΣ.ΑΡΙΘΜΟΣ_ΤΑΥΤΟΤΗΤΑΣ=ΣΑ.ΑΡΙΘΜΟΣ_ΤΑΥΤΟΤΗΤΑΣ(ΚΑΤΑΘΕΤΗΣ ◊  ΣΑ)

∆.τ∆ΑΝΕΙΟΛΗΠΤΗΣ.ΑΡΙΘΜΟΣ_ΤΑΥΤΟΤΗΤΑΣ=ΣΒ.ΑΡΙΘΜΟΣ_ΤΑΥΤΟΤΗΤΑΣ(∆ΑΝΕΙΟΛΗΠΤΗΣ ◊  ΣΒ)

Τις σχέσεις που είναι αποτελέσµατα των εκφράσεων Γ και ∆ παραπάνω τις συµβο-

λίζουµε ΣΓ και Σ∆.

Για να υπολογίσετε τους πελάτες που πληρούν και τις δύο συνθήκες της εκφώνησης,

ίσως να πήρατε την τοµή των ΣΓ και Σ∆. Αυτό είναι λάθος, διότι το αποτέλεσµα της

τοµής αυτής θα είναι πάντοτε το κενό σύνολο. Σκεφτείτε ότι η ΣΓ συνδυάζει πελά-

τες µε λογαριασµούς (αριθµό λογαριασµού και ποσό), ενώ η Σ∆ συνδυάζει πελάτες

µε δάνεια (αριθµό δανείου και ποσό). Στοιχείο στην τοµή µπορεί να υπάρξει µόνο

αν υπάρχει δάνειο µε τον ίδιο αριθµό και το ίδιο ποσό µε τα αντίστοιχα ιδιώµατα

ενός λογαριασµού.

Αντίθετα, η τοµή πρέπει να γίνει για τους πελάτες που είναι καταθέτες και δανειο-

λήπτες και που πληρούν τις αντίστοιχες συνθήκες. Για το λόγο αυτό πρέπει να προ-

βάλλουµε από τις σχέσεις ΣΓ και Σ∆ τους αριθµούς ταυτότητας των πελατών που

σχετίζονται:

Ε. πΑΡΙΘΜΟΣ_ΤΑΥΤΟΤΗΤΑΣ(ΣΓ)

ΣΤ. πΑΡΙΘΜΟΣ_ΤΑΥΤΟΤΗΤΑΣ(Σ∆)

Η τοµή των σχέσεων ΣΕ και ΣΣΤ που προκύπτουν ως αποτελέσµατα εφαρµογής των

εκφράσεων Ε και ΣΤ παραπάνω, σας δίνει τους αριθµούς λογαριασµούς των πελα-

τών µε κατάθεση µικρότερη από 10000 και ποσό δανείου µεγαλύτερο από 50000.
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2.6

1. Η σχέση «αδερφός του» επί του συνόλου π των προσώπων δεν είναι σχέση µερι-

κής διάταξης. Θα µπορούσατε να έχετε δώσει δύο αιτίες: Η πρώτη αφορά στο

γεγονός ότι η σχέση αυτή δεν είναι ανακλαστική. ∆εν ισχύει ότι ο χ είναι αδελ-

φός µε τον εαυτό του. 

Η δεύτερη αιτία αφορά στο γεγονός ότι η σχέση «αδερφός του» δεν είναι αντισυµ-

µετρική. Πράγµατι αν ο χ είναι αδερφός του ψ, µε χ π  ψ, τότε και ο ψ είναι αδερφός

του χ σε όλες τις περιπτώσεις.

2. Η σχέση «έχουν τους ίδιους γονείς» επί του συνόλου π των προσώπων δεν είναι

σχέση µερικής διάταξης, διότι δεν είναι αντισυµµετρική. Πράγµατι, αν δύο πρό-

σωπα χ και ψ έχουν τους ίδιους γονείς, ο χ σχετίζεται µε τον ψ, όπως και ο ψ σχε-

τίζεται µε τον χ, για χ π  ψ.

Παρατηρήστε ότι η σχέση είναι ανακλαστική και µεταβατική.

3. Η σχέση «συµπαθεί» επί του συνόλου π των προσώπων επίσης δεν είναι σχέση

µερικής διάταξης: Αν θεωρήσουµε ότι ο καθένας συµπαθεί τον εαυτό του, τότε η

σχέση είναι ανακλαστική. Επίσης, η σχέση είναι αντισυµµετρική, διότι, αν ο χ

συµπαθεί τον ψ, δεν συµβαίνει κατ’ ανάγκη ότι και ο ψ συµπαθεί τον χ, αν χ π  ψ.

Όµως, δεν είναι µεταβατική σχέση, διότι, αν ισχύουν ότι (χ, ψ) �  «συµπαθεί» και

(ψ, φ) �  «συµπαθεί», τότε δεν συµβαίνει κατ’ ανάγκη ότι (χ, φ)) �  «συµπαθεί». 

4. Η σχέση «έχουν µέγιστο κοινό διαιρέτη το 1» επί του συνόλου των θετικών ακε-

ραίων δεν είναι σχέση µερικής διάταξης, διότι δεν είναι µεταβατική, ανακλαστική

και αντισυµµετρική (φυσικά ως αιτιολόγηση το ένα από τα τρία αρκεί). Για να δείτε

ότι δεν είναι µεταβατική, θεωρείστε τα ζεύγη (3, 5) και (5, 9). Και τα δύο ζεύγη

αριθµών έχουν ως µέγιστο κοινό διαιρέτη το 1, όµως το (3, 9) έχει ως µέγιστο κοινό

διαιρέτη το 3. ∆είξτε µόνοι σας ότι δεν είναι ανακλαστική και αντισυµµετρική.

2.7

Θα δειχθεί ότι η σχέση Σ, όπως αυτή ορίζεται παραπάνω, είναι ανακλαστική, αντι-

συµµετρική και µεταβατική.

Έστω (x1, x2) στο X1 ¥  X2. Προφανώς, εφόσον η Σ1 είναι σχέση µερικής διάταξης,

και εποµένως ανακλαστική στο Χ1, ισχύει ότι x1Σ1x1. Παρόµοια, για τη Σ2, ισχύει ότι

x2Σ2x2. Εποµένως, σύµφωνα µε τον ορισµό της Σ, (x1, x2)Σ(x1, x2).

Έστω (x1, x2), (x¢1, x¢2) στο X1 ¥  X2 µε (x1, x2) π  (x¢1, x¢2), δηλαδή (x1 π  x¢1) και (x2 π
x¢2), για τα οποία ισχύει ότι (x1, x2)Σ(x¢1, x¢2), δηλαδή x1Σ1x¢1 και x2Σ2x¢2. Λόγω του



ότι η Σ1 και η Σ2 ως σχέσεις µερικής διάταξης είναι αντισυµµετρικές, δεν ισχύουν τα

αντίστροφα, δηλαδή (x¢1Σ1x1) ή (x¢2Σ2x2). Εποµένως, δεν ισχύει η (x¢1, x¢2)Σ(x1, x2),

δηλαδή η Σ είναι αντισυµµετρική.

Για να δείξουµε ότι η Σ είναι µεταβατική, θεωρούµε δύο ζεύγη ((x1, x2), (ψ1, ψ2)) και

((ψ1, ψ2), (φ1, φ2)), για τα οποία ισχύει ότι (x1, x2)Σ(ψ1, ψ2) και (ψ1, ψ2)Σ(φ1, φ2). Επο-

µένως, σύµφωνα µε τον ορισµό της Σ, ισχύουν τα εξής: x1Σ1ψ1, ψ1Σ1φ1, x2Σ2ψ2,

ψ2Σ2φ2.Λόγω της µεταβατικότητας των Σ1 και Σ2, ισχύουν ότι x1Σ1φ1 και x2Σ2φ2. Επο-

µένως, ισχύει ότι (x1, x2)Σ(φ1, φ2), δηλαδή η Σ είναι σχέση µεταβατική.

Από τα παραπάνω τελικά συνάγεται ότι η Σ είναι σχέση µερικής διάταξης.

2.8

Σύµφωνα µε τον ορισµό της σχέσης ισοδυναµίας θα πρέπει να δείξουµε ότι η σχέση

αυτή είναι ανακλαστική, συµµετρική και µεταβατική. 

Αν χ στοιχείο του Σ, τότε ισχύει ότι χΡχ, δηλαδή κάθε σηµείο ενώνεται µε τον εαυτό

του. Εποµένως, η σχέση είναι ανακλαστική.

Αν χ, ψ στοιχεία του Σ µε χΡψ, τότε υπάρχει δρόµος που συνδέει τα χ και ψ, εποµέ-

νως θα ισχύει ότι και ψΡχ. Συνεπώς, η σχέση ρ είναι συµµετρική.

Αν χ, ψ, φ στοιχεία του Σ µε χΡψ και ψΡφ, τότε υπάρχει δρόµος που συνδέει το χ µε

το ψ και το ψ µε το φ. Συνεπώς, υπάρχει δρόµος που ενώνει τα χ και φ, δηλαδή χΡφ.

Συνεπώς, η ρ είναι µεταβατική σχέση.

Τα παραπάνω αποδεικνύουν ότι η ρ είναι σχέση ισοδυναµίας.

2.9

1. Σύµφωνα µε τον ορισµό της σχέσης ισοδυναµίας, θα πρέπει να δείξουµε ότι αυτή

είναι ανακλαστική, συµµετρική και µεταβατική. 

Αν χ στοιχείο του Χ, τότε, επειδή Σ1 και Σ2 είναι σχέσεις ισοδυναµίας, ισχύει ότι χΣ1χ

και χΣ2χ, εποµένως χΣχ, δηλαδή η σχέση είναι ανακλαστική.

Αν χ, ψ στοιχεία του Χ µε χΣψ, τότε χΣ1ψ και χΣ2ψ. Εφόσον Σ1 και Σ2 είναι σχέσεις

ισοδυναµίας, ψΣ1χ και ψΣ2χ, εποµένως ισχύει ότι ψΣχ. Συνεπώς, η σχέση Σ είναι

συµµετρική.

Αν χ, ψ, φ στοιχεία του Χ µε χΣψ, ψΣφ, τότε από τον ορισµό της Σ ισχύουν τα εξής:

χΣ1ψ, ψΣ1φ, και χΣ2ψ, ψΣ2φ. Τότε, επειδή Σ1 και Σ2 είναι σχέσεις ισοδυναµίας, ισχύ-

ουν ότι χΣ1φ και χΣ2φ. Συνεπώς, χΣφ, δηλαδή η Σ είναι µεταβατική σχέση.
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Τα παραπάνω αποδεικνύουν ότι η Σ είναι σχέση ισοδυναµίας.

Μια κλάση ισοδυναµίας της Σ = Σ1 «  Σ2, είναι η [χ] = {ψ | χΣψ}

Σύµφωνα µε τον ορισµό της Σ, [χ] = {ψ | χΣ1ψ και χΣ2ψ}, δηλαδή [χ] = {ψ | χΣ1ψ}

«  {ψ | χΣ2ψ}.

2.10

f = {(0, 0), (1, 4), (2, 3), (3, 2), (4, 1)}

H f είναι 1 – 1, εφόσον πληροί τον ορισµό των συναρτήσεων αυτών.

Επίσης, είναι επί του Χ, εφόσον το πεδίο τιµών της είναι το Χ. 

2.11

Θα πρέπει να δείξετε ότι η Σ είναι ανακλαστική, συµµετρική και µεταβατική σχέση.

Πράγµατι, η Σ είναι ανακλαστική, διότι f(x) = f(x) για κάθε x στο Χ, εφόσον f είναι

συνάρτηση.

Επίσης, αν xΣy, τότε και yΣx, εφόσον f(x) = f(y). Εποµένως, η Σ είναι συµµετρική.

Τέλος, προφανώς η Σ είναι µεταβατική, εφόσον αν f(x) = f(y) και f(y) = f(z), τότε και

f(x) = f(z), δηλαδή xΣz.

Από τα παραπάνω συνάγεται ότι η Σ είναι σχέση ισοδυναµίας επί του Χ.

2.12

(Æ) Αρχικά αποδεικνύω το ευθύ: Αν η συνάρτηση f είναι 1 – 1, τότε για οποιαδή-

ποτε συνάρτηση g 1 – 1 από το A στο Χ η σύνθεσή τους f È g είναι 1 – 1.

Έστω α1 και α2 στοιχεία του A µε f È g(α1) = f È g(α2). Εφόσον η f είναι 1 – 1, από τον

ορισµό προκύπτει ότι g(α1) = g(α2). Από το γεγονός όµως ότι και η g είναι 1 – 1, προ-

κύπτει ότι (α1 = α2). Συνεπώς, η σύνθεση των f È g είναι συνάρτηση 1 – 1.

(¨) Η απόδειξη του αντιστρόφου είναι αρκετά δύσκολη και ίσως να µην τα κατα-

φέρατε. Θα πρέπει να σκεφτείτε ότι ο ισχυρισµός ισχύει για οποιαδήποτε 1 – 1

συνάρτηση g από (οποιαδήποτε) σύνολο A στο Χ. 

Αντιστρόφως λοιπόν, αν f συνάρτηση από το Χ στο Υ και για οποιαδήποτε συνάρτη-

ση g 1 – 1 από το A στο Χ, η σύνθεσή f È g είναι 1 – 1, τότε η συνάρτηση f είναι 1 – 1.

Έστω x1, x2 στοιχεία του X για τα οποία f(x1) = f(x2). Αν x1 π  x2, τότε, επειδή η υπόθε-

ση ισχύει για οποιαδήποτε 1 – 1 συνάρτηση g από οποιαδήποτε σύνολο A στο Χ, µπο-



ρούµε να βρούµε συνάρτηση g και διαφορετικά στοιχεία α1 και α2 ενός συνόλου A τέτοια

ώστε x1 = g(α1) π  g(α2) = x2. Τότε όµως, δεδοµένου ότι η f È g είναι 1 – 1, θα πρέπει να

ισχύει ότι f È g(α1) π  f È g(α2), δηλαδή f(x1) π  f(x2), πράγµα το οποίο είναι άτοπο.

3.1

Τα βήµατα που ακολουθεί ο αναδροµικός αλγόριθµος για τη ν εύρεση του µκδ(60,

90) είναι τα εξής:

Βήµα 2: Εφόσον λ > 0, ο αλγόριθµος προχωρά στο βήµα 3. 

Βήµα 3: Εφόσον λ > κ, εκτελείται η ενέργεια 4.

Βήµα 4: Καλείται η µκδ(90, 60)

Βήµα 2: Εφόσον λ > 0, ο αλγόριθµος προχωρά στο βήµα 3. 

Βήµα 3: Εφόσον λ < κ, εκτελείται η σύνθετη ενέργεια 3(a) – 3(d). 

Βήµα 3(b): ∆ιαιρώντας το κ µε το λ, προκύπτει ότι 90 = 60 ◊  1 + 30. 

Βήµα 3(c): Καλείται η διαδικασία µκδ(60, 30).

Μια νέα διαδικασία µκδ ξεκινά µε κ = 60 και λ = 30. 

Βήµα 2: Εφόσον λ > 0, ο αλγόριθµος προχωρά στο βήµα 3. 

Βήµα 3: Εφόσον λ < κ, εκτελείται η σύνθετη ενέργεια 3(a) – 3(d). 

Βήµα 3(b): ∆ιαιρώντας το κ µε το λ, προκύπτει ότι 60 = 30 ◊  2 + 0. 

Βήµα 3(c): Καλείται η διαδικασία µκδ(30, 0). 

Μια νέα διαδικασία µκδ ξεκινά µε κ = 30 και λ = 0. 

Βήµα 2: Η νέα µκδ τερµατίζει στην εντολή 2 για λ = 0 και επιστρέφει

τη µεταβλητή κ = 30 στη διαδικασία που την κάλεσε (δηλαδή στην

προηγούµενη κλήση της µκδ).

Βήµα 3(c): (συνέχεια) Επιστρέφει την τιµή της µεταβλητής µ, δηλαδή 30,

στη διαδικασία που την κάλεσε (δηλαδή στην πρώτη κλήση της µκδ). 

Βήµα 3(c): (συνέχεια) Η διαδικασία επιστρέφει επίσης την τιµή 30.

Βήµα 4: (συνέχεια) Η διαδικασία επιστρέφει επίσης την τιµή 30 και ο αλγόριθ-

µος τερµατίζει.
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3.2

Ο αλγόριθµος που ζητείται είναι ιδιαίτερα απλός και ακολουθεί το παράδειγµα των

αριθµών της ακολουθίας Fibonacci, όπως αυτός έχει διατυπωθεί στο παράδειγµα 3.5

1. Procedure ∞(n)

2. if (n=1) then return(n)

3. Î= ∞(n–1)

4. Ì=Î+(2*Î)

5. return(Ì)

6. end ∞.

Η εντολή 3 θα µπορούσε να είχε παραληφθεί, οπότε η εντολή 4 θα έπαιρνε τη µορφή

Ì=∞(n–1)+(2*A(n–1)). Αντίθετα, προτιµήθηκε η προσθήκη της εντολής 3, ώστε να

αποφεύγεται η επιπλέον αναδροµική κλήση του αλγορίθµου στην εντολή 4.

4.1

Είναι (ν ◊  (ν–1))/2. Το γράφηµα είναι απλό και κάθε κορυφή συνδέεται µε όλες τις

υπόλοιπες. Συνεπώς, σε κάθε κορυφή εφάπτονται (ν–1) ακµές. Αφού οι κορυφές

είναι ν, ο συνολικός αριθµός ακµών που εφάπτονται στις κορυφές είναι ν ◊  (ν–1).

Κάθε ακµή όµως εφάπτεται σε δύο κορυφές, εποµένως µετριέται δύο φορές. Συνε-

πώς, το αποτέλεσµα: (ν ◊  (ν–1))/2.

4.2

Είναι (ν◊µ), διότι το γράφηµα είναι απλό και σε κάθε κορυφή του ενός εκ των δύο

συνόλων της διαµέρισης (έστω αυτού µε πλήθος στοιχείων ν) εφάπτονται µ ακµές –

µια για κάθε κορυφή του άλλου συνόλου. 

4.3

Το γράφηµα Γ1 δεν είναι διχοτοµίσιµο. Η αιτιολόγηση του ισχυρισµού αυτού µπο-

ρεί να γίνει µε την σε άτοπο απαγωγή: Έστω ότι το γράφηµα είναι διχοτοµίσιµο και

εποµένως υπάρχει µια διαµέριση του συνόλου V των κορυφών του σε σύνολα V1 και

V2. Έστω δε ότι η κορυφή v1 ανήκει στο σύνολο V1. Τότε, η κορυφή v2, µε την οποία

η v1 συνδέεται µε ακµή, θα πρέπει να ανήκει στο V2. Παροµοίως, η v5 θα πρέπει να

ανήκει στο V1. Τότε όµως, και αφού η v5 συνδέεται µε ακµή µε τη v1, και η v1 θα ανή-

κει στο σύνολο V2. Άτοπο, εφόσον υποθέσαµε ότι η v1 ανήκει στο σύνολο V1 και το

Γ1 είναι διχοτοµίσιµο. Συνεπώς, το Γ1 δεν είναι διχοτοµίσιµο.



Αντίθετα το γράφηµα Γ2 είναι διχοτοµίσιµο. Μια διαµέριση του συνόλου των κορυ-

φών του γραφήµατος είναι η εξής:

V1 = {x | x συνδέεται µε την κορυφή v1 µε διαδροµή στην οποία συµµετέχουν µηδέν

ή µε αρτίου πλήθους ακµές}

V2 = {x | x συνδέεται µε την κορυφή v1 µε διαδροµή στην οποία συµµετέχουν περιτ-

τού πλήθους ακµές}

Τα παραπάνω σύνολα αποτελούν πράγµατι µια διαµέριση του συνόλου των κορυ-

φών του γραφήµατος Γ2, διότι: (α) κάθε κορυφή του γραφήµατος ανήκει σε ένα από

τα δύο σύνολα, (β) µια κορυφή δεν µπορεί να ανήκει σε περισσότερα του ενός σύνο-

λα της διαµέρισης, εφόσον από την κορυφή v1 προς οποιαδήποτε κορυφή του γρα-

φήµατος υπάρχει ακριβώς ένα µονοπάτι (το γράφηµα είναι συνδεόµενο και δεν περιέ-

χει κύκλο).

4.4

Πράγµατι, αν παραληφθεί για παράδειγµα η ακµή (v1, v2), λόγω της ύπαρξης της

κυκλικής διαδροµής (v1, v2, v3), υπάρχει εναλλακτική διαδροµή από τη v1 στη v2,

µέσω της v3. 

Συνεπώς, η απάντηση πρέπει να είναι ότι, εφόσον υπάρχουν κυκλικές διαδροµές στο

γράφηµα, µπορούν να παραληφθούν ακµές που συµµετέχουν στις διαδροµές αυτές,

δίχως τα κοµβικά σηµεία να πάψουν να επικοινωνούν µεταξύ τους.

Εποµένως, ο µέγιστος αριθµός δρόµων που µπορούν να παραληφθούν είναι τόσος

όσες και οι κυκλικές διαδροµές, δηλαδή 8. 

4.5

Έστω κ = (v, e1, v1, …, vi–1, ei, vi, …, vj–1, ej, vj, …, en, v) ο κύκλος από την v στην v. Εάν

ο K δεν είναι απλός, υπάρχουν δύο κορυφές vi, vj µε vi = vj για i < j < n. Σε αυτή την

περίπτωση αντικαθιστούµε τον K µε τον Κ¢ = (v, e1, v1, …, vi–1, ei, vi, ej+1, …, en, v).

Στην περίπτωση όπου και ο Κ¢ δεν είναι απλός, ακολουθούµε την ίδια µεθοδολογία

µέχρι να προκύψει απλός κύκλος.

4.6

(α) Έστω v1, v2, κορυφές του γραφήµατος. Εφόσον το γράφηµα είναι συνδεόµενο,

θα υπάρχει τουλάχιστον ένα µονοπάτι που συνδέει τις κορυφές αυτές. Έστω ότι οι

κορυφές συµµετέχουν σε κύκλο κ = (v1, e1, …, v2, eκ, …, vi, ei, vi+1, e, …, v1), στον
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οποίο συµµετέχει ακµή e του γραφήµατος. Η διαγραφή της ακµής e δεν καθιστά το

γράφηµα µη – συνδεόµενο, εφόσον µεταξύ των κορυφών v1, v2 συνεχίζει να υπάρ-

χει µονοπάτι Ρ = (v1, e1, …, v2).

(β) Ως απάντηση µπορείτε να δώσετε οποιοδήποτε συνδεόµενο γράφηµα που περιέ-

χει τουλάχιστον έναν κύκλο.

4.7

Κάθε ακµή ε ενός γραφήµατος εφάπτεται σε δύο κορυφές. Εποµένως, κάθε ακµή

συµβάλλει στο βαθµό δύο κορυφών. Αθροίζοντας τους βαθµούς όλων των κορυφών

έχουµε τη σχέση της άσκησης.

4.8

Εάν Γ = (V, E). ∆ιαµερίζουµε το σύνολο V των κορυφών του γραφήµατος σε δύο

σύνολα V1 = {v1, v2, …, vn} και V2 = {v1 ¢, v2¢, …, vm¢}. Το V1 περιέχει τις κορυφές

µε άρτιο βαθµό και το V2 τις κορυφές µε περιττό βαθµό. Τότε, από την άσκηση αυτο-

αξιολόγησης 4.7

(1)

Εφόσον το είναι άρτιος αριθµός, τότε και το θα είναι 

επίσης άρτιος αριθµός, διότι από την (1) παραπάνω το άθροισµά τους είναι άρτιος

αριθµός. Το Κ είναι άθροισµα περιττών αριθµών. Για να είναι άρτιος αριθµός, θα

πρέπει το πλήθος των αριθµών να είναι αριθµός άρτιος. Εποµένως το m, δηλαδή το

πλήθος των κορυφών µε περιττό βαθµό, είναι άρτιος αριθµός.

4.9

Έστω ότι το γράφηµα έχει ένα µονοπάτι µε µη επαναλαµβανόµενες ακµές από µία

κορυφή v σε µία κορυφή w (v π  w), στο οποίο περιέχονται όλες οι ακµές και όλες οι

κορυφές του γραφήµατος. Τότε το γράφηµα είναι σίγουρα συνδεόµενο. Εάν προ-

σθέσουµε την ακµή (w, v), τότε για το νέο γράφηµα προκύπτει ένας κύκλος του

Euler, o οποίος αποτελείται από το δεδοµένο µονοπάτι (v, …, w) ακολουθούµενο

από τη νέα ακµή (w, v). Το γράφηµα που προκύπτει µε την προσθήκη της ακµής (w,

v) είναι συνδεόµενο και κάθε κορυφή του έχει άρτιο βαθµό. Συνεπώς, αφαιρώντας

την ακµή (w, v), επανερχόµαστε στο αρχικό γράφηµα και οι µόνες κορυφές των οποί-

ων ο βαθµός επηρεάζεται (µειώνεται κατά ένα) είναι οι v, w. Άρα, αυτές είναι και οι

µοναδικές κορυφές µε περιττό βαθµό.
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Το αντίστροφο του θεωρήµατος αποδεικνύεται ανάλογα (Θεωρείστε το ως δραστη-

ριότητα).

4.10

(α) Όταν ν είναι περιττός αριθµός, διότι, αφού το γράφηµα είναι συνδεόµενο και

αφού ο βαθµός κάθε κορυφής είναι (ν–1), για να είναι ο (ν–1) άρτιος αριθµός, θα

πρέπει το ν να είναι περιττός.

(β) Όταν ν άρτιος και µ άρτιος, ώστε κάθε κορυφή στο συνδεόµενο αυτό γράφηµα

να έχει άρτιο βαθµό.

(γ) µ = ν = 1 και µ = ν = 2, διότι σε οποιαδήποτε άλλη περίπτωση υπάρχει τουλάχι-

στον µια κορυφή περιττού βαθµού. 

4.11

Σύµφωνα και µε το παράδειγµα εκτέλεσης του αλγόριθµου που δόθηκε παραπάνω,

το σχήµα 4.40 δείχνει τα διαδοχικά βήµατα εκτέλεσης του αλγόριθµου στο γράφη-

µα που δόθηκε, από την α στη z.
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4.12

Η λύση στο παρόν πρόβληµα είναι η εισαγωγή µιας νέας ετικέτας Κ σε κάθε κορυ-

φή v, η οποία αποθηκεύει την κορυφή που ενηµερώνει την ετικέτα L(v). Κατ΄αυτόν

τον τρόπο φυλάσσεται η τελευταία κορυφή µέσω της οποίας περνάει το µικρότερο

µονοπάτι προς τη v.
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Tελικά, ξεκινώντας από την τελική κορυφή z και ακολουθώντας την τιµή των ετι-

κετών Κ, σχηµατίζεται το µονοπάτι από την α στη z αντιστρόφως.

Είσοδος – Ενα συνδεόµενο γράφηµα µε θετικά βάρη.

Οι κορυφές α και z.

Εξοδος – L(z) το µήκος του µικρότερου µονοπατιού από την α στη z.

1. procedure dijkstra(a, z)

2. L(a) :=0

3. for all vertices x in V, xπa do

4. L(x) :=�, K(x):=nil 

5. T:= set of vertices

6. while z�T do

7. begin

8. Â¤ÏÂÍÂ ÎÔÚ˘Ê‹ v�T ÌÂ ÙÔ ÌÈÎÚfiÙÂÚÔ L(v)

9. T:=T–{v}

10. for Î¿ıÂ ÎÔÚ˘Ê‹ x�T ÁÂÈÙÔÓÈÎ‹ ÙË˜ v do

11. begin

12. E:=L(x)

13. L(x):=min{L(x), L(v)+w(v, x)}

14. if L(x)<E then K(x):=v

15. end

16. end

17. end dijkstra.

Παρατηρήστε ότι έχουν γίνει προσθήκες στις εξής εντολές:

Εντολή 4: «K(x): = nil». Κάθε ετικέτα K παίρνει ως τιµή «nil», 

Εντολές 11 – 15: Η τιµή της προσωρινής ετικέτας L κάθε γειτονικής κορυφής της

κορυφής v φυλάσσεται σε προσωρινή µεταβλητή Ε (εντολή 12). Αν η τιµή της L

αλλάξει (γίνει µικρότερη), τότε ενηµερώνεται και η ετικέτα Κ µε τη µεταβλητή που

«ευθύνεται» για την αλλαγή αυτή (εντολή 14).



Ως δραστηριότητα εφαρµόστε τον παραπάνω αλγόριθµο στο γράφηµα της άσκησης

αυτοαξιολόγησης 4.13

4.13

Έστω ότι υπάρχει κάποιο µονοπάτι (v1, v¢2, v¢3, …, vk) µε µήκος µικρότερο από αυτό

του p¢. Τότε και το µονοπάτι p¢¢ = (v1, v¢2, v¢3, …, vk, …, vn) είναι µήκους µικρότερου

αυτού του p. Αυτό έρχεται σε αντίθεση µε την υπόθεσή µας, άρα το p¢ είναι το µικρό-

τερο µονοπάτι από την v1 στη vk. 

4.14

(Æ) Έστω ότι τα γραφήµατα Γ1 και Γ2 είναι ισόµορφα. Τότε από τον ορισµό των ισό-

µορφων γραφηµάτων προκύπτει το (β).

(¨) Έστω ότι ισχύει το (β). Θα δείξουµε ότι τα απλά γραφήµατα Γ1 και Γ2 είναι ισό-

µορφα.

Από την υπόθεση υπάρχει συνάρτηση f:V1ÆV2, 1 – 1 και επί. Για να δείξουµε ότι τα

γραφήµατα είναι ισόµορφα, θα πρέπει να βρούµε έναν ισοµορφισµό (f, g) µεταξύ

των δύο γραφηµάτων. 

Ορίζουµε τη συνάρτηση g:Ε1ÆΕ2, έτσι ώστε εάν δύο κορυφές v1, v2 του Γ1 είναι δια-

δοχικές, (υπάρχει ακµή (v1, v2) στον Γ1), τότε 

g((v1, v2)) = (f(v1), f(v2)). 

Αρχικά, θα πρέπει να παρατηρήσουµε ότι η g έχει οριστεί καλώς, διότι από την υπό-

θεση έχουµε ότι (f(v1), f(v2)) είναι ακµή του Γ2, εάν και µόνο εάν (v1, v2) είναι ακµή

του Γ1. Αυτό που θα πρέπει να παρατηρήσουµε είναι ότι, αφού τα γραφήµατα είναι

απλά, οι δυάδες (v, w) και (f(v), f(w)) αναπαριστούν δύο ακµές στα γραφήµατα Γ1

και Γ2, αντίστοιχα, δίχως την ύπαρξη καµίας ασάφειας. Εποµένως, η g είναι συνάρ-

τηση από το Ε1 στο Ε2.

Είναι απλό να δειχτεί ότι η g είναι 1 – 1 και επί (Σας δίνεται ως δραστηριότητα).

4.15

(Æ) Έστω τα απλά ισόµορφα γραφήµατα Γ1 και Γ2 και (f, g) ισοµορφισµός αυτών.

(v1, v2, …, vn) η διάταξη των κορυφών του Γ1, την οποία επιλέγουµε για τη δηµι-

ουργία του µητρώου σύνδεσης του Γ1. Τότε, (f(v1), f(v2), …, f(vn)) είναι διάταξη των

κορυφών του Γ2, όπου η συνάρτηση f είναι η 1 – 1 και επί συνάρτηση του ισοµορ-

φισµού από το V1 στο V2.
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Θα δείξουµε ότι τα µητρώα σύνδεσης Α1 και Α2 των Γ1 και Γ2 αντίστοιχα, που κατα-

σκευάζονται µε αυτές τις διατάξεις κορυφών, είναι ίσα. Από την υπόθεση, αν το ζεύ-

γος (vi, vj) είναι ακµή του γραφήµατος Γ1, τότε και η (f(vi), f(vj)) είναι ακµή του γρα-

φήµατος Γ2, και αντιστρόφως. Συνεπώς, τα αντίστοιχα στοιχεία i, j των µητρώων

σύνδεσης είναι ίσα. Εποµένως, υπάρχουν διατάξεις των κορυφών των δύο γραφη-

µάτων, έτσι ώστε τα µητρώα σύνδεσής τους να είναι ίσα.

(¨) Έστω ότι τα µητρώα σύνδεσης Α1 και Α2 που αντιστοιχούν στα δύο γραφήµατα

Γ1 και Γ2 είναι ίσα. Τότε, "i, j, 1 £  i, j £  ν, Α1[i, j] = Α2[i, j].

Ορίζουµε τις εξής συναρτήσεις

• f:V1ÆV2 µε f(vi) = wi, όπου wi (αντίστοιχα, vi) η κορυφή που αντιστοιχεί στην i –

οστή σειρά ή στήλη του πίνακα A2 (αντίστοιχα, A1). Eίναι εύκολο να δειχτεί ότι η

f είναι 1 – 1 και επί.

• g:E1ÆE2, µε g((vi, vj)) = (f(vi), f(vj)) = (wi, wj). Είναι εύκολο να δειχτεί ότι η g είναι

1 – 1 και επί.

Προφανώς, από την ισότητα των δύο πινάκων, (vi, vj) �  E1 εάν και µόνο εάν (f(vi),

f(vj)) �  E2. Άρα, µε βάση την άσκηση αυτοαξιολόγησης 4.14 το ζεύγος συναρτήσε-

ων f, g είναι ένας ισοµορφισµός του Γ1 στο Γ2.

4.16

Θεωρείστε δύο ισόµορφα γραφήµατα Γ1 και Γ2 και θεωρείστε επίσης ότι ένα από τα

δύο, έστω το Γ1, έχει την ιδιότητα αυτή. Θα δείξουµε ότι και το Γ2 έχει αυτήν την

ιδιότητα.

Έστω απλός κύκλος µήκους κ στον Γ1, ≠ (v1, e1, v2, e2…, vk, eκ, v1). Αν (f, g) ισο-

µορφισµός του Γ1 επί του Γ2, τότε θα δείξουµε ότι το µονοπάτι ρ = (f(v1), g(e1), f(v2),

g(e2)…, f(vk), g(eκ), f(v1)) είναι απλός κύκλος µήκους κ στον Γ2. Εφόσον η g είναι 1

– 1, δεν µπορεί να υπάρχει επανάληψη της ίδιας ακµής, δηλαδή g(ei) = g(ej), εφόσον

ei π  ej για i π  j. Εποµένως, ο ρ είναι κύκλος στο Γ2 µήκους κ. Ως δραστηριότητα δείξ-

τε ότι ο ρ είναι απλός κύκλος µήκους κ. Συνεπώς, η ιδιότητα «έχει απλό κύκλο

µήκους κ» είναι αναλλοίωτη ιδιότητα.

4.17

Έστω ότι το Κ5 είναι επίπεδο γράφηµα. Τότε, σε µια αποτύπωση του γραφήµατος

αυτού κάθε όψη του επιπέδου θα έχει βαθµό τουλάχιστον 3, αφού κάθε κύκλος στον

Κ5 είναι µήκους τουλάχιστον 3. Εποµένως, εάν ε ο αριθµός των ακµών του γραφή-



µατος, ‘ο’ ο αριθµός των όψεων του επιπέδου και κ ο αριθµός των κορυφών του γρα-

φήµατος, κατ’ αντιστοιχία µε όσα ειπώθηκαν και στο θεώρηµα 4.6, ισχύει η ακό-

λουθη ανισότητα

3 ◊  ο £  άθροισµα των βαθµών των όψεων £  2 ◊  ε

∆ιότι, κάθε όψη καθορίζεται από τουλάχιστον 3 ακµές και κάθε ακµή του γραφή-

µατος συµµετέχει στο βαθµό δύο όψεων. Τότε από τον τύπο του Euler 

2 ◊  ε ≥  3 ◊  (ε – κ + 2).

∆ηλαδή, για το Κ5 ισχύει 20 ≥  3 ◊  (10 – 5 + 2) = 21, κάτι που είναι φυσικά άτοπο.

Εποµένως, το Κ5 δεν είναι επίπεδο γράφηµα.

4.18

Αποδεικνύουµε τον ισχυρισµό για συνδεόµενα γραφήµατα και αφήνουµε την περί-

πτωση που ο Γ είναι µη συνδεόµενος ως δραστηριότητα.

Εάν ε = 2, τότε ο γράφηµα είναι αυτό του σχήµατος 4.41 και εποµένως, 2 = ε £  (3 ◊
κ) – 6 = 3.
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™¯‹Ì· 4.41

Επίπεδο απλό
γράφηµα 
2 ακµών

v1

v2

v3

Έστω ότι ε > 2. Εφόσον το γράφηµα είναι απλό, σε µια αποτύπωσή του κάθε όψη

αυτού θα καθορίζεται από κύκλο µήκους τουλάχιστον 3. Αφού κάθε ακµή καθορί-

ζει το πολύ δύο όψεις, ισχύει η εξής ανισότητα:

3 ◊ ο £  Άθροισµα βαθµών των όψεων του επιπέδου £  2 ◊ ε.

Από τον τύπο του Euler ο = 2 – κ + ε και εποµένως 3 ◊  ο = 6 – 3κ + 3ε. Άρα, 

2 ◊ ε ≥  3ο = 6 – 3κ + 3ε, δηλαδή ε £  3κ – 6.

5.1

Χρησιµοποιώντας το θεώρηµα Kuratowski, για να δείξω ότι ένα δέντρο είναι επί-

πεδο, αρκεί να δείξω ότι δεν περιέχει υπογράφηµα οµοιοµορφικό µε τον K3, 3 ή τον

Κ5. Ως ακυκλικό γράφηµα, ένα δέντρο δεν µπορεί να περιέχει υπογράφηµα οµοιο-

µορφικό µε τον K3, 3 ή τον Κ5. Συνεπώς, ένα δέντρο είναι επίπεδο γράφηµα.
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5.2

Για να δείξουµε ότι κάθε δέντρο είναι διχοτοµίσιµο γράφηµα, αρκεί να δείξουµε ότι

κάθε δέντρο µε ρίζα είναι διχοτοµίσιµο. Για οποιοδήποτε άλλο δέντρο, αρκεί να επι-

λέξουµε µια κορυφή του ως ρίζα. 

Έστω Τ = (V, E) δέντρο µε ρίζα r. Θα δείξουµε ότι υπάρχει διαµέριση {V1, V2} του

συνόλου κορυφών του V, τέτοια ώστε κάθε ακµή του δέντρου εφάπτεται σε µια κορυ-

φή του V1 και σε µια κορυφή του V2. 

Αν

V1 = {v | η v βρίσκεται σε άρτιο επίπεδο}

V2 = {v | η v βρίσκεται σε περιττό επίπεδο}

δύο σύνολα, τότε αυτά αποτελούν διαµέριση του συνόλου V, εφόσον δεν µπορεί να

υπάρχει κορυφή του δέντρου που ανήκει σε δύο επίπεδα, και εποµένως στα δύο

σύνολα, και κάθε κορυφή του δέντρου βρίσκεται σε ένα επίπεδο.

Κάθε ακµή του δέντρου εφάπτεται σε µια κορυφή του V1 και σε µια κορυφή του V2.

Αν υπήρχε ακµή e = (v1, v2) στο Ε, όπου v1, v2 ανήκουν στο ίδιο σύνολο της διαµέ-

ρισης, τότε στο δέντρο θα σχηµατιζόταν ο κύκλος (r, …, v1, e, v2, …, .r). Άτοπο, αφού

το δέντρο είναι ακυκλικό γράφηµα. 

Συνεπώς, {V1, V2} αποτελεί διαµέριση του συνόλου κορυφών του δέντρου V και κάθε

ακµή στο E εφάπτεται σε µια κορυφή του V1 και σε µια κορυφή του V2.

5.3

Το γράφηµα αυτό δεν είναι απλό λόγω της ύπαρξης ανακύκλωσης. Συνεπώς από τον

ορισµό των δέντρων, αυτό δεν µπορεί να είναι δέντρο. Εξάλλου, η ύπαρξη της ανα-

κύκλωσης (v2, v2) δηµιουργεί κύκλο. Συνεπώς, το γράφηµα δεν είναι ακυκλικό, άρα

δεν µπορεί να είναι δέντρο. 

5.4

(α) Για την εύρεση του ζητούµενου συστήµατος δρόµων θα πρέπει να βρείτε ένα

συνδετικό δέντρο του παραπάνω γραφήµατος. Για την εύρεση συνδετικού δέντρου

µπορείτε να εφαρµόσετε είτε την κατά βάθος διάσχιση ή την κατά πλάτος διάσχιση

του δέντρου, επιλέγοντας επίσης µια διάταξη των κορυφών του γραφήµατος.

Για την περιγραφή µιας λύσης θα χρησιµοποιήσω την κατά πλάτος διάσχιση του γρα-

φήµατος µε διάταξη των κορυφών του γραφήµατος, (α, β, γ, δ, ε, ζ, κ). Ως ρίζα του



συνδετικού δέντρου θα θεωρήσουµε την πρώτη κορυφή στην προτεινόµενη διάτα-

ξη, δηλαδή την α. Συνεπώς, σύµφωνα µε τον αλγόριθµο, όπως αυτός διατυπώθηκε

παραπάνω, αρχικά V¢ = {α} και S = (α).

Η 1η στήλη του παρακάτω πίνακα, όπως και στο παράδειγµα 5.6, δείχνει την τιµή

της λίστας S, η 2η στήλη την τιµή της V¢, η 3η την τιµή της µεταβλητής x καθώς αυτή

διατρέχει τη λίστα S, η 4η στήλη το σύνολο V – V¢, η 5η στήλη την τιµή της µετα-

βλητής y καθώς αυτή διατρέχει το σύνολο (V – V¢) µε σεβασµό στην αρχική διάτα-

ξη, η 5η στήλη δείχνει τις ακµές και κορυφές που προστίθενται στο συνδετικό δέντρο

και η 6η στήλη δείχνει το συνδετικό δέντρο όπως αυτό σχηµατίζεται.

¶›Ó·Î·˜ 5.6

Εφαρµογή της κατά πλάτους διάσχισης του γραφήµατος στο σχήµα 5.11 µε διάταξη

κορυφών (α, β, γ, δ, ε, ζ, κ).
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S V’ V–V’ (X,Y)

{α} (β,γ,δ,ε,ζ,κ) (α,β)

{α,β} (γ,δ,ε,ζ,κ)

{α,β} (γ,δ,ε,ζ,κ)

{α,β} (γ,δ,ε,ζ,κ)

{α,β} (γ,δ,ε,ζ,κ)

X

α

α

α

α

α

Y

β

γ

δ

ε

ζ (α,ζ)

Συνδετικό

∆έντρο

β

α

β

α

β

α

β

α

β

α

ζ

(α)

(α)

(α)

(α)

(α)
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{α,β,ζ} (γ,δ,ε,κ)

{α,β,ζ} (γ,δ,ε,κ) (β,γ)

{α,β,ζ,γ} (δ,ε,κ) (β,δ)

{α,β,ζ,γ,δ} (ε,κ)

{α,β,ζ,γ,δ} (ε,κ)

α

β

β

β

β

κ

γ

δ

ε

κ

β

α

ζ

β

γ

α

ζ

β

γ

ζ

δ

α

β

γ

α

ζ

δ

α

β

γ

α

ζ

δ

(α)

(β,ζ)

(β,ζ)

(β,ζ)

(β,ζ)

S V’ V–V’ (X,Y)

{α,β,ζ,γ,δ} (ε,κ) (ζ,ε)

{α,β,ζ,γ,δ,ε}  (κ) (ζ,κ)

{α,β,ζ,γ,δ,ε,κ}  ( )

X

ζ

ζ

ζ

Y

ε

κ

Συνδετικό

∆έντρο

α

β

γ

α

ζ

δ

ε

α

β

γ

α

ζ

δ

ε

κ 

α

β

γ

α

ζ

δ

ε

κ 

(β,ζ)

(β,ζ)

(β,ζ)



(β) Για την εύρεση του φθηνότερου συστήµατος δρόµων που µπορεί να κατασκευ-

αστεί θα εφαρµόσω τον αλγόριθµο του Prim στο αρχικό γράφηµα. Ως αρχική κορυ-

φή θεωρούµε την κορυφή α. 

Η διαδικασία επαναλαµβάνεται (n–1) = 6 φορές, όπου n = 7 ο αριθµός των κορυφών

του γραφήµατος.

¶›Ó·Î·˜ 5.7

Εφαρµογή του αλγορίθµου Prim στο γράφηµα του σχήµατος 5.11.
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α

β

β

α

δ

δ

α

β

δ

γ

α

ζ

δ

γ

β

Kορυφές του υπο κατασκευή

δέντρου
Bάρη των υποψήφιων ακµών Συνδετικό δέντρο

w(α,β) = 5÷
w(α,ζ) = 10

{α}

w(α,ζ) = 10

w(β.ζ) = 15

w(β,δ) = 5÷
w(β,γ) = 6

w(α,ζ) = 10

w(β.ζ) = 15

w(β,γ) = 6÷
w(δ,ζ) = 7

w(δ,ε) = 8

w(δ,γ) = 9

w(α,ζ) = 10

w(β.ζ) = 15

w(δ,ζ) = 7÷
w(δ,ε) = 8

w(γ,ε) = 14

{α,β}

{α,β,δ}

{α,β,δ,γ}
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5.5

Είσοδος. Μια ακολουθία δ1, δ2, …, δν διακριτών δεδοµένων. Το µήκος ν της ακο-

λουθίας αυτής.

Έξοδος. Ένα δυαδικό δέντρο αναζήτησης Τ.

Procedure construct_b_search_tree (‰1, ‰2, ...., ‰Ó, Ó)

/* current_vertex : ÙÚ¤¯Ô˘Û· ÎÔÚ˘Ê‹*/

/* D(v) ÙÔ ‰Â‰ÔÌ¤ÓÔ Ô˘ ·ÔıËÎÂ‡ÂÙ·È ÛÙËÓ ÎÔÚ˘Ê‹ v*/

¢ËÌÈÔ‡ÚÁËÛÂ ÙË Ú›˙· Ú ÙÔ˘ ‰¤ÓÙÚÔ˘. 

current_vertex := Ú

D(current_vertex) := ‰1.

for i:=2 to Ó do

begin

put:=false 

while (not put) do

begin

if D(current_vertex) < ‰2 then 

α

ζ

ε
δ

γ

β

Kορυφές του υπο κατασκευή

δέντρου
Bάρη των υποψήφιων ακµών Συνδετικό δέντρο

w(δ,ε) = 8÷
w(γ,ε) = 14

w(ζ,ε) = 12

w(ζ,κ) = 30

{α,β,δ,γ,ζ}

α

ζ

κ

ε

δ

β

γ

w(ζ,κ) = 30

w(ε,κ) = 10÷
{α,β,δ,γ,ζ,ε}



if right_child(current_vertex) = nil then current_vertex:= right_child(current_vertex)

else

begin

current_vertex := new(right_child(current_vertex))

D(current_vertex) := ‰2

put:=true

end

ELSE

if D(current_vertex) > ‰2 then 

if left_child(current_vertex) = nil then current_vertex:= left_child(current_vertex)

else

begin

current_vertex := new(left_child(current_vertex))

D(current_vertex) := ‰2

put:=true

end

end

end

end (procedure)

5.6. 

Ο αλγόριθµος για την παραγωγή της ενθεµατικής µορφής πλήρους παρενθέσεων από

την παράσταση µιας αριθµητικής παράστασης σε δυαδικό δέντρο είναι µια «παραλ-

λαγή» του αλγορίθµου ενδοδιατεταγµένης διάσχισης, όπως αυτός διατυπώθηκε

παραπάνω. Απλώς, πρέπει να προσέξτε να τοποθετήσετε σωστά τις παρενθέσεις στην

παραγόµενη ενθεµατική µορφή.

Ακολουθεί ο αλγόριθµος.

Ενδοδιατεταγµένη διάσχιση.

Είσοδος. R, η ρίζα ενός δυαδικού δέντρου.
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Έξοδος. Εξαρτάται τι σηµαίνει «επίσκεψη» στην κορυφή.

procedure inorder(R)

1. if R Â›Ó·È ÎÂÓ‹ then return

2. write(‘(‘)

3. l:= ·ÚÈÛÙÂÚfi ·È‰› ÙË˜ R

4. inorder(l)

5. write(R) /* ∏ Â›ÛÎÂ„Ë ÛÙËÓ ÂÚ›ÙˆÛË ·˘Ù‹ ıÂˆÚÔ‡ÌÂ fiÙÈ Â›Ó·È ÂÁÁÚ·Ê‹*/

6. r:=‰ÂÍ› ·È‰› ÙË˜ R

7. inorder(r)

8. write(‘)‘)

end

Η ενθεµατική µορφή πλήρους παρενθέσεων είναι η ίδια η παράσταση (Ι) παραπά-

νω, δηλαδή (((Α + Β)*Γ) – (∆/Ε)). 

Η µεταθεµατική µορφή της εν λόγω παράστασης µε την εφαρµογή της µεταδιατε-

ταγµένης διάσχισης στο δέντρο του σχήµατος 5.19 είναι η εξής:

ΑΒ + Γ*∆Ε/ – 

Η προθεµατική µορφή της εν λόγω παράστασης µε την εφαρµογή της προδιατεταγ-

µένης διάσχισης στο δέντρο του σχήµατος 5.19 είναι η εξής:

– * + ΑΒΓ/∆Ε



√ÚÔÏÔÁ›·

A

Ανακλαστική σχέση (reflexive relation)

Σ επί συνόλου Χ καλείται η Σ αν (χ, χ) �  Σ, για κάθε χ στο Χ. 

Ανακύκλωση (loop)

Ακµή που εφάπτεται σε µια και µοναδική κορυφή, δηλαδή ε = (v, v) 

Αναλλοίωτη ιδιότητα (invariant property)

Ιδιότητα γραφήµατος Γ1 καλείται αναλλοίωτη ιδιότητα, εάν κάθε γράφηµα Γ2

ισόµορφο του Γ1 έχει επίσης αυτή την ιδιότητα. 

«Ανν»

Σύνθετη πρόταση «π εάν και µόνο εάν ρ» ή «π ανν ρ» συµβολίζεται π ´ ρ και

διαβάζεται «π αν και µόνο αν ρ»

Αντιπαράδειγµα (counterexample)

Ένα στοιχείο του ∆ για το οποίο µια καθολικά προσδιορισµένη έκφραση γίνεται

ψευδής. 

Αντίστροφη

Σχέση (inverse relation), σχέσης Σ από σύνολο Χ σε σύνολο Υ, συµβολίζεται Σ1,

είναι η εξής σχέση από το Υ στο Χ: Σ–1 = {(ψ, χ) | (χ, ψ) �  Σ}.

Αντισυµµετρική (antisymmetric)

Kαλείται σχέση επί συνόλου Χ, αν για κάθε χ, ψ στο Χ, ισχύει ότι αν (χ, ψ) �  Σ
και χ π  ψ, τότε (ψ, χ) �  Σ .

Αντίφαση (contradiction)

Πρόταση που είναι πάντοτε ψευδής.

Αξίωµα (axiom)

Eίναι µια πρόταση που θεωρείται πάντοτε αληθής 
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Απαγωγή σε άτοπο 

Σύµφωνα µε τη µέθοδο αυτή, θεωρούµε ότι η υπόθεση Π(x1, x2, …, xν) του θεω-

ρήµατος 

Για κάθε x1, x2, …, xν, εάν Π(x1, x2, …, xν) τότε Ρ(x1, x2, …, xν) (π)

είναι αληθής και το Ρ(x1, x2, …, xν) ψευδές. Η χρήση των Π(x1, x2, …, xν), p Ρ(x1, x2,

…, xν), θεωρηµάτων, αξιωµάτων και ορισµών οδηγεί σε πρόταση της µορφής (σ

�pσ), δηλαδή σε άτοπο. Το άτοπο µας οδηγεί στο συµπέρασµα ότι οι αρχικές µας

υποθέσεις ήταν ψευδείς. ∆ηλαδή: (α) είτε η Π(x1, x2, …, xν) είναι ψευδής είτε (β) η

Ρ(x1, x2, …, xν) αληθής. Και στις δύο παραπάνω περιπτώσεις, η υποθετική πρόταση

(π) του γενικευµένου θεωρήµατος που διατυπώθηκε παραπάνω είναι αληθής.

Απλή πρόταση (simple proposition)

Πρόταση που δεν είναι σύνθετη.

Απλό γράφηµα (simple graph)

Γράφηµα Γ δίχως ανακυκλώσεις και παράλληλες ακµές.

Απλός κύκλος (simple cycle)

Σε γράφηµα Γ είναι κύκλος δίχως επαναλαµβανόµενες κορυφές (εκτός βέβαια

της αρχικής και τελικής κορυφής).

Απλό µονοπάτι (simple path)

Σε γράφηµα Γ καλείται µονοπάτι δίχως επαναλαµβανόµενες κορυφές.

Απλοποίηση σειράς (series reduction)

Kαλείται η διαδικασία κατά την οποία διαγράφουµε την α από τον Γ και αντικα-

θιστάµε τις ακµές (α, β) και (α, γ) µε την ακµή (β, γ). Το νέο γράφηµα Γ¢ που προ-

κύπτει λέγεται ότι προήλθε από τον Γ µε µια απλοποίηση σειράς.

Αποδεικτική διαδικασία (proof procedure)

∆ιαδικασία (ή επιχειρηµατολογία) που δείχνει ότι µια πρόταση είναι αληθής (επα-

ληθεύει την πρόταση)



Αποτύπωση

Kαλείται κάθε σχηµατισµός του γραφήµατος στο επίπεδο µε µη διασταυρωµένες

ακµές.

Άρνηση πρότασης (proposition negation)

ρ συµβολίζεται pρ και διαβάζεται «δεν ισχύει ότι “ρ”».

B

Βαθµός κορυφής (degree of vertex)

v ενός γραφήµατος Γ = (V, Ε) καλείται ο αριθµός των ακµών του γραφήµατος

που εφάπτονται στην v. Θεωρούµε ότι µια ανακύκλωση µετράει «2» στο βαθµό

της κορυφής στην οποία εφάπτεται. Ο βαθµός της v συµβολίζεται δ(v).

Βαθµός όψεως (view degree)

Kαλείται ο αριθµός των ακµών του γραφήµατος που καθορίζουν την όψη. Στο βαθµό

δεν προστίθενται οι ακµές που εφάπτονται στην όψη δίχως να την καθορίζουν.

°

Γράφηµα(µη κατευθυνόµενο) (non–directed graph)

Γ είναι µία δυάδα από σύνολα Ε και V και συµβολίζεται µε Γ = (Ε, V). Το σύνο-

λο V είναι το σύνολο κορυφών του γραφήµατος και Ε το σύνολο των ακµών του

γραφήµατος. Κάθε ακµή ε του γραφήµατος (ε �  Ε) συνδέει δύο κορυφές v1 και

v2 του συνόλου V. Μία τέτοια ακµή συµβολίζεται ε = (v1, v2) ή ε = (v2, v1). (Βλέπε

επίσης κατευθυνόµενο γράφηµα)

¢

∆έντρο (tree)

τ είναι απλό γράφηµα, όπου εάν v1 και v2 δύο κορυφές στο τ, τότε υπάρχει ένα

µοναδικό απλό µονοπάτι από την v1 στη v2.

2 3 3√ ƒ √ § √ ° π ∞
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∆έντρο µε ρίζα (rooted tree)

Eίναι δέντρο, στο οποίο µια ιδιαίτερη κορυφή του χαρακτηρίζεται σαν ρίζα του

δέντρου.

∆ιάζευξη προτάσεων (disjunction)

π και ρ συµβολίζεται π ÚÚ ρ και διαβάζεται «π ή ρ»

∆ιαµέριση (partition)

Eνός συνόλου Χ καλείται µια συλλογή L µη κενών υποσυνόλων του Χ, τέτοια

ώστε από την ένωση των συνόλων του L προκύπτει το Χ, και ανά δύο τα σύνο-

λα στο L είναι ξένα µεταξύ τους. 

∆ιάσχιση γραφήµατος (graph traversal)

(Κατά βάθος διάσχιση, Κατά πλάτος διάσχιση). Η συστηµατική επίσκεψη των

κορυφών ενός γραφήµατος.

∆ιάσχιση δυαδικών δέντρων (binary tree traversal)

(Προδιατεταγµένη, ενδοδιατεταγµένη και µεταδιατεταγµένη). Η συστηµατική

επίσκεψη των κορυφών ενός δυαδικού δέντρου.

∆ιµελής (binary)

Σχέση Σ από σύνολο Χ σε σύνολο Υ είναι ένα υποσύνολο του καρτεσιανού γινοµέ-

νου Χ ¥  Υ [1]. Αν (χ, ψ) �  Σ, λέµε ότι το χ σχετίζεται µε το ψ και σηµειώνουµε χΣψ.

Στην περίπτωση όπου Χ = Υ, λέµε ότι η Σ είναι διµελής σχέση επί του συνόλου Χ.

∆ιχοτοµίσιµο (bipartite)

Kαλείται γράφηµα Γ = (V, E) εάν το σύνολο των κορυφών του µπορεί να διαµε-

ριστεί σε δύο σύνολα V1 και V2 τέτοια ώστε κάθε ακµή e στο Ε εφάπτεται σε µία

κορυφή του V1 και σε µια του V2.

∆υαδικό δέντρο (binary tree)

Eίναι δέντρο µε ρίζα, όπου κάθε κορυφή έχει ένα, δύο ή και κανένα παιδιά. 

[1] Καρτεσιανό γινόµενο συνόλων Χ ¥ Υ είναι το σύνολο των διατεταγµένων δυάδων (χ, ψ), όπου χ �
Χ και ψ �  Ψ, δηλ. Χ ¥  Υ={(χ, ψ)| χ �  Χ και ψ �Ψ}



∆έντρο αναζήτησης (search tree)

Eίναι δυαδικό δέντρο Τ, σε κάθε κορυφή του οποίου αποθηκεύεται ένα δεδοµένο.

Τα δεδοµένα αποθηκεύονται µε τέτοιο τρόπο, ώστε για κάθε κορυφή v στο Τ, κάθε

δεδοµένο στο αριστερό υποδέντρο της v είναι µικρότερο από το δεδοµένο στη v, και

κάθε δεδοµένο στο δεξί υποδέντρο της v είναι µεγαλύτερo από το δεδοµένο της v.

E

Ελάχιστο συνδετικό δέντρο (minimum spanning tree)

Γραφήµατος Γ µε βάρη είναι ένα συνδετικό δέντρο του Γ µε ελάχιστο βάρος

(άθροισµα των βαρών των ακµών του).

Επί (onto)

Συνάρτηση f από το Χ στο Υ καλείται συνάρτηση, αν το πεδίο τιµών της είναι το Υ.

Επίπεδο (planar)

Kαλείται γράφηµα που µπορεί να αποτυπωθεί στο επίπεδο έτσι ώστε οι ακµές

του να µη διασταυρώνονται.

Επίπεδο (level)

Kορυφής v σε δέντρο τ µε ρίζα καλείται το µήκος του απλού µονοπατιού από τη

ρίζα του δέντρου στην κορυφή v.

Εσωτερική κορυφή (interal vertex)

(Βλέπε Ορισµό 5.5)

Ένα–προς–ένα (one–to–one)

Kαλείται συνάρτηση f από το Χ στο Υ (συµβολίζεται και ως 1 – 1), αν για κάθε

ψ στο Υ υπάρχει το πολύ ένα χ στο Χ τέτοιο ώστε f(χ) = ψ.

Ευκλείδειο γράφηµα (Euclidian graph)

Kαλείται απλό γράφηµα Γ = (Ε, V) για το οποίο ισχύει η εξής συνθήκη: Για κάθε

τριάδα διαφορετικών κορυφών v1, v2, v3 του γραφήµατος ισχύει ότι: w(v1, v2) +

w(v2, v3) ≥  w(v1, v3), όπου w(vi, vj) το βάρος της ακµής (vi, vj). 

2 3 5√ ƒ √ § √ ° π ∞
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£

Θεώρηµα (theorem)

Eίναι µια πρόταση που αποδεικνύεται (µε βάση ορισµούς, αξιώµατα και άλλα

θεωρήµατα) αληθής

I

Ισοδύναµες προτάσεις (equivalent propositions)

Προτάσεις π και ρ καλούνται ισοδύναµες, συµβολίζονται π ∫  ρ, ανν: (α) Είναι

απλές και η τιµή αληθείας της π είναι πάντοτε ίση µε την τιµή αληθείας της ρ και

αντιστρόφως. Ή (β) είναι σύνθετες, αποτελούνται από τις προτάσεις π1, π2, …, πν

και, δεδοµένων των τιµών αληθείας των π1, π2, …, πν, οι π και ρ έχουν την ίδια

τιµή αληθείας.

Ισοδυναµίας σχέση (equivalence relation)

Eπί συνόλου Χ καλείται σχέση ανακλαστική, συµµετρική και µεταβατική.

Ισόµορφα γραφήµατα (isomorphic graphs)

∆ύο γραφήµατα Γ1 = (V1, E1) και Γ2 = (V2, E2) καλούνται ισόµορφα, εάν: (α)

υπάρχει µία συνάρτηση f:V1ÆV2, 1 – 1 και επί, (β) υπάρχει συνάρτηση g:Ε1ÆΕ2,

1 – 1 και επί, (γ) " v1, v2 �  V1 ισχύει ότι, αν e = (v1, v2) ανήκει στο Ε1, τότε g(e)

= (f(v1), f(v2)) ανήκει στο Ε2, και αντιστρόφως. Το ζεύγος των συναρτήσεων f, g

καλείται ισοµορφισµός του Γ1 επί του Γ2.

Ισοµορφισµός (isomorphism)

Γραφήµατος Γ1 επί γραφήµατος Γ2 . Βλέπε Ισόµορφα γραφήµατα

K

Καθολικά προσδιορισµένη έκφραση (universally quantified)

Eίναι έκφραση της µορφής [ "Χ, Π(Χ) ], όπου π προτασιακή έκφραση στο πεδίο

αναφοράς ∆ και διαβάζεται «για κάθε Χ, Π(Χ)».Το σύµβολο " καλείται καθολι-

κός ποσοδείκτης



Κορυφή διακλάδωσης (branching vertex)

(Βλέπε Ορισµό 5.5)

Κατευθυνόµενο γράφηµα (directed graph)

Γ, αποτελείται από δύο σύνολα, Ε και V, και συµβολίζεται µε Γ = (Ε, V). Το σύνο-

λο V είναι το σύνολο κορυφών του γραφήµατος και Ε το σύνολο των ακµών του

γραφήµατος. Κάθε ακµή ε στο Ε σχετίζεται µε ένα διατεταγµένο σύνολο κορυ-

φών v1, v2. Μία τέτοια ακµή συµβολίζεται ε = (v1, v2) και συµβολίζει µία ακµή

από την κορυφή v1 στην κορυφή v2.

Κύκλος (cycle)

Σε γράφηµα Γ είναι µονοπάτι δίχως επαναλαµβανόµενες ακµές, όπου η αρχική

και η τελική κορυφές συµπίπτουν 

Κύκλος του Euler (Euler cycle)

Eίναι κύκλος σε γράφηµα Γ που περιέχει κάθε κορυφή του γραφήµατος και κάθε

ακµή αυτού ακριβώς µία φορά.

Κύκλος Hamilton (Hamilton cycle)

Σε γράφηµα καλείται κύκλος που περιέχει κάθε κορυφή του γραφήµατος ακρι-

βώς µια φορά (µε εξαίρεση βέβαια την αρχική και την τελική που συµπίπτουν). 

M

Μαθηµατική επαγωγή (mathematical induction) (Αρχή της)

Βλέπε ορισµό 1.18

Μεµονωµένη κορυφή (isolated vertex)

Κορυφή γραφήµατος στην οποία δεν εφάπτεται καµία ακµή.

Μερικής διάταξης (partial order)

Σχέση επί συνόλου Χ καλείται σχέση Σ, αν αυτή είναι ανακλαστική, αντισυµµε-

τρική και µεταβατική.

2 3 7√ ƒ √ § √ ° π ∞
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Μερικώς διατεταγµένο σύνολο (partially ordered set)

Kαλείται το ζεύγος (Χ, Σ), όπου Σ σχέση µερικής διάταξης επί του συνόλου Χ.

Μεταβατική (transitive)

Kαλείται σχέση επί συνόλου Χ, αν για κάθε χ, ψ, φ στο Χ, ισχύει ότι αν (χ, ψ) �
Σ και (ψ, φ) �  Σ, τότε (χ, φ)) �  Σ .

Μητρώο σύνδεσης (adjacency matrix)

Γραφήµατος Γ µε ν κορυφές, όπου (v0, v1, v2, …, vν) µία διάταξη των κορυφών

του γραφήµατος αυτού, είναι ένας πίνακας A διαστάσεων νxν, του οποίου η γραµ-

µή (στήλη) i, 1 £  i £  ν, αντιστοιχεί στην κορυφή vi. Το στοιχείο Α[i, j] του πίνα-

κα είναι ίσο µε 1 εάν και µόνο εάν υπάρχει ακµή στον Γ που συνδέει τις κορυφές

vi και vj. Στην αντίθετη περίπτωση, η τιµή του Α[i, j] είναι 0.

Μονοπάτι (path)

Ρ µήκους ν από µία κορυφή v0 σε µια κορυφή vn σε γράφηµα Γ = (V, E), v0, vn �
V καλείται µία ακολουθία από ν + 1 κορυφές και ν ακµές, όπου οι ακµές εναλ-

λάσσονται των κορυφών, ξεκινώντας από την κορυφή v0 και καταλήγοντας στην

κορυφή vn. ∆ηλαδή, Ρ = (v0, e1, v1, e2, v2, …, .., en, vn), όπου κάθε ακµή ei εφά-

πτεται των κορυφών vi–1, vi, µε 1 £  i £  n.

N

Νόµοι de Morgan

Γενικευµένοι (Βλέπε 1.1.3)

O

Οµοιοµορφικά (homeomorphic)

Kαλούνται δύο γραφήµατα Γ1 και Γ2, εάν το Γ1 και το Γ2 µπορούν να απλοποιη-

θούν σε ισόµορφα γραφήµατα (διενεργώντας σε αυτά απλοποιήσεις σειράς) 

Ολικής διάταξης σχέση επί συνόλου X (total order)

Kαλείται σχέση Σ, αν αυτή είναι ανακλαστική, αντισυµµετρική και µεταβατική



και κάθε δύο στοιχεία του Χ συγκρίνονται µέσω της Σ.

Ολικώς διατεταγµένο σύνολο (totally ordered set)

Kαλείται το ζεύγος (Χ, Σ), όπου Σ σχέση ολικής διάταξης επί του συνόλου Χ.

Ορισµός (definition)

Έκφραση που καθορίζει µια νέα έννοια µε βάση προηγούµενες έννοιες.

Όψη (view)

Tου επιπέδου καλείται κάθε τµήµα του επιπέδου το οποίο ορίζεται από έναν

κύκλο µιας αποτύπωσης του επίπεδου γραφήµατος.

¶

Παιδί κορυφής (child of vertex)

(Βλέπε Ορισµό 5.5)

Παράλληλες ακµές (parallel edges)

Σε ένα µη κατευθυνόµενο γράφηµα Γ καλούνται διαφορετικές ακµές που συνδέ-

ουν δύο κορυφές v1 και v2.

Πατέρας κορυφής (father of vertex)

(Βλέπε Ορισµό 5.5)

Πεδίο αναφοράς (domain of discourse)

(Βλέπε Προτασιακή συνάρτηση)

Πεδίο ορισµού (domain)

∆ιµελούς σχέσης Σ από σύνολο Χ σε σύνολο Υ καλείται το σύνολο {χ �  Χ | (χ,

ψ) �  Σ για κάποιο ψ στο Υ}

Πεδίο τιµών (range)

∆ιµελούς σχέσης Σ από σύνολο Χ σε σύνολο Υ καλείται το σύνολο {ψ �  Υ | (χ,

ψ) �  Σ για κάποιο χ στο Χ}
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Πίνακας αληθείας (truth table)

Σύνθετης πρότασης π, που προκύπτει από συνδυασµό προτάσεων π1, π2, …, πν.

Αυτός παραθέτει όλους τους δυνατούς συνδυασµούς τιµών αληθείας των προτά-

σεων π1, π2, …, πν, και για κάθε τέτοιο συνδυασµό, την τιµή αληθείας της σύν-

θετης πρότασης π.

Πίνακας εφαπτόµενων ακµών (incidence matrix)

Tου γραφήµατος Γ µε ν και µ κορυφές είναι ένας πίνακας A διαστάσεων νxµ, του

οποίου η γραµµή i, 1 £  i £  ν, αντιστοιχεί στην κορυφή vi και η στήλη j, 1 £  j £  µ
αντιστοιχεί στην ακµή ej. Το στοιχείο Α[i, j] του πίνακα είναι ίσο µε 1, εάν και

µόνο εάν η ακµή ej εφάπτεται στην κορυφή vi. Στην αντίθετη περίπτωση, η τιµή

του Α[i, j] είναι 0.

Πλήρες γράφηµα ν κορυφών (complete graph of ν vertices)

Συµβολίζεται Κν, είναι απλό γράφηµα µε ν κορυφές για το οποίο ισχύει ότι για κάθε

ζευγάρι διαφορετικών κορυφών v1, v2 �  V υπάρχει µία ακµή στο Ε µε e = (v1, v2). 

Πλήρες δυαδικό δέντρο (full binary tree)

Eίναι δυαδικό δέντρο στο οποίο κάθε κορυφή έχει είτε δύο ή κανένα παιδιά.

Πλήρες και διχοτοµίσιµο γράφηµα (complete bipartite graph)

Mε ν και µ κορυφές, συµβολίζεται ως Κν, µ, είναι ένα διχοτοµίσιµο γράφηµα, το

σύνολο κορυφών του οποίου διαµερίζεται σε δύο σύνολα κορυφών: V1, µε ν κορυ-

φές και V2, µε µ κορυφές, τέτοια ώστε για κάθε ζεύγος κορυφών (v1, v2), µε v1 �
V1 και v2 �  V2, υπάρχει µία ακµή που εφάπτεται σε αυτές.

Ποσοδείκτης (quantifier) (υπαρξιακός και καθολικός)

(Βλέπε Καθολικά και Ποσοτικά προσδιορισµένη έκφραση)

Πρόταση (proposition)

Έκφραση η οποία µπορεί να χαρακτηριστεί ως ψευδής ή αληθής, αλλά όχι και τα δύο

Προτασιακή συνάρτηση (prepositional function)

Στο ∆ είναι µια έκφραση Π(Χ) σχετικά µε µια µεταβλητή Χ, αν για κάθε Χ στο ∆,

η Π(Χ) είναι πρόταση. Το ∆ καλείται πεδίο αναφοράς (domain of discourse).
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Σειρά ακµών (edges in series)

Εάν ένα γράφηµα Γ έχει µια κορυφή α βαθµού 2 και ακµές (β, α) και (α, γ) µε

β π γ, οι ακµές (β, α) και (α, γ) λέγεται ότι βρίσκονται σε σειρά. 

Συγγενείς κορυφές (relative vertices)

(Βλέπε Ορισµό 5.5)

Σύζευξη προτάσεων (conjunction)

π και ρ συµβολίζεται π �� ρ και διαβάζεται «π και ρ».

Συµµετρική (symmetric)

Kαλείται σχέση επί συνόλου Χ, αν για κάθε χ, ψ στο Χ, ισχύει ότι αν (χ, ψ) �  Σ,

τότε και (ψ, χ) �  Σ .

Συνάρτηση (function)

f από σύνολο Χ σε σύνολο Υ, συµβολίζεται και ως f:XÆY, είναι µια σχέση από

το Χ στο Υ µε τις ακόλουθες ιδιότητες: Το πεδίο ορισµού της f είναι το σύνολο Χ

και, αν (χ, ψ) �  f και (χ, ψ¢) �  f, τότε ψ = ψ¢.

Συνδεόµενο (connected)

Γράφηµα Γ = (V, E), εάν για κάθε ζευγάρι κορυφών v1, v2 στο V υπάρχει ένα

µονοπάτι από τη v1 στη v2.

Συνδετικό δέντρο (spanning tree)

Υπό – γράφηµα τ γραφήµατος Γ που είναι δέντρο και περιέχει όλες τις κορυφές

του Γ.

Σύνθετες προτάσεις (composite propositions)

Προτάσεις που προκύπτουν από το συνδυασµό απλούστερων προτάσεων. Προ-

τάσεις που δεν είναι σύνθετες καλούνται απλές. 

Σύνθεση σχέσεων (composition of relations)

Σ1 από σύνολο Χ σε σύνολο Υ και Σ2 από το σύνολο Υ σε σύνολο Ζ, συµβολίζε-
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ται Σ1 È Σ2, είναι σχέση από το Χ στο Ζ που ορίζεται ως εξής: Σ1 È Σ2 = {(χ, φ) |

(χ, ψ) �  Σ1 και (ψ, φ) �  Σ2, για κάποιο ψ στο Υ} 

T

Ταυτολογία

Μία πρόταση που είναι πάντοτε αληθής, 

Τερµατική κορυφή (terminal vertex, leaf)

(Βλέπε Ορισµό 5.5)

Τµήµα γραφήµατος (part of graph)

Γ που περιέχει κορυφή v αυτού καλείται υπο–γράφηµα του Γ που αποτελείται

από όλες τις ακµές και κορυφές που ανήκουν σε οποιοδήποτε µονοπάτι που ξεκι-

νάει από την v.

Y

Υπαρξιακά προσδιορισµένη (existentially quantified)

Έκφραση της µορφής [ $Χ, Π(Χ) ] και διαβάζεται «υπάρχει Χ, Π(Χ)» ή «για

κάποιο Χ, Π(Χ)». Το σύµβολο $ καλείται υπαρξιακός ποσοδείκτης

Υπό–γράφηµα (sub–graph)

Γραφήµατος Γ = (V, E) καλείται γράφηµα Γ¢ = (V¢, E¢) εάν, 

V¢ÕV, 

E¢ÕE και

για κάθε e �  Ε¢, η e εφάπτεται σε δύο κορυφές που ανήκουν στο V¢.

Υπό–δέντρο (sub–tree)

∆έντρου τ µε ρίζα την x είναι το γράφηµα µε σύνολο κορυφών V = {w | w από-

γονος της x} και σύνολο ακµών Ε = {e | e είναι ακµή σε ένα απλό µονοπάτι από

τη x σε κάποια κορυφή του V}.



Υποθετική πρόταση (conditional proposition)

Συµβολίζεται π ÆÆ ρ και διαβάζεται «Αν π, τότε ρ». 

Ύψος δέντρου (tree height)

Eίναι ο µεγαλύτερος αριθµός επίπεδου κορυφής στο δέντρο.
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