OEQPIA ZYNOASQN: pia oUvoyn Twv OgpeAIaKWY XAPAKTNPIOTIKWY.

1. ZLYNOAA: TO OKEMTIKO.
= 00UVoAo = MOAAG oToLXEiR WG «EVas, WG «Uio» OAOTNTA.
" ta otolxela avijkovy oto oUVoAo, 1 etval péAn Tov cLVOAOL* TO CVUVOAO TtepLéx el Ta oToLXElot TOV.
" Ta oTOLXElX TNG 0AOTNTAG €XOLV U KATowx kowvn otnta I, kat 1o oUvoAo mEOKVTITEL emeldr) ATO KATIOLO
Xxawpo avadopdg U, armoomovpe to ovvoAo S dowv ototxeiwv tov U éxovv v diotnta L.

2. LYNOAA: yoadn kat avayvwon.

" WG «voOnua»: yoddovpe ws { x: I(X) } wg to ovvoAo twv x ov éxovv TNV woTNTA I(-).

" WG «oavadooa»: YOAPOULUE wG { 01, 02, 03, ...., ON } TO 0UVOAO pe T D tax ototxelo o, 1 <1 <N.

" YO&POUUE O € A, OTAV KAL LLOVOV TO OTOLXE(0 O elvat éva ek TwV OTOLXElWV-HEADV TOV A.

" YOADOLLE O & A, Yl TO «O DV AVIKEL OTO A».

= TIPOXOXH:
= elvar duvatov va éxovpe ovvoAa «péoar» oe ovvoAa: {a, {a, B, {v, a} L (B} V)
= 1 0e1p4 dev mallet @oAo: {a, B, v, 0} ={p, a, ©, v }.
= 1 emavaAnym dev nailet goAo: { o, B, B, Y} ={a, B, vI={a, o, v, B, B ).
" {owg va unv éxovpe kavéva otowxeio: {} (To «kevd» oOvoAo, pe aOpBoro: D).
" TO OTOLXE(O X KL TO «HOVOoUVOAOo» { x } dev elvat to do medayua: x # { x }. (Z1n «kabaor)p» Oewoia
OULVOAWV aUTO dev LOoXVEL TIOTE, DOTL v 0 = { 0 } TOTE T € O, KAL TO OVVOAO VAL «AVWUAAO», KATL TTOL 1)
standard Oewolar cLVOAWV To e€atoel alwpatika. Le Hix Tétowx meQinmtwon to o Oa elxe v poodpry o ={ o }
={{o}}={{{0o}}} xwoic oL aykOAec va umogovoav va eEavtAnOovv...)

3. ILYNOAA: oxediaon (Guayodppatoa tomov Euler-Venn)
* yiax kaOe otoixelo o kat oVVoOAo A, To O elval eite «evtde» Tov A, eite «ekTOS» ToL A. T avtd pmogovue va
oxedLoov e Evar TUVOAD WG UL KAELOTH] YOOI, KAL T OTOLXElX TOU A va elval Ta OTOLXEl «EVTOG» AUTNG TG
YOAUHNG KAL HOVOV.
* ovvBwg oxedalovpe tov XwEo avadPoods U ws éva opboywvikd mAalolo mov meQBdAAeL Tae cbvoAa ov
éxovpue eEdyet and avtov.
" 0€ METMEQAOHUEVOUS XWOOVE avaPOQAC XVATIAQIOTOVUE T OTOLXEIX WG «anUeia», (av kaL ovxva yr AGyouvg
oucovopiag magaAeimovpe avtr ) oxediaor).

AOPOS aVaPOPaS

.

4. LYNOAA: OepeAtwdelg oxéoetg petaé ouvoAwv.
" «avikew»: o €S.
= 011 Oewpla CLVOAWV OAd Tax oToL el elval emtiong oVVOAQ, AQa 1) TX£OT) TOL «AVIKELV» Elval Ui oxéon
petald OO oLVOAWV.
= TIPOXOXH: (0 €S) < ({o}<S).

" «oomTa»: A =B.
= €xouv T «(da» ototxelo pe To €ENG MOAD OUYKEKQLHULLEVO TQOTIO:
(A=B)=Vx ((x € A) > (xeB))

= «TOOVVOAO»: A < B.
= OAa T ool el ToL A elval kot ototxeia tov B:

(A=B)=Vx ((x € A) >(xeB))

* E(A=B) < (A< B) A (BcA), dnAadn 1 oxéon «0MOCVVOAO» EVAL «AVTI-CUUHUETOLKT)», DEV LOXVEL KL TTQOG

TIS VO KaTeLOVVOELS TARA HOVOV €AV Tat VO CUVOAQ elvat ioa.
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* F(AcB) A (BcTI) = (A cT), dnAadn 1) oxéon «uTOOCVVOAO» elvat «LETAPATIK».
= «EEvar: DeV €XOUV KaVEVA KOLVO OTOLXELO.

S

yevikij Géon B vroobvolo 4 A, B &va uerald tovg

5. LYNOAA: TO KEVO OUVOAO — TQOCGOXT] OTLG LOLOTNTEG TOV.
" VTIAPXEL TO KEVO OVLVOAO aVTIOTOLXEL OTNV «adUvaTn» WWOTTA, Kol el OTIOLOLVINTOTE XWEOU avadoQAs
LTTAQXEL Mt TOVAAXLOTOV «adUVATN» IOTNTA, dINAAdY Hix IOTNTA oL Kavéva oTtolxelo dev umoel va v
éxel. Avtn etvat Ax. n wota: I(o) = (o # 0).
= elvar vroovvodo kabe ovvodov: VS (@ < S), dnAadn 1o kevd ovvoAo etvat vtoovvoAo kabe cvvéAov. (Kat
npoaypatt etval duvatdv va vrdpel éotw éva otolxelo oL va avrkel 0to &, aAA& va ufv avrkel oto S;).
[TPOZOXH: TO KEVO OUVOAO eival vtoovvoAo tov S, dxt aToLyEio Tou S.
" clvar éva kar povaoiko: €0tw OtL KENO(X) elvat aAn0eg edv kal HOVOV €AV TO X dev MeQLEXEL KavéVa oToLElo:
KENO(x) = Vo (o ¢ x ). Tore:

F Vx Vy ( (KENO(x) AKENO(y) ) = (x=Y))

YU auTo Kot dIKALOAOYOUUAOTTE VA XONOLHOTIO| OO0V HE évar OVHPBOAO Yix avTo, (To: & ).
= éva povov xevo ovvodo (?): av amd «medowTo» Eewploovpe éva kKevo OUVOAO, Kal amd «aQLOpHovs»
Eexwoloovpue éva kevé oUVOAO, TOTE WG éva CUVOAD MEOCWTIWV LooLTAL e éva oUvoAo aptbuwv; To mapddolo
elvat Patvopeviko dOTL 0NV LOOTNTA TWV OLVOAWY dev eEetalovpe TNV epunveia oV TOVG Oivovue, AAAX HOVOV
To Tola ototxela megtéxovv. Kat dvo keva ovvoda megLéxouvv tar «idla» ototxeia: kavéva.

6. IYNOAA: mEA&elg emi evog 1] 000 ouvOoAwv (LovoueAeic / diuedeic).
" PAEIC KATAOKEVNC: OTA OVVOAR — OMWS KAL 0€ OAWV TWV €WV TA «AVTIKEHEVA» ATO 1|01 VTTAQXOVTA
UTIOQOVUE UE «TIRAEEIS» VA KaTtaokevdoovpe véa. Mag evdladégovv dvo edn moafewv: povouedels kol
dpedeic, dMAadn pe pia 1 dVo magapétoovs. (Ilpageic pe undév magapétoovg divouv mAavia to (dLo

amoTéAeoUA, AVTIOTOLXOVUV AoITOV O¢ aTtabepéc. Lra ovvola 1) Baoikr) otabepd etval to & (To kevd). )

= uovoueAelc: 1) KUQLA LOVOUEATIG TTOAET elval 1] «kaTtaokeLn)» Ao éva oVVOAO S Tov ouVvOAoL Tov TeQLéX el OAa
T VTOTVVOAX ToL S — oL oLUPOAICeTar pe @ [S], Ko ovopdletat dvvapoovvoAo tov S:

p[S]={s: scS}
ILx. o[ {aBy] ={9 {af, (B} V) (B, BV fv,ad, {o,B,y) }

= Owpeldeic: Téooegels dieAeic mMOALeLS elval oL IO OLXVEG 0T XN oN:

= évwon: and ta obvoAa A kat B «kataokevalovpe» to AUB ={0: (ceA)v(oceB)}
= Toun: amd ta obvoAa A ko B «kataokevalovpe» to AnB={0: (ceA)A(0ceB)}
= Owxdopd: amd ta oUvoAa A kat B «kataorkevalovpe» to A-B ={0: (0 € A)an(o ¢ B)}.
" (kapteotavo) yvoLevo: AxB ={o: (didetatotny evotnta 47.) }.

H ewédva «Aée» mepoodtepa:

AUB B ANB B A-B B
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" mPOTACLAKOC AOYLoUOC Kat TPA&elc ovvodwy: av ta oUvoAa A kat B mpoodilopilovtal and tig wotntag Ia kat
I, TOTE OL MAQATAVW TOAEELS AVATIAQLOTOVV AOYIKEG TIQAEELS €T TV OLOTHTWV:

= &vwor: oavanaQlota v Aoyt diklevén  Iav s
= Toun: avamaQota v Aoyt ovlevén  Iaals
= Oxopa: megLéxeL v dovnon tng Is Ia A=l

7. IYNOAA: diatetaypéva (evyn kal To (KaQTeotavo) YIVOUEVO OUVOAwV.

* Mag evdadépel va mapaotioovpe TNV otdtaln 0vo ototyeiwy péow tne Oewlag cLVOAWY — va HTTOQOVLE VA
TovpEe dNAadY OtL amd dvo otoixeix a kat B o a elvat to «1% kat 1o B elvat to «2%. Avto eival nAiov
daewvdtegov ot ypadr], T.X. UTTOQOVUE va yoaovue (a, B) (0TOTe TO & YoddeTal we TEWTO), aAA& OéAovpe
avtd va amotumwvetal oto vonua. Kat katt tétolo dev emtvyxdvetar A.X. eounvevoviag 10 (A, B) w¢ TO
amAod Cevyoc { a, B}, dLOTL— OTtewg éxovpe 1YON dlevkQLVioeL — 1) oeld dev mailet 00Ao ota ovvoAa: {a, B} ={ B, ).
* To «téxvaopoa» (tov Kuratowksi — delte wikipedia yix to moldg jtav) mov anoddet (avaueoa kat o€ dAAAQ) etvatl
va oploovpe wg Otatetayuévo Cevyoc (a, B) to eEngc:

(o py={tat{iapl}
H nagakatw oelpd cVAAOYIOHWY, (DLaitega pLaked Y 3-4 otolxelal), amodeucvet Ot
Fla, B) =(x,A) & (a=x)xar(P=A)

«EvBO»: (a, B) =(1;, A) = (a=x) kat(f=A)
= E dev pumogel éva povoovvoAo { o } va woovtat pe éva diovvodo {1, A} (k # A):
o0t Bax émpeme k € { 0}, doa k=0, ke A € {0} doa A =0, dNAad k=0 = A, evw éxovpe VTOBEoeL
otk # A. (IToooéEte OtL dev XONOLHOTOOVHE «AQLOHOUG», AAAQ VOV AdY I TteEl «TUVOAwWV»!)
= Eav{a, B)=(k A) 101¢ elte (a = B) kat (k = A), elte (a # ) kat (k # A), dOnAadn ta {a, B} kot {1, A} O joav elte
Kat ta OO HoVOoUVOAR, elTe KoL Ta dvo dlovVoAQ:
doTL av toyve (o= P) aAAd (i # A) Oa elxape v e&€nfc avtipaon:
To Hév 1° Cevyog Ba rjtav povoovvoAo, adov:
(o, By={{a}, {a, B} } = {{a}, {0, a} } = { e, {a} } = {{ar} }
o de 2° Levyog Oa rav dtovvolo, adov (k, Ay ={ { Kk}, { K, A} } katto {1} etvat diadogo tov { K, A |,
(To MEWTO elvat HOVOOUVOAO Kol TO deVTEQO elval DITVVOAO dDLOTL (i # A) ).
= Eav{a, B)=(k A) kat eivar kaL ta dVO HOVOOoUVOAX TOTE (a = K) KaL (B = A).
dotL (e, B) = {{a)) = {{xc}} = (1, A) xat dpat & =k * ko magopoiwg, B = A.
= Fav{a, B)=(k A) kai etvar kaL ta dVo dlovvoAa TdTe (o =K) Kt (B = A).
dotia, By={{al, {a B} ok, Ay={{x}, {1, A}}, xatto otorxeio { o } avrjketoto {{x}, {1, A}},
doa LoovTa pe To 1° 1) o 2° otoyelo. Aev pumoget Opwe éva HovooLVOAO va LoovTal He To dIoVVOAO
{ Kk, A}, doa woovTaL pe 1o { k }, ka doa a = k. Opoiwg to diovvodo { a, B } dev pumopel va loovTa pe
To povoovvoro {k }, doa{a, BI={x, A} ={a, A}, katadpoV B = a, moéneL va toxveL B =A.
«Avtiotgodo»: (a=x) xat(B=2A) = (a, B) =(x, A)
(moodavéc)

= ‘Exovtac otnv duidOeon] pag 1o egyaleio twv «datetaypévwv» Cevydv, HTOQOVIE va ogioovpe pia amd Tig
TUO ONUAVTIKESG KATAOKEVES 0T Oewoila oLVOAWY — TO KapTEGIAVO YIVOUEVO:

AxB={o:o=(a,B),acAkarp €B}

dNAadN 1o oUVOA0 GAWV KAl HOVOV TV dlateTarypévwy Cevywv, To 1° péAog Twv omolwv elvat amd to ovvolo A
KA To 2° amd o ovvoAo B.

= To «vonua» tov kapteotavov ywouévov: Metd ta oUVOAQ TOL avamAQLOTOOV IOTNTEG OoTolXeiwv, OéAovue
éva TQOTIO Yl V& TIXQAOTHOOVOE TIS OXEOELG TOL €xouv ta dudkdooa otoixelor peta&d tovs. H oxéon tov
otolxelov ‘o’ pe to otolxeio ‘B’ — e OToLo TEOTO KAl edv opiletal 1) dnuovgyeitat 1) egunvevetal — KaAtaAnyet
va «yYoddeTa pe évav amAd To0mo: wg To datetayuévo Cevyog (o, B). I1.x. n oxéon «x yovéac-tov y» meQiéxel
Cevyn g poodric (Ilapaockevac, Kvpiak), 0mov 1o 1° péAog dnAwvel Tov yovéa (edw évav matépa), Kol to 2°
péAog dNAVEL TO TékVO (€D pLa kOQEM). AV MEOKELTAL V& OLOXETIOOVUE OToLXElr amd dVo ovvoAa A kat B, To
Ywvopevo A x B antAd megiéxet 0Aec axiBwg Tic duvatéc ovoxetioelc mov Ba umogovoav va cupUBovv.

8. LYNOAA: Ol LOLOTNTEG TWV MEAEEWV — KAL O TQOTIOG AVAAVONG.
= OudpeAeic mealelg éXouv pia Ol ATO WIOTNTES TIOL HAG EVOLADEQOLV.
* METAGETIKH. Ax.yixkafe X, Y:  XnY=7TnX noed twv X, Y pnogel va aAA& el
* IIPOZETAIPIETIKH. A.X. yia k&0e X, Y, Z: XU(YUZ) = (XUY)UZ N 0€lpd TwVv TapevOéoewv aAA&LeL.
®* EIIMEPIZTIKH. Ax. yiuekaBe X, Y, Z: XN(YUZ) = (XnY)U(XNZ) 1 meaén «emipepileta et tng AAANG.
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Atvovpe d00 TIVAKES VX TO TOLEG LOTNTES LOXVOLVY 0Tt CUVOAQ. OtLypddetat loyveL, eKTOS AV avarypddeTot
To avtiBeto. AlaBdote Tor TEQLEXOPEVA EVA-TIQOG-EVA, KAL OXEDLAOTE TO.

1010TNTOS METAGETIKH MPOZETAIPIZTIKH
AUB=BUA AuvuBul)=(AuB)uT
AnB=BnA AnBnI)=(AnB)nT
- A-B=B-A poévovav A=B A-B-TI)=?(A-B-T)oxt tavtote
x AxB=BxA poévovav A=B AxBxI)=(AxB)xT
EITIMEPIZETALI €71i: v N = X
_T) =? —
U AUBAT) = (ArB)U(AAT) | AYEB D =T AUBHACD) 1 e
oxt ()
AN(B-T) = (ANB)-(ANT
N AN(BUI) = (AnB)U(ANT) ~ )=( , NB)~ANTD) Xwplic vonua
vai (1)
3 A—(BUI) = (A-B)n(A-T) | A-(BNTI')=(A-B)U(A-T) xeopic vénua
De Morgan (!) De Morgan (!)
X Ax(BUT) = (AXB)U(AXT) | Ax(BNI) = (AxB)N(AxT) Ax(B-T) = (AxB)—(AxT)

" IPOZOXH:
* Hoyxéon A x (B xT)= (A xB)xTI dev ioxvet emacoifwg didtt ta otorxela tov 10 péAovg etvat g noedr|g
(o, (B, V) ) evaw tov 2 etvatl (o, B), V). Avti yix 1ootnta éxovpue éva eldog tooduvapiag, dott kat ta dVo
oUVOAa TTEQLEXOLV (TIS (DLEG) DlaTeTaYLEVES TOLADEG OToLXelwV (o, B, V)
* Otav éxovpe emueQopd g dwdogag “—
(oxéoeic De Morgan).

N évwon yilvetat Toun kat 1 Topn Yivetat évwon,

= AkOHA KAl €AV amd KATOLO OXNHA Yt TS TAQATIAVw OX€0elg Palvetal OTL 1 W00TNTA LOXVEL N
amodelktTikt) avdAvon OtL avtd elvar mEAyHatt aAnOewx, Yyivetal pE TOV MQWTAQXIKO KAvova TG
«lo0TNTAG»: delxVoule Mwg oo oToLXelo avrkel 0To 1° HEAOG avTKeL KaL OTO 29, KoL OTIOL0 AVI|KEL OTO 2°
avrkeL kat oo 1°.

IT.x.: woxvel mdvrote 1) oxéon: ANB-T)=(ANB)-(ANT). H anddelén éxet ta e€nfc dv0 oréAn:

= ge AnB-I') = o e (AnB)-(ANI)

ocA

Ji—'aeAmB

ceAn(B-T) ceB

oce(B-I) oce(AnB)-(ANT)

ocgl— og(ANT)

* 0 e (AMB)—~(ANT) = 0 € An(B-T)

oceA
ceANB ceAn(B-TI)
oeB
ce(AnB)-(ANT) |

}'JE(B—F)
ogl
aﬁ(AmF)<

o & A (asvvarov agov o € A)
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* Edv and kdmowo oxnua yux tic magandvew oxéoelg paivetat ot n wodtnta 6ev 1oxVEL, UTOQOVUE Kl
TIPETIEL VA TTAQOVHE VTIMAPAOEIY YUK, TOTIODETWVTAG OTIC OXETIKEG TEQLOXEG TOU OXIHUATOS «KATOIKOUG».
Ba UTOQEOVTAUE VA «KATOIKNOOLUE» OAeC TIC eudaviCOUEVES TEQLOXEG-OUVOAR, Kal pe TIOAA& otoixeia,
aAAG okovoukOTEQEG AVOELS LXVA akoUV. TLy. Yy v oxéon: A — (BUI') =? (A-B) U (A-T),

N> %
\/ \/

B B

>

A-(BUT) (A-B)U(A-T)

agkel évag «katokos» o oto (ANB)-T' yux va vAomoujoet TNy aviodtTa, Kat Vo TaHQaYAYEeL TO AVTLTAQA-
detypa: A={o}, B={o}, I'={ }, 6mov A—-(BuUl) =JxaL (A-B)u (A-T)={o}.

9. LYNOAA: Ol CUVOAOTQAEELS KAl 1) OX£0T) OQLOUATWY KAL ATMOTEAETUATWV.
= Efetdlovpe mawg ot mpaelg petafaAdlovy ta ovvoAa, dNAadY TL OXECELS LTTAPXOLV HETAED TWV OQLOUATWV

KAL TV ATIOTEAETUATWV:
= AcAUB,BcAUB
= AnBcA AnBcB

" Sepls]

= AUA=A
= A=A
= AnA=A
" Ang=0
= A-A=0
= A-OJ=A

" AxD=OxA=0

1N évwaon «av&dve Ta oUVOAQL.

) TOUT] «UEWOVEL T TUVOAX.

TO OUVAHOOUVOAO TIEQLEXEL TO APETNOLAKSO TUVOAO.

N évwon pe To (D10 To oUVoAo dev To peTafPdAAet.

1 évwor) e To kevo dev petafdAAet To adetnoakd ovvolo.

1 TOouT] He TO D10 To oUVOAOD deV TO peTafdAAeL.

1) TOUN HLE TO KEVO TAQAYEL TTAVTOTE TO KEVO CVUVOAO.

adapwvTag and oUVOAO TOV EXVTO TOL TTAQAYETAL TO KEVO.
adPaARWVTAG ATtd TO CVVOAO TO KEVO, TO TUVOAO UEVEL apLeTAPANTO,
TO YIVOHEVO LLE KeVO dideL kKeVO gUVOAO,

= ‘Exel emiong evdiadégov molég oxéoels datnpovvtal (1) mwe petaBAAAovTal) ano TG MEAEELS — T.X.

= avAcBtéte AuS cBUS
= avAcBtote AnS <cBnS
" avAcBtote AxS cBxS
" avAcB1tote A-S cB-S
" avAcB1toteS-B <cS-A

N évwor) duatnpel T oxéon vtoouvvoAov.

1 Toun datnEel TN ox €01 LTTOTLVOAOUL.

TO YLVOHEVO dLATNQEL TN OX€0T) LTTOTLVOAOUL.

N adalpeot) Tov Wiov cLVOAOL dlatnEel T oXéon VITOoLVOAOU.

' adaigeon amnd to idlo oUVoAo avTIoTEéPEL TN OX£€0T) LTTOTLVOAOU.

10. LYNOAA: N YAWOOQ TWV OLVOAWV KAl 0 QOAOG TNG.
= ‘Exovpe Aowmoév ovvOéoel g yAwooa yux va «pAGpe» (Yix v akgifewa: va ypagovie) mootaoels meol
ouvOAwv. Ta YAwoowa otolxeia (méoav twv dmowwv petaBAntov: a, 3, 0, S, A, B, X, y, z, KT1) elvat ta e&nc:

= amno Aoyixn: v, 3
-, V, A\, >

= amod ovvoda: %)
e/ g
#[-]
U/ m/ — X

Aoyukol TooodelKTEG.
Aoyikol ovvdeopoL.
oxéomn g ot Tac.

N otaBepd «ikevd oVVOAO».
Ox£01) AVIKELY KAL LTTOOLVOAOUL.
duvapoovvoAo.

dpeAelc moakelg.

= Me avtr] TV YADOOQ UTOQOVLLE VA YOAWPOUE TUTIKES TIQOTATELS TIOL Vo ekPOALOVV 0QLOHOUG Kat ILOTITES
el Twv ovVVOAWV. OvoloTIKA dAQ Ta HAOTUATIKA TTOL KAVOUHLE HTTOQOVV va Yoapovv oe avth) ) YAwooa. TLy.
umogeite vo DIABACETE TIG MAQAKATW TQOTATELS KAL VA KATAAKPETE TO «VONUA» TOVG, (eTi TwV OLVOAWV); Mag
Aéve ovlevkTika 6tL to ovvoAo F etval pa «ouvagnon» and to A oto B:

FcAxB

Va (aeA) = 3IB((BeB) A (a,p)eF) )

To F amoteAeitat and duxtetaypéva Levyn tov A x B.
KaBe otoxeio tov A amewkoviCetal oe éva TovAdxiotov,

VavBVYpR (((aByeF)a(a,B)eF)) = (B=p)) Kat éva to 1oAY ototxeio tov B (dnAadr| o€ éva akoiPacq).
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* To gpwtnua mov mEémel va amavtnOel etvat to e&€c anAd: «kat yiati va 10 kdvovue étol; - Ta kaOnuepva
eAANVIKG dev aprovv;». H amtdvtnon etvat 6t ota pabnuatika (ko 60Xt pévov) ta 6oa Aépe €xovv dV0 OPelG:
- 1 pla etvat ovvtaxtikt, kot apopd oto ti yoddovue — (1) okemtouaote, aAA& Oa umopovoapie va yo&pouue,
elvaL dNAadN «yoamTov»), kat,
- 1 &AAN elvann onuactoAoy ik, Kot apogi 0TO TS eQUNVEVOLE 1§ PaVTALOUAOTE AVTO TTOL YOXPOUUE.
ILx. pumopel va yoddovue x=y, aAA& g eopnvevovpe NV wWoTNTa (WG opowTNTA, AX. 1] WG ATOALT
tavtétta); ‘H, 6tav yoadovpe (aeA) g eopnvevovpe to oVpPoAo ‘€’; Kat 1 epunveia pag etvat 1 duwx kdbe
dooa 1) o€ éva xedvo amnd twoa Oa éxel petaPAnOel; Kat mawg v eEnyodue oe kdmolov &AAov amd epds; Avtdg
0 dAAOG TO eQuNVeVEL eTiONG KaTd ToV (D10 TeOT0 pe euac; OAeg avtéc oL «moAvonies» elval eUmoOdIx KoL 01
gaPnvelr, KaL 0TV TKOWVwVia, kKat oty 0000ttt Twv CLAAOYIOUWY — WIWS dTtav oUVOdEVOLV 0QLAKA 1) KAl
napddola pavopeva. H dté€odog kot Avor etvat...
® V& XOTNOLUOTOWOOVUE ot xLOTNET («TUTKT)») YAdooa,
® vV YOAYPOUHE O€ ATV TIC TIEWTAQXIKESG LTTOBETELS pag (Ta «allwpatar),
e kaLvoa 0€00VHE KAVOVEG CLAAOYIOTIKTG («TUTTKNY AOYLKI)»), dNAADY eEAywWYNC CUUTEQAOUATWY ATIO AUTA.
IT.x. prrogovue va Oéoovue tov kavova VaVBVo( ((a=0) A (B=0)) - (a=p) ) mov AéeL 6Tl «tax TEOC TElTOV oK
elva kat peta &V touvg loar. Me avtd tov kavova artd dvo wodtnteg A.X. X =5, P =5, HTOQOVHE VO CUUTIEQAVOVUE
HUNXAVIKA 1] «OUVTAKTIKA» OTL X =, [[E TNV avTIKATAoTAaoT): & <~ X, B < U, 0 < 5] xwolc va aoxoAnBovue pe to
mowk elva ) egunveia mov eite epelg elte omoloodrmote dAAog divel oto X 1§ 0To VP, akdua kat oto do to ‘5.
‘Etow n avaykn cadnvelag kat emkowvwviog megrogiletat ot ovudwvia mavw oe anAa OepeAlaka otoyelo —
KATL IOV elval MOAD o €0KOAO KAl AOPAAES 0TI OCUVEXELA TTOOXWOANE T€ «ATIODELEEIS» dNAADY) T€ ePpagpoyT
KOG MAQADEKTWV AOY KOV KAVOVWV.
= Aedopévawv dvo npotaoewv P kat W, av onotedrjnote kat onovdrjmote aAnBevel ] P, Tuxaivel va aAnBevel
kat W, O Aéue ot W etvar onuactodoyikn ovvémeta tne @ (P E W), Kat av and v @ pmogovue pe unxovikovg
Yoamtovg Kavoveg (OUV TOUG TTAYLOUG AOYLKOUG KaVOVeS) va magayayovpe tnv W tote Aéue otun W napdyetal
ovvtaktika (1) anodetkvvetar) and v @, 1 (@ F W). Ly kabnuegvy moaKtiky) avakaAoVe oUVEXWS TNV
«onuacio» Twv 60wV AélE, kat omavia Yoadovpe emakopas kabe Aemtopégela, egyaldpacte dnAadr) Kuolwg
«onuactoAoykd». Edw éoxetat va pwtioel v katdotaon éva Paguoruavto Oecdonua tov Gidel (BA. wikipedia),
amo TG apX£G Tov 20° awwva, to omoio Aéel To e€ng:

«eav n W eivar onuactodoyxn ovvémeia e @, tote n W napdyetar ovvtaxktikd ano tnv O, (kat avtioTpoPws)»
1) ovpPoAika:
«(@ E W) wodvvapet pe (O - W)»

AvTo 10 Oewpnpa pag Aéel OTL edv KdvovLE CWOTA TNV ONUACLOA0Y K] TAEVOA, TOTE TiMOTE deV adaIQElTAL KAt
tinote dev mEootiOetal ota doa Oa pmogovoape va amodeiovue pe oVVTAKTIKO, ONAadY) He adIACELOTO
pnxaviKo kat yoarntd tedémo. Eav o toémog mov ekPoaldpaote kat YOAPOUUE elval aQKETA aLOTNQOG WOTE Ta
doa Aépe €0Tw KAl v 4mopovoay vor YOapovv e TNV TAQATAVL YAWOTA TwV OLUVOAWVY, TOTE elval TO VKOAO
va eEaopadioovpe v 0001 onupacioAoykr) ovvénew (O F W), kat €€ avtrg va eEaodaiiCovpe v Omaén Kot
Hixg ovvtaxtikic (=ypantic) anddeiéne and ta afwpatd pas, va efaohpaiioovpe dnAadr tnv Aoy
napaywyn (P F W), Kat avtd etvar mov BéAovpe kat emdokovpe dOTL TETOlEG AmOdElEES ATOTEAOVV TO
TeAeodko koutrjolo 000o0TNTaAC (e€ dowv dabBéTovpe), aAA& Kkat TO pHovadkd katadvylo ot TeQIMTWON
TMEQITMAOKWV 1) TAQADOEWV PaVOLEVWY.

11. LYNOAA: ti oUvoAx vidQxovLV;
= Tlvmdoxel apetnoaka: Avo ovvoAa etvat ot adetnoles pag:
" TO KEVO OVVOAO, TTOL TO €XOVHE 11O OXOALATEL,

KENO(X) =Vo (6 £ x), Js KENO(s)

KAt T0 0TOLdALOTEQO (HETA ATIO AVTO) CUVOAO TV HaBNUATIKWY, ot uotkol agLOpot:

= oL puowol aplOpot: apxilovtag amd to kevd oUVOAo (He «undév» otoixela), 0 = &, pumogovpe va
dudEovpe 1o ovvoro 1= { J |, ue «évar ototxeio. Amd avta umogovpe va GTdEovpe Eva OUVOAO pe «dvo»
otoxelo, t02={, { D} } ={0, 1}, xat va ovvexloovpe €Tl «eT ATEIQOV», DEWQWVTAS OTL O «PLOKOG
agBpde» nt dev elvar MaEd TO 0VVOAO TwWV «mEONYOLUEVWY» tov: nt = { 0, 1, 2, ..., n }. (O Frege eixe
xonoomouwjoet avt Vv Wéa, OepeAwdvovtag TNy Aoy kat v aglduntucr)(deite wikipedia yix to moLdg
Nrav).) Yraoxet uws 1o 60vodo 0AwV Twv puotkdv aglduwv; Avtd to vrobétovue adiwpatixd: (xwolc éva
T€TOl0 OUVOAO dev Ba pmogovoae v KAVOLUe TIOAAG dLoTL dev O eixape ot dudOeor] pag magd HOvov
TMemeQAOTHUEVA TUVOAR):

3S ((D € S) AVn ((neS)—> ((n*)eS)))

I1. KPHTHE — TM. EIT. YITOAOI'TETON — «AIAKPITA MAGHMATIKA» — I. @. l'ewpyaxdémnovAog EKA. 12/10/2015 — EA. 6 /9



12.

To pikEdTEQO CVVOAO HE TNV MAQATIAV® WOTNTA ( ... ), TO CUHPOAILOVHE e TO YVwoTo oUHPoAO N, Ko elvat

ot puowkol aQlOpoi, XAOLS 0TOUG OTOIOVE «HETOALLE» (KAL KAVOULLE «ETIAYWYIKEG» ATODELEELS).

* TiovvoAa kataokevalovral (aétwpatikd) amd O LTAPXOVTA CUVOAX:
= amo dvo ovvoAa A, B, to cVUvoAo-Levyog He avTd we oToLyela: A,B—>{A B}

" amo éva ovvoAo S 1 évwon Twv oToLyEliwV Tov: s —> U o
oeS
= amo éva oUVoAo S to duvapoovvoAo: S— p[S]

= amno éva ovvoAo S kat pa wiotnta I to eEeducevpévo ovvodo: S, I(-) » { o: (0€S) karI(0) }

= ATO TIC MAQATAVW KATAOKEVES (Twv Oomolwv To amotéAeopa (nteitatl allopatikd va VTAQXEL TAVTOTE),
etvarduvatdv va eEaodaioovue Tic 4 ovvr|0eig dipeleic moaelc: évwon, tourt), dtadopd, yvopevo. !

= Tlpooéfte dtL 6Tt dev (ntape va kataokevalovpe éva oUVoAo amd pia omowxdnmote wwotnta I(-), maga
HOVOV Vot amtooToUUE artd 1§01 LTTAEXOV CUVOAOD oA OToLXElx €XOUV TNV «OLVOAOTOW» WoTnTa I(-). O Adyog
efnyeital magakAtw katr 1 avakaAvpn tov (amd tov Russel wg oxdAo oto éoyo tov Frege), Ntav peilov
pHaOnuatikd yeyovog ot otgodn] Tov 19°° mpog tov 20° acrva.

= To mapddofo tov Russel (deite wikipedia yior To OGS TAV): DEV UTTOQOVUE ATO OMOLAdNTIOTE «dDOTNTA» (1)
«€vvola») va oxnuatioovpe to oVvvoAo akoBwe (dNAadN: SAwY kat uoévov) twv otolyeiwv mov éxovv auty TV
wiwotnta. ILy. éotw n WwoTNTA 1) évvolx OMAAO(X), TTOL LOXVEL EAV KAL HOVOV €&V TO OUVOAO X OV TEQLEXEL TOV
£0VTO TOV, (KATL TTOL 0VTWG 1) AAAWS O 1Ty TOAD mapd&evo):
OMAAO (X)= (X & X)
Av and avtr) v VT umogovoape va GTdEove to «gvvodo S dAwV kat Povov Twv ouadwv cvvoAwv»,
dnAadn to:
S ={x: OMAAO(X) }

tote Ot kataAryape oty e&€ng Aoyr) avtidpaon:

= Joxvet OMAAO (S), etvat dnAadn 1o S opaAd; Ma tote adov to S éxel we otoixela 6Aa Tar OpaA& oVVOAX

Oa émoeme va TeQLEXEL KoL TO OHAAD S, dNAadY) Tov eavtd Tov, ONAadN S € S, kat 1o S Ba Tav avwpalo...

= Joxvet OXI-OMAAO (S), etvat dnAadn to S avauaro; Ma tote adov S € S, kat apov 1o S éxel we oTolyeia

Hovov opaAd cvvoda Ba émpeme vor LoxVeL OMAAO (S)...
AnAadr) OMAAO (S) = OXI-OMAAO (S), aAAd Kot OXI-OMAAO (S) = OMAAO (S), TEAyUa adUvatov, aga To S dev
pmopel va OewpnBet ovvoro... T avtd to Adyo xonotpomotovpe pax Wt Ta I(-) Y va KAatTaoKeLATOLLLE éva
oOVoAO S OXL HOVN TG, aAAG «eEeducebovTac» e BAaT) avThv Ta oTtolXeia evog 11O vtdoxovTog cuvdAov U.2

‘Etot pe adetnoia 1o kevd ovvolo, Katl (0T OLVEXEWX) TO OUVOAO TwV PuUOKOV aQOUWV, Kat He TEAEELS
KATAOKELTG TO CeVYAQWHA, TNV éVwoT] KL To dUVAHOOUVOAO Kataokevalovpe pia tepaQy o oLVOAWY, Ta omoia
elva duVATOV VA «eEEWKEVOVILE» TIOOG HLKQOTEQN, HEOW Uit omotaodrjmtote Aoyikr|g wiotntag I(-). Kat pe avta
T OUVOAQ UTOQOVUHE Vo KAVOUUE OAx T «padnuatikd» mov xoewalopaote. (Epeic otnv mAngodoouc:
KATAPETENOT), oLUVOLAOTIKY), Oewlar LTTOAOYLOUOD KAL TTOAVTIAOKOTNTAC, KTT).

ZYNOAA: dV0 KATNY0QLEG OUVOAWYV, MEMEQATUEVA KAL ATIELQX — TO TEXVATLA TNG dLAYWVIOTOLNOT)G.

= Avo eivat ot omovdaieg Katnyopiec cLVOAwY, kat otneilovtal o Hia dAkQLoT Tov elvat Pabeik péoa otov
TUENVA TV HAONUATIKWOV: T TIeEmepacuéva kat ta dneipa ovvola. Ilwg ta duakpivovue; Aev OéAovue va
xonowpomomoovpe aQlOpovg, dovtt BéAovpe va odnynOovpe (0mws kat ovpPaivel) amd Ta oVVOAQ OTOVG
aptOuove kot 6xtL avamoda. H didicoton yivetat pe Baor v magatrjonon: dvo cvvoAa pmogovv va BewpnBovv
ot éxovv todprOua otorxela, (1), aAALG, OTL etval 100mANO1) xwpic va petoricovue ta ototxeia Touvg (!). Agkel va
Pépove Tar oTOLXElX TOVG 0€ EVa-TPoc-éva avTIOTOLXLOT:

= Aedouévawv dvo ovvoAwv, A kat B, O amokadovue apdovoorpavtn avtioroixion éva vmoovvolo M tov
Ywopévov A x B, tétolo wote k&aBe otowxeio Tov A 1) tov B va avrkel oe éva kat povov éva Cevyog tov M,
onAadn):

1 Ta a&opata ov divovpe (ovv 1-2 emimAéov), opeidovtat otovg Zermelo-Fraenkel, kat amtoteAovv v standard ocvvoAoBewolor.
2 Exet evolad€Qov OTL vt TV TROOEKTIKY] OTAOT elXaV KQATIOEL OL aQXaioL — av Ko 0XL ot mAalow puag Bewolag ovvoAwy,
aAda oe rAocodkd MAioL0: 0 AQLOTOTEANG éAeye OTL amo éva «yévog» (to oVuvoAo U), ouv éva «edomotd» xaoaktnelotkd (tnv

wiotTa I(-)), ootleton éva «eidog» (to VoA S). A.x. Ao Tt «0POOYWVIO» OLV TO «l0EG TAEVEECH» AAUPBAVOUHE T «TETOAYWVA».
Amo avt) TV Wéa éxovue koaToeL TIC AEEELS «EL00TIOLOC» KL «e&-ELd-Ikevan» (specification).
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Va (aeA) = 3B((BeB) A (a, ByeM)) kA0 otorxeio Tov A avtiotoryiCetat pe éva tov B
VB (BeB) = Ja( (acA) A (a, ByeM)) ka0Oe ototxelo Tov B avtiotoryiletal pe éva tov A
VavpYa' VB (((a,pyeMA(le, ByeM)a(aza’) )—>(B=p) ),

VavVBYa' VB (( (a,ByeM)A(e, BYeM)A(P=P’) )>(aza’) ) do Levyn aviiotolxlong dev éxouv kowvd oToLXEeio

(a,p)eM Vi

cmm————

Av vrtapxet pia apdilpuovooipavtn) avtiotoixion tov A oto B Oa yoadovpue ét: A = B 1 |Al=IBI, xat Oa Aéue
otL 10 A elvat toomAnOég pe to B. Av to A eival .oomAn0ég pe éva vrtoovvodo tov B, aAAd oyt pe To do To B,
tote Oa yoadovpe |Al < IBl. (Kat BonOnruck, Al > IBl eav kat uovov eav IBl < [Al).
= H e&nc magatrionon dlakpivel Ta memeQAOUEVA ATIO TA ATIELQA TVUVOAQ:
= H apxn tov mepotepwva (tov Dirichlet, deite wikipedia): vmdoxovv oVvvoAa A amé ta omoila edv
aPaQ€TOULLE £Va OTIOLODNTIOTE OTOLXE(O TOVS T, TO amoTéAeTpa etvatl MANOucd pikpotepo: 1Al < |A-{o}l yix
o € A, dnAadn dev vagxel apdrpovoorjpavtn avrotoixon Al < [A-{o}l. Avtd eivat dAa kat pévov ta
«TEMEQATUEVO», KL AVTO akQIBWS A€ELT) ap X1 TOV TIEPLOTEPOVA:

F «Onwe kar av Oéoove n meptotépla oe n’ < n<oo pwALéc, kamov Oa éxovue puia dtmtAoOeoia.»

(ONAadN: dev LTAEXEL OVTE Hixt ARPIHOVOOT|UAVTI AVTIOTOXIOT) aTté n oe n” <n 6ty n < oo .)
= To amewpo Eevodoxeio (tov Hilbert, deite wikipedia): YTidoxovv OUws oVVOAX ATIO T 0TIl AKOUA KL EAV
adapéoovpe éva omowxdnTote otolxelo, To anotéAeoua magapével l0omANOéc pe to apxkd (1), dnAadm:
[Al = lA—{o}l, yia 0 € A. Avtd etvat OAa kat povov ta «ametpga». IT.x. daviaoteite éva weatd Eevodoxeio
pe dwudtix aQOunuéva e touvg $puoucovs agtbpovs ws 0, 1, 2, 3, Kok , To omoio etval mAjoeg, pe évav
évowko oe kAaBe dwHATIO. LTO dWHATIO LT aQ. d oLpPaivel px PAAPN kAt 0 €vowkdg TOv TMEETEL VA
efummpetnOei, (xwolc va dawoovpe oe dVO evoikovg To Do dwpdTo). Mmogel va yivelt avtd; Nal... Zntape
amd Toug £Vvoikoug Twv dwpatiowv Kk = (0+1), (0+2), kol edpelnic, va petakvnOovv amod 10 dWHATLO TOUS K, 0TO
emopevo (k+l), kat divovpe otov €évouko Tov dwpatiov d To vT. aQ. (d+1) dwpdTio. Me avToéV TOV TEOTO
xwoéoape N evoikovg oe N — {d} dwpatia, anoé évav oto kabéva!
= To Afjppa ToL DUVAHOOLVOAOL KAl 1) TEXVLIKT] TG dlarywvioToinong (tov Cantor, deite wikipedia): To Eevodoxeio
tov Hilbert potalet pe madued avékdoto oe mapdOeon pe v e&€ic damiotwor) (Tov Unogel va ToeAAAVEL KOO,
KAl Katd emox£g o ékave KioAag). Etval moopavéc ot yia éva memegaouévo ovvoAo S, to duvapoovvodo ¢S]
TeQLéXeL MeQLooOTEQA OToLyela (aov TepLéxet to { 0 } Yy kdBe 0 € S, kAt eKTOG aVTAV TEQLEXEL TO I, KAt (0wS
Kat &AAAQ). AAAG yix amelpomAnO1) ovvoAa avtd Ba pumoovoe va UnV oXVEr (0w KaL Vo «TIQEMED VA UNV
LoxveL apov 1o S karto P[S], ws amepa kat ta dVOo, Ba émeme va etvat «loomANO1)». Kal opws oyvet:

E «[a xaBe ovvodo S (memepaopévo 1 amelpo) woxver ot ISI < p[S] (Cantor)»

To Afjppa avto, Kot o Tedmog amddeLENS Tov, onuadePav Ta padnuatucd anod ta téAn tov 19° aiwva, 6Aov Tov
20 aova, kat edpe&nc. H texvikn Aéyetat «daywvionoinon» kat aivetat otnv e£ng anddelér) tou:
¢ [Toopavag to S épxetal o€ ApPIUOVOOTHavVTN avTiotolxia 0 <> { 0 }, pe kamolo vtoovvoAo S” tov @[S],
aUTO MOV TIEPLEXEL OAQ Tt LLOVO-VTIO-OVVOAQ { 0 } Yix 0 € S. Aga eite S| < | p[S]l, eite ISI =1 p[S]I.
e To (imua etvar va del&ovpe OtL dev vTTdOXEL apdLuovooTr)uavtn avtotolxia and S meog 6Ao to @[S],
onAadn I1SI < @[S]. ITpog tovTo B dellovpe MEOWTA OTL Yx px omowdrymote avtotoXioe 0 = Yo < S,
pmogovue va GridEovpe éva vIOOVVOAO A OtaopeTikd aro OAa Tor LITOCVVOAR TNG HOEPTS Y, (Yix X € S).
AvTO oxVeL DIOTL UTOQOVHE VA KAVOUHE TO 0UVOAO A va dadégel amd to Yo we Tpoc T0 g, Y kKabe o,
(YU avtd a1 oVOpHaOlar «avTIDAY@WVIO») 1) EETC «KATAOKEVT)» QAQKEL:
Efetdlovpe 6Aa ta otoixela 0 € S, kay,
— av (0 € Yo) to1e dev ovuTEQUAAIPBAVOUHE TO 0 0TO A, dnAadr) (0 ¢ A), doa A # Yo yix avtd ta o.
- av (o ¢ Yo) 10te ovumeQAauBavoupe to 0 oto A, dnAadn (o € A), doa A # Yo Ko yia avtd ta o.
‘Exovpe éva KaAdg 0pLopévo vtoovoAo A tou S, (adov yix k&be o etvat oplopévo to eav (o € A) 1) (o ¢ A)),
Kat avto To A dadéget and OAa T VTOoTVVOAQ NG oEPTS Y, DOTL Yix K&Oe 0 éxovue eEaodadioet A # Yo.
ATO T MAQATIAVW £TTETAL OTL OEV VTTAQXEL AUPLUOVOOT|HAVTN avTioTtotyiot amd S mEog 0o Tor LTTOCUVOAX
#[S]. Aot TéTE TO MARATIAVW AVTOLAYWVLIO VTTOTVVOAD A diadépovtac amd dAa ta Yx Oa diédepe amd dAa
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T vVooVVoAa Tov S, mMEdypa advvatov adov etvat éva and avta! Kat adov dev vrtdoxel Tétowx mA|Ng
avtiotoixton, wxvet IS| < p[S]. Aelte Ta mapamAVW OXNUATIKA O& TAQADELY A e 6 OTOLXElot:

S= 1 2 3 4 5 6 S= 1 2 3 4 5 6
Ti={1,2} € €
Y2={2,4,5} € € €
Ys={} €
Ys={2,4,6} € €
Ys={1,3,4} € € € €
Ye={1,3,5} € € € c

Y 3v 5v. 6v €A

«AvTdlryvio» ovvoro: A={ 3,5, 6 }: dadpépet amd to Yo wg TEog to ototxelo o, yimo € {1, 2,3, ... }.

= Ot dwxpabdpiceg tov amneigov: H «toéAAa» tng moonyovuevne diamiotwong etvat 0Tt Tot VTTOCUVOAX €VOG
ameipov ovVOAOL S elval TeQLOTOTEQA ATt T OTOoLXEl TOL S, KAt TOOO MOAV OTE va PNV elvat duvatov va
é¢A0ovV o€ éva-TEOoG-éva AVTIOTOLXLOT) e avTd: Vi KdOe &TtelR0 OVUVOAO, VTIAQXEL TOVAKXLOTOV €Vt akOUo TTOAD
TUO... ATIELQO.

= apiBurjoa ovvola: 6o ovvoAa S elvatl memegaopéva 1§ LoomAN O] pe toug puotkovg N: IS < INI.

= un-apiBunopa cvvola: 6oa oOVoAa S elvat amea pev, aAAd ka un-toortAnOn pe to N: 1S > INI.

= ot ontoi aptBpol etvar aglOunotpot, kat ot moaypatikol agtOpol prj-aotOpropot.

13. LYNOAA: N (Ava)MAQAOTACT) OUVOAWYV O& UK YAWOOGX TEOYQAUUATLOOV.
= Q¢ dopég dedopévwy ov oTnELLovY, e TaxV 1) OXL TEOTO, TIG TTRAEELS AVEVQEDTG, TUYXWVEVOTG, TOUTG KA.
= Qg mivaxeg S[1..M] Adoykav tipwv. To vm. aQ. k ototxelo avijicel 0To oUVOAO edv kat Povov S[ic] = AAHOEL.

Ipéowna:

ApLototéAnc EAAnvac 384 - 322 n.X.
Euler, Leonhard EABetoc 1707 - 1783 p.X.
Venn, John Bpettavic 1834 - 1923
Frege, Friedrich Ludwig Gottlob  I'epuavoc 1848 — 1925
Cantor, George T'epuavoc 1845 -1918
Dirichlet, Peter Gustav Lejeune  I'epuavoc 1805 - 1859
Russel, Bertrandl Bpettaviéc 1872 - 1970
Hilbert, David T'epuavoc 1862 — 1943
Zermelo, Ernst T'epuavoc 1871 — 1953
Fraenkel, Abraham T'epuavic-Efpaioc 1891 — 1965
Kuratowski, Kazimierz TToAwvoc 1896 — 1980
Godel, Kurt Avotprakog 1906 — 1978 FE
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