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������������� ��µ���� �����
�� ��������µ� ��� ����µ� ��� ������µ� u(n) µ����� M ��� ���������� µ�� ��-

������µ��� ��������� µ�� �����µ�� µ� ��� ������ ������ µ�������� µ���� ��µ��, ���-
�������� ���������� ��� �����µ� �� µ��������µ� ���� �� ������µ� �� ��� ������ µ�
������ �����µ��������� ��� ��������� ������ P ��������� ��µ�� µ� P < M .
�� ��������µ� �������� ��� ��������µ� �� µ����� ������������ ��� ���������� :

C = E{u(n)uh(n)} = Q⇤QH

���� :
Q = [q1, ...,qM ]

��� M ⇥M µ����� ��� ������ � ����� qi ����� �� i-��� ����������µ��� ��� µ������
C, ���

⇤ = diag(�1, ...,�M )

��� M ⇥M �������� µ����� ��� �������� ��� ������µ�� �i , i = 1, 2, ...,M ���.
���� �� ������ ������µ� µ����� �� ������ �� :

u(n) =
MX

i=1

ci(n)qi = Qc(n)

��� ������ µ�����µ� �� ���������µ� ��� ������� �� ��������� ������� :

E{ci(n)} = 0 (1)
E{|ci(n)|2} = �i (2)

E{u(n)uh(n)} = Q E{c(n)ch(n)| {z }}⇤ QT = C. (3)

����� �������� ��� �� ������µ� u(n) µ����� �� ���������������� �����µ��������� ��
P ����� ����������µ��� ��� C ��

û(n) =
pX

i=1

ci(n)qi , P < M

µ� ����µ�

e(n) = u(n)� û(n) =
MX

i=P+1

ci(n)qi

��� �������� ��� µ� ��� l2 ����µ� ��� �������� ������µ����, ������ :

E{ke(n)k22} =
MX

i=P+1

�i.
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� �������� ����� µ� ��������� �� ���µ� ��� � ������������ û(n) ��� ������µ���
����� ����, µ� ��� ���������� ������ ��� �� ������µ�� �i , i = P + 1, ...M ����� ������
µ�����.

��������µ�

�� ��������µ� ��� �����µ� �� µ��������µ� �� �������� ������ ��� ��µ� µ�����-
��� µ���� ��µ��. �� ������µ� ������ y(n) ���� �����µ���� ������� ��� �� ������µ�
������� u(n), µ����� M , ��� ����� ����������� ������ ����������� ������� w(n)

������ �2
W

���� �������� ��� ���µ� ��� ���������.

���µ� 1: �� ���������� µ������ �������

��������� ��� � ����������� ������� ����� ������������ µ� �� ��µ� �������, µ��-
���µ� ������ �� ����µ� ��� �� µ����� ������������ ������-������� ����� CYW =

�2IM ���� IM �� µ�������� M ⇥ M µ�����, ��� �� µ����� ������������ �������-
������� �� ����� RYW = 0.

�� ����µ� µ�������� ����� e(n) = y(n)� u(n) µ�

E{ke(n)k22} = E{kw(n)k22} = M�2
W

(4)

�������� ����� ��� ����������µ���� ��� ������ ������������ ���� �������� ��� ��-
������ ���µ�, µ������µ� �� �������� ��� ������µ���� ��� µ���������� �� P .

���µ� 2: �������� ¨ ��µ����µ���� ¨ ��µ����
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���� ��������� ���� �� ����µ� µ�������� �����

E{kŷ(n)� u(n)k22} = E{
��QPQ

H

P
u(n) +QH

P
w(n)� u(n)

��2
2
}

=
MX

i=P+1

�i + P�2
W

(5)

��� ��� ������� (4) ��� (5) ������ ��µ��������µ� ��� � �������� ������

(M � P )�2
W

7
MX

i=p+1

�i

µ����� �� �����µ�������� ��� �� ���µ� �� ����� ����������� � �������� P < M ��µ��
�������� ��������.

���������

1 ��������� ��� ������� (1-3).

2 ��������� ��� ������� (4) ��� (5).

3 �� ����� ����������� � �������� P ��µ�� �������� ��������; ���������� ���
�������� ���.

4 �����µ��������� ��� Matlab ��� ���������� �� ��������µ��� ��� ��� ��µ�������
�����µ���� ���.

���������� (Eigenfilters)
�� ��������µ� ��� ���� �� ���������� µ������ ������� ��� �������µ���� ����-

������. �� ��������µ� ������ ��� �� ��µ� ������� u(n), ����� µ�� �����µ� ��������
����� µ� ��� ������ ������ ����������, µ� µ��� ��µ� µ���� ��� µ����� ���������-
��� C, ���� ����� ����������� ������ ����������� ������� w(n) µ� �������� �2

w
���

E{u(n)w(n)} = 0, ���� �������� ��� ���µ� 3.

���µ� 3: ���µµ��� ���������µ� ��� ��� ���µ������� ����������� ������ �������



4

� ����� ��� �����µ���� �� ������� ��� ��� �������� ����� :

y(n) = h(n) ⇤ x(n)

= h(n) ⇤ u(n) + h(n) ⇤ w(n)

��� � µ��� ����� ��� ������ �����

Px = hHCh+ �2
w
I

��� � µ��� ����� ��� ������� �����

P0 = hHChN0 = �2
W
hHh = �2

W
||h||22.

�����µ� �� µ�������������µ� �� ���� ��� ��µ���� ������ ��� �� ������ ������ ���
���� :

SNR = P0/N0,

� �������µ� 1:

max
h

hhCh

�2
w
hhh

. (6)

�� ���� ��� ��������� µ����� �� ���������� ���� ������ ��� �� ����������� ��� ����-
������ ��������� ��� ��������� ������� ����� �� ��������� :

h⇤ = qmax

���� qmax �� ����������µ� ��� ����������� ��� µ������ ������µ� �max.

�������� µ� ����� �������������� Lagrange
�� ������µ� ��������������� (6) µ�����µ� �� �� ������µ� �������µ� �� �����-

���� :

max
h

hhCh

µ� ������� : ||h||22 = 1. (7)

��������� ���� ��� �������� ������µ��� ��������� ������� :

L(h) = hhCh� �(khk22 � 1)

��� µ�������������� ��� �� ���� ���� ����������� ��� ���������� ��������� ���
�������, ���������µ� ���� ��������� ��������� ��������� �� ������ ��������� ���
������µ� ������µ�� :

Ch� �h = 0,

1� ����� ��� ������������ ��� ������µ� ��������������� ����� ������� �� ¨����� ��� Rayleigh¨. �
������ µ���� ��� ����� Rayleigh ����� � �������� :

R(h) =
hhAh

hhBh
,

���� A, B ������ �µ�����µ��� ����������� µ�����.
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� �������µ� :
Ch = �h.

��� ��� �������� ����� ����� ���� ������ �� ���������µ� ��� � �������� ���� ���
������µ���� ��������������� (7), ����� �� ����������µ� ��� ����������� ���� µ������
������µ� ��� µ������ C ��� ��� � ��������������� ��� Langrange ������� µ� �� µ������
������µ� ��� µ������.

����� Rayleigh - ������µ��� ��������������� µ� �����-
���

�� ��������µ� ��� �� ������µ�� ��� µ������ C ��� ������������ ��� ���� ��� Ray-
leigh ����� ������µ�µ���� ���� ������� �����, ������ :

�min ⌘ �1 < �2 < ... < �M ⌘ �max.

����� ����µ� ���� �������µ��� ���������, �� ����������µ� ��� ���� ��� ������
���� ���������� :

HM = {h 2 RM : ||h||22 = 1},

� ����� ��� Rayleigh R(h) ������� �� µ������ ��µ� ��� �� ��������µ� �� h �� ������-
����µ� qM ��� ����������� ��� µ������ ������µ� ��� µ������, ������ :

�max ⌘ �M = max
h2HM

R(h) ⌘ R(qM )

qM = arg max
h2HM

R(h).

���������� ������ µ�����µ� �� ���µ� ��� � �������� ����� ������� ��� �������� ��µ�
��� µ����� �� ����� �� �����µ��������µ� �� ����������µ� q1, ��� ����������� ����
�������� ������µ�, ������ :

�min ⌘ �1 = min
h2HM

R(h) ⌘ R(q1)

q1 = arg min
h2HM

R(h).

���µ����, �� ��� ������� ������µ�� ��������� ��� µ������ ��� �������� ��µ� ��� �����
��� ���������� ��� ��� ������ ��� ����������� ������µ���� ��������������� ��� ���-
�������� ��������. �� �����µ� ��� ������� ��� ����� �� ��������� ��� �� ���������
������µ�� ��� µ������ ������ ������µ���� ��������������. � ��������, ���� �� ��-
�µ� ��� ��������, ��� �������� �����µ� ����� ����������. ��� �� ����� ����, ��
����������µ� ��������� �� ���� ���������� ��� ������, ���� ����� ������ :

V
i

M�k+1 = {h 2 HM ��� Qh

k�1h = 0}, k = 2, 3, · · · , M�1, i = 1, · · · ,

 
M

M � k + 1

!

���� :

V
i

k
= {h 2 HM ��� Qh

M�k
h = 0}, k = 2, 3, · · · , M � 1, i = 1, · · · ,

 
M

k � 1

!
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���� Ql �� µ����� ��� ��������� ��� �� µ����� Q �� ��������µ� l ��� ��� M ������

��� ���
 

n

m

!
����� �� �������µ�� ��� n ��� m. �� ������ �� �������µ� ��� ���,

���� µ�����µ� �� �����������µ� ��� ��� �������� �������, ��� ���� ��µ� ��� k, ��
������, ��� ��������µ� ��� ������������ ����� V

i

k
��� µ�����µ� �� ������µ� ���

��� �������� ������� �����
 

M

k � 1

!
.

����, � k���� ������µ� ��� µ������ Q µ����� �� ������������� �� � �������� ��µ� ���
��������� ������µ���� ��������������� :

�k = max
VM�k+1

min
h

R(h)

���� :
�k = min

Vk

max
h

R(h).


