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Εκµάθηση Λεξικου
Ως λεξικό ορίζουµε µία συλλογή από στοιχειώδη δοµικά στοιχεία µε τα οποία µπορο-

ύµε να συνθέτουµε σύνθετα. Σε παραλληλισµό µε την γραµµική άλγεβρα, τα στοιχειώδη
αυτά δοµικά στοιχεία είναι διανύσµατα τα οποία δεν είναι ορθογώνια απαραίτητα µετα-
ξύ τους και το πλήθος τους είναι κατά πολύ µεγαλύτερο από τον ελάχιστο αριθµό που
απαιτεί ο ορισµός µίας ϐάσης του διανυυσµατικού χώρου (υπερπλήρης ϐάση), µε γραµ-
µικούς συνδυασµούς των οποίων µπορούµε να συνθέσουµε άλλα διανύσµατα. Συνήθως,
τα δοµικκά στοιχεία του γραµµικού συνδυασµού υπακούουν κάποιους περιορισµούς,
για να έχει νόηµα και η ανάλυση. Στην συγκεκριµένη περίπτωση ϑα ϑέσουµε τον πε-
ϱιορισµό να µην χρησιµοποιούνται πάνω από S δοµικά στοιχεία για την αναπαράσταση
του τελικού διανύσµατος.
΄Εστω {d_k}Kk=1 µε dk ∈ Rn, ένα σύνολο τέτοιων διανυσµάτων και έστω {xk}Kk=1 µε
xk ∈ R έτσι ώστε :

y =

K∑
k=1

dkxk = dT
k x (1)

όπου y ∈ Rn. Αυτό µας δίνει την δυνατότητα χρησιµοποιώντας το ίδιο σύνολο {dk}Kk=1

να συνθέσουµε εν δυνάµει άπειρα στο πλήθος διανύσµατα y, αλλάζοντας τα ϐάρη του
γραµµικού συνδυασµού, δηλαδή τα xk.
Αντίστροφα, εάν διαθέτουµε το διάνυσµα y, ϑα µπορούσαµε να το αναλύσουµε όπως
υποδεικνύει η Σχέση (1).

Στη γενική περίπτωση, εάν διαθέτουµε ένα µητρώο Y ∈ Rn×N από διανύσµατα
τύπου y τότε, χρησιµοποιώντας τη Σχέση (1), αυτό µπορεί να αναλυθεί ως ακολούθως:

Y = DX (2)

όπου, X ∈ RK×N και η l0 ψευδονόρµα κάθε στήλης του1 µητρώου X ϕράσσεται από
πάνω από µία σταθερά T << K, δηλαδή ||xn||0 ≤ T, n = 1, · · · , N .

Σε κάθε περίπτωση ϐλέπουµε πως η Σχέση (2) δεν µπορεί να τηρείται αυστηρά. Για
αυτό καταφεύγουµε σε ελαχιστοποίηση της διαφοράς των µελών της, οριζόντας το α-
κόλουθο πρόβληµα ϐελτιστοποίησης :

P : min
X, D
{‖Y −DX‖2F } s.t. ‖xn‖0 ≤ T, n = 1, . . . , N. (3)

όπου ‖·‖F η νόρµα Frobenius.
Ωστόσο, είναι ϕανερό ότι απαιτείται η επίλυση δύο ξεχωριστών προβληµάτων τα οποία

δεν µπορούµε να λύσουµε ταυτόχρονα. Συγκεκριµένα:

• P1: Το πρώτο πρόβληµα είναι αυτό της αραιής κωδικοποίησης το οποίο µπορεί
να διατυπωθεί ως εξής : ∆οθέντος ότι τα µητρώα D και Y είναι γνωστά, χρειαζόµα-
στε το X εκείνο που κάθε στήλη του υπακούει, ως προς την l0 ψευδονόρµα της,

1Η l0 ψευδονόρµα ενός διανύσµατος εκφράζει το πλήθος των µη µηδενικών στοιχείων του.
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τον περιορισµό της Σχέσης (2). Με άλλα λόγια ψάχνουµε µία αραιή κωδικοποίηση
του Y . Ορίζοντας το πρόβληµα πιο αυστηρά, έχουµε:

P1 : X∗ = argmin
X
{‖Y −DX‖2F } s.t. ‖xn‖0 ≤ T, n = 1, . . . , N. (4)

• P2: Το δεύτερο πρόβληµα είναι αυτό της εκµάθησης λεξικού το οποίο µπορεί
να διατυπωθεί ως εξής : ∆οθέντος του µητρώου X να ϐρεθεί το µητρώο D ώστε να
ισχύει η Σχέση (2). Η αυστηρή µαθηµατική διατύπωση του προβλήµατος είναι η
ακόλουθη:

P2 : D∗ = argmin
D
{‖Y −DX‖2F }. (5)

Για την άσκηση αυτή ϑα χρησιµοποιήσουµε συγκεκριµένους αλγορίθµους της ϐι-
ϐλιογραφίας για την επίλυση κάθε προβλήµατος. Συγκεκριµένα, για :

• την εκµάθηση του λεξικού ϑα χρησιµοποιηθεί ο αλγόριθµος KSVD και

• για την αραιή κωδικοποίηση ϑα χρησιµοποιηθεί ο αλγόριθµος GenOMP .

Παρακάτω ακουλουθούν οι κώδικες και για τους δύο αλγόριθµους καθώς και ο αλγόριθ-
µος εκµάθησης λεξικού που λύνει το συνδυαστικό πρόβληµα.

΄Οπως είπαµε το αρχικό πρόβληµα είναι να ϐρούµε D,X που να ελαχιστοποιούν το
σφάλµα ‖Y −DX‖2F . Αφού το αναλύσουµε σε δύο ξεχωριστά υποπροβλήµατα παίρ-
νουµε τον αλγόριθµο που ϕαίνεται παρακάτω. ΄Οπως µπορούµε να δούµε παρακάτω

Algorithm 1 Dictionary Learning (DL)
Input : D ∈ Rn×K , Y ∈ Rn×N , ε, T0 ∈ R, noEpochs ∈ Z+

Output : D∗ ∈ Rn×K ,

t← 1

for (epoch = 1 : noEpochs) do

for i = 1 : N do

X(:, i)← GenOMP (D, y, T0, ε)

(D,X) = KSVD(D,X, Y )

return D,X

ο αλγόριθµος GenOMP ξεκινώντας µε ένα λεξικό και ένα διάνυσµα που ϑέλουν να
περιγράψουµε µε αυτό το λεξικό, ψάχνει µε άπληστο τρόπο ένα υποσύνολο το πολύ T
διανυσµάτων του D ώστε να ελαχιστοποιεί το σφάλµα της Σχέσης (4). Η συνθήκη που
τερµατίζει των αλγόριθµο είναι είτε ότι ϕτάσαµε το πλήθος διανυσµάτων που ϑέλουµε
(ώστε να ϑεωρείται η αναπαράσταση αραιή) ή ότι περιγράψαµε αρκετά καλά το διάνυ-
σµα y (δηλαδή το σφάλµα είναι µικρότερο από ένα προκαθοριµένο αριθµό ε). Τέλος, ο
αλγόριθµος επιστρέφει ένα αραιό διάνυσµα x που κωδικοποιεί το διάνυσµα εισόδου y.
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Ο αλγόριθµος αυτός έχει δύο µειονεκτήµατα: Πρώτον, παγιδεύεται σε τοπικά ε-
λάχιστα. ∆ηλαδή δεν ϐρίσκει ντετερµινιστικά την ϐέλτιστη αραιή αναπαράσταση του
διανύσµατος y. ∆εύτερον, ο χρόνος εκτέλεσης αυξάνεται γραµµικά µε το κατώφλιο T .
Με άλλα λόγια εάν ϑέλαµε να αναπαραστήσουµε το διάνυσµα εισόδου y µε διπλάσιο
αριθµό ατόµων του λεξικού, ϑα έπρεπε να εκτελέσουµε διπλάσιο αριθµό επαναλήψεων.

Παρατηρήστε, επίσης, πως πριν την επιλογή κάθε ατόµου από το λεξικό, το σφάλµα
rt ορθογωνοποιείται ως προς το πιο πρόσφατα επιλεγµένο άτοµο, ώστε αυτό να µην
ξαναεπιλεγεί στην επόµενη επανάληψη. Αυτόεπιτυγχάνεται µε τη χρήση του µητρώου:

P = I −DSt(DT
StDSt)−1DT

St

το οποίο, όπως εύκολα µπορεί κανείς να αποδείξει, είναι ένα µητρώο ορθογώνιας προ-
ϐολής.

Algorithm 2 Generalized Orthogonal Matching Pursuit (GenOMP)
Input : D ∈ Rn×K ,y ∈ Rn, ε, T0 ∈ R
Output : x ∈ RK

r0 ← y

S0 ← ∅
t← 1

while (‖rt‖2 > ε) ∧ (|S| ≤ T0) do

kt = argmax{|dT
k rt−1|}

St ← St−1 ∪ kt
x(kt)← dT

kt
rt−1

rt ← (I −DSt(DT
StDSt)−1DT

St)y

t← t+ 1

return x

΄Οσον αφορά την εκµάθηση του λεξικού ο KSVD αναλύει το σφάλµα σε αυτό που
οφείλεται σε ένα συγκεκριµένο άτοµο του λεξικού και στο υπόλοιπο. Αυτό του επιτρέπει
να ενηµερώνει το λεξικό άτοµο προς άτοµο µε τον υπολογισµό µόνο ενός rank − 1

µητρώου.

‖Y −DX‖2F =

∥∥∥∥∥∥Y −
K∑
j=1

djx
t
j

∥∥∥∥∥∥
2

F

=

∥∥∥∥∥∥Y −
K∑

j 6=k

djx
t
j − dkx

t
k

∥∥∥∥∥∥
2

F

=
∥∥Ek − dkx

t
k

∥∥2
F

(6)

όπου xt
k η k-οστή γραµµή του X. Σύµφωνα µε την Ανάλυση Ιδιάζουσων Τιµών, ένα

µητρώο τάξης n µπορεί να αναλυθεί σε άθροισµα n rank − 1 µητρώων. ∆ηλαδή:

A =

n∑
i=1

uiλiv
T
i

Οπότε εάν ϑέλουµε η Σχέση (6) να ελαχιστοποιείται, εφόσον το Ek είναι σταθερό, µπο-
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ϱούµε να αντικαταστήσουµε όπου dk,x
k
T τα u και λvT , αντίστοιχα.

Algorithm 3 KSVD
Input : D ∈ Rn×K , Y ∈ Rn×N , X ∈ RK×N

Output : D ∈ Rn×K , X

for i = 1 : K do

E = Y −DX +D(:, k)X(k, :)

ind← X(k, :) not 0

Ereduced = E(:, ind)

U, S, V ← SV D(Ereduced)

(u, s,v)← (U(:, 1), S(1, 1), V (:, 1))

D(:, k)← u

X(k, :)← 0

X(k, ind)← s,vT

return D,X

Τέλος, να αναφέρουµε πως ένα λεξικό έχει σκοπό να µπορεί να περιγράψει δεδοµένα
σε έναν χώρο χωρίς να χρειάζεται να τον καλύπτει ολόκληρο. ΄Ετσι µπορεί να διατηρεί
µόνο της πληροφορία που αφορά τα δεδοµένα εκπαίδευσης και να επιτρέπει κωδικο-
ποιήσεις µε πολύ λίγα άτοµα (χαµηλής τάξης). Αυτό προϋποθέτει ότι ο πληθάριθµος
των ατόµων είναι µεγαλύτερος από την διάσταση του χώρου στον οποίο ϐρίσκονται. ∆η-
λαδή, εάν τα άτοµα ανήκουν στον R64 τότε διαθέτουµε τουλάχιστον 65 από αυτά. Σε
κάθε περίπτωση, επειδή το λεξικό διαµορφώνεται ανάλογα µε το είδος των δεδοµένων
που ϑέλουµε να αναπαραστασήσουµε, χρειαζόµαστε όσο περισσότερα δείγµατα από τα
δεδοµένα αυτά. Επειδή ϐασίζουµε την εκπαίδευση του λεξικού στην Ευκλείδια νόρµα,
ποτέ δύο εικόνες δεν πρόκειται να είναι αρκετά κοντά ώστε να τις οµαδοποιήσουµε,
ακόµη και αν αυτές απεικονίζουν παρόµοιας κλάσης αντικείµενα. Για αυτό καταφε-
ύγουµε σε περιγραφή κοµµατιών της εικόνας, κάτι το οποίο µας ϐολεύει τόσο για την
διάσταση των δεδοµένων όσο και για το πλήθος τους (ϐλ. Υπόδειξη 2 για περισσότερες
πληροφορίες). Το πόσο µικρό ή µεγάλο πρέπει να είναι ένα κοµµάτι είναι µέρος µίας
συζήτησης που ξεφεύγει από τα όρια αυτής της εργασίας.

∆ιαδικασια
Στο πλαίσιο αυτής της άσκησης, καλείστε να:

1. Αναπτύξετε στο περιβάλλον Matlab (και Python(bonus)), τον αλγόριθµο DL α-
κριβώς όπως αυτός ορίστηκε παραπάνω. Φροντίστε, για την δική σας ευκολία,
να αναπτύξετε ξεχωριστές συναρτήσεις για την υλοποίηση του GenOMP και της
KSVD.

2. Παρουσιάστε σε γράφηµα: το συνολικό µέσο τετραγωνικό σφάλµα ‖Y −DX‖2F
για κάθε epoch, εκπαιδεύοντας το λεξικό στις training εικόνες.
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3. (Bonus) Παρουσιάστε την αρχική και τελική µορφή του λεξικού D σε µορφή
εικόνας. ∆ηλαδή, κάθε διάνυσµά του ϑα µετασχηµατίζεται σε ένα τετραγωνικό
µητρώο. Κάθε τέτοιο µητρώο ϑα εισάγεται σε ένα µεγαλύτερο µητρώο ώστε να
προκύπτει µια οπτικοποιηµένη µορφή των ατόµων του λεξικού.

5. Παρουσιάστε το σφάλµα ανακατασκευής για όλες τις testing εικόνες, αφού έχε-
τε τελειώσει µε την εκπαίδευση του λεξικού. Σχολιάστε το σφάλµα ως προς το
είδος της κάθε testing εικόνας. Εάν ϑέλετε να χρησιµοποιείσεται δικές σας ει-
κόνες κάντε το. Φροντίστε, ωστόσο, να διατηρείται το µοτίβο των εικόνων που σας
δίνονται. Οι training εικόνες ϑα πρέπει να είναι οµοειδής. Ενώ οι testing ϑα
πρέπει αν περιέχουν µία εικόνα από το τεστινγ και µία εικόνα ίδιας κλάσης µε το
training.

Υποδείξεις :

1. Το λεξικό D και το µητρώο X ϑα πρέπει να αρχικοποιούνται µε τυχαίο τρόπο.
Χρησιµοποιείστε την συνάρτηση randn τηςMatlab και την numpy.random.rand
της Python.

2. Τα δεδοµένα Y (ϑα τα ϐρείτε στο αρχείο dataset.zip) ϑα πρέπει να ϐρίσκονται
σε διανυσµατική µορφή. ∆ηλαδή κάθε στήλη του µητρώου Y ϑα πρέπει να πε-
ϱιέχει µία εικόνα. Χρησιµοποιείστε τη συνάρτηση reshape της Matlab και την
numpy.reshape της Python για το σκοπό αυτό. Επειδή, συνήθως, µία εικόνα
επιβάλλει πολύ µεγάλη διάσταση στο Y (π.χ. µία εικόνα διάστασης 100 × 100

αν διανυσµατοποιηθεί ϑα ϐρίσκεται στο R10000) είναι καλύτερο να χωρίσετε τις
εικόνες σε block διάστασης της επιλογής σας (όπως 8× 8) και να διανυσµατοποι-
ήσετε εκείνα. ΄Επειτα, µπορείτε να συνθέσετε ένα µητρώο Y µε 64 γραµµές και
#blocks στήλες. Κατ΄ αυτόν τον τρόπο ϑα διαθέτετε και σχετικά µικρή διάσταση
δεδοµένων και πολύ µεγάλο πλήθος από αυτά. (Οι εικόνες που σας δίνονται έχουν
διαστάσεις ακαίρεα πολλαπλάσια του 8, για δική σας ευκολία.)

3. Το µητρώο Y ϑα πρέπει επίσης να κανονικοποιηθεί ώστε κάθε διάνυσµα του να
έχει µέτρο 1.

4. Το µητρώο D ϑα πρέπει επίσης να είναι κανονονικοποιηµένο όπως το Y .

5. Προσεξτε οι εικόνες που ϑα χρησιµοποιηθουν για την εκπαίδευση του λεξικού
να µην χρησιµοποιηθούν και για το testing (πλην µίας, όπως αναφέρεται στο
Ερώτηµα 5).


