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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

΄Αδειες Χρήσης

• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό υπόκειται σε άδειες χρήσης
Creative Commons.

• Για εκπαιδευτικό υλικό, όπως εικόνες, που υπόκειται σε
άλλου τύπου άδειας χρήσης, η άδεια χρήσης αναφέρεται
ϱητώς.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Χρηµατοδότηση

• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στα πλαίσια του
εκπαιδευτικού έργου του διδάσκοντα.

• Το έργο «Ανοικτά Ακαδηµαϊκά Μαθήµατα στο Πανεπιστήµιο
Πατρών» έχει χρηµατοδοτήσει µόνο τη αναδιαµόρφωση του
εκπαιδευτικού υλικού.

• Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού
Προγράµµατος «Εκπαίδευση και ∆ια Βίου Μάθηση» και
συγχρηµατοδοτείται από την Ευρωπαϊκή ΄Ενωση (Ευρωπαϊκό
Κοινωνικό Ταµείο) και από εθνικούς πόρους.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Σκοπός Ενότητας

Η έννοια του Γραµµικού Μετασχηµατισµού

Το µητρώο Γραµµικού Μετασχηµατισµού

Αλλαγή ϐάσης

∆ιαγωνοποίηση και Ψευδοαντίστροφος
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Περιεχόµενα

1 Υπενθύµιση

2 Γραµµικοί Μετασχηµατισµοί
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση

Υπενθύµιση και πρόγραµµα διάλεξης

1 Σχετικά µε το SVD.

2 Ιδιότητες και χρήση στην προσέγγιση µητρώου µε µητρώα µειωµένης τάξης

3 Σχετικά µε τον υπολογισµό του SVD.

4 Ψευδοαντίστροφο µητρώο και SVD.

5 Εισαγωγή στους Γραµµικούς Μετασχηµατισµούς.

Σήµερα συζητάµε τους Γραµµικούς Μετασχηµατισµούς:

1 Ορισµένοι ενδιαφέροντες στοιχειώδεις γραµµικοί
µετασχηµατισµοί

2 Αναπαράσταση γραµµικών µετασχηµατισµών µε µητρώα
3 Επίλυση γραµµικού συστήµατος : Ερµηνεία ως αλλαγή ϐάσης

αναπαράστασης
4 Πολλαπλασιασµός µητρώου-διανύσµατος : Ερµηνεία ϐάσει

ιδιοδιανυσµάτων και ιδιοτιµών
5 Σύνθεση Γραµµικών Μετασχηµατισµών
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση

Υπό συζήτηση ενότητες

6 / 36



Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Γραµµικοί Μετασχηµατισµοί

Μητρώα και Γραµµικοί µετασχηµατισµοί (Strang, κεφ. 7)

Ορισµός

΄Ενας µετασχηµατισµός T : V → W µεταξύ δ.χ. V και W για τον οποίο
ισχύει ότι

T (αv + βw) = αT (v) + βT (w)

καλείται γραµµικός µετασχηµατισµός (ΓΜ). Από τη γραµµικότητα έπεται
ότι T (0) = 0.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Γραµµικοί Μετασχηµατισµοί

Παραδείγµατα

Παράδειγµα : V = R3,W = R και T τ.ώ. T

(
x

y

z

)
= 3x − 2y + z.

Παράδειγµα V = R3,W = R3 και T

(
x

y

z

)
=

(
x

0
z

)
(προβολή)

Παράδειγµα V = R3,W = R2, T τ.ώ. T

(
x

y

z

)
=

(
x

z

)
.

Παράδειγµα : V = R3,W = R2, και T τ.ώ. T

(
ξ1
ξ2
ξ3

)
=

(
γ1ξ1
γ2ξ2

)
Παράδειγµα : V = R2,W = R3, και T τ.ώ. T

(
ξ1
ξ2

)
=

(
γ1ξ1
γ2ξ2

0

)
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Γραµµικοί Μετασχηµατισµοί

Ποικιλία µετασχηµατισµών

Κλιµάκωση, ∆ιάτµηση, Προβολή, Περιστροφή, Ανάκλαση, Ανύψωση

Παρατήρηση :

Οι παραπάνω ΓΜ αναπαρίστανται µε µητρώα µε ειδική δοµή.

Σε πολλές περιπτώσεις, το σύνολο των ΓΜ µιας κατηγορίας
ικανοποιεί τις απαραίτητες συνθήκες ως προς τη σύνθεση ΓΜ για
να χαρακτηριστεί αλγεβρική οµάδα.

Τα αντίστοιχα µητρώα αποτελούν οµάδα ως προς τον
πολλαπλασιασµό.

Για παράδειγµα, οι ορθογώνιοι µετασχηµατισµοί, δηλ. όσοι
διατηρούν την ευκλείδεια απόσταση.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Γραµµικοί Μετασχηµατισµοί

Ορθογώνια οµάδα O(n) I

Αποτελείται από τους ΓΜ που διατηρούν τις ευκλείδειες αποστάσεις και
το ευκλείδειο µέτρο :

O(n) = {T |‖u‖2 = ‖T (u)‖2,∀u ∈ V}

Τα µητρώα που αναπαριστούν αυτούς τους µετασχηµατισµούς είναι
ορθογώνια.

Τα µητρώα που αναπαριστούµε αυτούς τους µετασχηµατισµούς
είναι ορθογώνια.

η ορίζουσα των µητρώων της O(n) είναι ±1.

Τα µητρώα µε ορίζουσα 1 αντιστοιχούν σε ειδική ορθογώνια
οµάδα µε το όνοµα SO(n).
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Γραµµικοί Μετασχηµατισµοί

Ορθογώνια οµάδα O(n) II

Το σύνολο των ΓΜ O(n) είναι αλγεβρική οµάδα ως προς τη σύνθεση
(πολλαπλασιασµό µητρώων) γιατί:

1 είναι κλειστό ως προς τη σύνθεση (αντίστοιχα, ως προς τον
πολλαπλασιασµό)

2 ισχύει η προσεταιριστική ιδιότητα

3 περιέχει τον ταυτοτικό µετασχηµατισµό

4 περιέχει τον αντίστροφο µετασχηµατισµό
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Γραµµικοί Μετασχηµατισµοί

Ορθογώνιοι µετασχηµατισµοί

Οποιοδήποτε ορθογώνιο µητρώο 2× 2 ϑα είναι της µορφής(
±ζ ±

√
1− ζ2

±
√

1− ζ2 ±ζ

)
για παράδειγµα

περιστροφή

(
cosφ sinφ
− sinφ cosφ

)
,

ανάκλαση

(
cosφ sinφ
sinφ − cosφ

)
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Γραµµικοί Μετασχηµατισµοί

Υπερβολική περιστροφή
Είναι µετασχηµατισµοί της µορφής(

cosh(ψ) sinh(ψ)
sinh(ψ) cosh(ψ)

)
Ονοµάζονται υπερβολικές περιστροφές γιατί αν [α, β] είναι
οποιοδήποτε σηµείο που κείται επί της µοναδιαίας υπερβολής, δηλ.

{(α, β)|α2 − β2 = 1}
οπότε υπάρχει θ τ.ώ.

α = cosh(θ), β = sinh(θ)

ισχύει ότι(
cosh(ψ) sinh(ψ)
sinh(ψ) cosh(ψ)

)(
cosh(θ)
sinh(θ)

)
=

(
cosh(ψ) cosh(θ) + sinh(ψ) sinh(θ)
sinh(ψ) cosh(θ) + cosh(ψ) sinh(θ)

)
=

(
cosh(θ + ψ)
sinh(θ + ψ)

)
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Μετατόπιση κατά u0 6= 0 T v = v + u0 δεν είναι ΓΜ
Παραγώγιση V =W το σύνολο των πραγµατικών συναρτήσεων µίας
µεταβλητής που διαθέτουν παραγώγους όλων των τάξεων και D ο
τελεστής παραγώγισης.



Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Γραµµικοί Μετασχηµατισµοί

Θεµελιώδης γραµµικός µετασχηµατισµός

Αν A ∈ Rm×n και ορίσουµε

T : Rm → Rn ως T (v) = Av

ο µετασχηµατισµός T είναι γραµµικός.

Απόδειξη.

T (αv1+βv2) = A(αv1+βv2) = αAv1+βAv2 = αT (v1)+βT (v2).

ΠΡΟΣΟΧΗ Αυτό είναι το πιο σηµαντικό και γενικό είδος ΓΜ. Μπορούµε
να αναπαραστήσουµε οποιονδήποτε ΓΜ µε µητρώο.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Γραµµικοί Μετασχηµατισµοί

Πυρήνας και εικόνα

Για κάθε γραµµικό µετασχηµατισµό T : V → W ,

Πεδίο ορισµού ο δ.χ. V επί των στοιχείων του οποίου εφαρµόζεται ο T .

Συµπεδίο ο δ.χ. W στον οποίον απεικονίζονται τα στοιχεία του V µε
την εφαρµογή του T .

Πεδίο τιµών image(T ) := {T v|v ∈ V} ⊆ W (σύνολο εξαγοµένων
στοιχείων)

Πυρήνας kernel(T ) := {v ∈ V|T v = 0} ⊆ V
Αν AT είναι µητρώο που αντιστοιχεί στον T τότε

image(T ) = range(AT ), kernel(T ) = null(AT )
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Γραµµικοί Μετασχηµατισµοί

Οµοπαραλληλικός µετασχηµατισµός

Αν b 6= 0, ο µετασχηµατισµός x → Ax + b δεν είναι ΓΜ.

΄Εχει όµως ένα ιδιαίτερο χαρακτηριστικό : Αν T (x) = Ax + b τότε

T (x1)− T (x2) = A(x1 − x2) ∈ range(A)

∆ηλαδή το διάνυσµα της διαφοράς δύο οιονδήποτε διανυσµάτων
που ανήκουν στο πεδίο τιµών του T ανήκει πάντα σε έναν
υπόχωρο (στην περίπτωσή µας στον range(A).) Για το λόγο αυτό,
το σύνολο των τιµών {y = Ax + b|x ∈ V} καλείται πεπλατυσµένο1

(flat) ή συσχετισµένος χώρος (affine space).

Η ονοµασία flat προέρχεται από την ιδιότητα ότι το διάνυσµα που
συνδέει οποιαδήποτε στοιχεία κείται εξ ολοκλήρου σε έναν
διανυσµατικό υπόχωρο (το επίπεδο).

1∆είτε Strang σελ. 564-5.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Γραµµικοί Μετασχηµατισµοί

ΓΜ και Μητρώα

Βασική ιδέα

Κάθε ΓΜ µπορεί να αναπαρασταθεί µε µητρώο

Βασικά ερωτήµατα Ποιό είναι το µητρώο ; Είναι µοναδικό ; Πώς το
κατασκευάζουµε ;

Ισχύει λόγω γραµµικότητας

v = γ1v1 + · · · γnvn ⇒ T (v) = γ1T (v1) + · · · γnT (vn)

Προσοχή: Αν {v1, ..., vn} είναι ϐάση του V και είναι γνωστά τα διανύ-
σµατα T (v1), . . . , T (vn), τότε από τη γραµµικότητα είµαστε σε ϑέση
να κατασκευάσουµε οποιοδήποτε διάνυσµα T (v) συνδυάζοντας µε
τους ίδιους συντελεστές γi τα διανύσµατα T (v1), . . . , T (vn).
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Γραµµικοί Μετασχηµατισµοί
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Γραµµικοί Μετασχηµατισµοί

Κεντρική ιδέα

Στόχος : Να κατασκευάσουµε µητρώο για την αναπαράσταση του T .
Παρατήρηση : Το µητρώο εξαρτάται από τις ϐάσεις των δ.χ. V,W.

1 Επιλέγουµε ϐάση για τοW .
2 Εκφράζουµε κάθε διάνυσµα T (vj) ως προς αυτή τη

ϐάση.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Γραµµικοί Μετασχηµατισµοί

Παραδείγµατα

T : R2 → R3 τ.ώ. για κάθε x ∈ R2,

(
1
0

)
→

−2
3
4

 ,

(
0
1

)
→

3
3
3

⇒
−2 3

3 3
4 3


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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Γραµµικοί Μετασχηµατισµοί

Βάσεις και µητρώα
Ενότητα 7.3 (Strang)

∆οθείσης µίας ϐάσης {v1, . . . , vn} για το δ.χ. Rn, µπορούµε να
αναπαραστήσουµε κάθε διάνυσµα v ως γραµµικό συνδυασµό αυτών των
διανυσµάτων :

v = α1v1 + · · ·+ αnvn

και εν συντοµία v = Va όπου V = (v1, ..., vn).

Το V αποκαλείται µητρώο ϐάσης.
Το V ∈ Rn×n (προσέξτε - αναφερόµαστε σε ϐάση όλου του Rn) είναι
αντιστρέψιµο, άρα ισχύει ότι

v = V(V
−1

v), όπου a = V
−1

v.

Τα στοιχεία του a = V
−1

v είναι οι συντεταγµένες του v ως προς τη ϐάση
V .
Το V

−1 αποκαλείται µητρώο αλλαγής ϐάσης.
Η ϐάση {e1, . . . , en} αποκαλείται κανονική ϐάση. Το µητρώο ϐάσης γι΄
αυτήν είναι το ταυτοτικό (I).
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Γραµµικοί Μετασχηµατισµοί

Ο ϱόλος των ϐάσεων στους ΓΜ
΄Εστω ο µετασχηµατισµός T : V → W και τα µητρώα ϐάσης V = (v1, ..., vn) και
W = (w1, ...,wm) για τον καθένα. Για κάθε vj ,

T (vj) = Waj , όπου aj =

α1,j

...
αm,j

 , για j = 1, . . . , n.

΄Αρα

(T (v1) · · · T (vn)) = (w1, ...,wn)

α1,1 · · · α1,n

...
. . .

...
αm,1 · · · αm,n


άρα

w = T (v) = γ1T (v1) + · · ·+ γnT (vn)

w = WAT c, όπου c = (γ1, . . . , γn)
>.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Γραµµικοί Μετασχηµατισµοί
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Γραµµικοί Μετασχηµατισµοί

Κάθε γραµµικός µετασχηµατισµός T : V → W
µπορεί να αναπαρασταθεί µε µητρώο, AT , που
εξαρτάται από τις ϐάσεις στα V ,W .
Ανάλογα µε την επιλογή ϐάσεων το µητρώο που
αναπαριστά τον µετασχηµατισµό µπορεί να είναι
διαφορετικό. Επιτελεί όµως τον ίδιο µετασχηµατισµό !
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Γενικά Τα στοιχεία του µητρώου AT προκύπτουν από τις εκφράσεις

T (v1) = α11w1 + · · ·+ αm1wm

...
...

...

T (vn) = α1nw1 + · · ·+ αmnwm,

AT =

α11 · · · α1n

...
. . .

...
αm1 · · · αmn


ΠΡΟΣΟΧΗ Αν κάποια ϐάση αλλάξει, αλλάζει και το µητρώο (αλλά ο
µετασχηµατισµός παραµένει ίδιος).



Γενικά Τα στοιχεία του µητρώου AT προκύπτουν από τις εκφράσεις

T (v1) = α11w1 + · · ·+ αm1wm

...
...

...

T (vn) = α1nw1 + · · ·+ αmnwm,

AT =

α11 · · · α1n

...
. . .

...
αm1 · · · αmn



ΠΡΟΣΟΧΗ Αν κάποια ϐάση αλλάξει, αλλάζει και το µητρώο (αλλά ο
µετασχηµατισµός παραµένει ίδιος).



Γενικά Τα στοιχεία του µητρώου AT προκύπτουν από τις εκφράσεις

T (v1) = α11w1 + · · ·+ αm1wm

...
...

...

T (vn) = α1nw1 + · · ·+ αmnwm,

AT =

α11 · · · α1n

...
. . .

...
αm1 · · · αmn


ΠΡΟΣΟΧΗ Αν κάποια ϐάση αλλάξει, αλλάζει και το µητρώο (αλλά ο
µετασχηµατισµός παραµένει ίδιος).



Μητρώο µετασχηµατισµού ως προς τις τυπικές ϐάσεις

΄Οταν V = Rn,W = Rm µε τις τυπικές ϐάσεις

V = {e(1)
1 , . . . , e

(n)
n }, W = {e(m)

1 , . . . , e
(m)
m }

τότε το AT ∈ Rm×n είναι το µητρώο που στην στήλη j = 1, ..., n περιέχει

τους συντελεστές που εκφράζουν το T (e
(n)
j

) ως προς τη ϐάση

e
(m)
1 , ..., e

(m)
m .
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Γραµµικοί Μετασχηµατισµοί

Γραµµικοί µετασχηµατισµοί στον Απειροστικό Λογισµό
Υπενθύµιση Η παραγώγιση και η ολοκλήρωση είναι γραµµικοί µετασχηµατισµοί επί επιλεγµένων
διανυσµατικών χώρων (συναρτήσεων).

D(αf + βg) = αDf + βDg∫
(αf + βg) = α

∫
f + β

∫
g

Προσοχή: Ποιά είναι τα µητρώα ;

Βήµα 1: Πρέπει να ορίσουµε επακριβώς τους δ.χ. Για το συγκεκριµένο
µάθηµα2. Για παράδειγµα Pk , ο χώρος συναρτήσεων που είναι πολυώνυµα
ϐαθµού µικρότερου ή ίσου µε k . Θεωρούµε ότι

D : Pk → Pk−1

Βάσεις : V = {1, x, x2, ...., xk},W = {1, x, x2, ..., xk−1}.

AD =


0 1 0 · · · 0

0 0 2
. . .

...
...

. . .
. . .

. . .
0 k

 ∈ Rk×(k+1)

2... και για να αποφύγουµε την Συναρτησιακή Ανάλυση ...
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Γραµµικοί Μετασχηµατισµοί

η ολοκλήρωση ;

Προσοχή Αυτή τη ϕορά
∫

: Pk−1 → Pk . Χρησιµοποιώντας τις ίδιες ϐάσεις µε πριν :

A
∫ =


0 0 · · · 0
1 0 · · ·
0 1

2
· · ·

...
. . .

. . .

0 · · · 1
k

 ∈ R(k+1)×k

T (1 + 9x
2) = 1x + 3x

3 και µε µητρώα

0
1
0
3

 =


0 0 0
1 0 0
0 1

2
0

0 0 1
3

(1
0
9

)
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Γραµµικοί Μετασχηµατισµοί

Προσέξτε ότι

ADA
∫ =


0 1 0 · · · 0

0 0 2
. . .

...
. . .

. . .
. . .

...
0 · · · · · · k




0 0 · · · 0
1 0 · · ·
0 1

2
· · ·

...
. . .

. . .

0 · · · 1
k

 =


1 0 · · · 0

0 1
. . .

...
. . .

0 · · · 1

 = Ik

Ορολογία Το AD αποκαλείται αριστερό αντίστροφο του A
∫ . Υπάρχουν και αριστέρα αντίστροφα !

A
∫

AD =



0 0 · · · 0
1 0 · · ·
0 1

2 · · ·
.
.
.

. . .
. . .

0 · · · 1
k





0 1 0 · · · 0

0 0 2
. . .

.

.

.
. . .

. . .
. . .

.

.

.
0 · · · · · · k

 =



0 0 · · · 0
0 1 0

0
. . .

.

.

.
. . . 0

0 · · · 0 1


=

0 · · ·
.
.
. Ik


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Γραµµικοί Μετασχηµατισµοί

Μητρώα και Γραµµικοί Μετασχηµατισµοί I

Το µητρώο αναπαράστασης εξαρτάται από τις ϐασεις που επιλέγουµε.
Για ορισµένες ϐάσεις το µητρώο µπορεί να είναι πολύ πιο απλό από
άλλες. Θα είναι χρήσιµο να τις ϐρούµε !!!

Παράδειγµα Το µητρώο που αντιστοιχεί στον ταυτοτικό µετασχηµατισµό
ως προς τις ίδιες ϐάσεις είναι (προφανώς) το I. Αν οι ϐάσεις επιλεγούν
διαφορετικά, το µητρώο του ταυτοτικού µετασχηµατισµού ∆ΕΝ ϑα είναι
το I.
Π.χ. Μπορεί V =W = Rn ενώ V = span{e1, ..., en},
W = span{w1, ...,wn} όπου w

>
i

wj = δij αλλά V 6= W .
Τότε αν

ej = I(ej) =
∑

i

αijwi ⇒ AI =


α1,1 · · · α1,n

...
. . .

...

αn,1
... αn,m


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Γραµµικοί Μετασχηµατισµοί

Μητρώα και Γραµµικοί Μετασχηµατισµοί II

Σηµαντική περίπτωση : Αν ένα µητρώο, A, είναι διαγωνιοποιήσιµο, τα
ιδιοδιανύσµατα δηµιουργούν ϐάση. Τότε το µητρώο αναπαράστασης
του µετασχηµατισµού που επιτελείται από το A ως προς αυτή τη ϐάση
είναι διαγώνιο (το µητρώο των ιδιοτιµών):

y = Ax ⇔ V(V
−1

y) = V
−1

AV(V
−1

x) = Λ(V
−1

x).

Προσέξτε : Τα V
−1

x και V
−1

y είναι οι αναπαραστάσεις των
διανυσµάτων x, y στη ϐάση V .
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Ερµηνεία πολλαπλασιασµού µητρώου µε διάνυσµα µέσω του
SVD

∆ίνεται A ∈ Rm×n και έστω ότι x ∈ Rn και ότι A = UΣV
> το SVD του µητρώου.

Προσέξτε ότι y = Ax = U(Σ(V
>

x)) που είναι η αναπαράσταση του y ως
προς τη ϐάση που περιέχεται στο U.

V
>

x εκφράζει τις συνιστώσες του x ∈ Rn ως προς την ορθογώνια
ϐάση V . Επιτελείται ορθογώνιος µετασχηµατισµός του x (π.χ.
περιστροφή).

Σ(V
>

x) κλιµάκωση των στοιχείων του V
>

x και διατήρηση µόνο µερικών
από αυτά. Ειδικότερα όταν m ≥ n

Σ = Im,nΣ̂n,n

που επιτελεί πρώτα την κλιµάκωση των στοιχείων στις ϑέσεις
1, ..., n του V

>
x κατά σ1, . . . , σn και µετά ‘αναβιβάζει’ τα

στοιχεία του στον Rm. Αντίστοιχη ερµηνεία και όταν n ≥ m.

U(Σ(V
>

x)) ∆ηµιουργία του τελικού Ax ως γραµµικού συνδυασµού των
στοιχείων της ΟΚ ϐάσης U.

31 / 36



Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)
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Σύνθεση ΓΜ = Πολλαπλασιασµός µητρώων

Η σύνθεση των γραµµικών µετασχηµατισµών αναπαρίσταται ως πολ-
λαπλασιασµός µητρώων

Αν

S : U → V, T : V → W
T ◦ S : U → V → W

Αν αναπαραστήσουµε τον S µε το µητρώο AS και το T µε το AT , τότε ο
µετασχηµατισµός T ◦ S αναπαρίσταται από το γινόµενο AT AS .
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Αλλαγή ϐάσης : Παράδειγµα

Η επίλυση συστήµατος Ax = b ισοδυναµεί µε την απάντηση στο
ερώτηµα

Πώς εκφράζουµε το διάνυσµα b ως προς τη ϐάση [a1, ..., an];

Προφανώς για να υπάρχει λύση, ϑα πρέπει τα aj να είναι γραµµικά
ανεξάρτητα !

33 / 36



Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Γραµµικοί Μετασχηµατισµοί

Βιβλιογραφία I

G. Strang.

Εισαγωγή στη Γραµµική ΄Αλγεβρα.

Εκδόσεις Πανεπιστηµιου Πατρών, 2006.

34 / 36



Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Γραµµικοί Μετασχηµατισµοί

Σηµείωµα Αναφοράς
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Τέλος Ενότητας
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