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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Χρηµατοδότηση

• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στα πλαίσια του
εκπαιδευτικού έργου του διδάσκοντα.

• Το έργο «Ανοικτά Ακαδηµαϊκά Μαθήµατα στο Πανεπιστήµιο
Πατρών» έχει χρηµατοδοτήσει µόνο τη αναδιαµόρφωση του
εκπαιδευτικού υλικού.

• Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού
Προγράµµατος «Εκπαίδευση και ∆ια Βίου Μάθηση» και
συγχρηµατοδοτείται από την Ευρωπαϊκή ΄Ενωση (Ευρωπαϊκό
Κοινωνικό Ταµείο) και από εθνικούς πόρους.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Σκοπός Ενότητας

Εύρεση Ιδιοτιµών & Ιδιοδιανυσµάτων

∆ιαγωνοποιήση Μητρώων

Συµµετρικά, Συµµετρικά και Θετικά Ορισµένα, ΄Οµοια Μητρώα

Ανάλυση Ιδιαζουσών Τιµών (SVD)
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Περιεχόµενα

1 Υπενθύµιση

2 ∆ιάσπαση SVD (συνέχεια)
Υπολογίζοντας το SVD
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση

Υπενθύµιση και πρόγραµµα διάλεξης

Συζητάµε το Αλγεβρικό Πρόβληµα Ιδιοτιµών (ΑΠΙ)

1 Μέθοδος δύναµης (απλή µέθοδος υπολογισµού ιδιοζεύγους)

2 Ρίζες πολυωνύµου µε γραµµική άλγεβρα : το συνοδευτικό µητρώο.

3 Λύση γραµµικού συστήµατος από το ϕασµατικό ανάπτυγµα.

4 Παραγοντοποιήσεις µητρώων.

5 Εισαγωγή στην παραγοντοποίηση ιδιαζουσών τιµών.

Σήµερα ϑα συζητήσουµε :

1 Σχετικά µε το SVD.

2 Ιδιότητες και χρήση στην προσέγγιση µητρώου µε µητρώα µειωµένης
τάξης

3 Σχετικά µε τον υπολογισµό του SVD.

4 Ψευδοαντίστροφο µητρώο και SVD.

5 Εισαγωγή στους Γραµµικούς Μετασχηµατισµούς.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση

Υπό συζήτηση ενότητες
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

∆ιάσπαση SVD (συνέχεια)

Παραγοντοποιήσεις

Παραδείγµατα1
A = WKH όπου A ∈ Rm×n. Θέσαµε r = rank(A) (προσέξτε, ορισµένες

παραγοντοποιήσεις προϋποθέτουν τετραγωνικό A):

παραγοντοποίηση W K H

A = BC (τάξης) B ∈ Rm×r , r στήλες C ∈ Rr×n , µη µηδεν.

οδηγών A γραµµές ΑΓΚΜ

A = QR Q ∈ Rm×m ορθογώνιο R ∈ Rm×n άνω τριγωνικό

A = Q1R1 Q1 ∈ Rm×r , ΟΚ στήλες R1 ∈ Rr×r άνω τριγωνικό

A = QTQ
∗ (Schur) Q ορθοµοναδιαίο άνω τριγωνικό T Q

∗

A = XJX
−1 (ΑΠΙ) X αντιστρέψιµο µορφή Jordan J X

−1

A = XΛX
−1 διαγ/σιµο (ΑΠΙ) X αντιστρέψιµο διαγώνιο Λ X

−1

A = QΛQ
> συµµετρικό (ΑΠΙ) Q ορθογώνιο διαγώνιο Λ Q

>

Πρόκληση : Να διαγωνιοποιήσουµε οποιοδήποτε µητρώο (ακόµα και µη

τετραγωνικό) µε ορθογώνιους µετασχηµατισµούς.
1∆είτε τον εκτενή κατάλογο στο σύγγραµµα του Strang.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

∆ιάσπαση SVD (συνέχεια)

Παραγοντοποιήσεις
Παραδείγµατα1

A = WKH όπου A ∈ Rm×n. Θέσαµε r = rank(A) (προσέξτε, ορισµένες
παραγοντοποιήσεις προϋποθέτουν τετραγωνικό A):

παραγοντοποίηση W K H

A = BC (τάξης) B ∈ Rm×r , r στήλες C ∈ Rr×n , µη µηδεν.
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A = QΛQ
> συµµετρικό (ΑΠΙ) Q ορθογώνιο διαγώνιο Λ Q

>

A = UΣV
> (SVD) U ∈ Rm×m διαγ. Σ ≥ 0 ∈ Rm×n , V ∈ Rn×n

ορθογώνιο µε r ϑετικά στοιχεία ορθογώνιο

A = U1Σ̂V
>
1 (SVD) U1 ∈ Rm×r διαγ. Σ̂ ∈ Rr×r , V1 ∈ Rn×r

ΟΚ στήλες µε r ϑετικά στοιχεία ΟΚ γραµµές

Πρόκληση : Να διαγωνιοποιήσουµε οποιοδήποτε µητρώο (ακόµα και µη

τετραγωνικό) µε ορθογώνιους µετασχηµατισµούς.
1∆είτε τον εκτενή κατάλογο στο σύγγραµµα του Strang. 7 / 29



Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

∆ιάσπαση SVD (συνέχεια)

∆ιάσπαση ιδιάζουσας τιµής (SVD)

Κάθε µητρώο A ∈ Rm×n όπου m ≥ n µπορεί να παραγοντοποιηθεί ως
γινόµενο δύο ορθογώνιων U ∈ Rm×m,V ∈ Rn×n και ενός
πραγµατικού, µη αρνητικού και διαγώνιου µητρώου Σ ∈ Rm×n ως εξής

A = UΣV
> = U

(
Σ̂
0

)
V
>,

όπου U
>

U = Im,V
>

V = In, Σ̂ ∈ Rn×n,

και Σ̂ = diag(σ1, ..., σn) ≥ 0.

Επίσης, σ1 ≥ σ2 ≥ · · · ≥ σr > 0 ενώ σr+1 = · · · = σn = 0. Μετά από
τις απαραίτητες τροποποιήσεις, υπάρχει αντίστοιχη παραγοντοποίηση
όταν m ≤ n.

Από το SVD µαθαίνουµε σχεδόν τα πάντα για το µητρώο
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

∆ιάσπαση SVD (συνέχεια)

Ορολογία και παρατηρήσεις

΄Εστω ότι A = UΣV
> είναι η SVD του A.

Τα διαγώνια στοιχεία του A λέγονται ιδιάζουσες τιµές του A. Θεωρούµε
ότι σ1 ≥ σ2 ≥ · · · ≥ σmin(m,n).

Οι στήλες του U ονοµάζονται αριστερά ιδιάζοντα διανύσµατα. Προσέξτε
ότι είναι τα ορθοκανονικά ιδιοδιανυσµατα του AA

>.

Οι στήλες του V ονοµάζονται δεξιά ιδιάζοντα διανύσµατα. Προσέξτε ότι
είναι τα ορθοκανονικά ιδιοδιανυσµατα του A

>
A.

τάξη του A ο αριθµός των µη µηδενικών στοιχείων της διαγωνίου του Σ.

ΟΚ ϐάση για range(A) οι στήλες του U1 = [u1, ..., ur ]

ΟΚ ϐάση για null(A) οι στήλες του V2 = [vr+1, ..., vn]

ΟΚ ϐάση για range(A
>) οι στήλες του V1 = [v1, ..., vr ]

ΟΚ ϐάση για null(A
>) οι στήλες του U2 = [ur+1, ..., um]
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

∆ιάσπαση SVD (συνέχεια)

=

UA

0

0

Σ V
>

0
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

∆ιάσπαση SVD (συνέχεια)

= r

UA

0

0
r

Σ V
>

0

11 / 29



Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

∆ιάσπαση SVD (συνέχεια)

= r

UA

0

0
r

Σ V
>

0

U1 = U:,1:r U2 = U:,r+1:m V1 = V:,1:r V2 = V:,r+1:n

range(A) null(A
>) range(A

>) null(A)

A = U1Σ̂V
>
1
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

∆ιάσπαση SVD (συνέχεια)

=

A U Σ V
>
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

∆ιάσπαση SVD (συνέχεια)

Strang, σελ. 449

Θα σας πω άµεσα τη γνώµη µου : Η SVD είναι το

αποκορυφωµα αυτού του µαθήµατος της γραµµικής

άλγεβρας. Τη σκέφτοµαι ως το τελικό ϐήµα στο Θεµελιώδες

Θεώρηµα. Αρχικά εµφανίζονται οι διαστάσεις των τεσσάρων

υποχώρων. Στη συνέχεια η ορθογωνιότητά τους. ΄Επειτα οι

ορθοκανονικές ϐάσεις οι οποίες διαγωνιοποιούν τον A. ΄Ολα

εµπεριέχονται στον τύπο A = UΣV
>

.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

∆ιάσπαση SVD (συνέχεια)

Ανάπτυγµα σε ιδιάζουσες τριπλέτες
Αν το µητρώο είναι τάξης r και ϑέσουµε Σ̂r,r το r × r διαγώνιο µητρώο diag[σ1, · · · , σr ] (όλα µη
µηδενικά) τότε

A = [U1, U2]

(
Σ̂r,r 0r,n−r

0m−r 0m−r,n−r

)(
V
>
1

V
>
2

)
= U1Σr,r V

>
1

= σ1u1v
>
1 + σ2u2v

>
2 + · · ·+ σr ur v

>
r

Αποκαλύπτεται ότι το µητρώο τάξης r είναι άθροισµα r ανεξάρτητων µητρώων πρώτης τάξης. Λόγω
της διάταξης των σj και της ορθογωνιότητας των uj και vj αποδεικνύεται ότι οι παρακάτω
προσεγγίσεις είναι «καλές» (η ποιότητα αυξάνει καθώς µεγαλώνει το k = 1, ..., r):

A ≈ σ1u1v
>
1

...
...

...

A ≈ σ1u1v
>
1 + σk uk v

>
k

Ιδιαίτερα χρήσιµο για να προσεγγίζουµε (συµπιέζουµε) µητρώα και ό,τι αυτά αναπαριστούν.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

∆ιάσπαση SVD (συνέχεια)

Υπολογίζοντας το SVD

Υπολογισµός του SVD
µέσω ιδιοδιασπάσεων

Για µικρά προβλήµατα, αξιοποιούµε τη σχέση του SVD του A µε τις ιδιοτιµές και
ιδιοδιανύσµατα των A

>
A ή και AA

>.
Αν A = UΣV

> ∈ Rm×n, τότε,

A
>

A = VΣ>ΣV
>, AA

> = UΣΣ>U
> καθώς U

>
U = Im,V

>
V = In

εποµένως αν ϑεωρήσουµε ότι m ≥ n και ονοµάσουµε µ1, . . . , µn τις ιδιοτιµές
του A

>
A (τις υπολογίζουµε µε κάποιον τρόπο), τότε

1 σi =
√
µi

2 Τα δεξιά ιδιάζοντα διανύσµατα του A είναι τα ιδιοδιανύσµατα του A
>

A.
3 Ισχύει επίσης ότι τα αριστερά ιδιάζοντα διανύσµατα του A είναι τα

ιδιοδιανύσµατα του A
>

A.
4 Για τις µη µηδενικές ιδιάζουσες τιµές ισχύει ότι

1

σi

Avi = ui

και µπορούµε να υπολογίσουµε τα αριστερά ιδιάζοντα διανύσµατα µε
οικονοµικό τρόπο από τη σχέση.

Προσοχή: Το ϑέµα του υπολογισµού SVD όπως και το αλγεβρικό πρόβληµα ιδιοτιµών είναι πολύ

ευρύ. Η µέθοδος που αναφέραµε είναι κυρίως για χρήση «στο χαρτί». 16 / 29



Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

∆ιάσπαση SVD (συνέχεια)

Υπολογίζοντας το SVD

Προσέγγιση µειωµένης τάξης µε SVD
Θεώρηµα Eckart & Schmidt

΄Εστω A ∈ Rm×n τέτοιο ώστε A = UΣV
>. Τότε το µητρώο τάξης

k < min(m, n), έστω B, που προσεγγίζει το A µε τρόπο ώστε να
ελαχιστοποείται η νόρµα Frobenius ‖A− B‖F είναι το µητρώο

B = U
(k)

Sk(V
(k))>

όπου

U
(k) = [u1, ..., uk ],

V
(k) = [v1, ..., vk ],

S
(k) = diag(σ1, . . . , σk)

Τότε

‖A− B‖2
F

= σ2
k+1 + · · ·+ σ2

r
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

∆ιάσπαση SVD (συνέχεια)

Υπολογίζοντας το SVD

Παράδειγµα προσέγγισης

Η παρακάτω εικόνα κωδικοποιείται µε µητρώο X ∈ R804×1072 του οποίου
µπορούµε να υπολογίσουµε το SVD.

18 / 29



Προσεγγίσεις

U
(k)

Sk (V
(k))> για k = 1, 10, 100. Το πρώτο σχήµα δείχνει τη διακύµανση των 804 ιδιαζουσών τιµών.



Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

∆ιάσπαση SVD (συνέχεια)

Υπολογίζοντας το SVD

Αντιστροφή µε SVD και η έννοια του ψευδοαντιστρόφου
΄Οταν το A είναι τετραγωνικό και αντιστρέψιµο

A
−1 = (UΣV

>)−1 = (V
>)−1Σ−1

U
−1

= VΣ−1
U
>

=
1

σ1
v1u
>
1 +

1

σ2
v2u
>
2 + · · ·+ 1

σn

vnu
>
n

Μπορούµε να επεκτείνουµε την έννοια του αντιστρόφου ;

Αν το A δεν
είναι αντιστρέψιµο, τότε ϑα είναι µειωµένης τάξης, δηλ. r < n.
Εποµένως στις παραπάνω εκφράσεις, ϑα υπάρξει αστοχία τους
µηδενικούς όρους σr+1, ..., σn του Σ̂:

Σ−1 =



1
σ1

. . .
1
σr

?
. . .


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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

∆ιάσπαση SVD (συνέχεια)

Υπολογίζοντας το SVD

Ψευδοαντίστροφο µητρώο
Επεκτείνουµε τον ορισµό του αντιστρόφου για το Σ̂ ϑέτοντας (προσέξτε το διαφορετικό
σύµβολο-υπερδείκτη):

Σ† =



1
σ1

. . .
1
σr

0
. . .


Τότε A

† = 1
σ1

v1u
>
1 + 1

σ2
v2u
>
2 + · · ·+ 1

σr

vru
>
r
, άρα

A
† = VΣ†U>

Το A
† ονοµάζεται ψευδοαντίστροφο του A. ΄Οπως ορίστηκε, το ψευδοο-

αντίστροφο µητρώο είναι µοναδικό για οποιοδήποτε µητρώο A ∈ Rm×n.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

∆ιάσπαση SVD (συνέχεια)

Υπολογίζοντας το SVD

Επιλεγµένες ιδιότητες ψευδοαντιστρόφου

AA
†
A = A, A

†
AA
† = A

†

(AA
†)> = AA

† και (A
†
A)> = A

†
A.

αν A είναι πλήρους τάξης στηλών, A
† = (A

>
A)−1

A
>.

.... και A
†
A = I (αριστερό αντίστροφο).

αν είναι πλήρους τάξης γραµµών, A
† = A

>(AA
>)−1,

... και AA
† = I (δεξιό αντίστροφο).

Η επίλυση ελαχίστων τετραγώνων του Ax = b είναι xLS = A
†
b.
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Παράδειγµα
Να υπολογίσετε το ψευδοαντίστροφο του

A =

(
1
−1
2

)
(2 1 1) =

(
2 1 1
−2 −1 −1
4 2 2

)

Προσέξτε ότι A = ab
> οπότε σ1 > 0, σ2 = σ3 = 0.

A = ‖a‖2‖b‖2uv
>, όπου u1 =

a

‖a‖2
, v1 =

b

‖b‖2

εποµένως ‖u1‖2 = ‖v1‖2 = 1. (Στην περίπτωσή µας, ‖a‖2 = ‖b‖2 =
√

6).
Εποµένως ισχύει ότι η SVD του

A = (‖a‖2‖b‖2)︸ ︷︷ ︸
σ1

u1v
>
1 .

΄Αρα

A
† =

1

6
v1u
>
1 =

1

6

b

‖b‖2

a
>

‖a‖2
=

1

36
ba
> =

1

36

(
2 −2 4
1 −1 2
1 −1 2

)
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Παράδειγµα
Να υπολογίσετε το ψευδοαντίστροφο του

A =

(
1
−1
2

)
(2 1 1) =

(
2 1 1
−2 −1 −1
4 2 2

)
Προσέξτε ότι A = ab

> οπότε σ1 > 0, σ2 = σ3 = 0.

A = ‖a‖2‖b‖2uv
>, όπου u1 =

a

‖a‖2
, v1 =

b

‖b‖2

εποµένως ‖u1‖2 = ‖v1‖2 = 1. (Στην περίπτωσή µας, ‖a‖2 = ‖b‖2 =
√

6).
Εποµένως ισχύει ότι η SVD του

A = (‖a‖2‖b‖2)︸ ︷︷ ︸
σ1

u1v
>
1 .

΄Αρα

A
† =

1

6
v1u
>
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1

6

b
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>
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Παράδειγµα
Να υπολογίσετε το ψευδοαντίστροφο του

A =

(
1 1
−1 −1
0 0

)
=

(
1
−1
0

)
(1 1)

΄Οπως και πριν : A = ab
> οπότε σ1 > 0, σ2 = σ3 = 0.

A = ‖a‖2‖b‖2uv
>, όπου u1 =

a

‖a‖2
, v1 =

b

‖b‖2

εποµένως ‖u1‖2 = ‖v1‖2 = 1. (Στην περίπτωσή µας, ‖a‖2 = ‖b‖2 =
√

2).
Εποµένως ισχύει ότι η SVD του

A = (‖a‖2‖b‖2)︸ ︷︷ ︸
σ1

u1v
>
1 .

΄Αρα

A
† =

1

2
v1u
>
1 =

1

2

b

‖b‖2

a
>

‖a‖2
=

1

4
ba
> =

(
1
4 − 1

4 0
1
4 − 1

4 0

)
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Ψευδοαντίστροφο
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