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΄Αδειες Χρήσης

• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό υπόκειται σε άδειες χρήσης
Creative Commons.
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ϱητώς.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Χρηµατοδότηση

• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στα πλαίσια του
εκπαιδευτικού έργου του διδάσκοντα.

• Το έργο «Ανοικτά Ακαδηµαϊκά Μαθήµατα στο Πανεπιστήµιο
Πατρών» έχει χρηµατοδοτήσει µόνο τη αναδιαµόρφωση του
εκπαιδευτικού υλικού.

• Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού
Προγράµµατος «Εκπαίδευση και ∆ια Βίου Μάθηση» και
συγχρηµατοδοτείται από την Ευρωπαϊκή ΄Ενωση (Ευρωπαϊκό
Κοινωνικό Ταµείο) και από εθνικούς πόρους.

2 / 28



Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Σκοπός Ενότητας

Εύρεση Ιδιοτιµών & Ιδιοδιανυσµάτων

∆ιαγωνοποιήση Μητρώων

Συµµετρικά, Συµµετρικά και Θετικά Ορισµένα, ΄Οµοια Μητρώα

Ανάλυση Ιδιαζουσών Τιµών (SVD)
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Περιεχόµενα

1 Υπενθύµιση
Ιδιότητες πραγµατικών συµµετρικών µητρώων
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση

Υπενθύµιση και πρόγραµµα διάλεξης

Συζητάµε το Αλγεβρικό Πρόβληµα Ιδιοτιµών (ΑΠΙ)

1 Σχετικά µε τον υπολογισµό ιδιοτιµών : Υπολογισµός από το χ.π.

2 Υπολογισµός ιδιοδιανυσµάτων.

3 ∆ιαγωνιοποίηση.

4 Χρήση ιδιοζευγών στον υπολογισµό δυνάµεων µητρώου

5 Φασµατικό ανάπτυγµα µητρώου.

Σήµερα ϑα συζητήσουµε :

1 ∆ιαγωνοποιήσιµα µητρώα.
2 Αναλλοίωτοι υπόχωροι.
3 Μετασχηµατισµοί οµοιότητας.
4 Παραγοντοποίηση Schur και αναγωγή µητρώων σε τριγωνική µορφή.
5 Φασµατικές ιδιότητες συµµετρικών πραγµατικών µητρώων.
6 Οµοιότητα µητρώων.
7 Κανονική µορφή Jordan.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση

Υπό συζήτηση ενότητες
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση

Το Αλγεβρικό Πρόβληµα Ιδιοτιµών (ΑΠΙ)

Ιδιοτιµές του A ονοµάσαµε τις n ϱίζες του χαρακτηριστικού
πολυώνυµου

det(A− λI) = 0

Για A ∈ Rn×n, ένα διάνυσµα x ονοµάζεται (δεξιό) ιδιοδιάνυσµα
για την ιδιοτιµή λ, αν Ax = λx . Αν y

∗
A = λy

∗, το y λέγεται
αριστερό ιδιοδιάνυσµα.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση

∆ιαγωνιοποίηση µητρώου
΄Οπως είδαµε, από τα n ιδιοζεύγη (λj , xj) του A ∈ Cn×n, µπορούµε να
γράψουµε

Ax1 = λ1x1,Ax2 = λ2x2, ...,Axn = λnxn

Οπότε

A[x1, x2, ..., xn] = [x1...., xn]


λ1

λ2

. . .
λn

 ,

Εποµένως AX = XΛ, όπου Λ = diag([λ1, ..., λn]) και X = [x1...., xn].
ΠΡΟΣΕΞΤΕ Αν το X είναι αντιστρέψιµο,

X
−1

AX = Λ,

δηλ. χρησιµοποιώντας τα µητρώα X (µε στήλες τα δεξιά ιδιοδιανύσµατα) και
X
−1 (µε στήλες του X

−∗ τα αριστερά ιδιοδιανύσµατα) διαγωνιοποιήσαµε το A.
Αποκαλούµε το A διαγωνιοποιήσιµο.
Εποµένως, για κάθε τετραγωνικό µητρώο A ∈ Cn×n υπάρχουν 2 περιπτώσεις :

1 να είναι διαγωνιοποιήσιµο,⇒ υπάρχουν n γ.α. ιδιοδιανύσµατα
2 να µην είναι διαγωνιοποιήσιµο (ελλειµµατικό)⇒ δεν υπάρχουν n γ.α.

ιδιοδιανύσµατα
Σηµαντικό : Αν το A είναι διαγωνιοποιήσιµο, τότε σε ορισµένες (καλές)
περιπτώσεις τα ιδιοδιανύσµατα είναι ορθογώνια (αν πραγµατικά) ή
ορθοµοναδιαία (αν µιγαδικά), οπότε

Q
>

AQ = Λ, ή Q
∗
AQ = Λ
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση

Φασµατικό ανάπτυγµα µητρώου

Αν ισχύει ότι A = XΛX
−1, και ϑέσουµε

X = ( x1 x2 · · · xn ), X
−1 =


y
∗
1

y
∗
2
...

y
∗
n


τότε

A = λ1x1y
∗
1 + λ2x2y

∗
2 + · · ·+ λnxny

∗
n

ΠΡΟΣΕΞΤΕ Το µητρώο γράφτηκε ως γραµµικός συνδυασµός n µητρώων.
Οι συντελεστές είναι οι ιδιοτιµές. Τα µητρώα είναι pjq

∗
j

είναι 1ης τάξης,
και κάθε ένα προκύπτει από τον πολλαπλασιασµό του j δεξιού
ιδιοδιανύσµατος µε το j αριστερό ιδιοδιάνυσµα.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση

Αναλλοίωτοι υπόχωροι και ιδιόχωροι

Αναλλοίωτοι υπόχωροι

΄Ενας δ.χ. V , αποκαλείται αναλλοίωτος ως προς A (εν συντοµία,
A-αναλλοίωτος ή απλά αναλλοίωτος αν το µητρώο εννοείται από τα
συµφραζόµενα) αν AV =⊆ V , δηλ. για κάθε u ∈ V ισχύει ότι Au ∈ V .

Παραδείγµατα :

Οι δύο ακραίοι υπόχωροι : 1) Ο span{0} καθώς A0 = 0. 2) Ο Rn

καθώς Au ∈ Rn.

Οποιοσδήποτε υπόχωρος span{u1, u2, ..., uk} όπου τα
u1, u2, ..., uk είναι ιδιοδιανύσµατα του A. Κατά µείζονα λόγο, κάθε
ιδιόχωρος του A.

Οι ιδιόχωροι ενός µητρώου A είναι A-αναλλοίωτοι.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση

Ιδιοδιανύσµατα και µεταθετικότητα
Θέµα Γνωρίζουµε ότι γενικά AB 6= BA. Υπάρχουν προφανώς ειδικές
περιπτώσεις που η µεταθετικότητα ισχύει (π.χ. διαγώνια µητρώα). Τι άλλο
µπορούµε να πούµε ;

Λ(AB) = Λ(BA)

Αν A, B ∈ Rn×n είναι διαγωνιοποιήσιµα µε τα ίδια ιδιοδιανύσµατα, δηλ.

∃X τ.ώ. X
−1

AX = ΛA, X
−1

BX = ΛB.

τότε AB = BA. Επίσης, αν AB = BA τότε υπάρχει κοινός
«διαγωνιοποιητής» X .

Προσοχή:

Γενικά, Λ(AB) 6= Λ(A)Λ(B) και Λ(A + B) 6= Λ(A) + Λ(B)

Το Λ(AB) 6= Λ(A) ×
+ Λ(B) δηλώνει ότι οι ιδιοτιµές του AB δεν µπορούν όλες να γραφτούν ως

γινόµενα (ή άθροισµα) ιδιοτιµής του A µε ιδιοτιµή του B και χρησιµοποιηθούν όλες οι ιδιοτιµές των
A, B.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση

Γραµµική ανεξαρτησία και ορθογωνιότητα ιδιοδιανυσµάτων
∆είξαµε την προηγούµενη ϕορά ότι

Αν δύο ιδιοδιανύσµατα ενός µητρώου αντιστοιχουν σε
διαφορετικές ιδιοτιµές, ϑα είναι γραµµικά ανεξάρτητα. Κατά
συνέπεια, αν ·όλες οι ιδιοτιµές ενός µητρώου είναι διαφορετικές,
το µητρώο είναι διαγωνιοποιήσιµο.

Επεκτείνουµε :

Αν ένα µητρώο είναι πραγµατικό και συµµετρικό, ή µιγαδικό και
ερµιτιανό, τότε τα ιδιοδιανύσµατα που αντιστοιχούν σε
διαφορετικές ιδιοτιµές είναι κάθετα µεταξύ τους.

Απόδειξη : ΄Εστω διαφορετικές ιδιοτιµές λ 6= µ και ότι

Ax = λx, Ay = µy

y
>

Ax = λy
>

x = y
>

A
>

x

(Ay)>x = µy
>

x ⇒ µ(y
>

x) = λ(y
>

x) άρα y
>

x = 0.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση

Ιδιότητες πραγµατικών συµµετρικών µητρώων

Ιδιότητες ερµιτιανών και πραγµατικών συµµετρικών µητρώων : Ιδιοτιµές

Ax = λx,A = A
> ∈ Rn×n ⇒ x

∗
A
> = λ̄x

∗

⇒ (x
∗
A)x = ‖x‖2λ̄ = x

∗(Ax) = λ‖x‖2

Ax = λx,A = A
∗ ∈ Cn×n ⇒ x

∗
A
∗ = λ̄x

∗

⇒ (x
∗
A)x = ‖x‖2λ̄ = x

∗(Ax) = λ‖x‖2

άρα, επειδή ‖x‖ 6= 0,

λ = λ̄⇒ λ ∈ R.

Επίσης, καθώς το (A− λI) ∈ Rn×n, στο λ ∈ R αντιστοιχεί τουλάχιστον
ένα πραγµατικό ιδιοδιάνυσµα, x ∈ Rn.

΄Ολες οι ιδιοτιµές των ερµιτιανών και των πραγµατικών συµµετρικών
µητρώων είναι πραγµατικές. Επίσης, αν A = A

> ∈ Rn×n, για κάθε
λ ∈ Λ(A) υπάρχει x ∈ Rn τ.ώ. Ax = λx . 13 / 28



Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση

Ιδιότητες πραγµατικών συµµετρικών µητρώων

Ιδιοτιµές και µετασχηµατισµοί οµοιότητας
΄Εχουµε δει ότι για ένα διάνυσµα ή µητρώο, υπάρχουν ορισµένοι
µετασχηµατισµοί του που διατηρούν ορισµένα χαρακτηριστικά τους.
Παραδείγµατα : Παρακάτω, A, P,Q είναι µητρώα n× n, το P είναι
αντιστρέψιµο, το Q ορθοµοναδιαίο και x ∈ Rn.

‖Qx‖2 = ‖Qx‖2: Το µήκος (η νόρµα-2) ενός διανυσµατος παραµένει
ίδια αν το πολλαπλασιάσουµε µε ένα ορθογώνιο µητρώο.

rank(A) = rank(PA): Η τάξη µητρώου παραµένει ίδια αν το
πολλαπλασιάσουµε µε αντιστρέψιµο µητρώο.

det(A) = det(P
−1

AP) = det(Q
>

AQ): Η ορίζουσα µητρώου παραµένει
ίδια αν κάνουµε τους µετασχηµατισµούς A→ P

−1
AP και A→ Q

∗
AQ.

Σηµειώνουµε από τώρα ότι οι µετασχηµατισµοί αυτοί αποκαλούνται
µετασχηµατισµοί οµοιότητας.

Βάσει του τελευταίου αποτελέσµατος συµπεραίνουµε άµεσα (αποδείξτε το)

Για οποιαδήποτε αντιστρέψιµα µητρώα P και ορθογώνια µητρώα Q, οι ιδιοτιµές
των A, P

−1
AP και Q

>
AQ είναι ίδιες. ∆ηλαδή, οι ιδιοτιµές παραµένουν

αναλλοίωτες όταν το µητρώο υπόκειται σε µετασχηµατισµούς οµοιότητας.

14 / 28



Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση

Ιδιότητες πραγµατικών συµµετρικών µητρώων

Σχέση όµοιων µητρώων

Αν A, B είναι όµοια και διαγωνιοποιήσιµα τότε υπάρχει X τ.ώ.
X
−1

AX = B.

Απόδειξη : Υπάρχουν P,Q τ.ώ. P
−1

AP = Λ και Q
−1

BQ = Λ όπου Λ
είναι το (κοινό) διαγώνιο µητρώο των ιδιοτιµών. Εποµένως

P
−1

AP = Q
−1

BQ ⇒ QP
−1

APQ
−1 = B

εποµένως αν ϑέσουµε X = PQ
−1 ισχύει ότι X

−1
AX = B.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση

Ιδιότητες πραγµατικών συµµετρικών µητρώων

Ιδιότητες ερµιτιανών και πραγµατικών συµµετρικών µητρώων : ∆ιαγωνιοποιησιµότητα

΄Εστω A και ότι Λ(A) = {λ1, . . . , λn}. Αν Ax1 = λ1x1 µε ‖x1‖2 = 1,
µπορούµε να συµπληρώσουµε µε n− 1 διανύσµατα uj , τ.ώ. (π.χ. µετά
από Gram-Schmidt) να είναι ορθογώνια. Γράφουµε X1 = (x1, U2) όπου
U2 = (u2, ..., un). Τότε

λ1 × · · · ×
0

... U
∗
2 AU2

0

X
∗
1 AX1 =

Προσέξτε : Το X
∗
1 AX1 έχει τις ίδιες ιδιοτιµές µε το A. Γνωρίζουµε ότι η

ορίζουσα κατά πλοκάδες άνω τριγωνικού µητρώου είναι το γινόµενο
των οριζουσών των πλοκάδων της διαγωνίου. Συµπεραίνουµε (εύκολα)
ότι το U

∗
2 AU2 έχει τις ίδιες ιδιοτιµές µε το A πλην ενός λ1 (λέµε ότι έχει

υποστεί αποµείωση.)
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση

Ιδιότητες πραγµατικών συµµετρικών µητρώων

Με τον τρόπο αυτό, «αποκαλύφθηκε» µια ιδιοτιµή.

Μπορούµε να επαναλάβουµε την ίδια διαδικασία για το U
∗
2 AU2 και

να «αποκαλυφθεί» µια ιδιοτιµή του που ϑα είναι, κατά συνέπεια, και
ιδιοτιµή του A.

Θεωρούµε ότι γνωρίζουµε ένα ιδιοζεύγος του U
∗
2 AU2, έστω (µ, y)

όπου ‖y‖2 = 1. Τότε U
∗
2 AU2y = µy . Κατασκευάζουµε το

ορθογώνιο µητρώο U = (y, U3) ∈ C(n−1)×(n−1) και ϑέτουµε

X2 =

 1 01,n−1

0n−1,1 U

 Τότε µπορείτε να επαληθεύσετε ότι

λ1 × ×
0 µ × ×

0
X
∗
2 X
∗
1 AX1X2 = U

∗
3 U

∗
2 AU2U3
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Η διαδικασία µπορεί να συνεχιστεί µέχρι να αποκαλυφθούν όλες οι
ιδιοτιµές στην κύρια διαγώνιο.
Θα ισχύει µια σχέση της µορφής

X
∗
n
· · · X∗2 X

∗
1 AX1X2 · · · Xn = T

όπου το T είναι άνω τριγωνικό και τα Xj είναι ορθοµοναδιαία, δηλ.
X
∗
j

Xj = XjXj = I.
Αν ϑέσουµε Q = X1X2 · · · Xn, ϑα ισχύει

Q
∗
AQ = T , άνω τριγωνικό.

Παραγοντοποίηση Schur

Για κάθε τετραγωνικό µητρώο A, υπάρχει ορθοµοναδιαίο Q τέτοιο
ώστε

Q
∗
AQ = T ,

όπου το T είναι άνω τριγωνικό.

Οι ιδιοτιµές του A είναι στη διαγώνιο του T .
Προσοχή: τα ιδιοδιανύσµατα ϑεωρήθηκαν γνωστά. Εποµένως, η
διαδικασία όπως παρουσιάστηκε, δεν αποτελεί τρόπο επίλυσης του ΑΠΙ.
Η Schur είναι µια από τις σηµαντικότερες παραγοντοποιήσεις στο
Λογισµό Μητρώων (όπως π.χ. οι LU,QR, LL

>, κ.λπ.)



Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση

Ιδιότητες πραγµατικών συµµετρικών µητρώων

Παραγοντοποίηση Schur συµµετρικών µητρώων και διαγωνιοποιησιµότητα

Ιδιαίτερο ενδιαφέρον παρουσιάζει η παραγοντοποίηση όταν το A είναι
(πραγµατικό) συµµετρικό ή ερµιτιανό. Στη συνέχεια εξετάζουµε τη
διάσπαση Schur πραγµατικών συµµετρικών µητρώων. Τότε :

το Q είναι πραγµατικό,
το T είναι πραγµατικό και διαγώνιο.
Εποµένως ισχύει Q

>
AQ = Λ, άρα κάθε συµµετρικό µητρώο είναι

διαγωνιοποιήσιµο,
Το Q περιέχει n γραµµικά ανεξάρτητα ιδιοδιανύσµατα του A.
Τα ιδιοδιανύσµατα είναι µεταξύ τους ορθογώνια, ακόµα και όσα
αντιστοιχούν σε πολλαπλή ιδιοτιµή.
Από τις σχέσεις

A[q1, ..., qn] = [q1, ..., qn]Λ⇔ [q1, ..., qn]>A[q1, ..., qn] = Λ

το ϕασµατικό ανάπτυγµα έχει τη µορφή

A = λ1q1q
>
1 + · · ·λnqnq

>
n
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Μία ενδιαφέρουσα αναγωγή

Αφού τα συµµετρικά µητρώα έχουν όλες αυτές τις καλές ιδιότητες, έχει
ενδιαφέρον το εξής :
Κάθε τετραγωνικό µητρώο Rn×n µπορεί να γραφτεί ως

A =
A + A

>

2
+

A− A
>

2
,

Ο πρώτος όρος είναι συµµετρικός και ο δεύτερος αντισυµµετρικός:

(
A− A

>

2

)>
= −

(
A− A

>

2

)
Ενδιαφέρον : Οι ιδιοτιµές των αντισυµµετρικών µητρώων είναι όλες
ϕανταστικές.
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Οµοιότητα µητρώων

Αν δύο µητρώα έχουν τις ίδιες ιδιοτιµές, λέµε ότι είναι όµοια.

Αν A, P ∈ Cn×n και το P είναι αντιστρέψιµο, τότε τα A και P
−1

AP

είναι όµοια. Ο µετασχηµατισµός :

A→ P
−1

AP

λέγεται µετασχηµατισµός οµοιότητας. Αν το P είναι ορθογώνιο (ή
ορθοµοναδιαίο), τότε λέγεται ορθογώνιος (ή ορθοµοναδιαίος)
µετασχηµατισµός οµοιότητας.
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Συµµετρικά ϑετικά ορισµένα µητρώα
Πολλά µητρώα στις εφαρµογές έχουν την ιδιότητα που ϑα συζητήσουµε τώρα.
Το αντίστοιχο των «ϑετικών αριθµών» στην περίπτωση των µητρώων !

Ορισµός

∆ίνεται συµµετρικό A ∈ Rn×n. Τότε Οι παρακάτω ιδιότητες είναι ισοδύναµες :

1 Οι ιδιοτιµές του A είναι όλες ϑετικές.

2 Για k = 1, ..., n, detA1:k,1:k > 0.

3 Για κάθε x 6= 0, x
>

Ax > 0.

4 Αν A = LU είναι η παραγοντοποίηση LU του A, όλοι οι οδηγοί (τα
διαγώνια στοιχεία του U) είναι ϑετικοί.

Αν ισχύει µία από αυτές, το µητρώο καλείται συµµετρικό ϑετικά ορισµένο
(ΣΘΟ).

΄Οταν ένα µητρώο είναι ΣΘΟ τότε

όλα τα στοιχεία στη διαγώνιο είναι ϑετικά.

είναι αντιστρέψιµο.

υπάρχει κάτω τριγωνικό L τέτοιο ώστε A = LL
>.

22 / 28



Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση

Ιδιότητες πραγµατικών συµµετρικών µητρώων

Κανονική µορφή Jordan I
Τι κάνουµε όταν το µητρώο δεν είναι διαγωνιοποιήσιµο ;
Τότε δεν υπάρχει παραγοντοποίηση A = QΛQ

−1.

Πόσο απλό µπορούµε να κάνουµε γενικό µητρώο A µε
µετασχηµατισµό οµοιότητας ;
Για κάθε A ∈ Cn×n µε ιδιοτιµές λ1, . . . , λn, υπάρχει µητρώο
X ∈ Cn×n τέτοιο ώστε

X
−1

AX = J =


J1

J2
. . .

Jq
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Κανονική µορφή Jordan II

Κάθε Ji αποκαλείται απλό (υπο)µητρώο Jordan και έχει τη µορφή

Ji =
0

q είναι το πλήθος των γ.α. ιδιοδιανυσµάτων του A.

Σε κάθε ιδιοτιµή αντιστοιχούν όσα υποµητρώα Jordan είναι η
γεωµετρική πολλαπλότητά της.

Το άθροισµα των διαστάσεων των υποµητρώων Jordan για
µία ιδιοτιµή είναι ίσο µε την αλγεβρική πολλαπλότητά της.
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Παρατηρήσεις

Καλά νέα 1) Η µορφή Jordan αποκαλύπτει τη ϕασµατική δοµή του
µητρώου. 2) Αποτελεί µία σηµαντική κανονική µορφή
µητρώου (υπάρχουν και άλλες).

Κακά νέα Αν και ενδιαφέρουσα από µαθηµατικής άποψης,
υπάρχουν εγγενείς δυσκολίες στον υπολογισµό της
µορφής Jordan.

Τι γίνεται στην πράξη ; Χρησιµοποιούµε εναλλακτικές
παραγοντοποιήσεις και µορφές.

Εναλλακτικές παραγοντοποιήσεις

Schur υπάρχει πάντα ορθοµοναδιαίο Q τέτοιο ώστε Q
∗
AQ = R

είναι άνω τριγωνικό.

SVD υπάρχουν πάντα ορθοµοναδιαία U,V τέτοια ώστε το
U
∗
AV = Σ να είναι διαγώνιο (µε µη αρνητικά στοιχεία !)
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