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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

΄Αδειες Χρήσης

• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό υπόκειται σε άδειες χρήσης
Creative Commons.

• Για εκπαιδευτικό υλικό, όπως εικόνες, που υπόκειται σε
άλλου τύπου άδειας χρήσης, η άδεια χρήσης αναφέρεται
ϱητώς.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Χρηµατοδότηση

• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στα πλαίσια του
εκπαιδευτικού έργου του διδάσκοντα.

• Το έργο «Ανοικτά Ακαδηµαϊκά Μαθήµατα στο Πανεπιστήµιο
Πατρών» έχει χρηµατοδοτήσει µόνο τη αναδιαµόρφωση του
εκπαιδευτικού υλικού.

• Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού
Προγράµµατος «Εκπαίδευση και ∆ια Βίου Μάθηση» και
συγχρηµατοδοτείται από την Ευρωπαϊκή ΄Ενωση (Ευρωπαϊκό
Κοινωνικό Ταµείο) και από εθνικούς πόρους.

2 / 63



Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Σκοπός Ενότητας

Εύρεση Ιδιοτιµών & Ιδιοδιανυσµάτων

∆ιαγωνοποιήση Μητρώων

Συµµετρικά, Συµµετρικά και Θετικά Ορισµένα, ΄Οµοια Μητρώα

Ανάλυση Ιδιαζουσών Τιµών (SVD)
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Περιεχόµενα
1 Υπενθύµιση

∆υνάµεις µητρώων και προβλέψεις από τις ιδιοτιµές
Οµοιότητα µητρώων
Συναρτήσεις µητρώων
Συναρτήσεις µητρώων
Ιδιοτιµές γινοµένου µητρώων
Ιδιότητες ιδιοζευγών συµµετρικών µητρώων
Αλγεβρικό πρόβληµα ιδιοτιµών
Ιδιοδιανύσµατα και ιδιόχωροι
Μερικοί απλοί τρόποι υπολογισµού
Ιδιότητες πραγµατικών συµµετρικών µητρώων
Οµοιότητα µητρώων και διαγωνιοποιήσιµα µητρώα

2 Συµπληρωµατικά ϑέµατα
Συνοδευτικό µητρώο
Ερµηνεία επίλυσης γραµµικού συστήµατος µέσω του ϕασµατικού
αναπτύγµατος
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση

Υπενθύµιση και πρόγραµµα διάλεξης

Συζητάµε το Αλγεβρικό Πρόβληµα Ιδιοτιµών (ΑΠΙ)

1 Ιδιοτιµές και ιδιοδιανύσµατα
2 Τι και γιατί
3 Ορισµοί
4 Χαρακτηριστικό πολυώνυµο
5 Θεώρηµα Cayley-Hamilton
6 Παραδείγµατα

Σήµερα ϑα συζητήσουµε :
1 Υπολογισµός ιδιοτιµών από το χ.π.
2 Υπολογισµός ιδιοδιανυσµάτων.
3 ∆ιαγωνιοποίηση.
4 Χρήση ιδιοζευγών στον υπολογισµό δυνάµεων µητρώου
5 Ιδιοτιµές γινοµένου µητρώων.
6 Φασµατικό ανάπτυγµα µητρώου.
7 Οµοιότητα µητρώων.
8 (Φασµατικές ιδιότητες συµµετρικών πραγµατικών µητρώων)
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση

Υπό συζήτηση ενότητες
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση

Ανακεφαλαίωση
Βασικός ορισµός

Για ένα µητρώο A ∈ Rn×n και µεταβλητή λ, η ορίζουσα
p(λ) = det(λI − A) είναι πολυώνυµο ϐαθµού n. Λέγεται
χαρακτηριστικό πολυώνυµο και αν το γράψουµε

p(λ) = λn + γn−1λ
n−1 + · · ·+ γ1λ+ γ0

τότε γn−1 = −trace(A) και γ0 = (−1)ndet(A).

Προσοχή:
Το πολυώνυµο έχει ακριβώς n ϱίζες λ1, · · ·λn ∈ Cn που
αποκαλούµε ιδιοτιµές του A.
Για κάθε ιδιοτιµή λ, υπάρχει ιδιοδιάνυσµα x ∈ Cn τ.ώ. Ax = λx .
Ισχύει ότι p(A) = 0 (θεώρηµα Cayley-Hamilton).
τα ιδιοζεύγη (ιδιοτιµές και ιδιοδιανύσµατα) µητρώων παίζουν πολύ
σηµαντικό ϱόλο σε πληθώρα εφαρµογών.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση

Ιδιοτιµές (επανάληψη και συνέχεια)

Ιδιοτιµές του A είναι οι n ϱίζες του χαρακτηριστικού πολυώνυµου

det(A− λI) = 0

Φάσµα είναι το σύνολο των ιδιοτιµών. Συχνά συµβολίζεται σ(A) ή
Λ(A).

Μπορούµε να γράψουµε

p(λ) = (λ− λ1)µ1(λ− λ2)µ2 · · · (λ− λk)µk

όπου οι τιµές λ1, · · · , λk είναι όλες διαφορετικές. Τότε

µ1 + µ2 + · · ·+ µk = n

και η τιµή µj ονοµάζεται αλγεβρική πολλαπλότητα της ιδιοτιµής λj .
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση

Μία ιδέα επίλυσης του ΑΠΙ (ΜΟΝΟΝ ΓΙΑ ΠΟΛΥ ΜΙΚΡΑ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ -
∆ΗΛ. ΓΙΑ ΤΙΣ ΑΝΑΓΚΕΣ ΑΥΤΟΥ ΤΟΨ ΜΑΘΗΜΑΤΟΣ !)

1 Εύρεση του χαρακτηριστικού πολυωνύµου

2 Υπολογισµός των ϱιζών του (ιδιοτιµές)

3 Για κάθε ιδιοτιµή, επίλυση του (A− λI)x = 0 και επιλογή των
ιδιοδιανυσµάτων (ανεύρεση των ειδικών λύσεων). Η ΤΕΤΡΙΜΜΕΝΗ
ΛΥΣΗ x = 0 ∆ΕΝ ΕΙΝΑΙ Ι∆ΙΟ∆ΙΑΝΥΣΜΑ
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση

Μία ιδέα επίλυσης του ΑΠΙ (ΜΟΝΟΝ ΓΙΑ ΠΟΛΥ ΜΙΚΡΑ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ -
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1 Εύρεση του χαρακτηριστικού πολυωνύµου

2 Υπολογισµός των ϱιζών του (ιδιοτιµές)

3 Για κάθε ιδιοτιµή, επίλυση του (A− λI)x = 0 και επιλογή των
ιδιοδιανυσµάτων (ανεύρεση των ειδικών λύσεων). Η ΤΕΤΡΙΜΜΕΝΗ
ΛΥΣΗ x = 0 ∆ΕΝ ΕΙΝΑΙ Ι∆ΙΟ∆ΙΑΝΥΣΜΑ

Για κάθε ιδιοτιµή λj , συνήθως ενδιαφέρει ένα σύνολο από γραµµικά
ανεξάρτητα ιδιοδιανύσµατα που είναι ϐάση για το null(λj I − A). Αυτά
είναι ειδικές λύσεις του (λI − A)x = 0. Συνήθως τα διανύσµατα
επιλέγονται κανονικοποιηµένα.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση

Παραδείγµατα

A =

(
2 1
1 2

)
,

p(λ) = (λ− 1)(λ− 3), Λ(A) = {1, 3},
λ1 = 1, µ1 = 1, λ2 = 3, µ2 = 1.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση

Παραδείγµατα

A =

(
2 1
1 2

)
,

p(λ) = (λ− 1)(λ− 3), Λ(A) = {1, 3},
λ1 = 1, µ1 = 1, λ2 = 3, µ2 = 1.

A =

(
1 2
0 1

)
,

p(λ) = (λ− 1)2,
Λ(A) = {1},
λ1 = 1, µ1 = 2.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση

Παραδείγµατα

A =

(
2 1
1 2

)
,

p(λ) = (λ− 1)(λ− 3), Λ(A) = {1, 3},
λ1 = 1, µ1 = 1, λ2 = 3, µ2 = 1.

A =

(
1 2
0 1

)
,

p(λ) = (λ− 1)2,
Λ(A) = {1},
λ1 = 1, µ1 = 2.

A =

1 2 3
0 2 1
0 0 2

 ,

p(λ) = (λ− 1)(λ− 2)2,
Λ(A) = {1, 2},
λ1 = 1, µ1 = 1,
λ2 = 2, µ2 = 2.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση

Παραδείγµατα

A =

(
2 1
1 2

)
,

p(λ) = (λ− 1)(λ− 3), Λ(A) = {1, 3},
λ1 = 1, µ1 = 1, λ2 = 3, µ2 = 1.

A =


4 2 i 0 −2 i
2 i 4 −2 i 0
0 −2 i 4 2 i
−2 i 0 2 i 4


p(λ) = (λ− 4)2(λ− 4− 4i)(λ− 4 + 4i),
Λ(A) = {2, 4 + 4i, 4− 4i},
λ1 = 4, µ1 = 2, λ2 = 4 + 4i, µ2 = 4− 4i.

A =

(
1 2
0 1

)
,

p(λ) = (λ− 1)2,
Λ(A) = {1},
λ1 = 1, µ1 = 2.

A =

1 2 3
0 2 1
0 0 2

 ,

p(λ) = (λ− 1)(λ− 2)2,
Λ(A) = {1, 2},
λ1 = 1, µ1 = 1,
λ2 = 2, µ2 = 2.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση

Παραδείγµατα

A =


2 0 2 0
0 2 0 2
2 0 2 0
0 2 0 2



p(λ) = λ4 − 8λ3 + 16λ2 = λ2(λ− 4)2

εποµένως

λ1 = 0, µ1 = 2, λ2 = 4, µ2 = 2.

και

Λ(A) = {0, 4}
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση

Ιδιοδιανύσµατα

A =

(
2 1
1 2

)
, Βρήκαµε ότι λ1 = 1, µ1 = 1, λ2 = 3, µ2 = 1.

Θέτουµε A(1) =

(
−1 −1
−1 −1

)
και επιλύουµε A(1)x = 0:

Η τάξη rank(A(1)) = 1, και ϐρίσκουµε από τις ειδικές λύσεις ότι

µητρώο µηδενοχώρου για το A(1) είναι το

(
−1
1

)
Κανονικοποιούµε και

επιλέγουµε ιδιοδιάνυσµα για το λ1: x1 = 1√
2

(
−1
1

)
Θέτουµε A(3) =

(
1 −1
−1 1

)
και επιλύουµε A(3)x = 0: Η τάξη

rank(A(3)) = 1, και ϐρίσκουµε από τις ειδικές λύσεις ότι µητρώο

µηδενοχώρου για το A(3) είναι το

(
1
1

)
Κανονικοποιούµε και

επιλέγουµε ιδιοδιάνυσµα για το λ2: x2 = 1√
2

(
1
1

)
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση

Παρατηρήσεις
Αν πολλαπλασιάσουµε A(x1, x2) = (λ1x1, λ2x2)(

2 1
1 2

)(− 1√
2

1√
2

1√
2

1√
2

)
=

(
− 1√

2
3 1√

2
1√
2

3 1√
2

)

=

(
− 1√

2
1√
2

1√
2

1√
2

)(
1 0
0 3

)
Επίσης το X = (x1, x2) είναι ορθογώνιο (και συµµετρικό)! Ισχύει
εποµένως ότι(

− 1√
2

1√
2

1√
2

1√
2

)(
2 1
1 2

)(− 1√
2

1√
2

1√
2

1√
2

)
=

(
1 0
0 3

)
∆ηλαδή δείξαµε

X
−1

AX = X
>

AX = Λ
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση

Ιδιοδιανύσµατα I

A =


2 0 2 0
0 2 0 2
2 0 2 0
0 2 0 2

 , Βρήκαµε ότι λ1 = 0, µ1 = 2, λ2 = 2, µ2 = 2.

Θέτουµε A(0) = −A και επιλύουµε −Ax = 0:
Η τάξη rank(A(0)) = 2, και ϐρίσκουµε από τις ειδικές λύσεις ότι

µητρώο µηδενοχώρου για το A(0) είναι το


−1 0
0 −1
1 0
0 1


Κανονικοποιούµε και επιλέγουµε ιδιοδιανύσµατα για το λ1 = 0:

x1 = 1√
2


−1
0
1
0

, x2 = 1√
2


0
−1
0
1
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση

Ιδιοδιανύσµατα II
Θέτουµε A(4) = 4I − A και επιλύουµε (4I − A)x = 0:
Η τάξη rank(A(4)) = 2, και ϐρίσκουµε από τις ειδικές λύσεις ότι

µητρώο µηδενοχώρου για το A(4) είναι το


1 0
0 1
1 0
0 1


Κανονικοποιούµε και επιλέγουµε ιδιοδιανύσµατα για το λ2 = 4:

x3 = 1√
2


1
0
1
0

, x4 = 1√
2


0
1
0
1
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση

Ιδιοδιανύσµατα III

Για το A =

(
1 2
0 1

)
. ϐρήκαµε ότι Λ(A) = {1}, λ1 = 1, µ1 = 2.

Θέτουµε A(1) =

(
−1 −1
−1 −1

)
και επιλύουµε A(1)x = 0:

Η τάξη rank(A(1)) = 1, εποµένως η διάσταση του null(A(1)) = 1.
Παρατηρούµε ότι null(A(1)) < µ1.
Βρίσκουµε από τις ειδικές λύσεις ότι µητρώο µηδενοχώρου για το A(1)

είναι το

(
1
0

)
Κανονικοποιούµε, οπότε το ιδιοδιάνυσµα για το λ1 είναι

x1 = 1√
2

(
1
0

)
Προσοχή: ΄Ολα τα ιδιοδιανύσµατα του A για το λ1 = 1 είναι
πολλαπλάσια του x1. ∆εν υπάρχουν άλλα ! Εφόσον η µόνη ιδιοτιµή είναι
το λ1 = 1, αυτό είναι το µοναδικό ιδιοδιάνυσµα του A.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση

Ιδιοδιανύσµατα

Για κάθε ιδιοτιµή λ, ιδιοδιάνυσµα ονοµάζεται το µη µηδενικό

διάνυσµα x για το οποίο Ax = λx .

Προσοχή: Για κάθε διαφορετική ιδιοτιµή λj :

Ο µηδενόχωρος λj I − A λέγεται ιδιόχωρος.

Η διάσταση του ιδιόχωρου λέγεται γεωµετρική πολλαπλότητα της
ιδιοτιµής λj .

γεωµ. πολλ.(λj) ≤ αλγ. πολλ.(λj)
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση

Ιδιοδιανύσµατα
δεξιά και αριστερά

Αν A ∈ Cn×n και

det(A− λI) = 0

τότε η τάξη του µητρώου A− λI είναι το πολύ rank(A− λI) ≤ n− 1.
΄Αρα για κάθε ιδιοτιµή λ υπάρχουν

διανύσµατα x ∈ null(A− λI) ώστε Ax = λx που λέγονται δεξιά
ιδιοδιανύσµατα του A για την ιδιοτιµή λ.

διανύσµατα y ∈ null(A
∗ − λ̄I) ώστε y

∗
A = λy

∗που λέγεται αριστερό
ιδιοδιάνυσµα του A για την ιδιοτιµή λ
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση

Παρατήρηση

Πρόταση

Τα ιδιοδιανύσµατα που αντιστοιχούν σε διαφορετικές ιδιοτιµές είναι
γραµµικά ανεξάρτητα.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση

∆ιαγωνιοποίηση µητρώου I
Αν υπάρχουν n ιδιοζεύγη (λj , xj) του A ∈ Cn×n. Τότε

Ax1 = λ1x1,Ax2 = λ2x2, ...,Axn = λnxn

Συλλέγουµε και διατυπώνουµε µε µητρώα :

A[x1, x2, ..., xn] = [x1...., xn]


λ1

λ2
. . .

λn

 ,

Εποµένως

AX = XΛ,

όπου Λ = diag([λ1, ..., λn]) και X = [x1...., xn].
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση

∆ιαγωνιοποίηση µητρώου II

ΠΡΟΣΕΞΤΕ Αν το X είναι αντιστρέψιµο,

X
−1

AX = Λ,

δηλ. χρησιµοποιώντας τα µητρώα X (µε στήλες τα δεξιά
ιδιοδιανύσµατα) και X

−1 (µε στήλες του X
−∗ τα αριστερά

ιδιοδιανύσµατα) διαγωνιοποιήσαµε το A.

Κάθε µητρώο για το οποίο υπάρχουν n γραµµικά ανεξάρ-
τητα ιδιοδιανύσµατα χαρακτηρίζεται ως διαγωνιοποιήσιµο,
ειδάλλως λέγεται µη διαγωνιοποιήσιµο.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση

Ανάπτυγµα µητρώου συναρτήσει ιδιοτιµών και
ιδιοδιανυσµάτων

Αν το µητρώο A διαθέτει n γ.α. ιδιοδιοδιανύσµατα, τότε A = XΛX
−1 όπου Λ το

διαγώνιο µητρώο των ιδιοτιµών και X το µητρώο των ιδιοδιανυσµάτων.
Θυµηθείτε τη γραφή γινοµένου µητρώων ως άθροισµα µητρώων πρώτης
τάξης (στήλη του 1ου επί γραµµή του 2ου).
Θέτουµε για ευκολία Y = (X

−1)∗, δηλ. Y είναι το συζυγές αντίστροφο του X ,
τότε µπορούµε να γράψουµε το A µε ϐάση το ϕασµατικό ανάπτυγµα.

A = XΛY
∗

= λ1x1y
∗
1 + λ2x2y

∗
2 + · · ·+ λnxny

∗
n
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση

∆ιαγωνιοποίηση

Προσοχή ∆εν είναι όλα τα µητρώα διαγωνιοποιήσιµα ! (όλα έχουν
ακριβώς n ιδιοτιµές, µπορεί όµως να µην έχουν n γ.α. ιδιοδιανύσµατα.)

Ερώτηµα Πότε είναι ένα µητρώο διαγωνιοποιήσιµο ;

Αν και µόνον αν υπάρχουν n γ.α. ιδιοδιανύσµατα.
Για παράδειγµα, όταν υπάρχουν n διαφορετικές ιδιοτιµές.

Προσοχή: Αν υπάρχουν επαναλαµβανόµενες ιδιοτιµές δεν
εξασφαλίζεται. Εξαρτάται από το µητρώο :

A =

(
α 0
0 α

)
, B =

(
α 1
0 α

)
,
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Υπενθύµιση
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Υπενθύµιση
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση

Αλγεβρική και γεωµετρική πολλαπλότητα

Σε κάθε µοναδική ιδιοτιµή αντιστοιχούν ένα δεξιό και ένα αριστερό
ιδιοδιάνυσµα
Τι γίνεται όταν έχουµε πολλαπλές ιδιοτιµές ;
... αν µία ιδιοτιµή έχει πολλαπλότητα k > 1, υπάρχουν k

ιδιοδιανύσµατα (π.χ. δεξιά) που να αντιστοιχούν σε αυτήν ;
Το πλήθος των γραµµικά ανεξαρτήτων ιδιοδιανυσµάτων που
αντιστοιχούν σε κάθε ιδιοτιµή αλγεβρικής πολλαπλότητας k λέγεται
γεωµετρική πολλαπλότητα της ιδιοτιµής.
Για κάθε ιδιοτιµή: (γεωµετρική πολλ/τα ) ≤ (αλγεβρικής πολ/τας)
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση

Πολλαπλές ιδιοτιµές και ελλειµατικά µητρώα

Προσοχή: Αν κάποια ιδιοτιµή λ είναι πολλαπλή (π.χ. µε πολλαπλότητα k)
τότε γνωρίζουµε ότι A− λI είναι µη αντιστρέψιµο, και άρα

1 rank(A− λI) < n.

2 1 ≤ (dimnull)(A− λI) ≤ k .

∆ύο περιπτώσεις :

dim(null(A− λI)) = k τότε υπάρχουν k γ.α. ιδιοδιανύσµατα.

1 ≤ dim(null(A− λI)) < k τότε δεν υπάρχουν αρκετά
ιδιοδιανύσµατα και το µητρώο καλείται ελλειµµατικό
(defective).)

Γενικά Τα ελλειµµατικά µητρώα δεν διαθέτουν n γ.α.
ιδιοδιανύσµατα άρα δεν είναι διαγωνιοποιήσιµα.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση

Αριστερά ιδιοδιανύσµατα

Ποιά είναι η σχέση των ιδιοτιµών/διανυσµάτων του A µε αυτά του A
∗;

Αν Ax = λx τότε x
∗
A
∗ = λ̄x

∗εποµένως το λ̄ είναι ιδιοτιµή του A
∗

Εποµένως οι ιδιοτιµές του A
∗ είναι οι συζυγείς των ιδιοτιµών του A.

Γενικά δεν υπάρχει απλή σχέση µεταξύ των ιδιοδιανυσµάτων των A,A∗.

Αν λ̄ είναι ιδιοτιµή του A
∗ τότε ϑα υπάρχει ιδιοδιάνυσµα y ώστε

A
∗
y = λ̄y

εποµένως y
∗
A = λy

∗
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση

∆υνάµεις µητρώων και προβλέψεις από τις ιδιοτιµές

Ιδιοτιµές και ιδιοδιανύσµατα δυνάµεων µητρώου
Για κάθε A, αν Ax = λx τότε A

k
x = λk

x

οµοίως γA
j
x + δA

k
x = γλj

x + δλk
x

άρα αν οι ιδιοτιµές του A είναι {λ1, ..., λn} τότε οι ιδιοτιµές του
πολυωνύµου q(A) = γsA

s + · · ·+ γ0I, είναι

q(λ1) = γsλ
s

1 + · · ·+ +γ1λ1 + γ0I

...
...

...

q(λn) = γsλ
s

n
+ · · ·+ γ1λn + γ0I

δηλ. {q(λ1), ...., q(λn)}.

Συµπεράσµατα

Εποµένως αν γνωρίζουµε τις ιδιοτιµές του A γνωρίζουµε και τις ιδιοτιµές
οποιουδήποτε πολυωνύµου στο A.

Τα ιδιοδιανύσµατα του q(A) είναι ίδια µε τα ιδιοδιανύσµατα του A.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση

∆υνάµεις µητρώων και προβλέψεις από τις ιδιοτιµές

Ευχάριστα .... της διαγωνιοποίησης
∆ιευκόλυνση στη διαχείριση δυνάµεων

΄Εστω A ∈ Rn×n και ότι γνωριζουµε X ,Λ όπως πριν, δηλ. X
−1

AX = Λ.

A = XΛX
−1

A
k = (XΛX)k = (XΛX

−1)(XΛX
−1) · · · (XΛX

−1)

= XΛ(X
−1

X)Λ(X
−1

X)Λ · · · (X
−1

X)ΛX
−1

= XΛk
X
−1.

Ο υπολογισµός του A
k

ανάγεται στον υπολογισµό του Λk
και σε δύο επιµέρους

πολλαπλασιασµούς µητρώων, π.χ. XΛk → (XΛk )X
−1

.

Επιπλέον ερώτηµα

Πώς συµπεριφέρεται το A
k καθώς το k →∞;

Υπάρχει κάτι το ιδιαίτερο ;

Υπάρχει όριο ;

Ποιό είναι αυτό ;

Πάνε όλα τα στοιχεία στο∞? ή στο 0;
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση

∆υνάµεις µητρώων και προβλέψεις από τις ιδιοτιµές

Παράδειγµα

A =

 2
3

− 1
3

0
− 1

3
2
3

0
− 1

3
1
3

1
3

 ,Λ =

 1
3

0 0
0 1 0
0 0 1

3

 , X =

0 −
√

3
3

√
2

2

0
√

3
3

√
2

2

1
√

3
3

0



A
k =


0 −

√
3

3

√
2

2

0
√

3
3

√
2

2

1
√

3
3 0


3−k 0 0

0 1 0
0 0 3−k




1
2 − 1

2 1

−
√

3
2

√
3

2 0√
2

2

√
2

2 0



Εκτελώντας τον πολλαπλασιασµό για οποιοδήποτε k επιθυµούµε, προκύπτει το Ϲητούµενο, αφού στρογγυλέψουµε

A
4 =

(
0.5062 −0.4938 0
−0.4938 0.5062 0
−0.4938 0.4938 0.0123

)
, A

10 =

(
0.5000 −0.5000 0
−0.5000 0.5000 0
−0.5000 0.5000 0.0000

)

Οι τιµές έχουν υποστεί στρογγύλευση.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση

Οµοιότητα µητρώων

Οµοιότητα µητρώων
(Strang, 6.6)

Ορισµός

΄Εστω A ∈ Cn×n. Μας δίνεται αντιστρέψιµο X ∈ Cn×n και ϑέτουµε
B = X

−1
AX . Τότε Λ(B) = Λ(A). Τα µητρώα A και B αποκαλούνται

όµοια και έχουν ακριβώς τις ίδιες ιδιοτιµές.

Λ(AB) = Λ(BA)

Μεταθετικότητα και ιδιοδιανύσµατα

Ισχύει ότι AB = BA αν και µόνον αν υπάρχει ίδιο X που
διαγωνιοποιεί αµφότερα τα µητρώα, δηλ.

∃X τ.ώ. X
−1

AX = Λ(A), X−1
BX = Λ(B).
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση

Συναρτήσεις µητρώων

Συναρτήσεις µητρώων
Τα παραπάνω χρησιµοποιούνται για να ορίσουµε τυπικά και γενικές συναρτήσεις µητρώων.

η συνάρτηση ενός διαγώνιου µητρώου, έστω D = diag[δ1, · · · , δn], είναι το διαγώνιο
µητρώο που έχει στη διαγώνιο τις τιµές που παίρνει η συνάρτηση στα στοιχεία της
διαγωνίου :

f(D) = diag[f(δ1), . . . , f(δn)]

∆οθείσης συνάρτησης f , για κάθε διαγωνιοποιήσιµο µητρώο A για το οποίο η συνάρτηση f

υπάρχει σε κάθε ιδιοτιµή του µητρώου (δηλ. ορίζονται οι τιµές f(λj) για κάθε ιδιοτιµή λj του
A), η συνάρτηση µητρώου f(A) ορίζεται ως εξής :

f(A) = Xf(Λ)X
−1 = X

f(λ1)

. . .
f(λn)

 X
−1

όπου Λ, X είναι τα µητρώα των ιδιοτιµών και ιδιοδιανυσµάτων του A.

Συµπέρασµα : Αν γνωρίζουµε τις ιδιοτιµές, το X (ιδιοδιανύσµατα) και το X
−1, η συνάρτηση

µητρώου ανάγεται στον υπολογισµό της συνάρτησης για κάθε ιδιοτιµή και δύο πολλαπλασιασµούς
µητρώων. (∆ιαβάστε προαιρετικά τις σελ. 390-392 του Strang)
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Υπενθύµιση

Συναρτήσεις µητρώων

Παράδειγµα

A =

 2
3

− 1
3

0
− 1

3
2
3

0
− 1

3
1
3

1
3

 ,Λ =

 1
3

0 0
0 1 0
0 0 1

3

 , X =

0 −
√

3
3

√
2

2

0
√

3
3

√
2

2

1
√

3
3

0



A
k =


0 −

√
3

3

√
2

2

0
√

3
3

√
2

2

1
√

3
3 0


3−k 0 0

0 1 0
0 0 3−k




1
2 − 1

2 1

−
√

3
2

√
3

2 0√
2

2

√
2

2 0


Καθώς k →∞,

A
k =


0 −

√
3

3

√
2

2

0
√

3
3

√
2

2

1
√

3
3 0


3−k 0 0

0 1 0
0 0 3−k




1
2 − 1

2 1

−
√

3
2

√
3

2 0√
2

2

√
2

2 0


οι όροι στο διαγώνιο µητρώο Λk που αντιστοιχούν σε ιδιοτιµές |λ| < 1 τείνουν στο 0, εποµένως

lim
k→∞

A
k =


0 −

√
3

3

√
2

2

0
√

3
3

√
2

2

1
√

3
3 0


(

0 0 0
0 1 0
0 0 0

)
1
2 − 1

2 1

−
√

3
2

√
3

2 0√
2

2

√
2

2 0



=


−
√

3
3√
3

3√
3

3

(−√3
2

√
3

2 0
)
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Υπενθύµιση

Συναρτήσεις µητρώων

Συναρτήσεις µητρώων
Τα παραπάνω χρησιµοποιούνται για να ορίσουµε τυπικά και γενικές συναρτήσεις µητρώων.

η συνάρτηση ενός διαγώνιου µητρώου, έστω D = diag[δ1, · · · , δn], είναι το διαγώνιο
µητρώο που έχει στη διαγώνιο τις τιµές που παίρνει η συνάρτηση στα στοιχεία της
διαγωνίου :

f(D) = diag[f(δ1), . . . , f(δn)]

∆οθείσης συνάρτησης f , για κάθε διαγωνιοποιήσιµο µητρώο A για το οποίο η συνάρτηση f

υπάρχει σε κάθε ιδιοτιµή του µητρώου (δηλ. ορίζονται οι τιµές f(λj) για κάθε ιδιοτιµή λj του
A), η συνάρτηση µητρώου f(A) ορίζεται ως εξής :

f(A) = Xf(Λ)X
−1 = X

f(λ1)

. . .
f(λn)

 X
−1

όπου Λ, X είναι τα µητρώα των ιδιοτιµών και ιδιοδιανυσµάτων του A.

Συµπέρασµα : Αν γνωρίζουµε τις ιδιοτιµές, το X (ιδιοδιανύσµατα) και το X
−1, η συνάρτηση

µητρώου ανάγεται στον υπολογισµό της συνάρτησης για κάθε ιδιοτιµή και δύο πολλαπλασιασµούς
µητρώων. (∆ιαβάστε προαιρετικά τις σελ. 390-392 του Strang)
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Υπενθύµιση

Συναρτήσεις µητρώων

Παράδειγµα

A− λ2x2y
∗
2 =

 1
6

1
6 0

1
6

1
6 0

1
6 − 1

6
1
3


ενώ

A− λ1x1y
∗
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3 0
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2
3 0
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2

1
2 0

 , A− λ3x3y
∗
3 =
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1
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− 1
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1
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1
3


Προσέξτε ότι γι΄ αυτό το µητρώο,

max |A− λ2x2y
∗
2 |︸ ︷︷ ︸

1/3

µικρότερο του max |A− λ1x1y
∗
1 |︸ ︷︷ ︸

2/3
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∗
3 |︸ ︷︷ ︸

1/2

A
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1
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2 1
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−
√

3
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3√
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√
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√

2
2√

2
2
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(√2
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√
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση

Συναρτήσεις µητρώων

Παρατήρηση

Ας δούµε καλύτερα τι συµβαίνει : Καθώς το k µεγαλώνει, η ιδιοτιµή λ2 = 1 κυριαρχεί (επειδή

1k = 1, ο όρος δεν ϕαίνεται). Εξετάζοντας το ϕασµατικό ανάπτυγµα, µπορούµε να πούµε ότι από
ένα σηµείο και µετά, ο όρος A2 := λ2x2y

∗
2 κυριαρχεί και µπορεί να ϑεωρηθεί ως προσέγγιση του

A
k (προφανώς όσο µεγαλύτερο το k τόσο καλύτερη και η προσέγγιση).

A
k ≈ λ2x2y

∗
2 =

 1
2

− 1
2

0
− 1

2
1
2

0
− 1

2
1
2

0



A
10 − λ2x2y

∗
2 = 10−4

(
0.0847 0.0847 0
0.0847 0.0847 0
0.0847 −0.0847 0.1694

)
, A

20 − λ2x2y
∗
2 = 10−9

(
0.1434 0.1434 0
0.1434 0.1434 0
0.1434 −0.1434 0.2868

)
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση

Συναρτήσεις µητρώων

Παραδείγµατα (Strang, σελ. 382)
Στην τάξη παρατηρήσαµε πειραµατικά τη συµπεριφορά των δυνάµεων των παρακάτω µητρώων και
πώς αυτή προβλέπεται από τις ιδιοτιµές.

A =

(
3 2
1 4

)
, Λ =

(
2 0
0 5

)
,

B =

(
3 2
−5 −3

)
, Λ =

(
i 0
0 i

)

C =

(
5 7
−3 −4

)
, Λ =

(
1
2

+
√

3 i
2

0

0 1
2
−
√

3 i
2

)

D =

(
5 6.9
−3 −4

)
, Λ =

(
1
2

+ 3
√

5 i
10

0

0 1
2
− 3
√

5 i
10

)

E =

(
0.999 1000

0 0.998

)
, Λ =

(
0.999 0

0 0.998

)
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση

Ιδιοτιµές γινοµένου µητρώων

Επεκτάσεις (Strang, 6.2)

ΠΡΟΣΟΧΗ Τα παραπάνω αποτελέσµατα ισχύουν µόνον όταν έχουµε
ένα εµπλεκόµενο µητρώο και δυνάµεις του.
Γενικά - δύο αρνητικά αποτελέσµατα και ένα που ϑα εξετάσουµε :

Λ(A + B) 6= Λ(A) + Λ(B)

υπάρχουν λ ∈ Λ(AB) τέτοια ώστε λ 6= λi(A)λj(B) για κανένα i, j

Το πρώτο δεν εκπλήσσει, εξάλλου det(A) + det(B) 6= det(A) + det(B).

Σχετικά µε το γινόµενο : Θυµηθείτε ότι
det(AB) = det(BA) = det(A)det(B). Για τις ιδιοτιµές δεν ισχύει κάτι
αντίστοιχο µε την 1η ισότητα. Υπάρχει όµως κάτι αντίστοιχο µε τη
δεύτερη ισότητα.

Στη συνέχεια εξετάζουµε πως συνδέονται οι ιδιοτιµές Λ(AB) µε τις ιδιοτιµές Λ(BA).
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση

Ιδιοτιµές γινοµένου µητρώων

Ιδιοτιµές γινοµένου µητρώων
Χρησιµοποιώντας οµοιότητα, ϑα δείξουµε πως συνδέονται οι ιδιοτιµές Λ(AB)
µε τις ιδιοτιµές Λ(BA). ΄Εστω ότι A ∈ Rm×n, B ∈ Rn×m. Προσοχή, τα µητρώα
A, B δεν είναι κατ΄ αρνάγκη τετραγωνικά, το γινόµενό τους όµως πρέπει να
είναι ! Τότε αν

X =

(
I A

0 I

)
⇒ X

−1 =

(
I −A

0 I

)
(

I −A

0 I

)(
AB 0m,n
B 0n,n

)(
I A

0 I

)
=

(
0m,m 0m,n

B BA

)
΄Εστω ότι m ≥ n, τότε

(λ1(AB), . . . , λn(AB), λn+1(AB), . . . λm(AB),

n︷ ︸︸ ︷
0, . . . 0) = (λ1(BA), . . . , λn(BA), 0, . . . 0︸ ︷︷ ︸

m

)

εποµένως οι ιδιοτιµές του AB είναι ίδιες µε τις ιδιοοτιµές του BA συν επιπλέον µία µηδενική
ιδιοτιµή πολλαπλότητας m− n.

Λ(AB) = Λ(BA) ∪ {0}
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση

Ιδιότητες ιδιοζευγών συµµετρικών µητρώων

Ιδιοτιµές ερµιτιανών µητρώων και συµµετρικών πραγµατικών
µητρώων

Ax = λx,A = A
> ∈ Rn×n ⇒ x

∗
A
> = λ̄x

∗

⇒ (x
∗
A)x = ‖x‖2λ̄ = x

∗(Ax) = λ‖x‖2

Ax = λx,A = A
∗ ∈ Rn×n ⇒ x

∗
A
∗ = λ̄x

∗

⇒ (x
∗
A)x = ‖x‖2λ̄ = x

∗(Ax) = λ‖x‖2

άρα, επειδή ‖x‖ 6= 0,

λ = λ̄⇒ λ ∈ R.

Οι ιδιοτιµές των ερµιτιανών και των πραγµατικών συµµετρικών µητρώων
είναι όλες πραγµατικές. Επίσης αν A = A

> ∈ Rn×n τότε και τα
ιδιοδιανύσµατα είναι πραγµατικά.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση

Ιδιότητες ιδιοζευγών συµµετρικών µητρώων

Ορθογωνιότητα ιδιοδιανυσµάτων
συµµετρικών πραγµατικών µητρώων

΄Εστω διαφορετικές ιδιοτιµές λ 6= µ και

Ax = λx, Ay = µy

y
>

Ax = λy
>

x = y
>

A
>

x

(Ay)>x = µy
>

x ⇒ µ(y
>

x) = λ(y
>

x)

οπότε είτε λ = µ ή y
>

x = 0.

Τα ιδιοδιανύσµατα ενός πραγµατικού συµµετρικού µητρώου που
αντιστοιχούν σε διαφορετικές ιδιοτιµές είναι πάντοτε κάθετα µεταξύ
τους
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση

Ιδιότητες ιδιοζευγών συµµετρικών µητρώων

Ορθογωνιότητα ιδιοδιανυσµάτων
συµµετρικών πραγµατικών µητρώων

Τι γίνεται µε τα ιδιοδιανύσµατα που αντιστοιχούν σε πολλαπλές ιδιοτιµές ;

Κάθε συµµετρικό πραγµατικό ή ερµιτιανό µητρώο διαθέτει ακριβώς n

ιδιοδιανύσµατα που είναι κάθετα µεταξύ τους. ∆ηλαδή διαθέτει ένα
πλήρες σύνολο ορθογωνίων ιδιοδιανυσµάτων.

A[q1, ..., qn] = [q1, ..., qn]Λ⇔ [q1, ..., qn]>A[q1, ..., qn] = Λ

Q
>

AQ = Λ

A = λ1q1q
>
1 + · · ·λnqnq

>
n

ϕασµατικό ανάπτυγµα
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση

Αλγεβρικό πρόβληµα ιδιοτιµών

Το Αλγεβρικό Πρόβληµα Ιδιοτιµών (ΑΠΙ)

Ιδιοτιµές του A ονοµάσαµε τις n ϱίζες του χαρακτηριστικού
πολυώνυµου

det(A− λI) = 0

Για A ∈ Rn×n, ένα διάνυσµα x ονοµάζεται (δεξιό) ιδιοδιάνυσµα
για την ιδιοτιµή λ, αν Ax = λx . Αν y

∗
A = λy

∗, το y λέγεται
αριστερό ιδιοδιάνυσµα.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση

Αλγεβρικό πρόβληµα ιδιοτιµών

Υπόχωροι ιδιοδιανυσµάτων⇒ Ιδιόχωροι

Ιδιόχωρος ιδιοτιµής :

Ο χώρος που παράγεται από το διάνοιγµα των ιδιοδιανυσµάτων που
αντιστοιχούν σε κάποια ιδιοτιµή.

Προσοχή: Οι ιδιόχωροι είναι αναλλοίωτοι ως προς το µητρώο που τους
ορίζει :

Αν V = span〈qi1 , ..., qik
〉 ⇒ AV = V
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση

Ιδιοδιανύσµατα και ιδιόχωροι

Ιδιοδιανύσµατα και ιδιόχωροι

Γενικά, δεξιός (αριστερός) ιδιόχωρος του A λέγεται ο υπόχωρος
null(A− λI) (αντίστοιχα, ο αριστερός µηδενόχωρος
null(A

∗ − λI)).

ΠΡΟΣΕΞΤΕ : Επειδή το µητρώο είναι τετραγωνικό, για κάθε ιδιοτιµή
λ, ο δεξιός και αριστερός µηδενόχωρος έχουν ίδια διάσταση,
n− r(λ), όπου r(λ) είναι η τάξη του A− λI.

Η πολλαπλότητα της κάθε ϱίζας του p(λ) ονοµάζεται αλγεβρική
πολλαπλότητα της ιδιοτιµής λ.

∀γ 6= 0, Ax = λx ⇔ (γA)x = (γλ)x

Η διάσταση (n− r(λ)) των µηδενόχωρων λέγεται γεωµετρική
πολλαπλότητα της ιδιοτιµής.

Ο (αριστερός) µηδενόχωρος για κάθε ιδιοτιµή καλείται
(αριστερος) ιδιόχωρος της ιδιοτιµής.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση

Ιδιοδιανύσµατα και ιδιόχωροι

Γραµµική ανεξαρτησία και ορθογωνιότητα ιδιοδιανυσµάτων

Αν δύο ιδιοδιανύσµατα ενός µητρώου αντιστοιχουν σε
διαφορετικές ιδιοτιµές, ϑα είναι γραµµικά ανεξάρτητα.

Αν το µητρώο είναι συµµετρικό, τότε τα ιδιοδιανύσµατα
διαφορετικών ιδιοτιµών ϑα είναι επίσης κάθετα µεταξύ τους.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση

Μερικοί απλοί τρόποι υπολογισµού

Μία (αφελής) µέθοδος υπολογισµού του ΑΠΙ

Σηµείωση : Συνήθως εννοούµε την εύρεση των ιδιοτιµών και αντίστοιχων
δεξιών, κανονικοποιηµένων, ιδιοδιανυσµάτων.
ΜΟΝΟΝ ΓΙΑ ΠΟΛΥ ΜΙΚΡΑ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ !

1 Εύρεση του χαρακτηριστικού πολυωνύµου

2 Υπολογισµός των ϱιζών του (ιδιοτιµές)

3 Για κάθε διακριτή ιδιοτιµή, επίλυση του (A− λI)x = 0 (εύρεση
µηδενόχωρου, κεφ. 3). Κανονικοποίηση των διανυσµάτων που
(ϐάση) που επελέγη να εκπροσωπεί τον υπόχωρο.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση

Μερικοί απλοί τρόποι υπολογισµού

Μέθοδος δύναµης
αφελής µέθοδος για ... ΓΙΓΑΝΤΙΑΙΑ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ

Αν η µέγιστη σε απόλυτη τιµή ιδιοτιµή, έστωλmax, ενός A ∈ Rn×n είναι
µοναδική (άρα πραγµατική!), µε αντίστοιχο ιδιοδιάνυσµα q1, και έστω
x ∈ Rn τυχαίο, τ.ώ. x

>
q1 6= 0, τότε η ακολουθία των διανυσµατων

{Ax,A2
x, . . . ,Ak

x, . . .} τείνει σε διάνυσµα του ιδιόχωρου του λmax.

Σε περίπτωση που η µέγιστη σε απόλυτη τιµή είναι µοναδική, τότε τείνει
σε διάνυσµα συγγραµµικό του q1. (προσεγγίζεται το µέγιστο
ιδιοδιάνυσµα !)
Επίσης για µεγάλα k , το παρακάτω πηλίκο,(

x
>

A
k
x

x>x

)1/k

≈ λmax προσεγγίζεται η µέγιστη ιδιοτιµή!

Ορισµός Για κάθε µητρώο A, το πηλίκο x
>

Ax/x
>

x ονοµάζεται πηλίκο

Rayleigh.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση

Μερικοί απλοί τρόποι υπολογισµού

Μέθοδος δύναµης
αφελής µέθοδος για ... ΓΙΓΑΝΤΙΑΙΑ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ

Αν η µέγιστη σε απόλυτη τιµή ιδιοτιµή, έστωλmax, ενός A ∈ Rn×n είναι
µοναδική (άρα πραγµατική!), µε αντίστοιχο ιδιοδιάνυσµα q1, και έστω
x ∈ Rn τυχαίο, τ.ώ. x

>
q1 6= 0, τότε η ακολουθία των διανυσµατων

{Ax,A2
x, . . . ,Ak

x, . . .} τείνει σε διάνυσµα του ιδιόχωρου του λmax.

Σε περίπτωση που η µέγιστη σε απόλυτη τιµή είναι µοναδική, τότε τείνει
σε διάνυσµα συγγραµµικό του q1. (προσεγγίζεται το µέγιστο
ιδιοδιάνυσµα !)

Επίσης για µεγάλα k , το παρακάτω πηλίκο,(
x
>

A
k
x

x>x

)1/k

≈ λmax προσεγγίζεται η µέγιστη ιδιοτιµή!

Ορισµός Για κάθε µητρώο A, το πηλίκο x
>

Ax/x
>

x ονοµάζεται πηλίκο

Rayleigh.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση

Μερικοί απλοί τρόποι υπολογισµού

Μέθοδος δύναµης
αφελής µέθοδος για ... ΓΙΓΑΝΤΙΑΙΑ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ

Αν η µέγιστη σε απόλυτη τιµή ιδιοτιµή, έστωλmax, ενός A ∈ Rn×n είναι
µοναδική (άρα πραγµατική!), µε αντίστοιχο ιδιοδιάνυσµα q1, και έστω
x ∈ Rn τυχαίο, τ.ώ. x

>
q1 6= 0, τότε η ακολουθία των διανυσµατων

{Ax,A2
x, . . . ,Ak

x, . . .} τείνει σε διάνυσµα του ιδιόχωρου του λmax.

Σε περίπτωση που η µέγιστη σε απόλυτη τιµή είναι µοναδική, τότε τείνει
σε διάνυσµα συγγραµµικό του q1. (προσεγγίζεται το µέγιστο
ιδιοδιάνυσµα !)
Επίσης για µεγάλα k , το παρακάτω πηλίκο,(

x
>

A
k
x

x>x

)1/k

≈ λmax προσεγγίζεται η µέγιστη ιδιοτιµή!

Ορισµός Για κάθε µητρώο A, το πηλίκο x
>

Ax/x
>

x ονοµάζεται πηλίκο

Rayleigh.
47 / 63



Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση

Ιδιότητες πραγµατικών συµµετρικών µητρώων

Ιδιοτιµές ερµιτιανών µητρώων και πραγµατικών συµµετρικών
µητρώων

Ax = λx,A = A
> ∈ Rn×n ⇒ x

∗
A
> = λ̄x

∗

⇒ (x
∗
A)x = ‖x‖2λ̄ = x

∗(Ax) = λ‖x‖2

Ax = λx,A = A
∗ ∈ Rn×n ⇒ x

∗
A
∗ = λ̄x

∗

⇒ (x
∗
A)x = ‖x‖2λ̄ = x

∗(Ax) = λ‖x‖2

άρα, επειδή ‖x‖ 6= 0,

λ = λ̄⇒ λ ∈ R.

Οι ιδιοτιµές των ερµιτιανών και των πραγµατικών συµµετρικών µητρώων
είναι όλες πραγµατικές. Επίσης αν A = A

> ∈ Rn×n τότε όλα τα
ιδιοδιανύσµατα είναι πραγµατικά.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση

Ιδιότητες πραγµατικών συµµετρικών µητρώων

Ορθογωνιότητα ιδιοδιανυσµάτων
συµµετρικών πραγµατικών µητρώων

΄Εστω διαφορετικές ιδιοτιµές λ 6= µ και

Ax = λx, Ay = µy

y
>

Ax = λy
>

x = y
>

A
>

x

(Ay)>x = µy
>

x ⇒ µ(y
>

x) = λ(y
>

x)

οπότε είτε λ = µ ή y
>

x = 0.

Τα ιδιοδιανύσµατα ενός πραγµατικού συµµετρικού µητρώου που
αντιστοιχούν σε διαφορετικές ιδιοτιµές είναι πάντοτε κάθετα µεταξύ
τους
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση

Ιδιότητες πραγµατικών συµµετρικών µητρώων

Ορθογωνιότητα ιδιοδιανυσµάτων
συµµετρικών πραγµατικών µητρώων

Τι γίνεται µε τα ιδιοδιανύσµατα που αντιστοιχούν σε πολλαπλές ιδιοτιµές ;

Κάθε πραγµατικό συµµετρικό ή ερµιτιανό µητρώο διαθέτει ακριβώς n

ιδιοδιανύσµατα που είναι κάθετα µεταξύ τους. ∆ηλαδή διαθέτει ένα
πλήρες σύνολο ορθογωνίων ιδιοδιανυσµάτων.

A[q1, ..., qn] = [q1, ..., qn]Λ⇔ [q1, ..., qn]>A[q1, ..., qn] = Λ

Q
>

AQ = Λ

A = λ1q1q
>
1 + · · ·λnqnq

>
n

ϕασµατικό ανάπτυγµα
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση

Ιδιότητες πραγµατικών συµµετρικών µητρώων

Φασµατικό ανάπτυγµα µητρώου

Επανάληψη Αν ισχύει ότι A = QΛQ
−1, και ϑέσουµε

Q = ( q1 q2 · · · qn ), Q
−1 =


p
∗
1

p
∗
2
...

p
∗
n


τότε

A = λ1q1p
∗
1 + λ2q2p

∗
2 + · · ·+ λnqnp

∗
n

ΠΡΟΣΕΞΤΕ Το µητρώο γράφτηκε ως γραµµικός συνδυασµός n µητρώων.
Οι συντελεστές είναι οι ιδιοτιµές. Τα µητρώα είναι pjq

∗
j

είναι 1ης τάξης,
και κάθε ένα προκύπτει από τον πολλαπλασιασµό του j δεξιού
ιδιοδιανύσµατος µε το j αριστερό ιδιοδιάνυσµα.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση

Ιδιότητες πραγµατικών συµµετρικών µητρώων

Ιδιοτιµές ερµιτιανών µητρώων και πραγµατικών συµµετρικών
µητρώων

Επανάληψη

Ax = λx,A = A
> ∈ Rn×n ⇒ x

∗
A
> = λ̄x

∗

⇒ (x
∗
A)x = ‖x‖2λ̄ = x

∗(Ax) = λ‖x‖2

Ax = λx,A = A
∗ ∈ Rn×n ⇒ x

∗
A
∗ = λ̄x

∗

⇒ (x
∗
A)x = ‖x‖2λ̄ = x

∗(Ax) = λ‖x‖2

άρα, επειδή ‖x‖ 6= 0,

λ = λ̄⇒ λ ∈ R.

Οι ιδιοτιµές των ερµιτιανών και των πραγµατικών συµµετρικών µητρώων
είναι όλες πραγµατικές. Επίσης αν A = A

> ∈ Rn×n τότε και τα
ιδιοδιανύσµατα είναι πραγµατικά.
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Υπενθύµιση

Ιδιότητες πραγµατικών συµµετρικών µητρώων

Ορθογωνιότητα ιδιοδιανυσµάτων πραγµατικών συµµετρικών
µητρώων
Επανάληψη

΄Εστω διαφορετικές ιδιοτιµές λ 6= µ και

Ax = λx, Ay = µy

y
>

Ax = λy
>

x = y
>

A
>

x

(Ay)>x = µy
>

x ⇒ µ(y
>

x) = λ(y
>

x)

οπότε είτε λ = µ ή y
>

x = 0.

Τα ιδιοδιανύσµατα ενός πραγµατικού συµµετρικού µητρώου που
αντιστοιχούν σε διαφορετικές ιδιοτιµές είναι πάντοτε κάθετα µεταξύ
τους
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Υπενθύµιση

Ιδιότητες πραγµατικών συµµετρικών µητρώων

Ορθογωνιότητα ιδιοδιανυσµάτων πραγµατικών συµµετρικών
µητρώων
Επανάληψη

Τι γίνεται µε τα ιδιοδιανύσµατα που αντιστοιχούν σε πολλαπλές ιδιοτιµές ;

Κάθε πραγµατικό συµµετρικό ή ερµιτιανό µητρώο διαθέτει ακριβώς n

ιδιοδιανύσµατα που είναι κάθετα µεταξύ τους. ∆ηλαδή διαθέτει ένα
πλήρες σύνολο ορθογωνίων ιδιοδιανυσµάτων.

A[q1, ..., qn] = [q1, ..., qn]Λ⇔ [q1, ..., qn]>A[q1, ..., qn] = Λ

Q
>

AQ = Λ

A = λ1q1q
>
1 + · · ·λnqnq

>
n

ϕασµατικό ανάπτυγµα
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Υπενθύµιση

Οµοιότητα µητρώων και διαγωνιοποιήσιµα µητρώα

Οµοιότητα µητρώων
Επανάληψη

Ορισµοί

Μητρώα που έχουν ακριβώς ίδιες ιδιοτιµές λέγονται όµοια. Αν
A, P ∈ Cn×n και το P είναι αντιστρέψιµο, τότε τα A και P

−1
AP είναι

όµοια. Ο µετασχηµατισµός :

A→ P
−1

AP

λέγεται µετασχηµατισµός οµοιότητας. Αν το P είναι ορθογώνιο (ή
ορθοµοναδιαίο), τότε λέγεται ορθογώνιος (ή ορθοµοναδιαίος)
µετασχηµατισµός οµοιότητας.
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Υπενθύµιση

Οµοιότητα µητρώων και διαγωνιοποιήσιµα µητρώα

΄Ενα µητρώο είναι διαγωνιοποιήσιµο αν είναι όµοιο µε ένα
διαγώνιο µητρώο (των ιδιοτιµών του !)

∆ιαγωνιοποιήσιµα είναι όσα µητρώα διαθέτουν ακριβώς n

γραµµικά ανεξάρτητα ιδιοδιανύσµατα.

Αν τα ιδιοδιανύσµατα είναι κάθετα µεταξύ τους, τότε P
>

P = I άρα
το µητρώο P είναι ορθογώνιο και ισχύει ότι P

>
AP = Λ.

Αν τα ιδιοδιανύσµατα είναι ορθοµοναδιαία µεταξύ τους, τότε
P
∗
AP = Λ.
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Υπενθύµιση

Οµοιότητα µητρώων και διαγωνιοποιήσιµα µητρώα

∆ιαγωνιοποίηση
Επανάληψη

∆ύο σηµαντικές περιπτώσεις για δοθέν A ∈ Cn×n:

1 είναι διαγωνιοποιήσιµο⇒ υπάρχουν n γ.α. ιδιοδιανύσµατα

2 δεν είναι διαγωνιοποιήσιµο (ελλειµατικό)⇒ δεν υπάρχουν n γ.α.
ιδιοδιανύσµατα

ΠΡΟΣΟΧΗ Αν διαγωνιοποιήσιµο, τότε σε ορισµένες (καλές)
περιπτώσεις τα ιδιοδιανύσµατα είναι ορθογώνια (αν πραγµατικά) ή
ορθοµοναδιαία (αν µιγαδικά), οπότε

Q
>

AQ = Λ, ή Q
∗
AQ = Λ
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Συµπληρωµατικά ϑέµατα

Συνοδευτικό µητρώο

Συνοδευτικό µητρώο
Από τα πολυώνυµα στα µητρώα

Για κάθε πολυώνυµο p ϐαθµού n, υπάρχει µητρώο A ∈ Cn×n µε χ.π.
ίδιο µε p.

Το p(z) = λn + αn−1λ
n−1 + · · ·+ α1λ+ α0 είναι το χ.π. του

A =


0 0 · · · 0 −α0

1 0 · · · 0 −α1

0 1 0 · · · −α2
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · 1 −αn−1

 , το συνοδευτικό µητρώο του p.

(υπολ. ϱιζών πολυωνύµου ϐαθµού n) ≡ ( υπολ. ιδιοτιµών συνοδευτικού µητρώου )
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Συµπληρωµατικά ϑέµατα

Συνοδευτικό µητρώο

Μητρώο ως ανάπτυγµα ιδιοτιµών και ιδιοδιανυσµάτων (υπενθ.)
Φασµατικό ανάπτυγµα

Αν το µητρώο A διαθέτει n γ.α. ιδιοδιοδιανύσµατα, τότε A = XΛX
−1 όπου Λ το

διαγώνιο µητρώο των ιδιοτιµών και X το µητρώο των ιδιοδιανυσµάτων.
Θέτουµε για ευκολία Y = (X

−1)∗, δηλ. Y είναι το συζυγές αντίστροφο του X ,
τότε µπορούµε να γράψουµε το A µε ϐάση το ϕασµατικό ανάπτυγµα.

A = XΛY
∗

= λ1x1y
∗
1 + λ2x2y

∗
2 + · · ·+ λnxny

∗
n
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Συµπληρωµατικά ϑέµατα

Ερµηνεία επίλυσης γραµµικού συστήµατος µέσω του ϕασµατικού αναπτύγµατος

Επίλυση συστηµάτων µέσω ϕασµατικού αναπτύγµατος και
ερµηνεία

Αν γνωρίζουµε τα X ,Λ ώστε X
−1

AX = Λ και αναζητούµε το x τ.ώ. Ax = b,

Ax = b

X
−1

AXX
−1

x = X
−1

b

οπότε

x = XΛ−1
X
−1

b

=
1

λ1
x1(y

∗
1 b) +

1

λ2
x2(y

∗
2 b) + · · · 1

λn

xn(y
∗
n

b)

ΠΡΟΣΟΧΗ Ο τρόπος αυτός επίλυσης σπάνια συµφέρει ...

πιο χρήσιµο είναι η πληροφορία που παρέχει αναδεικνύοντας ορισµένα

χαρακτηριστικά της λύσης ! π.χ. πως µεγεθύνονται οι παράγοντες που

αντιστοιχούν σε όρους όπου y
∗
j

b 6= 0 και η απόλυτη τιµή |λj | είναι πολύ µικρή

(αν είναι 0, το µητρώο δεν αντιστρέφεται).
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Ερµηνεία επίλυσης γραµµικού συστήµατος µέσω του ϕασµατικού αναπτύγµατος
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ερµηνεία
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Ερµηνεία επίλυσης γραµµικού συστήµατος µέσω του ϕασµατικού αναπτύγµατος

Βιβλιογραφία I

G. Strang.

Εισαγωγή στη Γραµµική ΄Αλγεβρα.
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Ερµηνεία επίλυσης γραµµικού συστήµατος µέσω του ϕασµατικού αναπτύγµατος

Σηµείωµα Αναφοράς
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